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AVANT-PROPOS

C'est un truisme d'énoncer que toute la science séismologique
consiste dans l'étude delà propagation d'ondes progressives. Un séisme
est déterminé en effet par une rupture soudaine d'équilibre de l'écorce
terrestre dans certaine région du globe, et il se manifeste par l'extension
progressive aux régions avoisinantes du mouvement provoqué par la
perturbation initiale.

L'étude théorique delà propagation d'une onde conduit à la recherche
des solutions d'une équation ou d'un système d'équations aux dérivées
partielles, auxquelles sont adjointes certaines conditions aux limites et
certaines conditions initiales.

Cependant, en dehors de bien rares exceptions, correspondant à des
problèmes particulièrement simples, les méthodes classiques d'inté-
gration des équations aux dérivées partielles ne permettent pas d'obtenir
les solutions véritables, complètes, « synthétiques » que le physicien
désire.

C'est la raison principale pour laquelle les ouvrages de Séismologie
théorique se bornent le plus souvent à décrire des états de régime
harmonique permanent, analogues à ceux qu'on est conduit à
envisager par exemple dans l'étude du rayonnement d'une antenne
d'émission radiotélégraphique.

Le problème de l'état de régime harmonique permanent est en effet
beaucoup plus simple que celui de l'onde progressive car, dans l'hypo-
thèse que les élongations s'expriment par des fonctions sinusoïdales du
temps, les équations du problème, supposées linéaires et homogènes,
font place à de nouvelles d'où la variable temps disparaît. Ce problème
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de l'état de régime harmonique permanent n'est d'ailleurs qu'un cas

particulier, plus exactement un cas limite du problème de l'onde pro-

gressive et ne peut, même en l'absence d'ondes dites stationnaires,

apporter que des renseignements bien incomplets et incertains sur le

mécanisme général de la propagation : les physiciens font trop souvent

une extrapolation hasardeuse en attribuant aux notions de vitesse de

phase, de groupe, de propagation d'énergie une portée qu'elles n'ont

pas nécessairement et en essayant de prévoir, à partir des formules de

l'état permanent, quelle peut être l'allure du phénomène transitoire,

c'est-à-dire de l'onde progressive.

Certes, en sommant des solutions sinusoïdales sous la forme d'une

intégrale de Fourier on peut, lorsque les équations sont linéaires,

espérer obtenir la solution du problème de propagation. Encore convien-

drait-il — ce qu'on passe généralement sous silence — de vérifier après

coup la correction du procédé en montrant par exemple que les dériva-

tions sous le signe somme sont légitimes. Ce point supposé acquis, il

subsiste cette difficulté que l'expression d'une fonction sous forme d'une

série ou d'une intégrale de Fourier ne permet que très difficilement d'en

discuter les propriétés ou d'en effectuer le calcul numérique.

On parvient certainement à une analyse beaucoup plus intéressante

des phénomènes de propagation lorsque, à la suite de Hugoniot, on

définit une surface de front d'onde comme le siège d'une discontinuité

cinématique. On sait que les conséquences de cette définition ont été

développées systématiquement par Hadamard (') dans ses « Leçons sur la

propagation des ondes ». Cette manière d'envisager les problèmes de

propagation est très élégante et très générale. 11 convient cependant de

remarquer, d'une part que le front d'onde n'est pas nécessairement le

siège d'une discontinuité cinématique, d'autre part que la recherche des

surfaces de front d'onde, de leur forme et de la grandeur de la discon-

tinuité cinématique dont elles sont éventuellement le siège ne saurait

constituer que l'étude d'une propriété isolée, généralement pas la plus

intéressante, des fonctions par lesquelles peut s'exprimer la solution

complète.

(l) J. HADAMARD, Leçons sur la propagation des ondes et les équations de l'hydro-
dynamique (Hermann, Paris, 1900).
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Notre but et notre méthode sont bien différents. Ils visent la décou-

verte de solutions complètes et rigoureuses, « synthétiques », permettant

une discussion approfondie, numérique s'il en est besoin, de certains

problèmes assurément schématiques, mais néanmoins choisis parmi les

plus typiques de la propagation d'une onde. C'est ainsi que le présent

ouvrage traite de la solution et de la discussion du problème suivant :

« Deux milieux homogènes, isotropes, élastiques, indéfinis, sont

séparés par une surface plane de contact. Dans l'un des milieux prend

naissance une onde séismique progressive initialement sphérique, iso-

trope et de condensation. On se propose d'étudier ce que le phénomène

devient à partir de l'instant où le front avant de l'onde incidente vient

heurter la surface de séparation des deux milieux. »

A cause de son importance théorique, qui déborde la pure Séismo-

logie, ce problème n'est pas nouveau. Il a été abordé, une seule fois

d'ailleurs, il y a 35 ans, par Lamb (1), dans un mémoire célèbre.

La présente étude sera plus générale que celle de Lamb, pour les

raisons suivantes :

i° L'un des milieux de Lamb était le vide. Nos deux milieux seront

quelconques.

2° Lamb plaçait l'origine de la perturbation sur la surface de sépa-

ration. Nous la placerons au sein d'un des milieux.

3° Lamb se bornait à étudier le mouvement des points situés sut la

surface de séparation. Nous étudierons le mouvement d'un point quel-

conque choisi n'importe où au sein des deux milieux.

En raison de ce degré de généralité que ne revêtait pas le mémoire de

Lamb, nous ferons apparaître plusieurs résultats nouveaux, parmi

lesquels nous citerons :

i° Le mécanisme de la formation d'ondes à front conique lors de la

réflexion totale. Ce curieux phénomène fut découvert empiriquement

(x) H. LAMB, On the propagation o f tremors over the surf a-e of an elastic solid
{Philos. Trans, of the Boy. Soc. of London, 203 A, igo/|,p. i à t\2).
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lors des premières tentatives de prospection par la méthode séismique,

mais, en dépit d'une volumineuse littérature dans les revues spécialisées,

il ne semble pas avoir reçu jusqu'à présent aucune explication satis-

faisante.

2° La nature, peut-être assez inattendue, des discontinuités cinéma-

tiques dont les divers fronts d'onde peuvent être le siège.

3° La description des propriétés et de la structure de la pseudo-onde

superficielle progressive dite Onde de Rayleigh.

4° L'existence d'autres pseudo-ondes superficielles progressives, d'un

type distinct de celui de l'Onde de Rayleigh.

5° L'existence de pseudo-ondes de types variés, se propageant à Vin-

térieur des milieux et non plus le long de leur intersurface.

Nota. — L'auteur a traité, par celte même méthode, quatre autres
problèmes typiques de propagation d'ondes progressives :

L. CAGNIARD, Diffraction d'une onde progressive par un écran en
forme de demi-plan [Journal de Phys., VII, t. 6, ig35, p. 3io et 369).

L. CAGNIARD, Hydrodynamique fluviale. Régimes variables
[Reçue générale de l'Hydraulique, t. 3. 1937, p. 128).

L. CAGNIARD, Sur la propagation du mouvement dans les milieux
visqueux (C. R. Ac. Se, t. 204, 193-, p. 4o8).

L. CAGNIARD, Sur la propagation d'un signal dans une atmosphère
raréfiée ionisée (C. R. Ac. Se, t. 208, 1939, p. 918).

Je remercie tout particulièrement mon ami M. J. Dubourdieu,
qui a bien voulu contrôler « directement » que la solution obtenue
vérifiait les équations indéfinies et les conditions aux limites, et avec
qui j'ai pu discuter utilement maintes parties du présent ouvrage.



PLAN DE L'OUVRAGE

CHAPITRES I ET II.

Le problème dont l'étude fait l'objet du présent ouvrage est mis en
équations au cours des deux premiers Chapitres (Notations. Equations
indéfinies. Conditions aux limites. Conditions initiales. Discussion de
la notion de source ponctuelle).

CHAPITRE III.

La solution du problème sera obtenue par la méthode d'intégration
de Carson dont nous présentons un exposé nouveau en nous attachant
à montrer qu'elle est fondée sur une succession d'hypothèses qui sont
seulement « plausibles ». Une solution obtenue par cette méthode n'est
donc recevable que si l'on peut vérifier a posteriori, par une substitution
directe, qu'elle satisfait effectivement aux équations du problème.
Malheureusement, dans les problèmes quelque peu compliqués, une
vérification de ce genre sera presque toujours impraticable. Grâce à un
lemme et à un théorème démontrés dans le Chapitre III, il suffira, pour
effectuer ce contrôle, de constater que la solution possède certaines
propriétés d'une nature très générale (N. B. : Dans une première lecture,
on peut laisser de côté la démonstration des théorèmes et ne jeter qu'un
coup d'œil rapide sur les considérations qui terminent le Chapitre).

CHAPITRE IV.

Pour appliquer la méthode, il faut d'abord déterminer les « coefficients
exponentiels », c'est-à-dire obtenir une solution de régime, dépourvue
d'ailleurs de toute signification physique, exprimée par des fonctions
exponentielles du temps. Cette première partie du problème ne présente
d'autre difficulté que celle de la discussion des racines d'une équation
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irrationnelle quelque peu compliquée. Cette longue discussion est fon-
damentale pour la suite des raisonnements et apparaîtra comme celle de
l'existence d'une onde de Rayleigh à l'intersurface de deux milieux
quelconques. Néanmoins le lecteur pressé pourra passer rapidement
sur cette discussion pour n'en retenir que le résultat : D (u)
admet deux racines imaginaires pures opposées, ou n'admet aucune
racine (dans une portion du plan complexe délimitée par certaines
coupures).

CHAPITRE V.

Les « facteurs de transmission », par lesquels la solution s'exprime
immédiatement, sont obtenus en cherchant les transformées de Laplace
des coefficients exponentiels, c'est-à-dire en résolvant une équation
intégrale de première espèce. On parvient à ce résultat par une simple
identification, à l'aide de changements de variable successifs effectués
dans le plan imaginaire. En fait, c'est là que résidaient les principales
difficultés du problème. La clef de la solution consiste à remarquer
que les variables et paramètres de l'Optique géométrique (angles
d'incidence, de réflexion, de réfraction, temps minimum de Fermât)
s'introduisent tout naturellement dans le changement de variable
qui s'impose.

CHAPITRE VI.

Nous étudions dans ce Chapitre les propriétés fondamentales de l'un
des facteurs de transmission B(r , p, z), qui s'exprime par une juxta-
position de fonctions analytiques définies de manières différentes dans
les diverses régions de l'espace p, z, v. Nous examinons principalement

les discontinuités de B(c, p, z) ou de sa dérivée y B(c^, p, ~) , ou encore

les singularités diverses que présentent, sur les surfaces de front d'onde,
les fonctions par lesquelles s'exprime B((\ p. z). Nous y parvenons en
étudiant le prolongement analytique de chacune des fonctions dans les
domaines limitrophes. (Malgré le caractère fondamental des résultats
obtenus dans ce Chapitre, le lecteur pressé pourra, ici encore, se bornei
à un coup d'œil rapide.)

CHAPITRE VII.

Ensemble de la solution. Chapitre court et de lecture facile. Examiner
particulièrement les figures qui illustrent le phénomène des Ondes
coniques.



PLAN DE L'OUVRAGE. XV

CHAPITRES VIII ET IX.

Nous y traitons deux cas particuliers (problème statique et problème
harmonique), de peu d'intérêt pratique, qui peuvent être laissés de côté
dans une première lecture}.

CHAPITRES X, Xr, XII ET XIII.

Nous discutons alors d'une manière approfondie un cas particulier
important de Tonde progressive, celui où le second milieu est le vide.
Les formules se simplifient beaucoup : aussi récrivons-nous les formules
simplifiées en tête du Chapitre X. Dans le Chapitre X. nous étudions
numériquement, avec diagrammes et courbes représentatives à l'appui,
la propagation de discontinuités cinématiques éventuelles. Au Cha-
pitre XI, nous assistons à la naissance de l'Onde de Rayleigh progressive
et nous étudions cette onde superficielle, avec nombreuses courbes
représentatives à l'appui, à la surface du sol ou en profondeur. Au
Chapitre XII, nous étudions de la même manière une autre pseudo-
onde superficielle, d'un type analogue à celui de l'Onde de Rayleigh
qui, bien qu'elle soit une onde mixte (de condensation et de distorsion)
se propage avec la vitesse radiale £i2. Cette onde ne doit jouer d'ailleurs
qu'un rôle effacé dans les séismogrammes de séismes lointains. Enfin,
au Chapitre XIII nous mettons en évidence l'existence d'une autre
pseudo-onde, sphérique et de distorsion.

CHAPITRE XIV.

Nous traitons ici l'Onde progressive dans le cas général de deux
milieux quelconques (fronts d'onde coniques éventuels, au nombre de
trois ou de cinq, pseudo-ondes variées, superficielles, sphériques,
coniques, propagation des discontinuités cinématiques).





PREMIÈRE THÈSE

RÉFLEXION ET REFRACTION

ONDES SÉISMIQUES PROGRESSIVES

CHAPITRE I.
NOTATIONS. ÉQUATIONS INDÉFINIES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

CONDITIONS AUX LIMITES
SUR LA SURFACE DE SÉPARATION DES MILIEUX.

1. Énoncé du problème. — La surface de séparation de deux solides
indéfinis, homogènes, isotropes et élastiques est choisie comme plan
des xy d'un système d'axes rectangulaires O x , Oy, Qz (Jig- i ) .

/•''milieu

2? milieu
Fig. i .

A Pinstant zéro, tous les points des deux milieux envisagés sont au
repos, et une source ponctuelle S, de coordonnées o, o, h > o, qu'on
peut considérer comme une sphère puisante de rayon infiniment petit (1)
commence à vibrer de manière que ses élongations soient constamment
radiales et isotropes. La loi de ces élongations est une fonction arbitraire

(*) Nous reviendrons au Chapitre II sur la définition d'une telle source ponctuelle.

THBSB L. CAQNIARD. 1



donnée du temps t. On se propose d'étudier la propagation de l'onde
qui prend naissance. C'est en somme le problème général de la réflexion
sur une surface plane d'une onde séismique sphérique, isotrope et de
condensation.

Dans ce chapitre nous explicitons d'abord les notations employées,
puis nous posons les équations indéfinies de propagation et les condi-
tions aux limites à satisfaire sur le plan z = o.

2. Notations. — Le milieu où se trouve la source S est dit « premier
milieu », l'autre « second milieu ». Pour désigner les paramètres qui
caractérisent les deux milieux, il est fait usage des mêmes lettres, mais
en accentuant celles qui correspondent au second milieu.

Exemple : X, JJI, coefficients de Lamé du premier milieu ;
X', jj/, coefficients de Lamé du second milieu;

<j, densité de la matière;
£2j, vitesse de phase des ondes harmoniques planes de condensation;
£22, vitesse de phase des ondes harmoniques planes de distorsion.

On sait que
X ( Q ? Q | )

Gomme X est essentiellement positif, on conclut

ûi ^ r

Dans le problème ici traité, l'axe O z est axe de révolution pour les
phénomènes. Aussi ferons-nous choix de coordonnées cylindriques p,

x = p coscp,
y = p sincp.

Par suite des conditions de symétrie, l'élongation n'a pas de compo-
sante tangentielie ly. De plus /p et lz sont indépendantes de cp.

D'après la théorie de l'élasticité

àW àU

z ~" àz \àp p / '

W et U désignant deux fonctions de p et z.










