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PREMIÈRE THÈSE.

SUR LE SCHÉMA DE HELMHOLTZRIRCHHOFF

Introduction.

On sait que, parmi les figures physiques de l'écoulement d'un fluide, se
présente le mouvement permanent, avec sillage en aval d'un obstacle.

A cette figure particulière correspond le problème hydrodynamique théo-
rique de l'écoulement plan du fluide incompressible avec surfaces de discon-
tinuité s'étendant à l'infini, qui donne lieu au schéma de Helmholtz-Kirchhoff.

Ce problème a fait l'objet de nombreux travaux, en tête desquels se situent
par leur importance, les Mémoires de M. Henri Villat ( ' ) ; depuis il a été
particulièrement étudié par MM. Alexandre Weinstein et Caïus Jacob et
surtout par M. Jean Leray dont les travaux occupent une position centrale dans
la théorie des sillages, et dont la Thèse (2) de M. Julien Kravtchenko constitue
le prolongement. On trouvera dans ce dernier travail une bibliographie
étendue de la question ainsi qu'un exposé capital d'un caractère définitif.

Dans le présent Mémoire, j 'ai tenté une extension des résultats déjà obtenus
dans diverses directions, et en particulier dans le cas d'un obstacle fixe par
rapport à un canal à parois rectilignes indéfinies et parallèles, cas ayant fait
l'objet de la thèse précitée, laquelle m'a été du plus précieux secours.

Il s'agit ici, en l'espèce, du mouvement plan irrotationnel du fluide parfait
incompressible enfermé dans un canal indéfini dont les parois sont des

courbes JJL1 |X2. Le fluide vif provenant de l'infini amont heurte un obstacle BC
fixe dans le canal, so subdivise en un point O de l'obstacle en deux courants
qui lèchent celui-ci le long des éléments c^ et GJ2> pour s'en détacher aux
points P] et P2, confondus avec B et C dans le cas dit du sillage, en amont de
ces points dans le cas de la proue, et pour laisser entre eux un sillage de fluide
mort limité aux lignes de jet X, et X2.

(1) Et en premier lieu sa première Thèse : Sur la résistance des Fluides, n° (Tordre 1412,
Paris.

(2) Sur le problème de représentation conforme de Helmholtz, Théorie des sillages
et des proues (J. Math, pures et appliquées, 9e série, t. 20, IQZ+I, p. 35 à 3o3).

È 1THÈSE A. OUDART.
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Dans un premier Chapitre, je situe des généralités et les représentations
conformes employées; je rappelle, en particulier, l'emploi du demi-plan
supérieur (T) de la variable t et de la demi-couronne (0?) comprise entre les
cercles de rayon 1 et g <̂  1 concentriques à l'origine du plan de la variable Z.

Le second Chapitre concerne le problème inverse (indéterminé) de MM. Levi-
Civita et Villat, et en particulier l'étude du module de continuité.

Le troisième Chapitre étudie l'obstacle, les parois et les lignes de jet et met
en évidence certains aspects du problème en ce qui concerne la limitation
du canal.

Le quatrième Chapitre a trait aux conditions de validité dites de M. M. Bril-
louin; j'établis l'impossibilité de satisfaire en général à la condition V^i dite
de limitation de la vitesse ou première condition de validité (que j'appelle
condition de validité totale) pour un canal convergent; par contre, j'obtiens
une proposition tout à fait satisfaisante pour le canal divergent et l'obstacle
tranchant.

Le cinquième et dernier Chapitre traite de l'existence de la solution en
application du Critère d'existence de MM. Jean Leray et Jules Schauder.

Sur les suggestions de M. J. Kravtchenko, j'ai tenté d'exploiter le plus
possible le demi-plan (T); l'étude poursuivie m'a montré que l'emploi de la
demi-couronne (d) avait aussi ses avantages et que cette représentation, qui
nécessite l'usage des fonctions elliptiques, conservait sa valeur; d'ailleurs,
l'étude de ces dernières fonctions n'est pas sans intérêt en soi et est une
excellente application de la théorie des fonctions.

Chemin faisant, je me suis rendu compte qu'il n'était guère possible de se
passer complètement des dites fonctions, et en conséquence, j'emploie Tune ou
Pautre représentation, indifféremment, selon la plus ou moins grande facilité
qu'elle peut offrir.

D'ailleurs l'usage du demi-plan (T) n'est pas sans inconvénients en raison
de l'existence du point à l'infini du plan et de la nécessité d'introduire la fonc-
tion - Î moins simple que Q(Z).

Enfin les résultats qu'on peut obtenir dans le problème indéterminé de
MM. Levi-Civita et Villat par exemple, concernent des domaines de solutions
voisins, mais non identiques.

A ce sujet, il y a lieu de noter que les sujétions du plan Z, par exemple la
limitation de q par l'inégalité </< 0,517 dans un certain problème, si elles
n'ont pas leur équivalent dans le plan *, laissent la place à d'autres sujétions,
par exemple la nécessité que la fonction <&(*) satisfasse à deux conditions de
régularité.

Dans un but d'allégement, j 'ai reporté en Annexe un certain nombre
d'études préliminaires, et j'ai retranché unxertain nombre de résultats numé-
riques qui pourront prendre place dans quelque autre Mémoire.
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J'ai adopté pour les références à la thèse de M. J. Kravtchenko les initiales
(«/. À7"...) suivies du numéro du paragraphe ou de la formule et de la page; j'ai
procédé de même pour les références aux Éléments de la théorie des Fonctions
elliptiques, par Jules Tannery et Jules Molk (T. A/...); mes propres références
ne comportent que le numéro du paragraphe et de la formule sans initiales,
sauf pour ce qui concerne l'Annexe.

En terminant cette Introduction, je veux reporter ma pensée sur les Maîtres
de ma jeunesse, et je veux exprimer toute ma respectueuse gratitude à mon
Maître M. Henri Villat, qui a bien voulu suivre mes travaux et les encourager
avec tant de bienveillance, et leur donner l'impulsion qui m'a permis de les
conduire à bonne fin, malgré les vicissitudes de la guerre.

Je suis également heureux de remercier ici mon ami M. Julien Kravtchenko
de l'aide si efficace et si cordiale qu'il m'a donnée pour vaincre les difficultés
du sujet traité.

CHAPITRE I.

GÉNÉRALITÉS ET REPRÉSENTATIONS CONFORMES.

10. La figure i situe le problème posé, comme nous l'avons exposé dans
l'Introduction.

o:

11. Soit / ( ^ ) = ç(a?, j ) + ity(x, y) le potentiel complexe dans le
domaine (A) du fluide vif.

La vitesse complexe W = H — iv= -~ donne les composantes (w, v) de la

vitesse V du fluide en chaque point.
On pose

(0 %



«. f r -

et
(2) & = 0 -1- iT (fonction de Levi-Civlta),

©est l'angle de V avec Oœ et T = logV (V = valeur absolue de la vitesse V/.
Nous ferons la convention habituelle

(3) V = i

sur les lignes de jet et à l'infini aval dans le domaine (A), d'où

(4) P'

et

(5)
df
dz

— -^ = 1 sur \ et A2,al

et à l'infini aval sur [/.< et fju; p = pression statique au point de vitesse V;
po= pression statique dans le sillage et aux points de vitesse 1.

La densité du fluide est posée égale à 1 conventionnellement.

12. La fonction f(z) définit la représentation conforme de (A) de (z)
sur (F) de (ƒ) (fig. 2).

Fig. 2

(F)

PLAN f

Par convention / (o) = o, c'est-à-dire

(1) 9(0, o) = ^(o, o) = o.

Nous devons justifier que la bande s'étend de —00 à + oc le long de
l'axe des op.

Considérant p̂  par exemple, V y tend vers 1 à l'infini aval; on voit donc

que -J-. -v 1 quand Z->oo et © ->+oo; même raisonnement pour \ u X2 et JJ.2.

A l'infini amont, cela se complique : il n'est pas certain que <p y prenne la
valeur —00 que nous lui assignons sur la figure 2. Cependant il en est bien
ainsi, lorsque les parois y possèdent des asymptotes parallèles (6^ = 6'2 )



distantes de L; on a alors

(2) V_.=J et

Si le canal s'épanouit indéfiniment vers l'amont et si l'on a pour œ = — oo

j i = z ki(— x)^ sur p., J Â1 et A2 étant des fonctions bornées,

jK2=A"2(—x)Pi sur p..) 1 jot e t p 2 étant ^ i ;

la vitesse sera de l'ordre de -—l—^ ou -—l—j et I Vrf/, c'est-à-dire 9, deviendra

infinie négative.
C'est le cas d'une direction parabolique unique (parallèle à Ox) (p, et p2 <C 0-
C'est le cas d'un canal admettant deux asymptotes (pi=p2 = i) ou même

deux directions paraboliques faisant un angle < - en valeur absolue avec

l'axe des x.
Dans le cas où l'épanouissement du canal est égal à ri (ou supérieur), on ne

peut plus affirmer que <p -> — x à l'infini amont. Nous éliminons de tels cas de
nos préoccupations.

13. Le procédé des images conduit à doubler la bande (F) par symétrie
par rapport aux frontières ^i et — ̂ 2> puis à couvrir le plan ( ƒ) par la trans-
lation 2«(^ + ^2) réitérée. La fonction û=e^+^ de périodicité 21 ix conduit à
représenter la bande (2F) sur le plan (7/) en posant X = £T—'—T- (E = ± I ) .

Fig. 3.

(U)

H-2 0

Plan intermédiaire û-

En posant ^ = — £ . . * le demi-plan supérieur ( U ) correspondra à la

bande ( F ) ; en posant e = — 1, le point û = o correspondra à <p= + oo; d'où

(1)

avec

(2)

(3)

-ƒ-*-

u=:e et la figure 3,

^1+^2
(notations de la figure 3).



14. La transformation de Schwarz permet alors d'étendre le demi-plan U
coupé le long de OU0 (l 0 image de O) sur le demi-plan (T) en assurant la
correspondance {fig. 4)

— oo a /o b 4-00

( —00 O Uo O + 0 0

où trois couples suffisent à la détermination.

Fig. 4.

CL -1

A„ m

(T)

O wi \ V-t

PLAN t

Les points a, *0, b seront singuliers et les développements en a et b seront

de la forme (t — a)% et (t — b)Tl, ce qui conduit à

Ë

La singularité tQ consiste en ce que la variation d'argument de (5 — 50) est
double de celle de {t — Jo), de sorte que

et -jr)
/o

donc
CL (3

——————— j — nzz Oj

il s'ensuit

Passant aux logarithmes, il vient alors

(4) i/ = - ! | ^

(5) on—-L"log(^o— « ) — — log(è —/o) — t ^ i + ^ 2 qui détermine A"2.
TT 71

partie réelle

La correspondance fondamentale de la bande (F) et du demi-plan (T) est
donnée par

oo a m o n t cp2 ox

(6.)
1 oo — i H-1



et conduit aux relations

(60 <p1 =_

Nous noterons les trois formules

(7)

(8)

(9)

t — b ^2
t0— b 71

t — a
y

dt,

— a),

7T (t — a) (t — b)

71 71

et rappellerons avec M. J. Kravtchenko que :

— le domaine (T) dépend de trois paramètres a, 6, £0;
— le domaine ( F ) dépend de quatre paramètres <p1? <pa, ^1? ^a-

Ceci ne peut nous étonner, car le domaine ( T ) peut représenter confor-
mément aussi bien (F) que tout domaine semblable, de sorte que les équations
qui donnent a, 6, tQ sont homogènes en <p<f <p2, ^ , , ^2 .

1 5 . La transformation de Schwarz fait correspondre Paire ( T ) du demi-
plan supérieur ( T ) à Paire d'un rectangle (R) du plan (u) (fig. 5) par la
formule

dt
(1) du :

s/(t-a)(t*-i)(t-b)

Fig. 5.

Soit en partant de u = o pour * = — oc

(2)
dt

le radical étant pris positif pour t — — oo.
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Nous avons (cf. fig. 5) évidemment

2 Jb V̂ H(O

(4) wî  r~-fi=+ r~jL== ri

(5) ^=fi^±(r)^f" Ht

les radicaux étant pris avec leur sens arithmétique et en posant

( 6 ) R{t) = (t — a)(t2—i)(t — b ) .

L'inversion de l'intégrale elliptique peut être conduite en faisant appel
direct aux traités classiques, ou à partir de la connaissance des pôles et des

zéros de la dérivée -y- = sj(t — a)(tÀ — \)(t — b). On obtient ainsi

dt

(7) ^ = P « - P ( * + - Ï )

(p étant la fonction elliptique de Weierstrass aux périodes 2<o<, 2co3); puis

(8) t = T i •

4 2 pu — py

On obtient également par la même méthode une autre forme de -j-
. dt
(9) 35 =

16. La méthode des images permet de doubler le rectangle (R) dans le
sens de co4 et d'obtenir une bande de hauteur toó et de périodicité i o^.

La fonction cellule, logZ de période iir\., conduit à poser

( i) a = C ± ï — l o g Z

et à obtenir une demi-couronne (d) pour la représentation de (R). La con-
stante C et le signe sont alors déterminés par la correspondance des figures 5
et 6? où les lignes libres sur la figure 6 sont représentées sur OX, d'où

(a) w z= coi4-co3 — 1 — —logZ,

Le rayon du petit cercle est

(3) q = e'**

comme on le calcule aisément.
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17. CORRESPONDANCES PONCTUELLES ET REMARQUES. — Le point O du plan (z)
devient le point #0 défini par

( i )

où
2 pu0 — py

-H (radical arithmétique),

Ce point O correspond à Z0 = el*° avec

(o, . _ * / Y\ * fU dt
radical arithmétique).

PLAN Z

L'infini amont correspond à uA = o (par définition) et à Zi = qeUx avec

(4) dt
(radical arithmétique).

(5)

et

(6)

Par ailleurs U correspondance (t) et (Z) est assurée directement par

I-P'T

4

2 Z

Enfin le domaine {d) est défini par <7, «?0 et si9 où y et ^ ne dépendent que
de a et 6? mais où ̂ 0 dépend de a, b et /0.

THESB A. OUDARt.
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CHAPITRE IL

PROBLÈME INVERSE OU INDETERMINE DE MM. LEVI-C1VITA ET VILLAT.

20. Le problème direct consiste à déterminer les lignes de jets et les fonc-
tions f(z\ c'est-à-dire à déterminer le mouvement. Le problème inverse
consiste à déterminer £(ƒ) pour un domaine (F) donné, c'est-à-dire des
couples obstacle-canal cadrant avec la bande (F).

La représentation conforme transpose le problème du domaine (F) dans le
domaine (T) ou (d) et la formule (11 . i) remplace la détermination de z(f) par
celle de Q(f) ou 0(Z) réelle pour les lignes de jets X1, X2 :

(I) TzzO.

21 . SOLUTION DE M. H. VILLÀT (1 ) [demi-couronne (d)].

210. Suivant les notations de M. H. Villat, soient <&(A) fonction d'obstacle
et ^(s) fonction de paroi, les valeurs de @(X, Y) données sur les demi-
circonférences de rayon i et q

( 0(X, Y) = <Ù(s) sur la demi-circonférence de rayon T, avec o < ^ 7 r ;

' ( ®(X, Y) = W(s) » q, SivecQ^s^n.

Soient s0, s4 les images du point de bifurcation et de Too amont, valeurs
données pour lesquelles on peut avoir discontinuité

( <D(.ço-t- o) ̂ i <^(so-~ o) [pour un bord arrondi, <D(so+ o) — $(s0— o)-f-7u].

Remarquons qu'il faut

(3)
( f(51 + 0)^?(51-0)

et aussi

(4) W(n)ZW(o) (<

Lorsque 1F(^1 + o) = ^ ( ^ — o)? nous prendrons WÇs^ ) = o, Oa? est alors
direction asymptotique amont.

La nullité deT le long de ~kà et A3 (20. i) permet le prolongement analytique
dans la demi-couronne inférieure par les valeurs imaginaires conjuguées.

(*) Cf. Ann. Sc. Éc. Norm. Sup. 29, 1912, p. 227 ; Aperçus théoriques sur la résistance
des fluides, p. 67 (Scientia, n° 38).
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La fonction Û(Z) est alors une fonction analytique, uniforme de Z régulière
excepté en &0, siy IT, — sQ, 27; — si9 </, — q> + i? —i et en général aux points
de discontinuité ou de non-analyticité de $ et W.

Parois, obstacle et lignes de discontinuité seront analytiques sauf aux points
indiqués ci-dessus. En particulier les lignes de jets seront analytiques sauf
peut-être à leurs extrémités, points zhq compris [ce qui distingue le canal
curviligne du canal rectiligne (J. /T., p. 5g)]. Par contre, étant donné que $
et W ne sont pas, en général, analytiques, le squelette du schéma (parois et
obstacle) ne sera pas, en général, analytique,

211. M. Villat a montré Q) que ce problème de Dirichlet dans la couronne
est résolu par

avec la condition de régularité (ou d'uniformité)

( 2 )

212. Les formules (T. M.y VII, 3) et (T. M., XI, 2) permettent d'écrire

pr(u-\-(ù))
p(u -{- u>z) — pa 3?

— pa

D'où

Ï7T

<Ù(e)dc

Scientia, p. 72.
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La condition d'uniformité de Q(Z) nous impose ici la condition (211.2),
d'où

(0

ITÏ
V(s)de

nx

où les fonctions du second membre ( ' ) sont uniformes.

213. On a alors
CZ df dt

(i) z—l e1® -J — dZ

Je». dt dZ

avec(14.8),(17.6)et(17.5).

2 2 . EXPRESSIONS VALABLES JUSQU'À L'OBSTACLE OU JUSQU'AUX PAROIS.

220. Pour mettre les formules (211. i) et (21211) sous une forme valable
sur l'obstacle ou les parois, on emploie l'artifice classique consistant à faire

apparaître la forme O x oo ou - et à prendre la valeur limite, si elle existe.

2210. On est amené à remplacer la première intégrale de (211. i) par

et de même la deuxième par des expressions analogues en
intégrale I3.

7 £3 avec une

2211. On a
—logZ

(l) A signaler ici une erreur dans la formule (::), page 27 de Touvrage de M. Umberto
Cisotti, Jdromeccanica Piana, parte prima. On constate que le second terme a été omis
dans cet ouvrage.
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et compte tenu de (T. M., VI, i), on a

d'où

log —p i = 2 Y Î ! P - 4 - (ik - \ - I ) I T : a v e c <; m — l o g Z .

Posons u = v-\—-£. Le domaine de ẑ  est limité aux abscisses —co,,, + co<

pour Z réel <̂  i. De plus ^ sera imaginaire pure avec coefficient de i positif,
d'où le domaine figure 7.

La valeur limite de log Œ^——^1 quand p-^o fixera k. Il s'agira de suivre

logaw le long de —ci^yo^. La seule difficulté réside en O : au ^ u dont
l'argument varie de — TI, d'où

log(7W mlogcr(— u) — ÎTJ: et log
cr(—

Dès lors

(3)
-f- û)i)

(4)

(1)

et

(2)

2212. De même

avec M = ?1 logZ •+-— £

La formule issue de (T. M., VI, 1) reste valable avec cette valeur de
De plus, pour q<^Z<^i et Z réel, on a



p est imaginaire pure avec coefficient de i positif*, on aboutit encore à k — — i
et

( 3 \ T — 2Yk*°g^ _•_ Ü , _ül

compte tenu de(2211.3) , (2212. i ) et (2212 .2 ) .

La formule r^co3 — yĵ co, = / - réduit ( 3 ) à

(4) i 3 =22ÎLÎ2l? .

2213. On en conclut les deux suivantes :

_* ( ! 1 ] ^ s , o g z _ 5 «) + 5 ( 5 , o g z + « ; «)j , .

valables, la première jusque sur l'obstacle (Z = £"), la deuxième jusqu^aux

parois (Z = qeu)7 sous condition bien entendu que les produits indéterminés

aient un sens, ou conservent un sens aux intégrales correspondantes, c'est-
v
 c __ s

±~1 et ƒ s - Ces deux formules peuvent

être vérifiées à part i r de la page 19 de Scientia, n° 38.

2220. On peut de même remplacer la première intégrale de (212.1) par

et la deuxième par

2221. Mais(J. M., VII, 3),

p « — p a '
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et (T. M., XI, 2),

p(a±.&>) — pa

d'où (T. M.j VII, 8)

(a — a) — P a

pa-

22. On a alors

et

(0

— e,

71.

f 2223. On en conclut les deux formules suivantes

P l ^ l o g Z

i
p-i£

P' ^
«/o

de

~P°BZ iTT
W({s)

formules valables, la première jusqu'au point rL = eu, la deuxième jusqu'au
point Z = qels.

2224. On vérifie aisément que ces formules découlent aussi de 2213.1
et 2213.2.
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2225. En faisant Z = ets dans la première, on vérifie que Û(Z) a bien
pour partie réelle sur la circonférence de rayon (i). En faisant

dans

puis

la

(ùiu
de

deuxième, en

G),

S 71

tenant

Ç 1 y-i 1
> 1— 7J 5 —t

Z = qe

compte

i p ' "

de

- Y)-

ce

e,

l o i

que

.71

2

.9 IX, 6) ,

on vérifie de même que Q(Z) à bien "^(J) pour partie réelle sur la circonférence
de rayon q.

23. REMARQUES.

231. On peut observer que la condition T = o pour Z réel conduit à partir
de la formule (2213.2), appliquée au point Z = q (ou —g), après quelques
ca/cu/s éiémentaires, à la condition de régularité (2i{ .2).

232. Cette condition peut s'établir directement en appliquant le théorème

de Cauchy à la demi-couronne? pour la fonction •—-! et prenant quelques

précautions pour les points de discontinuité de Û(Z) sur le contour.

233. La formule (211. i)peut être établie à partir du théorème fondamental
de Cauchy appliqué au cercle, que Ton transpose successivement sur le demi-
plan, le rectangle, la demi-couronne (voir Annexe I).

24. SOLUTION DE M. J. KRAVTCHENKO [demi-plan (T)] .

240. M. Basile Demtchenko indique dans un ouvrage (1), sans toutefois
insister et sans en tirer une méthode, le raisonnement de base. M. J. Kravtchenko,
dans une lettre du 8 août 1939, m'a proposé l'emploi du plan t au lieu du
plan Z; il y voyait la source de simplifications importantes et envisageait
même son emploi systématique.

J'ai pu reprendre la question quelques mois après mon retour de captivité
en IQ4I . M. J. Kravtchenko donne également (2) quelques indications à
ce sujet.

(*) Problèmes mixtes harmoniques en hydrodynamique des fluides parfaits, p. 2 et 3
( Gauthier-Villars, ig33).

(2) J. KRAVTCHENKO, p. IO3-IO6, § 14 bis.
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2411. La partie réelle de Q est connue : sur les parois donc pour

— oo <ct^a et

et sur l'obstacle donc pour
-

La partie imaginaire de û est nulle (T = o) sur A, et X2

a^tû—1 e l -t-i<J<6.

2412. Convention de signe, — Considérons le polynôme

( i ) R{t)z=(t~a){t-hi)(t — i){t~~ b)

qui s'annule en changeant de signe pour a, — i7 i ; b.

Nous prendrons la détermination de \JH(t) positive à ce (y. À'., p. io4).
Chaque fois que t passe par les valeurs ay — i , i , ô, l'argument du radical

varie de ? de sorte que \/R(t) sera imaginaire pure dans(a, — i) et ( i , 8)

et négative sur (— i, + i). En particulier \/jR(o) = — | \J— ab\.

2413. a sa partie réelle égale à •• pour (— QO, a) et {b, -+- oo),

—j-r======j pour (— i, H- i), à o sur le reliquat de Taxe réel. Nous posons

242. M. B. Demtchenko établit que si Ton connaît la partie réelle y(t')
def(tf) sur Taxe réel t' du demi-plan (T), on a à partir du théorème de Cauchy

(i) f{t)-=i~r~i ' \ h ityv (valeur principale de Cauchy).
1T- J_ * t — t

II indique également comment on peut passer du cercle au demi-plan.

243. On obtient (l) ici

v / R ( O x* L

[On verra plus loin que ̂  = 0 (263).]

^) = o(Y2) de sorte qu'il n'est pas nécessaire de parler de valeur prin-
cipale de Cauchy dans le cas présent. Rappelons la convention de signe (2412).

I signifie qu'on intègre de — 00 a a et de b à 00.
*J hJ b

THLSE \ ÛUDARf
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244. La formule (213. i) est remplacée par

;— f e&^jfdt avec (14.8).J dt

2 5 . EXPRESSIONS VALABLES JUSQU'À L'OBSTACLE OU JUSQU'AUX PAROIS.

250. La formule (243. i) est valable pour t complexe et pour t réel sur (a, — i)
( i , 6 ) .
L'artifice classique appliqué à (242. i) donne (T étant réel)

251. On a, en effet,

y

comme nous allons le démontrer.

Fig. 8.

Considérons la figure 8. Nous avons

Pour y, en posant t1— t = p ^ ; il vient

Pour F, en posant tr= l\e^y il vient

mais
\t\ = r et
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d'où

X dd/ w. ^

y-1-. < p ^° pourR->oo,
t — t ïx — r

r restant fixe.
252. Nous obtenons alors la formule

m v - i , s l i • / * + * > m i t ' ) — c p ( r ) , .
fit) = lu» -+- cp(r) -f- T - val. priûc. / -S-—^ i—— a r .

Cette formule conserve un sens si t -> T; et l'on obtient

(i) / ( T ) =r «^«4-cp(r) + -r-val. princ. / —— ! dt'

qui a pour partie réelle Ç(T) pour c réel.
Ceci suppose naturellement que cp(t') a un module de continuité convenable.

253. (252. i) permet de donner à (243. i) une forme valable jusqu'à
l'obstacle et aux parois.

Répétons qu'il n'y a pas de difficultés sur les lignes libres.

26. CONDITION DE RÉGULARITÉ.

260. Nous référant à M. B. Demtchenko (loc. cit. ), nous allons montrer que

cp(tf)dtf= o parce que lim t/(t) = o.

261. Ceci nous conduit à étudier le comportement de ù(t) à l'infini. On
montre (A. 33) que pour t = Rcz? (o<cp<7i), on a

; ^ i 2

de sorte que :

2611. —• >• o pour R -> oo? donc tf{t) -> o et a fortiori.

2612.

262. De (2611), on tire, d'après (260), la condition de régularité

263. De (2612), on tire que ^œ = o, ce qui simplifie les formules (242. i),
(243. i), 252. i), et celles qu'on en peut tirer par (253), en particulier
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2 7 . EXPRESSIONS DE T = log V SUR L'OBSTACLE ET SUR LES PAROIS.

271. Cas de la solution de M. H. Villat.

2711. Posons Z = e'\ II vient par (2213. i), sur V obstacle,

(i) &{(s)=:^(s) (cf. 2225),

(a) T j s^^j ƒ [*(s)-tf(Ol[ç»(*- s) + s~ (s+

2711. Posons

Il vient, par (2213.2), sur les parois,

^ (5 - £) + U l ) + Ç , ^ ( * + £) H-

C9mpte tenude(J . .1/., XI, 2) et (71. M., V], 3), il vient

. « ) = ^ L I ƒ <t>(5)rç.."1(^-£) + Ç i
( J ( * + 0 de+2v,f <t>(e)ck-?.

- f | W(i) - 1P ( 0] [ ? - (* - s) H- î ^? ( » + e)l * - an, T iF

Compte tenu de

et de ^ w W /

nous obtenons

(i) Bq{s) = w(s) (cf. mm),

(2) Tl/{s)z=z(^Af

2713. Observer la symétrie entre T,($) et T7(x). Ces formules peuvent être
établies à partir de Scientia, n° 38, p. 18.



2714. On obtient également, soit à partir des formules précédentes, soit à
partir de (2223),

Ci) - ] ! (si ~ p' — s / —— -—de — p — s
Wl 77 # Wi Wi \ 7T

* - 0

Une expression identique pour Tq(s) en changeant

( 2 ) ^ en — W e t l F en — <^.

272. Cas de la solution de M. J. Kravtchenko.

. Nous emploierons une variante de la méthode, pour obtenir une
formule valable jusqu'à la frontière du domaine.

Sur l'obstacle, l'élément gênant de la formule (263.1) est la première intégrale.
Nous écrirons

dt'

On a

«[arg(i - t) - arg(~ 1 - 0], 'og(*;- 0

étant suivi par continuité {fig. 8). Quand t devient réel = T, on voit facilement
que

1 dt'
m log

On obtient dans ces conditions

(I) 0(T) = *(T),

ce qui montre que Û ( T ) a bien $ ( T ) pour partie réelle,

( 2 ) I + T
1 Cl r»

•dl'~ J
2722. Considérons maintenant les parois; nous pouvons écrire :
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On établit aisément, en suivant log(Y— t) par continuité, que

(A/L I • -, ((/ *~~~~ l> x \ " t' -, (A/ "— 6 •

où nous ferons t = T, d'où

(i) @ ( T ) = I W ( T ) (même remarque).

M TW = I|VW,„g^ï-rVRF) ;|a^-v.l.princ.

2 8 . MODULE DE CONTINUITÉ.

280. Nous allons généraliser les résultats obtenus par M. J. Kravtchenko,
pour les parois rectilignes (J. K., § 11 , Corollaire, p. 68) au cas des parois
curvilignes.

281. Cas de la solution de M. H. Villat.

2811. On peut écrire (c/ . 2711.2)

avec

Soit un point els (s ̂ s0 ou d'une discontinuité plus généralement).
Pour appliquer la théorie exposée en Annexe II, nous supposerons &>< et co3 ̂  o

[c'est-à-dire a^ — i et b^i {cf. 15, 4 et 15, 5) (1)] , ce qui permettra de
développer Ç — (s — s) dans un cercle À de rayon égal à | 2(o31 ou j 2co1 j et de
choisir un intervalle E contenant s et ^ à son intérieur, lui-même contenu
dans le cercle A et plus petit qu'un demi-intervalle dans lequel <&(e) appartient
à l'espace A(e) ( T I > I ) .

Considérant l'intervalle d'intégration, celui-ci est divisé en 3 : E;
? E, E".

La fonction A( J, S) est continue par rapport à s et s dans E' et E", et sa présence
ne modifie en rien les raisonnements de (A 23). Dans le cercle A? on a

A(s, e ) = - --Hs-s)B(s.e),

où B est une fonction continue, d'où

où C est continue.

(*) a et b sont ici les quantités qui entrent dans R(O-
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Le théorème de M. J. Kravtchenko, appliqué à la première partie (A. 21)
pour les valeurs s et «y, pour l'intégration, montre que cette contribution
appartient à l'espace £n_K (s).

Quant à la deuxième partie, / [C(sA, z) — C(s, e)]de, elle satisfait à une

condition £n(s)} car C ( J , S) satisfait à une condition £n(s) comme $($), c'est
dire que l'on a

i C ( ^ e) — C(s, s)\ij-—; n p d o n c / [C(si9 s ) — C(s, s)] de ^ T - .
| l o g | 5 ! — 5 | | \ J ] \ o % \ S l — s\\

Au total la première intégrale de T\($) appartient à l'espace !?„_<(ƒ),
*(*) appartenant à l'espace £n(s).

2812. La fonction s est Lipschitzienne; <&(s) appartient à l'espace £n(s)>
donc s$($) satisfait à une condition yn(j), donc à une condition yn_, (j)
(cf.J.K.,?.6g).

2813. Quant à la deuxième intégrale, que W(z) soit continue ou non (les
discontinuités étant de première espèce, car nous écartons le cas saugernu
où W serait infini), nous pouvons la dériver par rapport à s, et sa contribution
est Lipschitzienne.

2814. Ainsi TA(s) appartient à l'espace .*?„_<($), si <&(*) appartient à
l'espace £n(s). De même Tq(s) appartient à l'espace £n__K (s), siW(s) appartient
à l'espace J?n(j).

2815. Considérons Û(Z) [ (2 i J . i ) , (2213.1) et (2213.2)], fonction
continue et dérivable dans (d). Elle appartient à l'espace i?n_i (s) pour les points
des cercles de rayon 1 ouq où $($) ou ^(s) appartiennent à l'espace Cn(s).
Nous voulons montrer qu'elle appartient à l'espace £n_{(7j).

2816. Explicitons la définition : On dit que U(Z) appartient à Vespace
si elle est continue et satisfait à la condition

|U(Z 1 ) -U(Z) | ^ T r / (Z l -Z) avec <fq(a;)= A

|log

2817. D'après (2815), Û(Z) satisfait à la condition iT„_,(Z) dans (d) et sur
les frontières. Il reste à montrer que ceci reste vrai quand on voisine les
frontières de la couronne, par exemple la circonférence de rayon 1.

Le seul terme gênant (1 ) est

U(Z) =

Pour 6 = 7T, onprendrait /



On a

Soit

il vient

d'où

u(z)-uW,£^(i;_f"^-

Z = e" i -+-

logZ =± w + ] o g [ i - t - p e ' ^ "*)\ ~ IS -\- i

-r

Iogj-S

p e'?
pCÏ /i sin cp

(cf. //>. 9).

Divisons maintenant l'intervalle en trois par s— 2p, J 4- 2p.

-71 0 5 C +71

Dans l'intervalle (s— p, s+ p), la contribution est

<r?—
J__o sincp

donc

sinco

qui est de Tordre de -. :——r— •
* sincp logp p " 1

Pour l'intervalle — n, s — p, nous sommes ramenés à (A. 22) [intervalle E<]

et à (A. 23) [intervalle E;] avec s, complexe et égal à —̂— • On voit facilement,

que, moyennant quelques légères retouches, les raisonnements restent valables.

2818. Même raisonnement près de la circonférence de rayon q.

2819. Conclusion. — Si la fonction $(«*) satisfait à une condition i?n(^)
excepté en s^ et ^¥(s) excepté en sl (n ^> T), la fonction Û(Z) [(211.1), (2213.1 ),
(2213.2) J vérifiera une condition I?/t_,(Z) dans tout son domaine d'existence-,
sauf aux points e~lSo et qe~ls\

Scolie \. — Si ^i(s) satisfait à une condition i?n($) même en ,v = ^,, les
exceptions Z = qe±tSl s 'évanouissent.
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Scolie 2. — Si $(s) et W(s) admettent d'autres discontinuités (de pre-
mière espèce), on doit naturellement excepter les points correspondants.

Remarque. — Pour le canal divergent, on est assuré de la continuité doV($)
en sn mais non du module de continuité suffisant.

28*2. Cas de la solution de M. J. Kras tellenko.

2821. Considérons les formules (263. i), (2721.2), (2722.2), nous pouvons,

sont des valeurs principales

de Cauchy ou non, à volonté (243).
Les extensions (A. 24) et (A. 20) permettent d'appliquer le théorème de

M. Kravtchenko immédiatement en prenant pour fonction ^ ( s ) , la fonction

_L_ ou . avec t au lieu de s, ainsi que les raisonnements de (281) en

exceptant ici les valeurs de t suivantes : /0, oc, r/, — 1 , + 1 et b (et toutes
autres discontinuités de première espèce éventuelles), les discontinuités de

deuxième espèce étant d'ordre a = - <̂  1.

Excepté pour ces valeurs de t (et leurs voisinages) peut-être, €i{t) satisfera à
jCn-i (t) si <&(O et xlr(t) satisfont à une condition £n{f) (n > 1).

2822. Aux points a, — 1, 1, b on ne peut appliquer directement le théorème
invoqué. On peut se ramener au plan (Z).

On montre en effet facilement qu'en ces points, on a, par exemple,

d'où

-n= z=B\t — a|J=:B|A^]T et logl A*| = 2logl AZ1 +2logB (B^o)^

de sorte que les conditions £q pour Û(Z), *(*), ̂ P*(̂ ) entraînent des conditions
<?f/ pour û( î ) , (l>(ï) et xY(t) même en ces 4 points et leurs voisinages.

Fig. io.

2823. On peut établir ces résultats directement, sans passer par le plan Z7

d'abord pour t -> a par un chemin oblique sur la direction (a, — 00 ) (fig 10).
THFSB A OTJDAR1.
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2824. Puis pour un chemin confondu avec cette direction (T ~T a) (fîg* 11).

Fig. H .

2825. Donc paur un chemin quelconque.

2826. En ce qui concerne le point à Vinfini du plan t, l'inversion ramène ce
point à distance finie :

i
t = — >

u

Nous convenons de dire qu'une fonction est continue pour t = oo et y satisfait
à une condition £n(t), si l'on a

Par un raisonnement calqué sur celui de la couronne, on montrerait
que : \W(u) — W(o)\<yn(u) conduit à \Q(u) — û(o) | < y ^ (M), donc

2827. Il y a lieu d'observer, qu'au voisinage de l'obstacle (des parois),
seule l'intégrale en $ (en W) qui entre dans la formule (263. i) est en cause, et
que l'intégrale en *F en (<3>) n'intervient pas par la continuité de al r($), mais
par son bornage ( A. a3).

CHAPITRE III.

ETUDE DE L'OBSTACLE, DES PAROIS ET DES LIGNES DE JET.

3 0 . HYPOTHÈSES SUR L'OBSTACLE ET SUR LES PAROIS. DEFIMTIONS.

301. Hypothèse (12) d'une direction asymptotique ou de deux directions
asymptotiques distinctes faisant un angle aigu avec la direction Ox à l'infini
amont

x$T(Si-~ o) - W(Sl-{- o) = W(- o o ) -
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302. Obstacle anguleux ou continu au point de bifurcation

a = o, rebroussement en pointe vers le fluide vif;

a = - 5 obstacle continu :
2 7

a = i, rebroussement en pointe vers le fluide mort, cas éliminé pour les raisons
données par M. J. Kravtchenko dans sa Thèse (J. K., p. 73, ligne g).

303. On vérifie aisément que 0 possède le même module de continuité par
rapport à z (plan du schéma) que $ et xIr par rapport à s ou t (sauf aux points
à l'infini, point de bifurcation et points de détachement) : l'obstacle et les
parois sont donc en particulier à tangente continue.

Nous admettrons à l'avenir que $ et W satisfont à une condition £n(s) ou
e n 0̂ et Sji éventuellement.

304. A l'infini aval, il faut ©,>©*, c'est-à-dire

Nous supposons d'ailleurs que ces directions font un angle aigu avec Ox.

305. Définitions. — Obstacle tranchant par rapport à un axe de référence :
obstacle rencontré en un seul point par une parallèle à cet axe, angle =ẑ o
et de TC.

Obstacle monotone par rapport à un axe de référence : obstacle dont la
tangente conserve un angle de signe constant (sauf au point de bifurcation).

Paroi tranchante ou monotone, mêmes définitions.

Canal [ou sillage] tranchant (ou monotone) et divergent [ou convergent] : si
les parois [ou lignes libres] sont tranchantes (ou monotones) et s'écartent {ou
se rapprochent} de l'axe de référence.

306. Traduction analytique dans le plan Z ou le plan t.

3061. Obstacle monotone

o s <P ^K sur mt : SQSSSK OU £O StSi,

— ^ ^ ^ = ° s u r ^2 '• o^s^s0 ou — ^ ^ - ^ o -

3062. Canal monotone et divergent

O ^W^TÏ SUr {JL1 I Si^S^TT OU b "^t^OO

— 7T^W^o sur |JL2 : 0 ^ 5 ^ ^ ou —oo^t^a.
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3063. Canal monotone et convergent

— 7T^ W^ o sur jjLx : SI^S^T: OU b ^t^

o <| *T^7u sur JJ2 '. o^5<5 t ou — ^^

A noter les conditions nécessaires suivantes :
Canal divergent

[3 = o, donc W($!-}- ô) ~ W(si — o) = o ou T ± oc z=zo.

Canal convergent

Y = o, donc *F (o) =W (rc) = O OU W(a)z=W(b)=zo.

A noter que si l'obstacle ou le canal sont tranchants : |4>j ou jxF|<^ TC. Si
tous deux sont tranchants, il en sera de même de 10 j dans tout le fluide
(propriété bien connue des fonctions harmoniques).

5 1 . NATURE DES SINGULARITÉS : oo AMONT, POINT DE BTFURCATION.

311. Considérons

Cette fonction est réelle sur Taxe réel, car il en est ainsi de Û(Z) puisque
T = o et que Ton a

iy, avec cp — Zo ZZ0,

z-z0

les deux logarithmes étant rendus uniformes dans tout le plan par les coupures
circulaires Z0Z0 et Z, Z,, U(Z) est uniforme dans la couronne (C) . La partie
réelle est visiblement continue en Zo, Zo, Z,, Z, et U(Z) est régulière dans la
couronne (C), frontières comprises.

Il en résulte, en appelant A Fangle de Z — Zo ou Z — Zi avec la tangente au
cercle correspondant pour Z = Zo

^ ^ i a îog(Z - Zo) et T(Z) ^ 2a log I Z — Zo ', (")> == <I>(,ço-+- o) - a« ) ;

pour Z = Z,

^ ?(3log(Z - Za) et T(Z) ^ apiog| Z - Z! |, 0> == W(Si- o) ~

Vitesse nulle à Fintini amont si (3 ^ o? et au point de bifurcation si a ^ o.
On ne peut rien dire si [3 = 0, parois parallèle set si a = o, rebroussement

de Pobstacle vers le fluide vif.
Ces résultats s^établissent immédiatement par la méthode de TAnnexe'3.
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312. De même dans le plan t, nous considérerons

XJ(t) z=zSl(t) H r- log r r-log(^ -+• 0 par exemple.

U(/) est uniforme et régulière dans le demi-plan T. Conclusions analogues.

52 . LIGNES DE JET.

321. La continuité de <t> et W pour y = o et 71, pour £ = — i , + i , « e t i
nous indique q u e 0 ( X , Y) ou &(t) a une valeur unique quelle que soit la
direction de la courbe du plan Z ou t. (Application de la théorie de Vintégrale
de Poisson ou Annexe 3).

D'où ces résultats : i° l'obstacle et la ligne de jet se raccordent tangentiel-
lement ; 20 la vitesse est parallèle à la paroi à l'infini aval, et toutes les lignes de
courant, y compris la ligne de jet correspondante, ont même direction asymp-
totique que la paroi à l'infini aval.

Les théorèmes établis sur la continuité de O(Z) (2819) et &(t) (282) nous
assurent que la ligne de jet est à tangente continue (c'est-à-dire 0 varie
continûment). De plus 0 est dérivable par rapport à X ou à £, sauf peut-être
aux extrémités des lignes de jet et est d'ailleurs analytique. Remontaat au
plan (v), on en conclut que : les lignes de jet sont analytiques, sauf peut-être à
leurs extrémités.

322. Si l'obstacle est tranchant ainsi que les parois, nous avons déjà dit que
10 j est partout inférieure à r. : c'est là un caractère commun à toutes les lignes
de courant.

323. En appliquant à — les principes établis en Annexe 3, nous voyons que

T est bien définie aux points — 1, -+- 1, a et b du plan t (par exemple), donc de
V, qui est alors égal à 1 : à l'extrémité de l'obstacle d'une part, dans tout le
jet à Tinfini aval d'autre part.

55. OBSTACLE.

331. PlanZ. — On a

(1)

(213.i) qui fournit les coordonnées x et y des arcs tn, et ro2? SOUS forme
paramétrique. Soit /l'abscisse curviligne sur l'obstacle, on a encore
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avec y ==F 1 pour s^sQ f — V Relation de M. Yillat (ƒ. K.7 1, 3i, p. 72) -J et

-^ étant donnés par (14.8), (17.6) avec ^ l o g Z = — s et -y — ds.

La fonction /(s) est donc continue et dérivable, et sa dérivée possède le
même module de continuité que T(els)el appartient à l'espace -£?„_<(,?), sauf en
s 0 e t S Q .

D'après (311), au voisinage de s = $0, on voit que T(e16) se comporte comme

(3) 2a log 1 els— els° | -h fonction continue de (ç — sQ).

D'autre part —- s'annule comme (t — l0) et? comme -=- ^ o; ̂ s 'annule comme

* — ̂ o-

D'où(/. K., p. 73)
(4) ^ = K(^)(5-5o)1-^+K1(^);

avec K, K4 continues ^ o.

On voit encore que j - est o, infini ou fini au point de bifurcation selon que

a< ou = *> c'est-à-dire selon que l'obstacle présente en O un angle saillant
vers le courant, ou rentrant ou est continu.

L'intégrale (1) conserve un sens puisqu'on suppose a <̂  1 (302); de sorte
que l(s) est continue et croissante même en O. Par ailleurs, aux points de
détachement, -7- est nul comme s ou n — s.

7 as
On a

(5)

332.

enfin

Plan t. — On aura

e - 1 df
ds

ds.

=J e^df et | = y V T | J=+h pour
dt -J " dt

avec

La fonction /(*) est donc continue et dérivable, sa dérivée appartient à
l'espace £n_A(t) (2821) comme £~T, sauf pour t — t0. Mais T(ï) se comporte
alors comme 2alog(£ —£0)(312), d'où -j =K(t)(t—toy-2<x +K 2(f) : mêmes

conclusions.

Mais ici -r ne sJannule pas aux points de détachement.

On a
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34. PAROIS.

3410. Plan Z. — Nous avons montré (281) que O(Z) appartient à l'espace
£n__{(jL). Partant d'un point de l'obstacle pour aboutir à un point ^de la paroi
[x, en suivant sur le plan Z un chemin analytique et borné, nous sommes
certains que z' sera à distance finie. Partant de ce point, que va-t-il se passer
à l'infini amont et à l'infini aval?

Nous avons encore

(1) f=e-w%,
' ds ds

lK étant Tare de paroi [i.1. —^ est infini pour s = sn o et n (t = oo , a, b).

Nous avons posé nos conditions (12) (301) pour que ƒ ->— oc pour $

ous vérifions c

Considérons

(2) z — z'=zl eiadf— e&dy et
J t' J v

Nous vérifions aisément que -~ conserve un signe constant convenable (1 ).

J L'

x — xl = / e~T cos W -~ ds.

Si 6^28'j 9 2 ^ o, y / oo. Si au contraire 84(6a) et 8 (̂6 )̂ = o, alors jpeu t ou
non augmenter indéfiniment (parois paraboliques).

Dans le problème inverse cherchons des conditions pour que le canal construit
reste d'ouverture bornée, c'est-à-dire pour que les parois aient des asymptotes.
Il faut et il suffit que l'on ait, pour s = s^, o et ii

(3) l i m l j — 7 r | < A et lim | x — x' \ -> oo.

3411. Infini amont.

34111. V = eT ne doit pas être nul (sinon épanouissement indéfini). Il
faut donc — T^(^) bornée supérieurement. D'après (2712.2), il suffit que

I W(s) W(5 )
^ r e s t e bornée. La continuité de V(^) e s t ^éjk assurée en

Cette autre condition sera en particulier satisfaite en vertu du théorème de
M. J. Kravtchenko (A. 22 ou J. K., p. 66) si ^(s) appartient à l'espace £n(s)

(*) On a

dl iLj-h dfi t — tQ

aussi bien pour Z — e's que pour Z = qeu, car -=- = ids dans les deux cas.
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même en s) (en particulier si ^V(s) y est dérivable). [On peut d'ailleurs ne
faire appel qu'à (A. 314. i) et l'égalité W(s, + o) = W(s, — o) suffirait. J

34112. Ceci posé, je dis que la première égalité (3410.3) est satisfaite.
On a. en effet,

ds < B f ds,

B étant le maximum de e~r qui existe en vertu de (303) (34111) et des
propriétés du module de continuité.

Mais

Or

sinW
W

reste borné quel que soit T , et il suffit d'examiner ^ ~f
ds

dw df dt dt M,
-Lz^z-f-y avec -T~— ~
ds dt ds ds 7C

où l'on a posé S =
Mais

dt
«i {s — Si)2

D'autre part

p'- a

F étant une quantité bornée, car

JH J J yx

e-Tcos$ dy

depuis un point de [JL, à un point arbitraire de JJL2, qui sont à distances finies

(cf. 3410), est bornée. En définitive -~ est de l'ordre de —~— On est donc
\ J / ' ds s — s,

ramene a / ^ _ ; r/£? ou puisque

\ 1 / I ;
J w Ai

la condition £„(sA) suffit donc, et le point à l'infini amont reste à une distance
bornée de l'axe Ox.

'34113. Quant kx — x'= f e r cosxF ̂  ds comme e"1 et cosT ne s'annulent
J d?

, et que ~r devient infini comme • x — x1 devient bien infini.
' l ds s — Si
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3412, Infini aval.

34121. Soit le point —q correspondant à l'infini aval sur \LX et à t = b.
df i
-£ -> oo comme 75 maisdt t — b

et

dt

Pour j = 7t, -T- s'annule comme it— s (pour £ = 0, comme s, raisonnement

différent), et t—b s'annule comme (71 — .y)2 (pour 5 = 0 comme .y2). Il suffit
d'intégrer pour le voir (remarquer que t — a a une forme différente dt — 6).

De sorte que - / est infini comme ou » et comme e~~l -> 1 et 0 -> o, l'inté-
* ds 71 — S S

grale en cause se ramène à la même forme et la condition /^(TC) OÙ £„(0)
suffit encore.

34122. On vérifie aisément que le domaine (A) du plan z s'étend bien à
l'infini vers Ox.

3413. On a donc le théorème suivant ( ' ) :

a. Pour assurer au canal une même direction asymptotique unique Qx, il est
nécessaire que yir(si-+-o) = W^si — o) = W(o) = W(ii) = o7 mais cela est
insuffisant.

b. Une condition suffisante pour que le canal soit à tangente continue et
admette des asymptotes parallèles à Ox en amont et en avql est alors que \t*(«?)
vérifie en outre une condition £n(s)\ n ^> 1J partouty même pour s,, o et n.

3420. "Plan t.

Nous avons montré (282) que ù(t) appartient à l'espace £„^(t).
Le chemin est donc borné dans le plan z entre deux points appartenant

l'un à l'obstacle, l'autre à une paroi [même raisonnement que (3410)J.
Nous avons

dix , Ĵ i -t- J>o t — tQ(1) — =<? I - ^ 7 v — - — r r > o ? p o u r — oo<t<a,w dt 71 (t — a)(t — b) ' l '

c'est-à-dire sur JJL, .

( l ) Comptes rendus, 21k, 1942, p . x49 a I 5 I .

THESB À, OUDART. 5



De même
dU
-y^ est < o sur uu>.
dt l "

Nous voulons vérifier les inégalités (3410.3).

3421. Infini amont.

34211. Condition nécessaire : —T(oc) bornée supérieurement.
Nous avons vu (2826) que l'inégalité {^(t)— xl\ao)\<^yn(t) conduit à

Ü(f) — û(oc) | < Tw_, (*), donc à | T(r ) — T(oo) | < T / l^ (*) et | — T( oo) | reste
borné comme \T(t)\. En faisant appel à (A. 33.2), on voit d'ailleurs que
l ' éga l i t é^ —oo) = "*Ir( + ac) suffit.

34212. Ceci posé, cj = -~ est de Tordre de -> II suffit d'examiner I W-^dt

- dt. Si W satisfait à une condition £n(t) [n ^> î ] , / - dt sera de Tordre

de yn^i^t) et satisfera à une condition £n__A(f).

34213. x — x' voo, car -%• est de Tordre de - et e~~TcosWy^ o.
7 dt t /

3422. Infini aval.

Pour ï = a, -j-1 est infini comme (3420. i). Il suffit d'examiner

——dt. Il suffira donc que ^(l) vérifie une condition Cn(i) en a.
t — a

3423. On a donc le même théorème :

a. Pour assurer une direction asymptotique unique, il est nécessaire que

b. Pour que le canal soit à tangente continue et admette des asymptotes
parallèles à Ox en amont et en aval, il suffit en outre que x¥(t) vérifie une
condition i?^(^)[/z ^> i] partout, même pour oo , a et b.

Le canal reste alors de largeur bornée.

3 5 . ASYMPTOTES (cf. «/. K., p. 74).

351. La distance des asymptotes à \A et à JJL1 reste WA ; à X2 et |JL2 reste W%.

352. Si le canal reste de largeur bornée, l'asymptote à ki a pour ordonnée

yx — / sin@(i<p, la distance du point de détachement à Tasymptote est

rb

di= sinôrfcp.
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5 6 . POINTS DE DETACHEMENT. PROUE.

360. L'examen de l'allure de z(f) aux points de détachement n'est pas sen-
siblement modifié; nous ne reproduisons ici les raisonnements, qui emboîtent
ceux de M. J. Jvravtchenko (/. K., § 13 , p. 77 et suiv.), que dans la mesure où
ils sont nécessaires pour fixer les résultats.

361. PlanZ.

3611. Considérons le sillage correspondant aux données 0, 6, ^ , , <]>2, <$(s)
et lF(.y). La fonction z(f) est analytique, exception faite des points de bifur-
cation, de détachement et à l'infini.

3612. Supposons (toujours) que <S)(s) vérifie une condition £*tl(s), sauf pour

$ — s{), alors ^.existe et vérifie une condition XV-i(0 sur l'obstacle, sauf pour

s0J o ? ie.

Supposons maintenant que $'(/) existe (courbure) et appartienne à l'espace

£n(J), sauf pour /0 = l(sQ) où elle peut être discontinue mais bornée. Alors -~r

existe, sauf pour s = s0 et appartient à l'espace J?n(s). Remarquons que —y est

alors nul pour j = o et TI? ce qui implique que pour obtenir une courbure
bornée de l'obstacle aux points de détachement, il est nécessaire que ^(s)
satisfasse à ces conditions. Nous y reviendrons.

L'inégalité (/. K., 1.34', p. 78)

reste yalable, la participation de la fonction de parois étant lipschitzienne. On

est alors cond

bure de "ko o u

est alors conduit à l'inégalité suivante (ƒ. K., \ .34', p. 79) où -j- est la cour-

ü!(±.i) Z±r ,. df dl
I Z q= 11 z=±i dt dZ Lzçiidf 2N Zqz

Posant (J. K., 1.35, p. 79)

(3)

il vient (J. AT., 1.35% p. 80)

( 4 ) U { e » ) - t - i Y ( e ' * ) = j - j r e - t - h i j e - T - ~ J J , J ~ ± i p o u r > - ~ 0 ^

En introduisant la double fonction W ( Z ) définie comme suit (ƒ. /iT., p. 80) :
W ( Z ) est analytique pour g^<| Z j <^i, vérifie J?n_4(Z) pour | Z | = 1, est réelle
pour Z réel, égale à U au voisinage de Z = d z 1, quelconque mais continue et
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suffisamment régulière sur le reste de la frontière de (C); et en examinant

^ ^ ' ( l ) ^ = i — W(Z) [P(Z) est une double fonction];
t J

on voit que P(Z) est holomorphe pour la valeur Z = ± i [signe convenable].
Compte tenu de

il vient (/./T., 1.36. p. 80)

dû Q!(±i) Z±i
(5) dj 2 N Z +

3613. On en conclut eucore que les résultats fondamentaux de M. H. Villat
se retrouvent; les lignes libres ont un layon de courbure nul si Ï2'(± 1 ) ^ 0 ;
elles sont convexes vers l'amont ou l'aval selon que (!'(:+: 1) est — ou + .
[Notons que le cas û'(=i= I ) < \ ° répond seul à la condition do validité totale
V<i.]

Si Q'(=fc 1 ) = o, la ligne libre est osculatrice à l'obstacle qui peut alors être
prolongé dans le sillage par un arc TD'2 OU TZ\ à courbure non nulle sans troubler
le régime hydrodynamique : détachement en proue.

3614. Digression. — Dans le cas de l'obstacle et du canal symétrique à
parois parallèles et si l'obstacle monotone se termine par une tangente paral-
lèle à Oxj le détachement doit avoir lieu vers l'amont (courbure vers le fluide
vif plus correctement). Par application des formules (/. K., B 54, p. 88), on
vérifie aisément que û ' ( ± 1 ) ̂ > o.

Il faut observer que, physiquement, on aurait un détachement en proue en
amont.

En tout cas, cette digression montre que l'on ne peut pas partir de l'unique
courbure pour décider si le détachement sera vers l'aval ou l'amont. Cepen-
dant, on connaît quelques cas où cela est possible («/. A\, p. 88).

3615. Revenons au cas de la proue dans les conditions soulignées en (3612).
La condition de non-recoupement des lignes libres et de l'obstacle se traduit
encore par la condition due à M. J. Leray

La deuxième condition de M. M. Brillouin V<i ne peut être satisfaite dans
tout le voisinage de P 2 ( / = ?j) que moyennant les deux conditions

(2) <?2<;o, cf
2lo (J.K.,v.86),



dont la première est la condition de convexité vers l'amont : la condition c'o est
une condition suffisante (mais non nécessaire) de validité locale pour les proues
convexes.

Les remarques des pages (./. AT., 86) et suivantes restent valables, mais les
formules ( A), ( A/), (B) et (B') doivent être modifiées :

i° Dans leurs notations : la fonction W pour nous est la fonction de parois
(notation introduite déjà par M. H. Villat); la fonction W introduite par
M. J. Kravtchenko sera notée par nous différemment en posant

t <J>(.ç) = <!>(>)+ n:?
(3) s

f $(s) = <&(s),

i° Par adjonction d'un terme provenant de la fonction de parois; on
obtient (2) aisément (par dérivation) par exemple

(B) a ( i ) - ^

361G. Nous allons examiner des cas où la nature du détachement peut être
précisée en application de (3013).

36160. Pour des obstacles tels que C1>(O)^4>(^)^$(TC) avec 3>l
les deux premières parties des seconds membres de (B) et (B') sont négatifs
sous réserve de la condition YJ4 ̂ > o (ƒ. JL, p. 88-89).

36161. Si Ton considère p ( — 1 + co3 j et p l — s. + w1 + o>3 j > la première

de ces fonctions est croissante et la deuxième décroissante. Nous pourrons
donc appliquer le « lemme de Leray » ( {) sous la condition restrictive

(R) / ®U)de=l WU)de = o.

(1) Rectifier le signe à la page 70 de la Thèse de M. J. Kravtchenko,

(2) £i'(qz i) sont finis si -r- = o pour s = o ou TÇ

(]) J. KRAVTCHENKO^ Thèse, p, 107,
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Soit un canal monotone convergent (306) ou plus généralement les conditions

et TF(s)^o pour s\<^s ̂ ir;

XF(E) ƒ>(—-£ + û)3 ) de est négative; de même,

en est-il pour — ( W(z)p (-Jz + oji +(03\ de sorte que (B) et (B') sont

certainement négatifs.
Pour ces obstacles et parois, le détachement n'est pas en proue mais est

cependant convexe vers l'amont (3013).

36162. Si la condition (R) n'est pas remplie, les deux intégrales en *F
peuvent ou non avoir des signes convenables. Soit J^FJM le maximum du

atis

o (36160).

module de "*F(.y); on voit facilement qu'il suffit de satisfaire à

m ^ !<H et \Q\ o M

36163. On sait que Yĵ  ̂ > o pour

<72< — et Ï 2 I < o pour # 2 > -^ (7. AT., notule 43,, p. 89).
2*7 20

36164. La minoration de——à partir de (T. M., X, 3^ conduit facilement
(Ol^j L 7 7/

à l'inégalité
- ~ ~

avec le tableau

q 0

0

o,5

1

1 0

1

100

o,48

1

8

1

64

0,28

I

6

1

36

0,07

1

3 v/3

1

0,0018

36165 On a alors la proposition suivante (*). Soit <&(s) telle que

et

la fonction d'obstacle (ce qui est en particulier le cas de l'obstacle concave).

Si Y]1 = £o>4 est >̂ o | en particulier si q^q'^ =^F U on peut affirmer que le

(1) Ci /?. Acad. Se, 214, 19/42, p. 679. Nous avons écourté la démonstration.



— 39 -

detachement n'est pas en proue, tout en étant connexe vers Tamont (donc
V <̂  i ) dans les deux cas suivants :

a. Canal monotone convergent avec la restriction

R: f ®(e)ds=f W{e)d£ = o.

C'est en particulier le cas du schéma symétrique.

b. Canal quelconque satisfaisant à

c'est-à-dire tel que l'angle de pente des parois en valeur absolue soit plus

faible que la fraction -—T des angles de pente aux deux extrémités de
^ el(ùl

 ö r

l'obstacle (en valeurs absolues), lesquelles sont des maximums.

3617. Condition de courbure de Vobstacle aux points de détachement. — On a

d$ __ d<fr dl
ds dl ds

Si l'on veut que l'obstacle ait une courbure -jr bornée, c'est-à-dire un rayon de

courbure non nul aux points de détachement, il faut que -j- = o , car =- == o.

Si — =^o, l'obstacle possédera un rayon de courbure nul au détachement.

Si —r est nul et lipschitzien, ^ étant nul et d'infinitude = i, comme on le

vérifie aisément, -TT reste fini et le rayon de courbure n'est pas nul (résultat

déjà remarqué par M. J. Kravtchenko). La condition de Lipschitz est d'ailleurs

nécessaire : — = o ne suffisant pas. Si -7- s'annule comme <va [ou (71—^)a]

avec a <^ 1 rayon de courbure nul, a >̂ 1 rayon de courbure infini.

362. Plan t. — Nous avons tenté de discuter l'allure des points de déta-
chement dans le plan t. Nous avons été amené à tourner les difficultés en
passant par le plan Z qui est plus commode, donc à interpréter les résultats
de (361).

En particulier, (3613) conduit au résultat suivant :

Si-r Ji — t* a une limite finie ou infinie pour t = dziy et est positive, la

convexité se présente vers l'aval, ou est négative, la convexité se présente vers
l'amont. Si cette limite est nulle, le détachement est en proue.
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57 . POINTS A L'INFINI AVAL,

dW
370. Valeuj* de -r- . — Nous considérerons la paroi [x2 pour fixer les idées et

lui supposerons une asymptote parallèle à Ox en aval.

371. Supposons alors un développement, où la série entre crochet est sup-
posée convergente

(0

( dW . . \

ce qui suppose que Z"+j{—n- a une limite ^ o \
<^ I f i A / x ï A / ^ I 1
-jïl = ^ÔTT ~ A o a — A , ( a + i) - — A 2 ( a -f- 2) ^ - h . . . .

^ . j , dW d*T dU 4 1 1 1 î • 1 <#•
Considérons -^- = -^- - ^ et cherchons la valeur asymptotique de -— pour

^ 7T (^ — ^ ) ( ^ — b) ds

et
efa _ ^--j _.- __ du du_=v/( t_„)(^_1)(<-*)s, 3 =

d'où

^ avec H(a) = o.

Posons

il vient

dJoù l'on tire
" I - 4 - 0 ( )]— —

et

a — t^z—s

Il s'ensuit

^ ^ -. . . avecK0>o,

et ^z=

::—yz |

hij""



Le développement (i) correspond donc à une fonction VF (s) dont la dérivée
dW
Ts

devient infinie pour s = o, de sorte que si -=- est finie ou nulle, le contact sera

infini.

372. Soit maintenant

(i) t F ( / î ) = c r - [ ^

rfT aKoAO
et 7 [ + _ L

•^j- aura une limite ( ^ o) si ,ï£a'2 a une limite ( ^ o), c'est-à-dire si ah+logs a

une limite. Or,
a/2-4- logs = ( i - a K ) g

d'où la condition nécessaire et suffisante pour que -r- ait une limite est

on a alors
Iim - y - = — aÀ0K0 .

as

Si o <C a <C Tf-> —i—> °° c o m m e . °„,-;
^ KA as s1 ° 'o

1 (iW
Si Tr <C a ' "i—h ° comme — a AoKoi

a°Ko~\
Ho ^ as

373. Les résultats ci-dessus montrent ce qu'il y a d'artificiel dans la repré-
sentation sur le plan Z, puisque pour être certain d'avoir une asymptote

dWélémentaire on est amené à donner à -j- une valeur 00. Il y aurait intérêt à
voir ce qui se passe dans le plan t.

374. On voit aisément que Ko est un nombre qui dépend de ̂ , 4*a> a et b
ou &>! co2? ̂ 0 et s{.

375. Considérons réciproquement le cas suivant :

~ = B * r + . . . , d'où W = - ^ - 5 ï + 1 -4-...

ds y -H 1

et comme
/ Kl V B I

Nous supposons y > — i (puisque *F est borné). On voit alors que W — o,

mais le contact est infini, alors que - j - peut être fini nul ou infini.

THESE A. OUDART.
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370. Considérons
BdW

~d7
d'où W = B B

le contact est alors fini pourvu que a ̂ > i (c/*. 3413).
Si a<o, "*F(o) est alors infini, ce qui est saugrenu.

377. On a ainsi les théorèmes suivants (* ) :

Soit un canal de direction asymptotique Ox en aval [^F(o) =^F(rt) = o] :
d Wa. Si -y- reste fini ou s'annule ou est infini comme B^(y^>— i), le contact

est infini avec l'asymptote et l'on a.

partie principale W =

B_

ïoTÏ
+ . . .(a ̂ > i) et la

C'est le cas d'une bonne fonction *P"(J) dont la dérivée reste finie.

b. Il est nécessaire (non suffisant) que -y- soit oo pour avoir un contact
d'ordre fini.

dW
c. Il est suffisant que ~p soit de la forme

partie principale est

m B/Ko\« r . _
yj zz: — —- ) \ S OU 71 — S S e l o n JJI9 OU JJLj .

378. Si le canal se termine par une partie rectiligne, on est dans le cas a..

379. Étude de Ù!(Z).

3790. On a

3791. En introduisant

3792. En introduisant

— $(*), on retrouve û' ( ± i).

) — ¥ ( J ) , on aura

ir
^ l o g Z )
m ] \

(*) C /?. ^cad'. 5 c , 214, 1942, p. i5o.
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3793. Si l'on fait Z = qe'\ il vient dans ûf(qe's) un terme en

r*xp(e)-W(s),
I de,

ce qui est incommode

3794. Faisons

et p = ?e*a^o, ?i lOgZ = w3+ ~1*-+-^

il vient

X TC p .

3795. Sur OX nous avons alors [V(o) étant nul], avec a = log — >

•»TC

ƒ
ƒ (̂0 [p^

Mais sur OX, nous avons

T = o, donc -jj = — = -7^-.

(Nous vériiîons immédiatement que le second membre est réel.)
Si a->o, ce deuxième membre augmente en général iadéfiniment, avec la

partie principale du crochet

37951. Canal divergent : l F ( + o ) est négatif, donc ^- est négatif et G

décroît sur X2 à partir de zéro, donc est négatif : la courbure des lignes libres
est concave vers le village à l'infini aval.

37952. Canal eowergent : conclusion contraire, et en particulier, il y a des
points pour lesquels V est ^> i.

37953. Dans les deux cas, le canal et le sillage ont même allure; pour y

échapper, il faut que Ç —~ dz reste borné, donc que W( s) ait un module de

continuité convenable pour £ = o et en particulier que W(z) = o.
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3796. Nous avons vu que pour obtenir un canal ayant un contact d'ordre
dW

fini avec ses asymptotes en aval, il faut —p = oc. Nous avons vu que pour

obtenir une allure différente, il faut -7- = o. Il faut donc un contact extrême-
ment étroit du canal avec ses asymptotes pour que les lignes libres puissent
être concaves vers le sillage dans le cas du canal convergent. Cette remarque
nous sera utile.

38. POINTS A L'INFINI AMONT.

380. Plaçons-nous sur [xo toujours dans l'hypothèse d'une seule direction
asymptotique ^ ( . ^ ) = o.

381. Soit un développement de la forme

ds 7T n sj(t — a ) { t — b ) <1* TC

'=\- %

Posons

d'où

Delà

et

ou
AoaK7a

— l±=Kxlogj—£- -hEis — Si) et
(s-

Mêmes conclusions que (371).

382. Soit

l «i J «*i

il vient

Mêmes conclusions que (372).



383. Remarque. — Reprenons la condition suffisante du bornage (3413) :
j lV(s) — ^P"(^i) | < Y«Cy— s\)* Oa voit aisément que les cas envisagés en (381)
et (382) comme en (371) et (372) donnent satisfaction à cette condition; car

y prend la forme — ou A(j — ̂ ) a R l . Et Ton sait que le module

de Hölder est plus fort que le module yn\ vérifions-le d'ailleurs.
i — / i \Jedisque(.y — *0 ^ 7 -—-^quelquesui t n;ce(s — s^) Mogf )<i

\ ^ S — Sx)

pour \s — Su | assez petit, ce qui ju^tifio notre assertion.

384. Conclusion (théorème analogue à 377). — Soit un canal de direction
asymptotique unique (— Ox) en amont [ ^ ( J , ) = o] :

dW
a. Si -jr reste fini ou est infini comme B\s—JI|T(Y^>—l) o a s 'annule, le

contact est infini avec l 'asymptote et l'on a

. . , , . B i
partie puncipale ^ zz= ' v +.Ï

e Kl

C'est le cas d'une bonne fonction Vt\s) dont la dérivée reste finie'.

6. Il est nécessaire (non suffisant) que - j - soit infini pour avoir un contact
d'ordre fini,

dW . Bc. Il est suffisant que-T- soit de la forme —— + . . .(a^> i)
(5 —50 (l0g

R
et la partie principale est W = -

CHAPITRE IV.

CONDITIONS DE VALIDITE.

40 . RAPPEL DES DEUX CONDITIONS DE VALIDITÉ DE M. M. BRILLOUIN.

400. Nous avons eu l'occasion d'invoquer (3613), (3G165), (3794) la
première condition de validité de Brillouin

(i) V<i ou Tgo.

La deuxième condition de validité consiste dans la nécessité d'obtenir un
domaine (A) d'un seul tenant (fig- i ) sans recoupement des lignes de jet et de
l'obstacle, non plus que des lignes de jet entre elles ou avec les parois.

Cette deuxième condition est nettement impérative.
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Nous avons vu (3613, dernier alinéa) que ce qui caractérise le détache-
ment en proue, c'est la possibilité de prolonger l'obstacle dans le sillage par
un rayon de courbure non nul et satisfaisant à cette condition.

401. Il est indispensable de remarquer le caractère restrictif, et que d'aucuns
jugent exorbitant, de cette première condition. C'est ce qu'avait déjà observé
M. II. Villat dans son Mémoire Sur la validité des solutions de certains problèmes
(THydrodynamique ( ' ) ; mais « si l'on veut que la configuration soit générale,
c'est-à-dire indépendante de la pression pQ à l'infini, il est nécessaire et
suffisant (pour ce qui concerne les pressions) que la vitesse V soit partout au
plus égale à Vunité » ( 2 ) .

L'inégalité à satisfaire est strictement (11.4)

En prenant le problème sous cet angle, il faudrait chercher la valeur
maximum de V (laquelle a lieu sur le squelette du schéma) et déterminer alors
si la solution est acceptable ou s'il se produit des cavitations. On pourrait
également chercher quelle pression p0 il faut exercer pour valider un schéma
donné ou calculé; on trouve dans le Mémoire précité un exemple de cette
méthode.

C'est pourquoi nous considérons la première condition de validité T<o
comme étant une « condition de validité totale ».

40*2. Convexité des lignes libres. — Citons encore M. II. Villat (2) :
« Comme M. Brillouin l'a montré (Journal de Chimie et de Physique, I Q I I ,

p. i45), il résulte de là (:J) que les lignes de glissement A< et A2 doivent
être constamment convexes vers le fluide en mouvement... Il est intéressant
de remarquer ici en passant, que, si l'on envisage les cas où la pression p0

(nécessairement positive ou nulle) ne serait pas nulle, cette convexité des
lignes de glissement n'est plus indispensable. » M. H. Villat donne d'ailleurs
un cas simple qui met le fait en évidence.

403. Nous nous trouvons alors devant les problèmes suivants :

4031. Trouver deux domaines de fonctions <&(s) et *F(J) qui permettent
de vérifier V <̂  1.

4032. Étant donné un squelette, dire si cette condition sera vérifiée par
le schéma.

(*) Journal de Math, pures et appliquées, 6e série, 10, 1914? p- 231.
(2) H. VILLAT, loc. cit., p. 234-

(3) i. e. : la condition V^i .



- Wl -

4011. Nous avons rencontré (3796) Nun cas intrinsèque pour lequel la
première condition de validité ne peut être satisfaite : c'est le cas du canal
convergent pour lequel, en général, les lignes libres sont concaves vers le
fluide vif à l'infini aval et la vitesse >̂ i sur la paroi et au voisinage de la ligne
de jet vers l'infini aval.

4042. De même si l'obstacle est plus large que le canal à l'infini aval, il ne
sera pas possible d'obtenir des lignes de jets toujours convexes vers le Üuide
vif, d'où V>i.

4043. Si le canal (ou l'obstacle) forme un saillant vif vers le fluide vif,
la vitesse y devient infinie : il y a là une condition nécessaire de validité : le
squelette ne doit pas présenter d'angle vif vers le fluide en mouvement.

405. En vertu de -77 = -,-» T est maximum sur le contour du schéma,
al an '

lorsque l'élément est convexe vers le fluide vif.
Il suffira de vérifier l'inégalité T<o sur les parties convexes.
406. Remarque. — La largeur du canal est donnée par Va0L = v];, + >̂2; la

condition V ^ ^ i conduit à L^>ü>,4-^2. Cette condition est nécessaire,
sinon nous aurions px<^p0 et Ton ne voit pas comment le courant fluide
pourrait s'établir des basses pressions vers les fortes pressions.

407. Remarque fondamentale.

4070. Nous devons nous demander si une ligne de jet en une paroi ne
peut pas ne pas se recouper elle-même.

Considérons la bande cisaillée (F) du plan f (Jig. 2); l'égalité classique

-2 = - ï appliquée le long de deux lignes de courant dans le plan / e t dans le

plan z montre que chaque ligne de courant longe sa voisine toujours du même

côté ( -y- = V est essentiellement positif

4071. Si la paroi fait une boucle, la ligne de jet suivra dès lors la même
boucle, à quelque distance; plus exactement la ligne XG?2X2 par exemple,
suivra [x2 : notons qu'une telle solution mathématique n'est pas exclue à priori
du problème général.

4072. Mais plaçons-nous dans des cas particuliers et rappelons d'abord
que

Ax + <f Ay = As = felù df = f e-T(cos0

d'où, pour W = const.,

Aa?= / e~~T cos®dy et Ay rr



Supposons un obstacle tranchant et un canal monotone.
Le long de \L2 on aura | 0 | < ^ T I et signe (0) = const.,,de sorte que Ay est

monotone et la difficulté ne peut se produire pour la paroi.
(4070) montre alors que la ligne de jet ou l'obstacle ne coupe pas

a sa » paroi et ne peut faire de boucle.

41 . THÉORÈMES FONDAMENTAUX (Propriétés intrinsèques).

410. Rappelons que si la condition V< i est satisfaite, les lignes de jet sont
convexes vers le courant. A ce sujet, il est impossible (3794) de chercher à
satisfaire à cette condition pour le canal convergent, à moins que -j- soit nul
à Tinfini aval (contact d'ordre infini des parois et de leurs asymptotes en
aval).

411. THÉORÈME 1 ( ' ) . — Si la vitesse sur Vobstacle et les parois, supposées
quelconques, est inférieure à l'unité, les deux conditions de Brillouin sont
satisfaites (2), le sillage est monotone et divergent et les lignes de jet concaves
vers le sillage.

4111. Puisque T<o sur [ji4 f/.2(ü,tü2 et égal à O sur A4 et X2, il est négatif
partout dans la demi-couronne (rf) : la fonction harmonique T ayant son
maximum sur le contour.

La première condition est satisfaite et les lignes de jet sont concaves vers
le sillage.

Le long de OX, -y- est négatif et sur A2? on a alors -^ = -^ <C° : ® décroît
donc lorsque X croît de q (infini aval) à i (obstacle) où nous savons qu'il y a
raccordement.

Supposons Ox choisi de telle sorte que 0_>$o<0|, ce qui est mon droit :
0 reste négatif sur A2.

Sur X, 0 décroît du point —i (obstacle) au point (—q) infini aval et par
suite : 0 reste positif sur A4.

Les lignes libres A2 et À, ne pourront donc se recouper à l'arrière de
l'obstacle, puisqu'il faudrait que 0 devienne négatif sur A, ou positif sur X2,
ou les deux.

Nous ne pouvons supposer qu'elles se recoupent en avant de l'obstacle,
sinon il existerait un domaine fermé (A') de (A) compris entre l'obstacle et
les lignes de jet pour la frontière duquel on aurait ^ = o, de sorte que ty
serait nul partout dans (A') et par suite dans (A), et Ton ne pourrait avoir
tyi} ty2jéo, ce qui est absurde.

(1) C. fi. Acad. Se, 208, 1939, p. 721.
(2) Dans le cas de la proue, il faut vérifier que les lignes de jet ne recoupent pas

l'obstacle.
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4112. COROLLAIRE ( ' ) . — Pour satisfaire à V < i , il est nécessaire que la
tangente à l'obstacle aux points de détachement, orientée dans le sens de
l'écoulement, fasse avec l'asymptote à la paroi voisine un angle positif au
point P< et négatif au point P a . De plus, les asymptotes ne doivent pas
recouper l'obstacle (Jîg. i ) .

D'où les conditions analytiques

qui traduisent la première partie de cet énoncé.

412. THÉORÈME 2 (2) . — Généralisant le théorème 1 du paragraphe 16 de
la Thèse de M. J. Kravtchenko (J. K., p. 108) :

Si Vobstacle est tranchant et le canal monotone et dwergent (par rapport à la
vitesse à l'infini amont), le sillage est monotone et divergent, les lignes de jet ne
se recoupent pas.

4120. Nous avons déjàremarqué (306) que0reste compris entre — itet + rc.
Il s'agit de montrer que 0 est négatif sur X2 et positif sur X4.

4121. Nous allons d'abord démontrer cette proposition dans le plan (Z)
sous la restriction (R)

/ ®(s)de— W(e)de=:o.

La formule (212. i) nous donne, compte tenu de la condition d'uniformité

(211.2) et en vertu de l'identité : -r—ï— = . ' > — 7-7—a~~,°ï r appliquée
x J A — a k — v. (A — a) (A — a) r i "
deux fois

(J) C. /?. ylca(i. Se, 213, ig4i, p. 680.
(2) C. R. Acad. Se, 208, 1939, p. 721 et 213, igiji, p. 679.

THÈSE A. ÛUDART.
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l4122. On a sur X2 : q <^Z<^i, d'où —l iogZ compris entre co3 et o et

imaginaire pure, <p ( ̂  logZ j est donc réel et négatif et ip' ( ~ logZ] est réel
et positif.

D'autre part, p ~ s0 et p ~ £ sont réels et positifs, de sorte que la deuxième

intégrale a son dénominateur et son coefficient positifs.
Comme par ailleurs (306. i)

o pour

et que la fonction p de Weierstrass donne

P~~ £ <P~*o pour £$5Ô,

le numérateur est négatif; le deuxième terme de (4121. i) est donc négatif
sur X2.

4123. De même f^logZ — co3j sera compris entre —o>3 et o, de sorte

que p( ÏMogZ — co3 j sera négatif et —ipf( ^ logZ — o>3j est positif.

D'autre part, p —- s^ et p — £ sont positifs et la cinquième intégrale a déno-
minateur et coefficient positifs.

Comme par ailleurs (3062)

W(ê)>o pour s^Si

et que

- 5 I P o u r £ >

le numérateur est négatif; le cinquième terme de (4121. T) est donc négatif
sur\2.

4124. On a suri,

q<—Z<i, d 'où J'CO— < l o g ( — Z ) < o et ^TT— < l o g Z - + - (ik — i)i% < o ,

la valeur de k est sans intérêt.
On en tire

tzzrcOi-f-Àtoa avec

de sorte que

ipf( — logZ j aura le signe négatif, d'où le deuxième terme de (4121.1) est

positif sur Xi.
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4125. De même

on g Û)3-+- s^G^rr (ùi-h p.cd3 avec

de sorte que

et le cinquième terme de (4121. i) est positif sur X,.

4126. De sorte que sous la condition restrictive (R) , © sera positif sur X{

et négatif sur X2. c. Q. F. D.

4130. Nous allons chercher à nous débarrasser de la restriction (R) (4121),

et pour cela, compenser la somme des trois termes en j <b(ç)di de la

formule (4121. i) par son deuxième terme.

4131. Calculons d'abord le coefficient À de j $(z)di.— Nous poserons

i i

^ g w , p-^sQ—p0, p — *i=s pi

pour simplifier les écritures, et nous aurons

Or (J . M.? VII, 9) nous donne

et en dérivant les logarithmes

ipf(iv — co.{) ___^ ip'w

p(iv — w3) — e3 " pis> —
de sorte que

piv — ez ipiv — po p(w— <**) —Pi J

Le numérateur s'écrit

(iv — o)3) — pj] [po—e5] + [piV — e8] [p(*V — to,) — e3] — [p0— es] [p{iv

Les deux termes extrêmes donnent — (j30 — £3) (p1 — ^3).
Le terme médian vaut (T. M., VII, 9)
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d'où
—^3) — (pp— g») (pi —

UU 1 \XJ\

i-£^- f\(t)P'*£~Pl<So<-àfr'
pli> — po J . Mi Jo

- po ( p i v — e3 ) [ p ( iv — w3 ) — pi I

4132. La condition suffisante que nous voulons satisfaire est donc

" * ! s u r

Mais comme i . ___—est négatif sur X2 et positif sur X, (4122) (4124),

nous sommes ramenés à une seule inégalité

7) ( p^^'^pV g > ) ƒ*»(«)rf£-

4133. p0 et p, étant ^>^, et e2, le numérateur du second membre est
positif; v étant réel, piv est <^^3 et p(iV—co3)<^^3<^pi, le dénominateur

est positif. En ce qui concerne le premier membre, pîv est <^p — s, donc le

dénominateur est négatif, mais le produit $(£)(ƒ> — £ — p — 0̂ J est toujours

négatif, car <£>(s)> selon que z^s0 et p(— z) ^ p — j 0 , selon que z^s0 dans le
premier membre est négatif.

4134. L'inégalité (4132.1) est alors satisfaite si ƒ $(e)rf£ est négatif.

$(£)«?£ est positif, nous considérerons le squelette symé-

trique du squelette donné, lequel sera encore caractérisé par l'obstacle
tranchant et le canal divergent.

Nous devrons prendre ,y* = n — s0,

et nous aurons alors

/ ®*(e*)dz*=z- #(7r-s*)<rfe*.

Posant alors e = TC — e*, il viendra

f <!>*(e*)de* — - f ®(s)de<o.

Le théorème sera donc vrai pour le squelette symétrique du squelette
donné.
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4136. Le théorème est donc démontré sans aucune restriction sur le signe

de f *(e)rfe.

Remarque. — Dans ma note des Comptes rendus de 1941 (loc. cz£.), gavais
introduit la condition (R), la démonstration faite à l'origine étant étayée sur
la formule incorrecte signalée au numéro (212). J'avais établi des cas où la
restriction pouvait être levée. J'ai pu? depuis, améliorer le résultat obtenu,
en levant complètement cette restriction; c'est la démonstration retenue
ci-dessus.

414. Méthode du plan t.

4141. THÉORÈME i. — Sans différence essentielle.

4142. THÉORÈME 2. — La restriction (R) introduite en (412) devient

\/R(O

La première partie de la démonstration est ici plus simple que par le plan Z.
Nous avons (243. i) sur les lignes libres

l $>(tf) dt' ar+"wi(i')

Les radicaux étant pris avec le signe + sur —oo? a et è, +oo ? avec le
signe — sur — i, i (2412).

Sur les lignes libres | \/R(£)| doit être multiplié par Ö '̂* = zj= Ï, d'où l'on a

sur -1 (résultats obtenus par continuité).
' 2

La condition restrictive rend la première intégrale tributaire du lemme de

Leray (* ), -7-̂ — étant décroissante, la première intégrale est positive.
t — t

Pour —ao^t'<a, b<t'<-\-cc,
l'-t<0, W(t')<0,

et on a le signe ~K La deuxième intégrale est donc positive.
© est donc négatif sur X2, positif sur X<. c. Q. F. D.

4143. La restriction (R) n'est pas, par contre, aussi simple à lever et nous
nous contenterons de la première démonstration (413).

p. 107.
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415. Variation de © dans la demi-couronne.

4151. Cas symétrique. — @ = o pour Z = p^ ? (OY) . 0 est donc négatif
au-dessous de Ox et positif au-dessus de Oy (plan z) : les lignes de courant
sont divergentes.

Le long de O j (OY)-TTT est négatif, donc -p aussi et T, donc V décroît

de V< à l'infini amont à O au point d'arrêt.

4152. Cas dissymétrique. — En vertu du théorème 2 (412), il part de s0

une courbe 0 = o qui aboutit en sK sans atteindre l'axe des X, à laquelle
correspond une ligne allant de l'infini amont au point de bifurcation, sur
laquelle les lignes de courant changent de pente et passent d'une à l'autre
des régions délimitées. Les lignes de courant finissent toutes par être
divergentes (par rapport à Ox).

42. INFLEXIONS DES LIGNES LIBRES.

421. Canal dwergent à parois une fois infléchies.

4210. Considérons un obstacle en accolade généralisée (j'entends ici une
accolade qui, à l'inverse de celle de M. Leray (*),ne suppose aucune condition
spéciale de courbure) formée (fïg. 12) de deux coquilles concaves vers
l'amont, puis de deux coquilles convexes.

Flg. !*>.

4211. Nous indiquons sur la demi-couronne (d) le signe de-^--

Nous ne pouvons pas savoir a priori dans le cas général si du point s0

une courbe aboutissant directement en si et sur laquelle-^- = 0; mais, dans

le cas symétrique, au contraire, s0 = .?< = ^ et 0 = -̂ - = o sur O Y ; aux points

(*) Comm. Math. Hel vet ici, 8? 1936, p. 201,



infinis aval ->-= o, car 0 varie infiniment peu pour une valeur finie de /,
donc de <p.

En P2, on ne peut rien dire a priori.

. La ligne des inflexions issue de l4 pourra aboutir directement en I2 en
rejoignant ou non OY : aucune inflexion sur X2.

4213. Elle pourra partir de I2 et aboutir à Q2 généralement -r- est positif,

près de Q2 sur "k2, comme cela ressort de (3794) L ou plus souvent recou-
pera P2Q2 normalement ou atteindra P2. En même temps une autre ligne
d'inflexions pourra partir de ï* et aboutir en P2? ou plus souvent recouper PjQ2

normalement.

4214. On en conclut ( ') que : Le nombre des inflexions des lignes libres est
de deux au maximum pour un obstacle en accolade généralisée (ou formé de
deux coquilles convexes ou concaves) et un canal divergent à parois une seule
fois infléchies ayant un axe de syméiric commun.

422. Première extension du Théorème de Boggio.

4220. Ganal divergent à parois une seule fois infléchies et obstacle formé de
deux coquilles concaves vers le fluide vif et tel que la pente en bout de
l'obstacle $ soit plus forte en valeur absolue que la pente des parois. On aura

4221. En P<, par exemple, 0 est maximum, donc décroît vers l'aval; ^- est
donc négatif sur OX en P^, de même il est positif sur OX en P2 . Pour la même

Fig.

- A
—-

raison que tout à l'heure (4211), nous nous plaçons dans le cas symétrique

(») C. R. Acad. ScL, 213, ig4vP- 680.
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Sur OY, on a 0 = o ainsi que ty9 de sorte que -*- = o . Sur OX, en Q2,

-r̂  est ^> o puisque 0 y est négatif et s'annule.

4222. La ligne d'inflexion issue de I2 pourra aboutir en un point de S^SQ et
celle issue de P2 également : pas d'inflexion de X2.

4223. La ligne d'inflexion issue de P2 ne peut aboutir en un point de P2Q2?

sinon en se fermant par symétrie suivant 0X? la fonction j ~ serait identiquement

nulle.

4224. Cette ligne d'inflexion peut enfin aboutir en P2 : pas d'inflexion deX2.

4225. On en conclut (1 ) que : Le nombres des inflexions des lignes libres est
nul pour un obstacle formé de deux coquilles concaves vers le fluide vif et un
canal divergent à paiois une seule fois infléchies ayant un axe de symétrie
commun, la pente des parois étant plus faible que la pente en bout d'obstacle.

423. Canal divergent sans inflexion.

4230. Considérons un obstacle formé de deux coquilles concaves vers le
fluide vif et tel que la pente des parois soit plus faible que la pente en bout
de Vobstacle et supposons encore un axe de symétrie commum (flg. i4).

Fig. 14.

4231. En Q2, on ne peut rien dire a priori par le raisonnement précédent
On a seulement la certitude du signe + en P2.

De P2, on ne peut aboutir à Q2, ni entre P2 et Q2, donc on aboutit sur
et il est nécessaire d'en repartir pour aboutir soit en Q2, soit entre Q3 et P

4232. Ceci nous donne la certitude iïune inflexion au plus.

C. R. Acad. Sci,, 213, IQ4I, p. 68o.
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4233. L'allure du sillage sera donc en général la même que celle du canal
à l'infini aval.

424. Canal convergent avec i ou o inflexion.

4240. Toujours dans le cas symétrique et deux coquilles concaves vers l'amont,
la pente du canal étant plus faible que la pente de Vobstacle en bout (fîg. i5).

Fig ô.

4241. Nous avons déjà vu (3794) que le sillage a en général même allure
que le canal à l'infini aval, de sorte que 0 s'annule en général entre P2 et Q2.

4242. j - = o sur sosA ; >o sur sA I2 (qui peut se réduire à $4); <o sur I2Q2.

& a son minimum absolu en P2 ; -j- est >̂ o sur OX en P2 (exactement au voi-
sinage). La ligne des inflexions qui part de I2 pourra ou non aller toucher s0Sn
pour en repartir et venir rencontrer P2Q2 normalement entre P2 et Q2 en
général, on atteindra éventuellement Q2.

4243. Il y aura donc ( ' ) au maximum, une inflexion sur la ligne libre et
danger de recoupement des lignes libres entre elles.

425. Remarque. Les résultats ci-dessus sont des résultats intrinsèques.

426. Digression.

4260. Étant donné l'intérêt du théorème dun° 3794, nous allons démontrer
à nouveau que :

Pour un canal monotone à direction asymptotique unique à Pavai, GÉNÉRALEMENT

le signe de & est le même sur la ligne libre que sur la paroi : même allure.

(*) C.R. Acad. ScL, 213, I 9 4 I , p. 68o.
THESE A. OUDART,
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4261. Reprenons la formule ('212. i)

Ö(Z) ='• (8)rf«

<F(£)rfe

-IogZ-»,)-i
i/o x

Posons

La formule

dérivée logarithmétiquement, conduit à

^ «y o L

La deuxième partie du crochet s'écrit

p - i

Soit pour £-> o, — ^ -> X ou est de la forme ^ ( v < i) (c/ . n°377);on saitque

le contact est exponentiel entre la paroi et son asymptote. Cette condition
entraîne que pour o <̂  s <^ s2 on aura

positif)

et

Soit 0<Ç l<£2.
Choisissons v réel assez voisin de | co81, donc X assez voisin de q, de façon

que (^(w + cog) | ̂ >p — £ 0doncquep~ spour e^^<^4, et divisons l'intervalle

d'intégration en 2 : (o, s{ ) et (^, n).
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reste finie dans (s1? u ) . Pour (o, s<) le terme conserve un signe constant,

celui de W et r est donc . Mais nous avons

â T.

Choisissons p, de sorte que

r i
2

*- £1

~; il viendra

2

I 4-
p(iv

De £< à £2 on a

donc

* * as A-log à ,
£ £

que Ton peut rendre aussi grand que Ton veut.
Ainsi I2, donc le crochet tout entier aura le signe de W aux environs

de s = o. Quant à îp'îv -> ip'o>3 et s'annule en restant >̂ o, comme le montrent
les tableaux ci-dessous :

piV

ip'iv

o / -~
i

-h

X

logX

— logi^ :==^ iv
in

pi.

9 i

171 — ~ - / O

j \ O

Dès lors Q(X) = 0(X) aura le signe de ¥ ( + o) pour X » q.
C* Q. F. D.

4262* Nous voyons donc qu'il faudra un contact plus intime que le contact
exponentiel envisagé, si nous voulons obtenir, dans le cas du canal convergent,
un sillage concave, donc sans inflexion. Nous retrouvons le résultat énoncé en
fin du n° 3794.
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427. Cas dissymétrique. Nouvelle généralisation du Théorème de Boggio.

4270. Obstacle tranchant en accolade généralisée, divergent à une
inflexion par paroi (Jîg. 16). Nous supposons naturellement (4112) que la

Fig. 16.

0>o

tangente à l'obstacle @'̂  est plus relevée que l'asymptote à la paroi correspon-
dante @< et de même pour l'autre paroi, c'est-à-dire

4271. Nous savons, d'après le théorème 2 (4120) et le deuxième alinéa
du n° 415, qu'il existe une courbe s^s\ sur laquelle © = o et complètement inté-
rieure à la demi-couronne (rf). En s0 quand on tourne à partir de s0Sn

jusqu'à s0P2 dans le sens sinistrorsum, 0 décroît de 0 = o à ®"2. Sur s0Va,
© décroît de &l à ©" quand on passe de s0 à L, puis croît de &l à @" de I2 à P2 .

En si7 ® = o et décroît de zéro à &l jusqu'en 14, puis croît de ®v
2 à @2 en Q2 .

Complétons le domaine SQS^ Q2P2 par le domaine symétrique par rapport à OX.

4272. Supposons maintenant | W | <^ 14> | sur [L2J GJ2»

En I2? F2 0 est minimum et il n'y a pas de courbe 0 = ©^
En 0̂ il existe une direction pour laquelle 0 = 0g — £ (s petit); la courbe

issue ne peut atteindre <?0P2 — <yo sur lequel 0 <^ &[ ou 0'2<^©2— £i elle ne peut

non plus atteindre s{ Q2 — sx sur lequel 0^02^>0V
2 — e, donc la courbe va

directement de s0 à —^0 en coupant Q0P2 normalement.
De 0̂ part une courbe 0 = 0V

2 qui peut :

i° atteindre directement —sOy et alors 14 est isolé et il n'y a pas d'inflexion
sur X2;

20 atteindre I4, rebondir en l'4 pour rejoindre —^0 et il n'y a pas davantage
d'inflexions sur X2? © étant encore monotone.
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4273. Si I t - > Q 2 , rien n'est changé au raisonnement qui s'applique donc
au canal divergent sans inflexions dans les conditions envisagées.

4274. On en conclut ;

Dans le cas dissymétrique de l'accolade généralisée et du divergent avec une
ou zéro inflexion par paroi, si chaque paroi est moins inclinée que la partie
d'obstacle correspondant, il ny a pas d9inflexion et le sillage est convexe vers le
fluide vif.

4275. Si Vobstacle a une pente plus forte que chaque paroi, nous ne sommes
pas gênés par la non-connaissance du point de bifurcation, et nous avons un cas
intrinsèque pour lequel le sillage est satisfaisant vis-à-vis des deux conditions
de Brillouin.

De même pour le cas symétrique, l'énoncé (4274) est une proposition
intrinsèque.

4276. Ceci ne veut pas dire qu'il ne pourra pas exister des points (du
squelette) où Ton ait V ̂ > i : il suffit d'un saillant à angle vif par exemple.

4277. Si | W | peut être > | $ |, on ne peut rien dire.

4 3 . RECHERCHES DE PAROIS ET D'OBSTACLES SATISFAISANT A V < I . PLAN Z.

430. Généralités. — Nous ne donnerons ici qu'un résumé de ces recherches (1).
Il s'agit de rechercher des fonctions $($) et ̂ (s) telles que la vitesse V soit

maximum sur les lignes de jet et qui donneront des schémas tributaires du
théorème 1 (4110). On se sert des formules (2711.2) et (2712.2) qui
donnent T , ( J ) etTq(s\ que Ton modifie grâce à (T. M., CVI, 2,) et (T. M.,
CVI, 24). On obtient :

i:Tl(s) = li(s) •+- U(s) — I6(s) (condition < o),
( i )

TzTq(s)~—U(s) — I5(,ç)-H l ^ s ) (cond. < o ) avec :

* («Oursins I ds ; I4 (^) zzr sin«s / de\
K ' JQ cos s — cos s Jo cos s — cos s

• = « ƒ * U(s)= 4 r ^ ( 6 ) 1 ( 5 , 6 ) de;

f ^ ( e ) J ( * , e) €fc; I ( * ) » = 4 f4 / <P(e)J($, s) ds] I ( s ) 6 = 4 ƒ W(s)J(s, s) ds*

(3) I(5) e)=^-3—^sinr$cosr£i J(J, e) = r ^ — ^ _ . smr^cosrs.
i i

—^ —2

C. /?. Acad. Se, 213, ig4i, p. 68i.



M. J. Kravtchenko a montré (1 ) que I ( J , e) est décroissante par rapport à s

pour q<^\2 — ̂ 3 = 0,517. J'ai démontré que J(j , s) est décroissante sans
limitation de q (je ne reproduirais pas ici la démonstration).

En passant rappelons le lemme de Leray sous la forme suivante :

SoityJ^z) telle que X( £ ) ( £ — so) ait un signe a,
Soit (p(s, s) telle que [<?(s, s) — <p(.?, v0)] (s — <y0) ait un signe <xf, Vin~

/

b

> £) — 9U> ^o)J^£ 0 le signe aa' ( a << £ <

431. Premières recherches.

4311. Terme l|(«y). — Les fonctions dites de M. Villat définies dans son
Mémoire (2) de 1914? page 235, rendent ce terme négatif. En ajoutant une

constante additive, on ne changera pas I< (s) et Ton aura / 4>(E) di yé. o. Noter

que la même fonction $ ne donne pas le même obstacle en fluide limité ou en
fluide illimité, à cause de la présence de W.

4312. Terme lA(s). — Ce terme n'a généralement pas le signe convenable.

43L3. L'application du lemme de Leray aux intégrales I2, I3? I6 et I6

que si ƒ $(z)de= I W(e)de~oet:montre

Att. si le canal est convergent et ç£^,? 15(«?) est ^>o, signe satisfaisant;
q quelconque Ie(^) est ̂ > o, signe satisfaisant.

Ab. si le canal est divergent (quel que soit q), l$(s) et I6(^) sont <̂  o; non
satisfaisant.

Ac. si le canal est quelconque, il y a doute.
B. si l'obstacle est tranchant et q*i.q\, la^) e st <C°5 signe satisfaisant.

q quelconque I3(«r) est <^o; signe satisfaisant.

4314. Si j $ (£) r f£=/ W(z)de^o; on ne peut rien dire.

4315. Application.

43151. On retrouve les théorèmes 1 et T1I (J. K., p. n 5 et 116) de
M. J. Kravtchenko en faisant ^F(s) = o.

H J. K., 108 et 119. La fonction l(s,e)szj<f(s, s).

(2) H. VILLAT, Journ, de Math., 6e série, 10, 191/^ p- ̂ 3i avec \i(s) SS
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43152. THÉORÈME. — Dans le cas du canal convergent monotone et de

Vobstacle tranchant satisfaisant aux conditions

(R) f

fonctions de M. Villat par exemple, les vitesses sont toujours acceptables sur
V obstacle.

Cela découle de (4311) et (4313) et généralise le théorème 111 (/. K., p. i19)
et son corollaire (/. K., p. 122) aux canaux convergents.

43153. La condition q<q{ = 0,617 signifie que les parois du canal se
trouvent éloignées de l'obstacle. Des précisions quantitatives en Annexe 4
sont données, qui supposent que la divergence du sillage ait été démontrée ( ' ) .

432. Compte tenu d'un récent mémoire de M. J. Kravtchenko (2), la
condition <7<^o,5i7 peut être supprimée pour certains cas tributaires du
théorème (43152).

4321. Vu la formule (430.1) : TtTA(&) = h(s) — U(s) — l.(s), on peut
dire :

THÉORÈME. — Si la condition T <̂  o est satisfaite sur Vobstacle pour une f onc-
tion $(s) et un canalrectili'gne, elle sera satisfaite sur V obstacle, a fortiori, par la
même f onction $(*) et la fonction ^(s) d\tn canal monotone convergent (3063).

r
I

La condition / $(^)rf^ = o est satisfaite a priori. Il faut donc que

(s) ds = o pour satisfaire à la condition de régularité.

La démonstration est immédiate puisque I6(s) est ^> o (4313, Aa).

4322. Oc M. J. Kravtchenko, daa^ le Mémoire précité, nous apprend que :

Les sillages construits en fluide illimité ou limité par une ou deux parois
planes à partir d'une fonction «^(s) » (3 ) assujettie à satisfaire aux inégalités (1 )
et (2) {ci-dessous) vérifient la deuxième condition de validité de M. A. Brillouin
(loc. cit., p. 2).

pour o<^<

(2) [ ^ ( s ) - - - ^ V ) ] [ > — sf]^o pour o<;

(4) C. fi. Acad. Soi., 208, 1989, p. 721.
(*) Mémoires de r Académie des Sciences, 63^ 1986, 1939, p. 1 à 10 (publié en

(s) Ce que nous notons W(s) (cf. 3615),



En particulier la condition T < o est satisfaite sur l'obstacle. Rappelons
que a *F(«?) » alias $(«?) est définie par

TT pour o^s^So,

<!>($) =:<!>($) pour S0^S%TX.

4323. La présence de parois non rectilignes ne changera pas les conclu-
sions de la page 6, paragraphe 5 : de tels obstacles sont des « obstacles non
convexes vers le courant ».

Compte tenu du théorème (4321), la proposition de M. J. Kravtchenko
rappelée ci-dessus (4322) conduit donc au théorème suivant, qui est encore
une extension du théorème de Boggio.

Dans le cas d'un canal convergent monotone et d\in obstacle tranchant non

convexe vers le courant et sous la seule condition^ : f §(i)dz = / W(z)d£, les

vitesses sont toujours acceptables sur l'obstacle.

4324. Rappelons que la condition R est satisfaite d'office pour le cas symé-
trique et doit être satisfaite nécessairement, si l'on prend une fonction <è(s)
provenant d'un schéma limité par deux parois planes ou illimité.

433. Recherches par majorations d'intégrales.

4331. Nous nous placerons dans le cas de la restriction R

rƒ
et de

q <g±= V2 —y/5 = 0,517.

4332. Nous supposerons Xobstacle tranchant et satisfaisant àl ,
La condition q<qi entraîne I 2 ( J ) < ^ O , d'autre part I3(^) est <^o, quel que
soit q. Nous allons donner un exemple d'application de la méthode de majo-
rations d'intégrales dans le cas du canal convergent.

Nous résumerons fortement l'exposé et les démonstrations ne seront
qu'esquissées dans le présent Mémoire.

I5 et I6 étant positifs, il suffira de satisfaire à l'une des inégalités

(1) I 5 ( s ) > — I*(s), condition à imposer à *F(s),

OU

(2) —•I3(s)>—h(s) , liaison à imposer entre (D(s) et W(s).

11 est évident que quelle que soit la fonction d'obstacle tranchan-t, il suffît
pour satisfaire à V < ( i de prendre une fonction de paroi W correspondant à un
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canal très peu convergent ou très peu divergent, mais assez régulière, caria
courbure intervient.

4333. Majoration de —! , ($ )= j
COS£ — COS S

dz x sins.

43330. Dans une première méthode, nous avions calculé une minoration de
T \ / \ COS£ —- COS5 / .. v . • . . J T V T / \ W (s) -— W (e) , ,* o \

D(e) = — (fig. 17), et une majoration deN(e) =—— — (Jîg. 18).

Fig. 18.

Fig. 17.

7t-T n

Nous ne donnerons pas cette méthode icu Dans une deuxième méthode, nous

considérons le rapport N(£) W(S)-W(S) 1 . A

= —- lui-même.) COS£ — COSS

43331. Nous avons ^F(,?)<o pour s^s^ avec

W(s)>o pour s<Si avec W(o) — W(7r) = o.

Nous nous contenterons de « bonnes fonctions » ayant toutes les dérivées

nécessaires, et de plus nous supposerons que —LiLz—lii reste bornée et
1 L L L COS£ — COSS

conserve un sens pour s — £ quels que soient s et £ (s = st excepté).
Ceci nécessite que pour s = o et ,9 = n, —- — conserve un sens, de sorte

1 1 7 dz J — cos£ '

que ^ ( o ) devra être du deuxième ordre en z et positif, et V(TI) du deuxième
ordre en TX — £ et négatif, d'où

Wf(o)=:W'{Tï)zzzo

et

(S)

Nous considérerons une fonctionne) ayant Fallure delà figure 18, donc soumise
à certaines conditions de contact. Noter que Tallure entre o2 et ô  est unique-
ment fixée par la condition d'être décroissante ou monotone décroissante et
que les points M2 et M̂  peuvent se trouver en s{ sur Taxe des e. Les aires de
chaque tronçon (aires hachurées) devront être égales.

THfcSB A OUDART
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43332. Considérons donc le rapport—— — •
r i COS£ — COSS

Si o < ^ < ^ , et £^>r,, ce rapport est négatif et il y a lieu d'envisager
seulement

(*)/ 1 dezzz —r-
! cos£-cos^ ƒ sm

71 W ( G )

où G est une fonction de s et s comprise entre s et s.

ƒ * 1J/7

Le maximum de —-—- est de o à s, <C — et de s, à 7i<T — la majorante
sin G ^ sin^i ^^ sin^! J

de — I*(J) sera alors
Trs in^ ,^ r i l , . , ......

M [M, m a x i m u m de *¥(£)].

On voit que c'est W(z) qui intervient, cela ne peut être autrement car la
courbure des parois doit nécessairement intervenir.

4334. Minoration de — I 3 ( j ) = — 4 / *(s) J(^,£) de.

43340. Nous prendrons 4 J(/, s) sous la forme

que Ton établit facilement.

Gomme / <è(z)de = o, il n'y a pas lieu de s'inquiéter du terme en s.

Posons

et
- * ( e ) = x(e),

Il s'agit de minorer

— li(s) = 3(s)=l x ( O [Ji(*> £) — J i ( ^ ^o)]^£ avec / x ( £ ) ^ £ = : : : : 0 -

Nous pouvons essayer de comparer à ƒ x(£) (C0S£ — co$s0)dz où coss a la

même croissance que J4(^, s.). De plus, la présence de sin^ dans la majorante
ci-dessus conduit à introduire le facteur sinj, d'autant plus que l'on vérifie
facilement que J4 (o? s) = J4 (TI, S) = o.
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D'où la recherche d'une minorante du rapport

f
T , N . sin(s — £) 4- s m ( 5 + s)

ou J2(ç, s) = sins coss == — -•

L'identité des signes montre qu'il suffit pour chaque valeur de £ de minorer le
rapport

J( ) J Q )

43341. L'application de la formule des accroissements finis généralisée
[Goursat, 1? 3e édit., 1917, p. 31;, formule (1)] conduit, en appelant a une
certaine valeur comprise entre £ et J0 , à

d'où, après quelques calculs,

•— (s, cr)
ai

y — s P °"
H ( C ff c \ • ( ^ P ^ I #Î* P \ — ' •

Et comme

donc

71

? p — s: — eÏ sm cr p - 0" — ö, I

433/i2. La minoration du second membre doit être recherchée quels que
soient £ et «y, donc s et a compris entre o et r,. Il suffit de minorer

e,) ^ — pour o < u < &>i.
( p a — P )•• sin2 —•

La plus petite valeur de ——~ étant ———> il vient
' A p?/, g ^1 " Pî

sin2 — (p w — e3)2
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43343. Pour conduire le calcul jusqu'aux valeurs numériques, on passe
aux fonctions sn en dn (T. M., LXVII. 4 et LXVI1. 5)? et en posant

il vient

TU2 # i — e« I v I
I smKj I

L I

En introduisant avec Legendre ( ' )

x = sn v — sin cp, cnp» == cosep, A1 —sinO, kl-

? = F(8, cp); K = F ( O , M ; K' = F ^ - 6 , ^

avec
, 0 / 1 — sin2 6 sin2 cp

il vient alors
TZ 4K2/r2At/2 / sincp cosep \ 2 t / s in 29 sinô cosô.KA 2

lvn ( p ) = / \ = -- / \ •
L2A:2A:/2 / sincp cosep \ 2 t / s i n 2 cp sin 0 cos O.K. \ 2

~2 ( sin7:Jl ) ~ ^ ( ~ ^ ) '

43344. L'étude de y = K cos6 montre qne j est une fonction décroissante

de 9 dont le minimum est = o pour 0 = —

On vérifie aisément que est toujours >̂ i.

On établit que ~ est une fonction décroissante de 6 (ou sin26) o <̂  6 <^ - en

établissant que sa dérivée logarithmique est négative, et Ton en conclut

Si Ton construit la courbe œ = sin2o (fig. 19) et considère la fonction

y = sin -jf- y

pour avoir la même valeur de y, il faut la même valeur de -rr- et une valeur

de cp plus grande : la courbe y = sin -r- est à droite de la courbe a? = sin2cp.

Pour © = ir,

On montre alors que le rapport - = sin2(^ est borné inférieurement par
y sin Ç

(1) L. POTIN, Formules et Tables numériques, p. 708.
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le rapport de la pente de la sécante qui joint M au sommet de la courbe au

point ~i a la pente de la tangente à la courbe f au point - 5 c'est-à-dire par

Kcosö d'où >
y 7T2

43345. Ceci posé, il vient

sinQ Tr f.~l1 16
-q KcobÖ >-T^(Kcos6)S

J *
et nous référant à (43342)? puis à (43341 ), il vient a fortiori :

d'où

et

ou

J(s)

b'ms f ( cos e — cos SQ ) de

~

7Tb '

7 1 ( )

Les tables de L. Potin (foc. cit.) permettent de calculer le tableau
ci-dessous :

e . . . 0. 30. GO.

q o 0,018 o , 091
Kcosö 1,57 1/46 i7o8

0,1 0,072 O,O2Ï

....... o o7324. io~~* o,oo83

o1. ... o o « 23i. io""-*1 0,17.10"

0,64.10-
o,o435

89.

o,4o8
0^090

o, i3. io~°

0,166

o,216.io~b

// 90.

o, 517 1
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43346. On trouve sans difficulté

COS£ — COSSo ! d£ = (TT — 2 S 0 ) COS,Ç0-+- 2 s i

4335. Conclusions. — En écrivant que la majorante de —là(s) est <^ la
minorante de — I3(«r), on est conduit à la propriété suivante, qui malheureu-
sement est peu maniable.

THÉORÈME. — Soit (fig- 18) un canal convergent monotone et un obstacle
tranchant, tels que

a. ( R ) / $>{z)df==zl W(e)dez=zo et y<o,5 i7 .

4? ( £ ) < O pour 5X < £ < 7T

\ *F'(s)>o pour o < £ < ds et ô4<£ <TT,

( ^'(s) ^ o pour 52 ^ £ <; <̂ ;

j ^ ( £ ) ^ o pour o > £ É P , e t « 1 < 8 < p 1

! V(e) ^ o p ^ £ ^ ô e t p < £ < 7 T ^ ( P ^ - * ( P O - o .

Noter que o <^ ^2 <^ o2 <^ ̂ , <^ o< <^ p, <^ 71 et que o2 et o< peuvent ainsi que
[32 et (3< être confondus avec ̂ ^

*SV, de plusj on a

i - — Sm t [ 0 + - (7T —

/a condition V < i ^^ satisfaite sur les parois du canal.

434. Si le canal et l'obstacle satisfont aux conditions ci-dessus et à la
condition l ^ ^ o (c / . 131 1), la condion V< i sera satisfaite partout et le
sillage sera divergent et convexe vers le fluide vif.

44 . CONDITION V < I . CAN\L A PAROIS RECTILTGNES. PLAN t.

440. Nous avons démontré les théorèmes 1 et 2 (414) dans le demi-plan t.
(La restriction étant satisfaite d'office.)

Nous avons établi d'autre part les formules (*272J .2) et (2722.2) valables
sur l'obstacle et sur les parois. Dans le cas actuel ces formules deviennent :

Obstacle :



441. Le théorème I, page 116 de la Thèse de M. J. lvravtchenko ( '),
découle immédiatement de la formule ^441),2), qu'on peut écrire en vertu
de la condition d'uniformité

!—t0) conserve un signe constant et positif.
(Y — T)( / 0 — T) est positif puisque T est en dehors de l'intervalle (—1, + 1 ) .

donc {Y, t0). Mais vR(t) et \ /R(J ' ) sont de signes opposés (d'après les conven-
tions de signe (2412), donc T <̂  o. c. Q. F. D.

4421. Considérons maintenant le cas des schémas de Helmholtz-Kirchhoff
construits à partir d'une fonction 4>(/) satisfaisant à une double condition de
régularité (449 infra) :

i° en fluide illimité (indice 1);
20 entre parois rectilignes (indice 2).

Nous savons, d'après le paragraphe 14 de la thèse de M. J. Kravtchenko (ou
en Annexe 5 présente), que cela correspond à a — 6 = oc ou à j = o pour le
premier cas.

Avec les mêmes conventions de signe et compte tenu de ce que 1 / ^ /

devient 4 / 1_ pour T ^ T ) , il vient, en prenant maintenant le signe positif

pour tous les radicaux,

T Î ( T ) - T , ( 7 ) = "

La fonction
- a) (ô -

n'est pas autre chose que la tangente de l'angle que fait la direction p.M'
avec Or, |x et Mutant deux points du demi-cercley = \/(t — a)(b — t) dont
le convexité est tournée vers les ƒ positifs; de sorte que si [x donc T reste fixe
et que M donc t' varie en croissant, cette direction tournant dans le sens
dextrorsurn, R(^? ~) est une fonction décroissante de /'.

442423. Mais Ton a / —==zdt= o par hypothèse ( et aussi / zdt—

et 4>(^)^o pour t>t0 (
3) (signe + devant les radicaux).

(^ La premiere condition de M. Brillouin est satisfaite le long des parois du canal.
(2) En fai^ il n'est pas nécessaire que l'obstacle soit Uanehant, il suffit que Ton ait

ces inégalités.
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Le lemme de Leray nous montre alors que T 2 ( T ) — T , ( T ) csl négatif.

Le théorème III et le corollaire (J. K., p . 119) ont donc les répliques ( ' )

suivantes :

La différence T 2 ( T ) — ̂  1 (^) csl négative.
Une condition suffisante pour que Vinégalité de M. Brillouin V <i soit vérifiée

s'écrit

Ainsi, si une fonction $(*') satisfaisant à la double condition de régula-
rité (449) est telle que <& soit ^ o selon que Ton se trouve sur la lèvre inférieure
ou supérieure, et que V < 1 en fluide illimité, il en est de même pour l'obstacle
construit à partir de cette même fonction <ï>(tf) entre parois rectilignes, et les
paramètres a et b choisis. L'obstacle sera d'ailleurs différent du premier.

4431. Théorème de Boggio (résultat intrinsèque).
On sait que pour un obstacle concave vers le courant en fluide illimité,

d® dT \ 1 rri • i V 1 /

on a ~JJ = -7- ^> o, donc 1 a son maximum sur les lignes de jet et est < 1.
Le théorème de Boggio est alors démontré ipso facto pour le cas de deux

parois rectilignes :

Pour un obstacle concave en fluide limité par un canal rectiligne, les conditions
de M. Brillouin sont satisfaites.

4432. Dans le cas présent, le résultat obtenu est commun au théorème III
de M. Kravtchenko (cf. 4423) et au théorème dans le plan t : la démons-
tration par Cassure la démonstration par Z. Mais, comme nous l'avons déjà
observé aux Comptes rendus (loc. cit., 4423, notule 2), les deux méthodes peuvent
conduire à des domaines différents de résultats : les deux théorèmes cités ci-dessus
ne sont pas équivalents, car se donner la même fonction <&(/), ce n'est pas la
même chose que se donner la même fonction

4433. Erratum. — Dans ma note des Comptes rendus précitée (foc.
cit., 4423, notule 2), p. I 5 I , le paragraphe IV6 est inexact, le reste du
paragraphe IV reste valable.

Si ; est fonction croissante de t, on est assuré que la seconde
V 1 — tl

partie 1 \ ( T ) est négative, mais la première partie n'a pas le signe convenable,
en particulier est positive pour £0=o : car on a alors <J>(T)^O pour T^O

let log l——; ̂ o pour T ^ O , de sorte que leur produit est toujours positif.

C. R. Acad. Sci., 2ik ; 1942, p . I 5 I .
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444. La proposition du n° 4423 est un cas particulier de la proposition ( ')
plus générale suivante :

4441. Soit une fonction $ (£) [—i<£<i ] , telle que l'obstacle et le canal
recliligne construits à partir de t et des paramètres a, b [a <^—i <^ i <[ 6 I
satisfassent à V < i , il en sera de même pour Pobstacle et le canal rectilignc
construits avec la même ( 2 ) fonction <&(t) et les paramètres a, , 6, tels
que a < > , < — I < I < 6 , < 6 .

4442. Démonstration. — Formons la différence T, ( T ) — T ( T ) :

y/R( r 1
1 /ÏM77 t / î w

r) / y R(Q y R(T)

tous radicaux arithmétiques.

4443. Posons

J V R ( 0 "" y t~a t — b'

La dérivée logarithmique donne

d'où
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Or
I I

et <C <X\ <C t e n t r a î n e o <C t — ax<C t — a, donc o <C <C
t — a t — a-,

et
l <ib\<^b entraîne o <C b\ — t <C b — t. donc o <C -7 <C -,

o — / #! — t

Tous les termes de"— sont alors négatifs et y" est négatif, y' est décroissant.

La courbe y(t) a donc sa convexité tournée vers les y positifs et la fonc-

tion z(t') ^ ) = ——7—f ? qui représente la pente de [xM', est décroissante,

7 tournant dans le sens dextrorsum quand ;x est fixe et quand M7 décrit la
courbe de T = — i à T = + i.

4444. Les mêmes raisons qu'en (/ii23) conduisent au théorème énoncé.

445. Avplication. — Comme exemple cTapplication on peut partir du cas
symétrique (/0 = o). Nous obtiendrons alors des solutions dans le cas
dissymétrique, qui jouiront des mêmes propriétés V^i par rapport aux
conditions de M. M. Brillouin.

44G. Réciproquement. — Par ailleurs, on est assuré que si la solution n'est
pas satisfaisante pour le couple a{b[7 elle ne saurait l'être pour le couple a, b
(a <^a{<^— i <C+ i <C b\ <C b), ou en fluide illimité (si a = & = ± ao ).

447. L'intérêt de la proposition (4441) ci-dessus est multiple :

i° Nous ne faisons aucune hypothèse de limitation sur a et 6, alors que
l'emploi du plan Z oblige, tout au moins dans l'état actuel de la question, à
une majoration de q. Par contre nous avons une double condition de
régularité (449).

2° La signification de q^ofiiy est D^ko^ : D largeur du canal, oA de
l'obstacle, de sorte qu'on ne peut rapprocher indéfiniment les parois de
l'obstacle.

Ici, au contraire, malgré la double condition de régularité, on a le moyen
de construire des régimes de sillages qui échappent à cette restriction ; il
existe en conséquence des sillages qui échappent à toute difficulté, et cela
quelque petite que soit la largeur de la veine étranglée entre l'obstacle et
chaque paroi. Ceci résulte immédiatement des résultats du paragraphe 27 de
la Thèse de M. J. Kravtchenko (,/. K., p. 196 et suite).

3° Notre proposition met en évidence la tendance des parois rectilignes à
améliorer la validité, comme il ressort de (446).



— 75 —

448. Il serait intéressant de voir si Ton peut construire des obstacles tels
que la condition V<i ne soit pas satisfaite en fluide illimité, alors que la
même fonction d'obstacle donnerait en fluide limité, un obstacle pour lequel
cette condition serait satisfaite.

449. Double condition de régularité de <J)(t) :

4491. La fonction <b(t) doit satisfaire à / dt dans chaaue cas;

d'où une double condition est apparue en (441), (442), (443) [excepté (4433)
et (444)]; d'où quelque complication pour choisir <!>(£).

4492. Pour le cas symétrique, et ceci est très rassurant, aucune complica-

tion puisque l'inégalité ƒ P(t).$(t)dt = o est satisfaite d'office, quelles que

soient les fonctions paire P (Ê) et impaire $(£). On peut alors énoncer.

Soit une fonction impaire $(j) et un paramètre b. Si le canal et Vobstacle
construits à partir de là satisfont à V<i , il en sera de même pour le canal et
Vobstacle construits avec cette même fonction $(f) et un paramètre b\<^b
ABSOLUMENT ARBITRAIRE ( m a i s ^> I ) .

4493. On peut constater qu'avec le plan Z on n'a pas l'ennui de la double
condition de régularité pour $(£), le plan Z reprend l'avantage.

4o. CONDITION "V<I : DEMI-PLAN t. CANAL A PAROIS CURVILIGNES.

451. Considérons le schéma I de Helrnholtz-Kirchhoff construit à̂ partir

d'une fonction $(*) et de deux paramètres a, b \<&(t) satisfaisant à la con-

dition de régularité / TïfTT ~ ° e n canal rectiligne; et le schéma II

construit à partir de cette même fonction 0>(t), mais en canal curviligne avec les

[ °C Uo° W(t) 1

la fonc t ion W(t) s a t i s f a i s an t d o n c à / - = — dt = o\.W -Jö s/H') J
On voit, en vertu de 2721.2, que sur l'obstacle, on aura

Tii(T)-T!(T) = i J J—^^jp)^ (radical arithmétique).

452. Considérons un canal convergent monotone et cherchons ce qui se passe
sur Vobstacle.
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4520. On a W(t')^o pour t' |> mais T appartient à l'obstacle, donc

a< — I < T < I < 6 et t'—z^o.

selon que t' ^ et le produit est négatif, de sorte queTn(^) — Tt(

4521. On en tire le théorème suivant :

Soit une fonction S>(£)[—I<£<I] telle que Vobstacle et le canal à parois
rectilignes construits à partir du plan t et des paramètres (a, b) satisfassent à la
condition V<i, il en sera de même SUR L'OBSTACLE pour le schéma construit avec
la même fonction <$(t)y la même valeur de toy la fonction de canal convergent
monotone TF(/) arbitraire et les mêmes paramètres a, b.

4522. En combinant 4521 avec 4441, on aura une nouvelle proposition
que nous n'explicitons pas.

4523. En particulier ( ' ) : Si $(z) correspond à un obstacle satisfaisant
à V<i en fluide illimité, il en est de même le long de Vobstacle construit à
partir de cette même fonction $(f) et pour un canal monotone convergent
(pa ramè t re aiy bx pour fixer les idées) .

4524. Remarques importantes :

i° En ce qui concerne (4522), (4523), <&(*) doit satisfaire à priori à

dt ou /

devra satisfaire à

Y W(0
dt =: / ( radicaux arithmétiques).

2° On sait que la condition V < i ne peut pas en général être satisfaite (4041)
pour le canal convergent. 11 existera donc un point des parties convexes des
parois pour lequel la vitesse sera maximum (V >̂ i ).

C. /?. Acad. Se, 214, 1942, p. I 5 I .



CHAPITRE V.
THÉORÈMES D'EXISTENCE. — PROBLÈME DU SILLAGE.

30. GÉNÉRALITÉS.

500. MM. Jean Leray et Jules Schauder, dans un Mémoire paru aux
Annales Scientifiques de VÉcole Normale Supérieure intitulé « Topologie et
Equations fonctionnelles » (1), ont généralisé la notion d'indice des solutions
d\ine équation.

M. Julien Kravtchenko, dans le paragraphe 28 de sa Thèse5 rappelle les
principaux résultats et donne en note les définitions nécessaires.

Je crois utile de rappeler ici très brièvement le critère qui en découle (2).

501. Critère d'existence.

5010. Considérons un espace abstrait E linéaire, norme et complet, un
éfément x appartenant a un domaine borné D de* cet espace et les transfor-
mations fonctionnelles suivantes :

(1) j = F(a?, k) i
_ t?/ A.\ ! ( éVdnl compris dans l intervalle fermé K : o, i).

(2) y— x— b (x, k) )

5011. Supposons que ces transformations jouissant des propriétés suivantes :

i° la transformation (i) est complètement continue par rapport à x et
uniformément continue par rapport à k\ il en est donc de même de (2), et ceci
permet de définir l'indice total i(k) des solutions de l'équation fonction-
nelle x — F (a?, k) pour toute valeur k de l'intervalle K, cet indice étant donné
par l'égalité

(3) i(k) = d[x — F(x, k), D ; o ] ; (*)

2° pour toute valeur k de l'intervalle K, les solutions éventuelles de l'équa-
tion x = F(x, k) sont bornées a priori, aucune d'elles ne franchissant la
frontière D' du domaine D, ce qui montre que i(k) est indépendant de k\

3° on sait déterminer le nombre i(o), indice total de l'équation x = F(x, 6).

(*) A.S.E.N. S., t. LI, 1934, p. 45 et suiv.
(2) J. K., Thèse, p. 201 à 206.
(3) d[œ — F(.v, k), X), oj = degré topologique au point O de la transformation

y 'z=z x — F (x, k) opérant sur D.

THFSE V. OXJDART
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5012. Dans ces conditions si 1(0)7^0, i(i) sera également différent de o,
et l'équation x = F(x, 1) possédera au moins une solution dans D.

51 . PROBLÈME DE REPRÉSENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ.

510. Notre but e t̂ de ramener le problème à l'équation fonctionnelle

xz=z \f(x).

Tout d'abord nous devons bien préciser ce dont il s'agit :

« Déterminer un mouvement à la Helmholtz qui corresponde à une configu-
ration donnée des éléments rigides, la vitesse à l'infini a\al étant égale à l'unité,
hors du sillage et parallèle à chaque paroi, la vitesse à l'infini amont ayant une
valeur constante et étant parallèle à Ox et le canal ayant une largeur bornée. »

La configuration qui fera l'objet de notre recherche se précisera au fur et à
mesure que nous apparaîtront les difficultés de la solution du problème posé.

Nous nouî> cantonnerons au cas du sillage : B confondu avec P2, C confondu
avec P i (<?ƒ. figure 1).

511. D'une manière précise, soit un arc BG et deux parois indéfinies û  et (JL2.
Nous supposerons que cet arc et ces parois ont une tangente continue en

chacun de leurs points.

512. En ce qui concerne l'obstacle, nous aurons alors

(1 ) $ = $(/),

les points B et C correspondant à a et (3 avec o<^a</<f£
Nous supposerons que

( 2 ) c < ^ < & ( £ ) < ; 7 r — t,

et que $ ( / } possède un module de continuité hölderien

(3) |¥(/ ') — 4>(/)|^A|Z'- /|a ( o<a< i ) .

5131. De même le long de JJL, et de u2? nous aurons

(1) VP=zW±(l1)1 fonction continue holderienne de l± (—oo < / ! < +oo),

(2) W=zW,(h)} » / . ( - « </,<+«>),

la valeur — 00 correspondant à l'infini amont, + oc à l'infini aval.

5132. Nous supposerons de plus que le canal est monotone convergent (ou
divergent^, ce qui signifie que :

ty\ est une lonction négative (positive) de li7

W% est une fonction positive (négative) de 4 ;

ces fonctions prenant des valeurs comprises entre o et TU
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5133. Nous supposerons encore qu'il existe une direction asymptotique
unique en aval et en amont aussi bien pour le canal convergent que pour le
canal divergent; donc que

5134. INous prendrons pour paramèties fixant la position du canal par
rapport à l'obstacle les distances (') dx et (L des points C et B aux asymptotes
en aval à \LX et [x2.

Nous appellerons À1 et A2 les distances des points C et B aux asymptotes
les plus voisines de ces points, ce qui, dans le cas du canal convergent
donne d} = AM d2 = A2.

Nous supposerons A, et Ay positifs de façon que les asymptotes encadrent
l'obstacle.

5140. La donnée de *( / ) , ^ ( Z , ) , ^ r
2(4)? a, (ï, d^ d2 définit complè-

tement la configuration des éléments rigides, ce que nous pouvons appeler
le squelette du schéma.

5141. Remarque. — Si Ton se donne de tels éléments, on peut construire
dans le plan z ce squelette. Pour être assuré que ce squelette a un sens vis-
à-vis de notre problème, il faut que la courbe $(l) {OL<1<^) ne soit pas
recoupée par les courbes xl\ et >F25 ce qui, dans le cas du canal divergent, peut
n'être pas réalisé par des fonctions données a priori. Par contre, si Ton se
donne un squelette convenable, les fonctions et données mathématiques du
n° 5140 sont déterminées, ce qui est l'essentiel.

515. Conditions à V infini pour les f onctions lF1 (£, ) et W^h)-

5151. Je dis que ^ r
1(/|) ne peut avoir une valeur asymptotique égale à T,

car la distance d'un point l\ à l'asymptote est donnée par

/ smWdh=z tï^Z-Wdh^ ƒ Wrf/^BIog/i-hC (

qui augmenterait indéfiniment.

5152. Mais il suffit que l'on ait une valeur asymptotique de la forme

Comptées positivement vers le haut pour d± et A1? vers le bas poiirc^ et A2.
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car on a alors

Ndi B 1 i c.

5153. Nous supposerons que ^ ( A ) et^F^/s) possèdent de telles valeurs
asymptotiques (5152. i) à l'infini amont comme à l'infini aval.

52. DEUXIÈME CONDITION DE M. M. BRILLOUIN. — Afin d'obtenir à coup sûr un
domaine simplement connexe, nous devons supposer que le schéma satisfait à
la condition de non-recoupement des lignes de jet. Mous supposerons que le
squelette choisi permet de dire a priori que les lignes de jet sont divergentes.

Dans cet ordre d'idées, nous connaissons le cas du théorème 2 du n° 412 de
l'obstacle tranchant et du canal monotone divergent.

53. PROBLÈME DU SILLAGE.

531. Ce problème reste posé dans les termes mêmes des pages 170-171 de la
Thèse de M. Kravtchenko. Nous n'y reviendrons pas.

532. Notons que nous devrons introduire ici, en plus de l'espace E(a, (3, s)
auquel appartient la fonction *( / ) , un espace F(—oc , +00, x) auquel appar-
tiennent les fonctions Ur

i (lh ), ^ r
2(/2) .

533. L'espace E(a, |3, «y), comprend toutes les fonctions réelles également
continues de la variable (s) pour l'intervalle a, (3 fermé. La norme d'une fonc-
tion ƒ (s) de cet espace est

On sait qu'un tel espace est linéaire, norme et complet.

534. L'espace F(— 00, + oc, a?), comprend les fonctions réelles également
continues de la variable (a?) pour toute valeur de la variable et dont les
valeurs asymptotiques sont nulles et de la forme (5152.1). Cet espace est
linéaire, norme par j|/*(s)|| = Max)ƒ(.?)j, et complet comme le montre le
théorème d'Arzela (1 ).

535. Nous aurons aussi à introduire les espaces E^(a, (3,$), Ea(a, $,s)7

auxquels appartiennent les fonctions lh(s) et I2(s).

536. Les modules de continuité ont été précisés ou seront précisés aux
paragraphes 512-5131 et 557.

Noter que l'espace F ( — 00, H- 00, x) est complet parce que compact d'une
part et fermé de l'autre.

(1) Sur l'égale continuité et le théorème cTArzela, on consultera avec fruit Touvrage de
M. Paul MONTEL : Leçons sut' les familles normales des fonctions analytiques (Gauthier-
Villars, 1927).
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54. MISE EN ÉQUATION DU PROBLÈME DU SILLAGE.

54t. Donnons-nous une valeur de chacun des deux paramètres #, b telles
que a <^ — i et è ^> i .

Dans ces conditions les équations (15 .4 ) , ( 15 .5 ) , (16 .3 ) , (15 .3 ) et (17 .4 )
définissent (oi, ro,, </, y et s{.

5420. Donnons-nous les éléments l(s) de l'espace E(o, TC, J ) , 1{(S) de
l'espace E < ( J , , it, $), / 2 ( J ) de l'espace E 2 ( ^ ? o , ^) ; la condition d'unifor-
mité (211 .2) , compte tenu du changement de fonctions (3615.3) et des défi-
nitions des fonctions ci-dessus (512-513), s'écrira

(1) 7T*o= f &\l(s)]ds— f W9\h(s)]ds— f Wilkisftds,

ce qui définira le domaine d du plan Z.

5421. Une difficulté se présente ici selon le choix de /($), h(s), 4(^) ?

car 4> peut être très petit et WA et XF2 importants, de sorte que ^0 peut alors
être ^> il ou <^ o.

Cette difficulté ne se présentera pas si l'on a par exemple

(2) I^FK^g- î

condition remplie pour un canal divergent dont la pente est inférieure à celle
de l'obstacle, celui-ci étant tranchant également par rapport à Oy, par
exemple*

On n'aura aucune difficulté dans le cas du squelette symétrique en choisissant
/ I ( J ) = /2(TI — s) | ce qui est tout à fait indiqué ], car alors les deux intégrales
en W\ et *F2 seront égales et de signes contraires.

Tl en est de même si l'on a
— 71

( 3 ) £<<^<7T — £ et \W < £ < [ — •
\ / _ _ i - 2

Dans tous les cas énumérés ci-dessus, on aura donc o < so<^ TI.

543. L'égalité (44.3) définit alors un rapport

Les équations
l &(s)z=z < D | / ( . v ) | — r: p o u r

) lV(s)=zWi\li{s)\ pour Siisï
{ } j W(s>)=:W2\h(s)] pour o^s<:
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et l'équation (211. i) permettent alors de construire Û(Z), donc 0(X, Y)
e tT(X,Y) .

Les équations (2213. i) et (2213.2) nous donnent les expressions valables
sur les circonférences | Z j ===== i et | Z j = q1 c'est-à-dire par (2741.2) et (2712.2)
les valeurs de Ti (s) et Tq(s).

544. La différentielle df(Z) est connue d'après (14.8), (17.5) et (17.6) au
facteur ( ^ + ^2) près.

Le deuxième membre de (331.2) que nous désignerons par-77 est connu à

ce coefficient près, et de même pour chaque paroi, le deuxième membre

de (3410.1) que nous désignerons par ~- et -—• Naturellement, on trouve,
en général,

dL dl dLt dlt _
ds ds ds ds '

La connaissance de -r- nous donne L(s) à une constante additive près, et

toujours, au facteur (^1 + ^2) près; les équations L(o) = a et L(#n)=P
donneront la relation

'r71

qui définit ^ + ^2.
On a alors

(2) L(5)= V[l(s), h{$), h(s), a, o] <5(/), Wiih). *F2(4), oc, (3],

(3) L1(*) = V1[ ],

\4) ^ÎK* ) — * 2|_ * • J*

Les constantes d'intégration disparaîtront dans L̂  et L2 si nous convenons
de choisir lK = /2 = L1 = L2 == o pour une certaine valeur {x = o pour fixer les
idées) de l'abscisse x.

545. Les équations (543.1) et (544.1) définissent tyA et ^a par leur somme
et leur quotient.

Les équations (14.6^) et (14.62) définissent <p< et ç2.
L'équation (544.1 ) nous montre que ^ + ^2 est positif : (3 — a e_st en effet

positif par définition, et Ton a

(t

l'inégalité o<s<% entraîne — I ^ ^ I pour la circonférence de rayon i ; d e sorte
que (t — a)(t—b) est négatif. Mais7(r — tQ) est positif, donc l'élément est
positif et il s'ensuit que tyt + ^2 est bien positif.
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Sur Péquation (543. i) nous voyons immédiatement que | - est positif ni nul,
ni infini. De sorte que d;1 et ^2 sont positifs.

Concernant <p, et 'p2, considérons

e <K i l — b d/2,_ t — a
f= - T-log-- — "~log-1 r. tç>~~- b 7T to—a

- Si t est réel et compris entre a et b^ tout est réel et ^ = o; on a alors ƒ = ç
et <p = o pour ? = f0.

Mais -£_ = -% s'annule pour t = t{), est + pour t^> tOy est — pour t<^t0, de

sorte que <p est bien minirîium pour t = t0. On est donc assuré que <p4 et tp2 sont
positifs.

Le domaine ƒ est donc défini et le potentiel complexe également.

546. La fonction z est donnée par

Les distances des points C et B à Pasymptote aval correspondante sont

(1) V>i= r-1sin
»/ |

(2) D2— / ^

547. Ê/i résumé, aux cinq éléments donnés $( /) , 'ï1"^^), ^2(^)5 a? ?? e t

aux cinq éléments arbitraires /(x), /1(^), /2(^), Ö? 6 nous avons fait corres-
pondre des fonctions <&(s) et V(^) qui par les formules du schéma de
Helmholtz conduisent à des éléments L($), L,(.y), L2(^), Di et D2? d'où au
système des cinq équations fonctionnelles

(0 l /.(*) = v,[ : : ],

Les deux dernières équations fonctionnelles représentent des conditions aux
limites.

35. ÉTUDES PRÉLIMINAIRES.

550. Pour poursuivre cette étude, il est nécessaire de montrer que la solu-
tion éventuelle appartient à un certain domaine borné, d'où la nécessité de
limiter certains paramètres.
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Nous supposons donc que la solution du problème posé (510) existe et
satisfait au squelette initial.

551. Limitation du paramètre q.

5510. Le paragraphe 24 de la Thèse de M. J. Kravtchenko, comme il le
remarque lui-même, est valable sous condition que le domaine fluide sok d'un
seul tenant et sous réserve de modifier l'inégalité (J. K., 5.28).

Reprenons les notations du paragraphe 20 de ladite Thèse (') et plaçons-nous
dans le cas de nos figures 22 et 23; ceci suppose que A1 et A2 sont positifs
comme nous Pavons posé en hypothèse (cf. 5134).

5511. Nous prendrons la sphère tangente au plan horizontal en un
point H, de H* H!,. Nous supposons A,<A2 \cf. J. A'., Thèse, p. 180, dJl<d2\.
Nous prendrons pour diamètre D de cette sphère de Riemann la distance
de H, aux sommets D̂  et G, les plus éloignés du rectangle qui circonscrit
l'obstacle parallèlement aux axes, ce qui implique le choix de H4 sur Taxe de
ce rectangle parallèle à Oy [cf. J. ÜT., Thèse, p. 181, fig. 9).

71D-Ici on ne peut plus majorer a par ~—; de sorte que la deuxième partie de la
formule (ƒ. K.9 3.27) devient

(i) (J^7rD2.

Il n'y a pas lieu de changer un mot à la minoration de A7 de sorte que l'on a

5512. L'inégalité (J. R., 3.2)

cr = iftt,

compte tenu des deux inégalités ci-dessus, conduit alors à l'inégalité
A 2 w

(i) i-j ^-r-2->

d'où

qui remplace l'inégalité (J. IL, 3.28) de la page i83.

(l) Signalons que le lemme fondamental de M. J. Kravtchenko (/. K., 20) a été
obtenu grâce à l'emploi de l'inégalité de Schwarz et qu îl se rattache par ]à —. et par ses
ramifications — aux récents travaux de MM. Arnaud Denjoy, J. Wolff et MUe Jacqueline
Ferrand. Bibliographie dans le Bulletin de la Société Mathématique de France (1942),
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5513. On en conclut encore que A, (et A2) étant minorées positivement
et D étant fini par construction, on a alors q majoré par un nombre <̂  \7 de
sorte que le domaine (d) du plan (Z) ne dégénère pas en une couronne infini-
ment mince.

H est donc nécessaire que Ai -± o pour que q -> i, c'est-à-dire pour que
a -> — i ou h -> + i ou les deux ( Annexe 5, n° 59).

5514. Remarque. — Soient G4 et C2 deux arcs de courbes dépourvus de
points communs. Traçons un chemin joignant un point M1 de C, à un point M,
de C2 dépourvu d'autres points communs avecC, et C2, et soit /la longueur de
ce chemin.

On appelle distance au sens de Fréchet la borne inférieure o' de /. 11 est clair
que dans le cas de figure considéré, o est plus grand que A, qui peut jouer le
rôle de S.

Il n'est nullement évident a priori que la plus courte distance au sens de
Fréchet sur la sphère de Riemann soit la transformée de c1 de la figure initiale,
mais il existe un arc de grand cercle sur cette sphère qui en joue le rôle. Et
c'est la seule existence de celui-ci qui entraîne la validité du raisonnement.

L'interprétation est beaucoup plus simple dans le premier cas, mais nous
avons là une extension de la démonstration.

5515. D'autre part le raisonnement de la page (J. K.y T85) concernant le
théorème delà page(J. À\, 184) qui repose sur l'hypothèse de non-recoupement
des lignes libres (52) est encore valable, les parois des images [î  et [JL2 étant
intérieures aux petits cercles images de la droite Ĥ  H', qui remplace a, et de la
droite H2H', qui remplace u2. Le théorème précité devient alors :

THÉORÈME. — Soit un régime à la Helmholtz correspondant aux éléments intrin-
sèques $ ( / ) , xir^(li)1 \P"(/2), a? P) d\j d>i\ S7' l'on fait varier les données de
manière à faire tendre q > o, la configuration des éléments rigides se déformera
de manière que les parois [j., et jx2 s'éloignent à l'infini.

Il est donc nécessaire que A1 -v o pour que 9-^0, c'est-à-dire que a et b ~> oc
[Annexe 5, n° 55].

5516. Conclusion. — Le squelette du schéma de Helmholtz choisi assure
l'existence des inégalités

K|a|<oo,
1 < b < 00.

552. Limitation de <Ĵ  + ^2-

5521. Étude de Q[l(t)].

55210. Nous nous plaçons dans le cas du n° 52, de sorte que le domaine (X
(407) est limité par une courbe de Jordan sans points doubles, qui, sur la

THESE A OLDART
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sphère de Riernann du paragraphe (/. K., 26), donne un domaine fermé simple-
ment connexe à contour rectifiable, et nous supposons que £<<!><TI — E(5 /I21.3) .

55211. Le raisoanement du paragraphe («/. K., 26) est identiquement
valable sous condition que les asymptotes aux courbes [/., et f/.a soient à des
distaaces A1? A2 positives des points de détachement respectifs.

On a donc encore les résultats suivants :

\y{t)-y(t!)\i

Le coefficient 2\j2 est ici remplacé par 4, car a est majorée par 71 ((3 — a)2 au

e
2

Cette inégalité peut être améliorée par la méthode du paragraphe (J. K.7 22),
c'est-à-dire par remploi de la transformation (./. K., 5.8) zK = ^ , et l'on en
conclut que / ( / ) appartient à l'espace £p(t), c'est-à-dire Cn(t) quelque soit/i.

Ceci dit, l'inégalité (5521.3)

^n~ e,

-—• = sin<P > sins,al

o < £ <^ - montre que

de sorte que l'on a

dl<% et

ce qui entraîne que l(t) appartient à l'espace £n(t).
De plus

/J'Y* 1

—JT = COS<£ < COS£ < I

al

entraîne
\dx\<\dl\ et | a ? ( 0 — ^ ( ^ ) | < K ( * ) — l(t)\,

ce qui entraîne que œ(t) apppartient à l'espace £a{t).

55212. Supposons maintenant, comme déjà dit, que $( / ) soit höldérien,
donc

II vient

; qui entraîne encore que <£>[/(01 appartient à l'espace J?n(*), quel que
>it n.

ce
soit
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La fonction $(£)? qui est égale à

< 4 > [ / ( * ) ] — 7T p o u r —i^t^

p o u r t0 ^ t ^ i ,

appartient donc à l'espace £n(t), sauf en t=iQ où. elle est discontinue,

5522. Étude de Q(t) et T(t) sur l'obstacle.

Le théorème du n° 2821 joint à la remarque n° 2827 permet alors d'énoncer
qu'au voisinage du segment — i , -4-i, la fonctioTi û(j) appartient à l'espace
i?^(0 sauf au point ô, puisque 0>(t) appartient à l'espace i?n(f)et que ^(t) est
bornée.

Il en sera de môme de la partie imaginaire T(£).

5523. Etude du point t0.

Tant que — i <t ̂  to<iy T(Ê) appartient à l'espace £n(t). Il en est donc de
même de e T et de e~1{t —10) qui reste borné.

Sit—t0 >o, les numéros A 312, A 31 \ et A 321 montrent que h(t) = <È[l(t)]
appartenant à l'espace Cn{t) quel que soit n (donc n^>i) T(î), est infinie en

t=.t0, comme logr, soit loglt—10 -, e~~l est alors infinie comme —> et
t IQ J

e~T(t —10) est supérieurement bornée en module e~~^\t — to\ ayant pour
limite i.

5524. Limitation de ^1 +
 f^2-

5524t. — Rappelons que | a \ et b sont ^> i et bornés.
Reprenons l'égalité

Lron a évidemment

f \
55242. e~l\t — to\ est toujours positif, T est borné sauf pour t=t0, donc

e~T\t — /01 n'est pas nul; pour t = tQ, e~l\t — tQ\ = i, de sorte que

e^lt — to\dt n'est pas nul et «̂ + '̂ 2 est supérieurement borné, d'après la

première inégalité et est positif d'après la seconde.

55243. e~~x\t — to\ est supérieurement borné, donc / e~J\t — to\dt est
J—1

supérieurement bornée, de sorte que ^ + ^2
 fst inférieurement borné d'après

la seconde inégalité.
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553. Étude de W, [lA (t)] et de Ü(t) dam tout lejluide vif,

5531. Étude de Ws[l,(t)\

55310. Nous avons supposé que |^ ' |^£<C - (5421.3).

Posons

Cette inégalité

7 1 c'
£ zzr £ .

2

montre qu'une parallèle à O y ne rencontre la paroi ^ qu'en un point, de même
que la paroi |x2 d'ailleurs.

55314. Dès lors prenons M et M' sur jx1 et la sphère de Riemann de
diamètre A égal à deux fois la largeur totale du canal, tangent en M' et de
pôle P diamétralement opposé.

La droite parallèle à O y passant par M' donne un cercle méridien, la partie
(Y, t{ = oo) de [/., est d'un côté de ce plan, la partie (t', t, b) de u*{ est de l'autre
côté de ce même plan diamétral.

On ne peut donc aller de Tare correspondant à (t\ ti = cc) à l'arc corres-
pondant à (t, b) sans traverser le cercle méridien. Mais le cercle image de
l'asymptote la plus éloignée de fju descend bien en dessous de l'équateur de la
sphère, de sorte que l'on ne peut, dans le domaine simplement connexe, image
du fluide vif, aller de l'un à l'autre de ces arcs sans rester un certain temps
sous ce plan équatorial.

Gela suffit pour assurer que tout chemin allant de (t\ tl = ao) à (f, 6),

traversant le fuseau (PM.PM'), est minoré par > et il en est de même du

plus court chemin A.
Soit donc

^ = — 0 0 , U_-=.b, t,~t e t tkz=ztf}

il vient alors (/. Kn 3.i? p. i4o et dernier alinéa p. i44»)

œ'— x ^ . V47rcr
< A < — ^ T avec

et
— oo <t'<t<b avec t' — t < - •

2
Mais(/. £., 3.i')

r ~ t' — b ti — t *

Tanl que £ reste fini, ^ étant infini,
t,-b 1 ^ - ^

— ! e t - = —f ,



d'où
i t'—b ir. i , (t'-by-\
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' L'—t

Or quel que soit £', b on peut choisir t compris par hypothèse entre t! et 6, de

telle façon que

on aura alors
telle façon que ^—f—~- > i, comme t' — t est positif, il suffît que i' — t<^(t' — b)2 ;

i . , {t'—by
log-_ étant >- o ainsi que log—-t >

t t t L

, (t1 — by , i
l o g > l o g

i i ,

et log->-]og> ] o g ? ï ,

d'où

x(t) appartient donc à Pespace Cx (^), sauf pour / = oc et t = b.

On démontre ici encore par la méthode du paragraphe (J. 74'., 22) que cette
inégalité peut être améliorée et que œÇt) appartient à JSn(t) quelque soit n.

Ceci dit, lMnégalité j ^ l ^ s montre que

dz
—— zzz cos ̂  i > cos e y
d^

de sorte que Ton a

< siiis < i

et lA(i) appartient à l'espace iSn{t).
De plus

dy_
dlx

entraîne
\dy\<\dU\ et

ce qui entraîne quey(t) appartient à l'espace i?n(l).

553J2. Supposons maintenant, comme déjà dit, que W^h) soit holderien,
donc

| lFi ( / t ) — Wi ( I\ ) | <C B | /j — /', | a
; pour /, fini.

Comme /, (t) appartient à l'espace Gn(t)i
 l a n t qu e l e s l fini? l\ e s t également

fini, et dès lors ¥ , [ / | (t,)] appartiendra à l'espace £n(J), sauf pour t = b, et f = oc.

5532. Étude de V2[/2(£)j.

Pour les mêmes raisons Hr
2[/_,(£)] appartient à l'espace i?/A(ï), sauf pour

$ = a et t = oo.
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5533. Etude de ù(t) et T(j) sur les parois et dans le fluide vif. — Le
théorème du n° 2821 permet alors d'énoncer que ù{i) et T(j) appartiennent
à l'espace >?„_,(*) quel que soit n, sauf aux points tOy ti = ao, a, b [puisque
$(t) et ^ ( 0 appartiennent à l'espace £n(t) dans les mêmes conditions], et
ceci tant sur les parois et dans le fluide vif que sur l'obstacle.

551. Etude de l(t) et /($).

5540. Considérons la formule

dl=^i±± ; ' i ; -^ i dL
TT (b — t)(t— a)

5541. > ^ - h ^2 est borné supérieurement (5524); e~v appartient à

l'espace lV_,(£), puisqu'il en est ainsi de T, sauf pour t—to\,-- -^-2
( t? — t ) ( t ~~~ et )

dt
dt

est une fonction analytique; donc , existe et vérifie une condition XV~i

dans l'intervalle — i < t yé tQ< i.

5542. Pour t = t0, e""1^ —*0)
 a pour limite i (5523) et est continue;

dt , j . A dl-r a droite et -rat dt

dt

les deux nombres dérivés -j- à droite et -r à gauche existent donc et sont

égaux : -r existe et est continue dans tout l'intervalle.

5543. Il en résulte que j existe et est continue dans l'intervalle O<^<TX,

même pour s = sQ et vérifie une condition i?„_4(j), sauf peut-être pour ^ = ^0.

5544. Ceci fixe l'espace auquel appartiendront les fonctions appro-
chées /(v). Naturellement les fonctions h(s) qui en résultent appartiendront
au même espace.

555. Etude de k(t) et k(s).

5551. Ici encore ~~ existe et vérifie une condition £n_A{t\ sauf aux

extrémités de l'intervalle.

55521. Considérons la valeur t = a. Nous supposons le problème résolu :
nous supposons donc qu'il existe pour la configuration donnée, un schéma de
Helmholtz pour lequel « la vitesse à l'infini aval est égale à i et parallèle à la
paroi », c'est-à-dire ici à Ox (510), de sorte que par hypothèse T = o
pour t = a.

55222. De même, puisque nous supposons le problème résolu, nous
supposons que pour le schéma obtenu « la vitesse à l'infini amont a une
valeur constante et est parallèle à O a? ». Il est presque évident que cette
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valeur à l'infini amont est bornée non nulle si le canal a une largeur bornée
non nulle.

Le calcul ci-dessous va nous le montrer.
L'égalité différentielle dz = elù df donne, puisque £2 = 0 + il,

dz = e-lel% df=e~s[cos®-h isinS] [dy-+-idty],
d'où

dœ = <?-'l(cos0 dy — s'mtydty) et dy = e~T(sin0 dy -+- cos®

La largeur du canal j 2 — y{ à l'infini est égaie à la limite de ƒ dy pour

x = const. quand x -*- oo.
Pour x = const., e~l est bornée tant que nous sommes à distance finie.

L'égalité dx = o entraîne alors

cos 0 dep = s in 0 dty,

d'où

La continuité de 0 dans le plan Z au point s^ et l'application de la formule
de Poisson à la représentation de la demi-couronne sur un cercle, montre
que 0 est voisin de O et est continu au voisinage de ^ , donc | 0 | < a, a étant
aussi petit qu'on veut, de sorte que e~T étant essentiellement positif

e s t

où A est un nombre <^ i .
Quand x -> — oo, le point M, intérieur à ou frontière de la demi-couronne

>7\, = qel*\ T fonction continue à l'intérieur, tendra vers une limite finie ou
non, mais unique par hypothèse.

Mais si T devenait infinie, positive ou négative, e~' devenant nulle ou
A*

infinie, / e~Tdty deviendrait nul ou infini, de sorte que y2—yx serait nul

ou infini contrairement à l'hypothèse. Ainsi donc T reste borné dans les
deux sens. On a alors

5553. Nous venons de voir que pour t = a, T = o ; il vient donc

^ ! __ -T fff _ __ 4̂1 + â t~~ to
lTt~~e dt~~~ iï (t — a ) ( t — bY

et 4 ( 0 est de la forme Alog(£ — a)

-a) ~ 1 1 n(/) 1 aveco(a) = oJ)
d s ~ --••^«^(«•-0(*-
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d'où Ton tire par un calcul déjà fait au n° 371

—lz=z -h .. . (K 0 >o) et 4(s) est de la forme—Ko logs*
as s

5554. Nous venons de voir que pour t —— oo , on a

de sorte que

dt 7Ï (t — a)(t — b) 7T (t — a) (t — b)

devient infini comme t,
On en tire? comme au n° 381,

ds s —
et

5555. Remarque. — Nous avons vu que si *t\(Z,) ont des valeurs asympto-

tiques de la forme y—.—ry-— au moins, les parois ont des asymptotes.

Nous venons de voir que le canal conservant une largeur bornée non nulle
par hypothèse, l, est infini comme B log| z — ̂  | (en s< par exemple), de sorte

G
que Wj\ / , 0 ) l satisfera à une condition ]—; -—n—r,—-, r-r-r-*

Mais si A ^> o, log A est <^ A, et cette condition est moins restrictive qu'une
condition L„(f ).

Ceci prouve que le théorème 3413 s'étendra à une telle condition; cela ne
peut nous étonner puisque nous n'avions qu'une condition suffisante.

5556. Ce que nous venons de voir sur la solution éventuelle du problème,
en ce qui concerne / 2 ^ ) et l\(s) fixe l'espace auquel doivent satisfaire les
fonctions approchées l^s) et /3(^). Naturellement les fonctions L4(,y) et L 2 ( J )
qui en résultent appartiendront au même espace.

5557. Le signe de -y^=e~i-f-r est celui de —-/> car -j- est <" o,0 ds dt ds dl ds ^ '
df ^ + ^2 l — h . *rc J dL» A ^ dh-ƒ = — J- 1- —; —-——. est positif sur [x2, donc -r^ est <" o comme - j - -
dt 7T (t — a) (t — b) r r J ' ds ^ ds
j^ v dhx ^ ^ dl^
De même -7- est p> o comme -r--

556. Substitutions de f onctions bornées à /^s) et I2(s).

5561. L'espace K̂  des fonctions l\(s) comprend les fonctions réelles et
dérivables de s dont l'argument est compris entre s} et 71 et qui sont infinies
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comme logj^ — st\ au point si9 comme log(u — s) au point it et dont la
dérivée est d'ailleurs positive.

L'espace E2 de I2(s) comprend les fonctions réelles et dérivables de s dont
l'argument est compris entre o et ^ et qui sont infinies comme log\s — $, | au
point s^ comme logs au point o et dont la dérivée est d'ailleurs négative.

5562. Au lieu des fonctions l{ et /2 qui ont le tort de devenir infinies, nous
allons introduire les fonctions

(i) hx=. arc tang lu h2z=z arc tang U_.

A l'infini, on a

TC T

h ç^ arc tang A log (5 — s^), d'où h ==

de sorte que h a un module de continuité yA(s — s^) à l'infini et est dérivable
partout ailleurs.

Il en sera de même de H,(,y) qui est également continu avec ht(sy.

5563. Nous introduirons donc l'espace abstrait E ' ^ ^ , n, s) [E'2(o, s^ 1)]
qui comprend les fonctions h(s) réelles croissantes (décroissantes) et
également continues de s dans l'intervalle Çsi, n) (o, s^ ), et dont le module de
continuité est yn aux deux extrémités de l'intervalle et qui est dérivable dans
le reste de l'intervalle.

Cet espace est linéaire, norme par \h(s)\ et complet en vertu de l'égale
continuité et du théorème d'Arzela.

5564. Nous sommes alors conduits à remplacer dans le système (5471)
les fonctions lA(s) et L(s) par hi{s)h2(s). Les fonctions WA(lA) et "*F2(^)
deviennent alors des fonctions " ^ ( / ^ e t W2(h2).

L'espace F(— oo; + oo? a?) devient l'espace FM ? -, h\ qui comprend les

fonctions réelles également continues de la variable réelle h pour toute valeur

comprise entre et ~\— et qui pour les valeurs ± - s'annulent comme

tang^ I log

557. Espace des fonctions l(s).

L'espace E' des fonctions l(s) est le sous-espace de E (a, (3, s) des fonctions
réelles également continues de la variable réelle s dans l'intervalle a, (3 fermé,
qui admettent une dérivée vérifiant une condition J?n_j(.y) pour s^s0 et
continue même en s =zs0, fonctions d'ailleurs croissantes.
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558, Remarque.

5581. Nous avons donc défini les espaces linéaires, normes et complets
auxquels appartiennent les fonctions $( / ) , "*F4(/^), ^2(^2) d'une part,
d'autre part ceux auxquels appartiennent les fonctions l(s), h^s) et /?2(«

y)? les

paramètres a et b appartenant à l'espace euclidien.

5582. Nous avons montré que la solution éventuelle appartient à ces
espaces et est normée a priori.

56. THÉORÈME D'EXISTENCE.

5611. Reprenant la méthode de M. Kravtchenko, nous considérerons une
grandeur v constante, ayant les dimensions d'une longueur et nous écrirons le
système (546.1) modifié par (556) sous la forme

l(s) = \[l(s), h,(s), luis), a', V, 5(/), ^(AO, W2(h2, x, (3],

(0 V = è'+arc tang U - - —^—-A,

a' =

Où nous substituons aux paramètres a et è, les paramètres

/ 1 I

a! =: arc tang ? b' = arc tang ;

les arc tang étant les déterminations comprises entre et H

Ce système remplace le système («/. K., 3.37, p. 208).

5612. Grâce à ce système, les fonctionnelles du second membre font
correspondre à un ensemble l(s), h^s), h2(s)y a', b1 un ensemble d'éléments
de même nature L ( J ) , Ĥ  (j), H2(^)5 A

;, B'.
NOTIS introduirons donc un espace abstrait E*(,y; a'', è7) d'éléments

œ=[l(s),h±(s),hl(s),a', b'}

sur lequel opère la transformation

5{^; 5 (0 , Wii^), W2(h,), dudt,0L9 (3},

définie par ce second membre, de sorte que le système (1) se réduit à
l'équation fonctionnelle unique

(0 œ = ${x] 5 (0 , ^(Ai), Wt(ht), du d^ a, (3}

du type même envisagé par MM. Leray et Schauder.
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5613. Nous allons introduire le coefficient k de l'intervalle K : o, i .
En posant

Ce faisant, pour k = i nous avons affaire au problème posé et pour k = oy

nous avons affaire à un canal rectiligne perpendiculaire à un obstacle de
longueur (î — a, lequel est placé symétriquement dans ce canal, cas pour
lequel on sait qu'il existe une solution (résolution directe ou application du
théorème d'existence établi par M. Kravtchenko, § 2 8 , p. 207 à 211),

5621. Les paramètres A* et A* ne sont jamais nuls et la couronne (d)* ne
dégénère pas, 7* <^ 1, ! à* + 1 > o ainsi que b* — 1.

5622. Les grandeurs d*(et d*) se calculent à partir des nombres À* (A*)
et de " ^ X M t ^ X ^ ) ] ^ a n s *e c a s ^ u c a n a l divergent monotone et sont par
conséquent minorés par A*(A*).

Elles sont égales à A* (et A*) dans le cas du canal convergent monotone.
Ce sont des fonctions de k virtuellement connues a priori^ mais qu'il n'est

pas nécessaire d'expliciter et qui restent bornées.

5623. Les fonctions $*(/) , W\h^)^ W^h^) vérifient les mêmes conditions
que <&(/), V , ( M , W*(h*)- {Cf. 511, 512, 5131, 5132, 5133, 515).

5624. Nous supposons que (52) est satisfait, ce qui est essentiel, pour toute
valeur k de l'intervalle K.

Ceci sera le cas pour l'obstacle tranchant et le canal monotone divergent
en vertu toujours du théorème 2 du n° 412, quelle que soit la valeur de k dans
l'intervalle.

563. Dans ces conditions, l'équation du problème (5612.1) s'écrit encore

(1) **=_*[**; Ô*(Z), W\(h<), Wt(h2)} rfî, dl, OL, p],

ou tout simplement sous la forme

(2) x = 9\œ; k; $( / ) , W^h,), W,(h,), du d,, a, (3J.

5640. Il s'agit d'établir que cette transformation jouit des propriétés
énoncées au numéro 501.

5641. Les espaces abstraits en cause, y compris l'espace des nombres a'
et b'\ sont linéaires, normes et complets; il en est donc de même de l'espace

THESE A OUDART
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E*[/, a!, bf] auquel appartient l'élément a?, la norme en étant

arc tans;
I

b —
arc tang

i

a -f-1

5642. La transformation

(i) y = 9\x\ *

est continue par rapport à xy car \a\ et b étant distincts de i l'élément L(,?),

H, (.y), H 2 ( J ) , A', B' dépend continûment de /(V), / ^ ( J ) , h2(s), a', b',

On voit d'après (5524) que \a\ et b étant bornés et distincts de i, 1

est majorée au moyen des normes | | /(J) ||, ||/?,(/)||, ||Aa(j)||
et | ^ | . Il en résulte que || L(J) ||, || H,(.) || et || Ha(j) ||

seront majorés par les mêmes quantités, de sorte que? à tout ensemble borné
de l'espace E * ^ a!', b'), correspond un ensemble borné du même espace.

Le principe de Weierstrass-Bolzano s'appliquant à E*(«y, a!, br), ce dernier
ensemble est compact, ce qui montre que la transformation 3* est complètement
continue relativement à x.

D'autre part cette transformation est uniformément continue relativement
à i: en vertu des égalités (i) et du numéro 5622 pour o<£<i, les arcs
tangentes restant continus pour D, et D2 nuls.

5643. Enfin les éléments /<(*), ^i(^), h>2(s), a! et b1', qui définissent la
solution éventuelle de l'équation x = 3*(x, k), vérifient les inégalités

|/(s)||<constv |M.s)|<const.; i] h*(s) \\ < roost., | a'| < - , | £ ' |< 2E,

de sorte que la solution x est supérieurement normée quel que soit k et reste
intérieure à un domaine borné D de l'espace E*(,ç, a\ bf).

565. Le critère d'existence est alors applicable. Et comme le problème a
une solution pour £ = o, / ( o ) ^ o . Il s'ensuit que J ( I ) ^ O , et l'équa-
tion x— 3*(Xj i) a une solution au moins.

Ainsi se trouve démontrée l'existence d'une solution au moins au problème
posé au n° 510.

57. RÉSUME.

571. Nous avons ainsi établi l'existence d'une solution au problème du
sillage dans le cas ci-dessous :

i°. L'obstacle et les parois ont une tangente continue hölderienne en
chacun de leurs points.
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2°. Ces parois sont monotones, le canal con\ergent ou divergent, et
admettent une direction asymptoûque unique.

y. L'obstacle est tranchant et coupé en un seul point par une parallèle à la
direction asymptotique ci-dessus.

4°. Les 4 asymptotes parallèles sont à distance finie et ne recoupent pas
l'obstacle, la valeur W de l'angle de la tangente avec la direction donnée est
de la forme

sur chaque paroi.

5°. La pente W des parois et la pente 0 de l'obstacle satisfont à une
condition

6°. Enfin la deuxième condition de Brillouin (02) est satisfaite pour le
schéma initial et ceux que Ton obtient par la transformation (5613.1).

572. Application. — Le théorème 2 du numéro 412 nous apprend que pour
uo canal divergent monotone et un obstac/e tranchant la condition 6%
ci-dessus est satisfaite. Pour les squelettes qui satisfont aux conditions 1% 4°
et 5° ci-dessus, nous sommes assurés par conséquent de l'existence d'une
solution (au moins) dans ce cas.

ANNEXES.

Annexe 1. — SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ.

A 10. « Le problème de la représentation conforme offre des liens étroits av̂ ec le pro-
blème de Dirichlet ». « En particulier, étant donné un domaine D limité par^une seule
courbe fermée C, on saura résoudre le problème de Dirichlet pour ce domaine, si Ton sait
effectuer la représentation conforme de D sur la surface d'un cercle » (*).

A i l . Soit

(*) *(O

la fonction analytique qui transforme D en A de frontière F, et

(2) ƒ(*) :

la formule qui résout le problème de Dirichlet pour D, cp(s) étant la fonction donnée égale
à la partie réelle de f(z) sur C.

( l) GOURSAT, Cours d'Analyse mathématique, t. 3, 2e édition, 1915, § 517, p. 212.
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A p p e l o n s ƒ ( £ ) , e tc , le ré su l t a t de la subs t i tu t ion z(Ç) d a n s / , e tc . nous aurons

(3) 7(Ç) = ƒ ? ( £ ' ) HZ, ?)%£,<%•

On remplace donc k(z, zf) par

À12. Cas du cercle D de circonférence C. Méthode imitée de M. B. Demtchenko (1).

A 121. Le théorème de Cauchy appliqué à z intérieur donne

- est extérieur à D et le premier théorème de Cauchy appliqué à

f(z') (z — imaginaire conjuguée de z)

donne

(2)
c ~3 — ~

d'où pour la valeur imaginaire conjuguée

(3 ) O

S i C e s t l e c e r c l e d e r a y o n i , p o s o n s z = el0L, f(z') — c p ( a ) - h * ^ ( a ) , ( i ) e t ( 3 ) d e v i e n n e n t

(4) f(*) =

o ^ r ? ( a ) ~ ^ ( . ) ^ „ ; a ^ d o n c jL

Ajoutant (4) et (5), il vient

La deuxième partie du crochet est une constante imaginaire pure.
Mais7 d'après (4),

271 i / tp(a)<tfa|
«;o J

d'où la formule bien connue

(6) f{s)

( j) Problèmes mixtes harmoniques, p. 2 et 3.
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Retenons

A 122. La justification que f(z) jouit des propriétés de limites désirées a été traitée par
M. H. Villat (1). Nous n'y reviendrons pas.

A13. Cas du demi-plan T.

A131. M. B. Demtchenko résout la question directement. On peut aussi passer du cercle
au demi-plan t par la transformation homographique

lz i, +1, oj
al -f- b
et -\-d

qui donne z = —— rou l z=: i ~; d'où, à partir de (A. 121.6)

-f- iko avec

intégrales où il s'agit des valeurs principales de Cauchj.

A132. Pour interpréter k0, nous reviendrons à (A 121.6) que nous mettrons sous la
forme

d'où

d'où

i ftlz

'dt'

II s'agit encore de la valeur principale de Cauchy, laquelle est nulle; d'où

A 14. De là on passe au Cas du rectangle (R) {fig. 5) en posant

u—f -j=L= avec R(t) = (t — a)(t*— i){t—b).

De

(*) Bulletin de la Société Mathématique de France (1911).
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on tire

p'l

d'où

Portant dt' et (*'— t) dans A ( 1 3 1 . i ) ; il vient

W ( uf -u ï 1

< f ( u ' ) L l i L

d'où; par un changement de fonction et de variable immédiat f v = w -H — M

( I ) F ( , ) =

qui résout le problème de Diriclilet généralisé dans un rectangle construit sur

OA = G>1, OB™ ^ .
i

A 15. De là; on passe dans la demi-couronne (d) {fig> 6).

toi
En posant : ( ^ W t + W j — — logZ, on obtient

171

F(Z) = ïî

Dans le cas particulier du schéma de Helmholtz-Kirchhofï, O(Z) est nul le long de OX.
Dans le cas général, si Pon connaît la partie réelle d e / ( Z ) sur les arcs de circonférences

et la partie imaginaire sur Taxe OX (Problème mixte) en considérant

réel sur les arcs de circonférences et sur Taxe réel; nous pourrons résoudre le problème
mixte ainsi posé.

Pour le cas du schéma de Helmholtz-Kirchhoff; l'introduction de cette fonction F(Z)
conduit alors à

(0 ^ 1



- 101 -

avec

i=J ^ U 8 )~^—/ ^~\—] ^7~7\ '

z=f ,

On voit facilement que la formule ci-dessus peut se mettre sous la forme donnée par

M. H. Villat d'après les pôles et résidus des fonctions sous les signes / et compte tenu de

la condition de régularité.

Annexe 2. — SUR LA CONSTRUCTION DU MODULE DE CONTINUITÉ (*).

A 21. Nous ne donnerons ici qu'un exposé très succinct. Nous avons repris la démons-
tration de M. J. Kravtchenko, en précisant l'inégalité ligne 20 de la page 67, ce qui nous
a conduit à scinder l'intervalle d'intégration en intervalles d'amplitude plus petite que
l'unité.

Soit donc un intervalle E = b — a< - • .
_ 2

Considérons

Nous voulons montrer que :

Si'W'(e) appartient à l'espace £n(z), U(s) appartient à lespace J?n-1(e) (J. K.y p. 66).

A 22. Nous supposons Si> £ et divisons E en trois intervalles : E1? E2, E3 par les nombres
£ — Y], £i+yj où 77 = £ t—s; chacun de ces intervalles est traité par un procédé différent
(Ej_ comme E3) dont nous ne pouvons donner le développement ici,, faute de place. Le
principe pour Ei(E3) consiste à mettre le [ ] sous la forme

W(s)-W(e)

et à chercher la contribution de chaque terme de cette somme à AU.
Pour E2, on cherche la contribution directe de

i — S

A 23. Si l'intervalle excède - (ou pour toute autre raison), on est amené à scinder l'inter-

valle (A, B pour fixer les idées) en trois intervalles E^ Ê  Er/ par les nombres a, b satis-

(*) Notons que Ton doit à M. J. Kravtchenko l'introduction systématique du critère
hn(s) ainsi que de nombreuses applications.



faisant à À < a < £ < £ i < 6 < B avec b — a < -• En ce qui concerne E' et W, nous

traitons le crochet comme pour E^Eg), mais par un raisonnement beaucoup plus simple.
On constate que la continuité de W dans ces intervalles E^ E" n'intervient pas, mais

seulement son bornage.

A 2k. On établit aisément que les discontinuités de première espèce deW(6) ; et même
de deuxième espèce d'un ordre a < i., n'interviennent pas lorsque £7 Si appartiennent à un
intervalle de continuité, de sorte que le théorème de M. J. Kravtchenko s'applique.

À 25. L'extension à la valeur principale de Cauchy n'offre pas de difficultés et
s'établit en scindant le crochet comme pour Et(E3)E'(E^).

A n n e x e 3. — SUR LE COMPORTEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE A LA FRONTIÈRE ( 1 ) .

À 31. Cas du cercle de rayon i.

A 311. Reprenons la formule fondamentale A 121.6 et supposons que <£(s) possède une
discontinuité de première espèce au point ,ç~s0 . Nous mettons la formule A 121.6 sous la
forme

Soit
o ) • + h (s) pou r SQ<S<:SO~)~ 7T

( s ) avec h(Sç>) = o.
9(s) •==• <P(s0— o) -H h{s) pour ^o~~ TU S5 < 5Ô

L'intégrale ( i ) est alors la somme des trois intégrales

(3) M=)+M*)+Mz)=-j _ -±-h{s)ds

2 7T

A312. La première intégrale a un sens quand z~>els° si h(s) converge assez rapidement
vers zéro. On montre qu'une condition *£n(s) n > i en5=z50 suffit. Cette intégrale a alors
une limite égale à

ds := iB (B réel et borné).

~ ds se fait en posant eis~ t, ce qui donne

et l3rz:-log — 7t.

(J) Consulter sur ce sujet les travaux et ouvrages classiques de M. Gaston Julia sur la
Heprésentation conforme et en particulier ses Exercices d"1 analyse.
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T. y

Posant z =z ew°-j- re 2 . co étant l'angle du vecteur els°z avec la tangente a la circon-
férence de rayon i au point sQ, il vient

log ___ z_z:log(2 H- irem) — logr — il h « + 2KTT

A 3 1 3 1 . E t I 2 ™ % [ l o g ( a ~t- ireUÙ) — l o g r j — a [ w -+- ( a K H - i ) T T ] .

P o u r s z = o l r ~ i , 0 ) = : - U o n a d i r e c t e m e n t

, - J A-̂ TT, d'o

A 3132. Et I 3 ~ — ?[log(2H- iWw) — logrj-f- a(o> — aK'rc).

Pour 5- ro , ona directement

I3=r7U dW K^=O.

A 31^. Il vient alors

( i ) ƒ ( ^ ) z z r < D ( ^ 0 - f - o ) T C ~ " C t ) - f - $ ( $ 0 _ o ) - -+- - l o g

où
avec r.

Sous cette forme, nous voyons que

A 315. Si &(s) est continue et converge assez rapidement (A 312), la partie réelle àef(z)
prend bien sur le contour la valeur (D(s0) et la partie imaginaire reste bornée. La première
partie de ce résultat est bien connue (Scienlia, n°3&, p. 9).

A 316. Si $(s) possède une discontinuité de première espèce pour v~$ 0 et ce dans les
conditions de (A 312). la fonction harmonique, partie réelle [f{z)\, prend toutes valeurs
comprises entre <&(so-f- o) et$(s0—o), et ceci en éventail. [Résultatbien connu, établi dans
Picard (t. j , 3e édition, p. 3i5 à 3ig) à propos de l'intégrale de Poisson]. Quant à la partie
imaginaire, elle devient infinie et sa valeur asymptotique est égale a

- o ) - -<£(£<)— o )

A 317. J'ai établi,, par application de ce qui précède, en Annexe du Cours de Mécanique
des Fluides de l'École Nationale Supérieure de l'Aéronautique (*) que l'on pouvait calculer

la résistance complexe <K sans se soucier des points singuliers de l'obstacle (2), sauf peut-
être si le point de bifurcation est un rebroussement vers le fluide mort

o ) < 27î],

ceci d'ailleurs en fluide indéfini.

(1) 1942-19,43. M. l'Ingénieur en Chef Giqueaux du corps de l'Aéronautique. Professeur
à FE. N. S. Aé.

(2) Ce résultat a été établi dans la Thèse de M. H. Yillat pour un cas particulier.



A 32. Cas d'un domaine simplement connexe borne ou non.

A320. On représentera le domaine (z) sur le cercle (Z).

A 321. Si le point de la frontière est ordinaire, on a - ^ ni nul ni infini, la for-

mule (A314.i) reste valable, s0 représentant alors l'arc de la frontière.

dz
~dZ

A 322, Si le po in t de la f ront ière est anguleux, on a --= rz: A dZ71, car la dér ivée est o

. dz . dz
ou oo avec v > o, si -^ z= o et v < o, si -j= =i oo.

Posons dzzzzo elh, dZ =z R e1^, A - R e1*, il viendra

p sera infiniment petit d'ordre supérieur ou inférieur à R selon que v est ^ o .
11 vient également

/ ~ a -b A H A.
71

Par deux rotations, on peut faire que la tangente positive aux contours corresponde à
A = A = o, d'où

(2) a = o et X = A

A variant de o à iz> À variera en éventail de o à<p~7T-f-v; v > o angle obtus, v << o
angle aigu; cp angle intérieur des tangentes.

Remplaçant dans \ 3H. 1 valable dans le cercle Z (notations r = R; w =z A) : —-— par sa

I020 A À . . .
valeur et — par - , il vient

Cp Ti Cp

(3) /(«) =

A 323. Dans cette formule s0 n'est plus qu'un repère, et non Tare du contour.

A 33. Cas du demi-plan T pour t infini.

La fonction de transformation t = i — ramene le point à 00 au points =z 1 et le demi-
1 — z

plan T au cercle de rayon 1.
Dans A 314.1, s0 = o? nous remplacerons p et co par des quantités équivalentes.
Soit

(1) ?= :Re% s = i + p e v 2 / , d'où R = - + £; cp =z= TU — w.

et

) f (t) = $(-+- 00) rc-"9 -f-^(— QO)^-f--[^(-h 00) — ̂ ( — Q0)]l0gR-K •.

A 34. Allure du schéma au point de bifurcation.

4 341. Appliquant (A 322.3) à la fonction £2 de Levita-Civita (11.2), il vient-

p, À) = 0(o, O ) 1 ^ ± + 0( O , cp)^ -H. . .



et en posant {fig. 20)

9(o ,o) —

00
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.X)z=(jL et 9 ( o , o) — 9 ( o , <p) =

PLAN

THÉORÈME. — La direction de la vitesse en un point voisin des points de bifurcation
divine Vangle des tangentes à Vobstacle sis dans le fluide mort, dans le même rapport
que le rayon polaire divise Vangle de ces mêmes tangentes sis dans le fluide vif.

En particulier, la bissectrice de Cangle des tangentes est tangente a la ligne de
courant qui bifurque sur l'obstacle.

La formule ( 1 ) est d'ailleurs applicable au cas d'un obstacle forme de deux murs indé-
finis, la vitesse à l'infini amont étant parallèle à la bissectrice des deux muis. A l'échelle
infinitésimale, le champ local des vitesses, et les lignes de courant sont dessinées par l'écou-
lement dans un angle égal à l'angle moitié des tangentes sis dans le fluide vif (fig. 21) (1).

Fig. 21.

A 342. D'autre part on a

0(o, o) —9(o,
T = logV = n 27T— Cp, ~

logp -1- C = Tlogp -h C,

d'où Vz^Ap ° s'annule comme p °

PÉRÈS, Cours de Mécanique des Fluides, 1986, p. 75.
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A 35. Allure du schema à Vinfini amont.

A 351. La formule (A 33.2) montre que les filets fluides s'épanouissent en éventail.

A 352. D'autre part
0 ^ l o g R - f - C avec 0', > o > %\ ;

7T

(j-Q, <ë\-%\

log V est alors négatif et V =: A ( -~ ) s'annule comme f =5

Si 0 1 = 0'2? on ne peut rien dire : V peut être nul ou non.

A 36. Remarque, — La méthode du n° (A 321) permet de démontrer, comme en A 34,
que le filet fluide qui se détache de la pointe d'un profil est bissecteur de l'angle du bord
de fuite et que la vitesse y est nulle. Dans le cas d'un profil Joukowsky, elle est finie et
dans le prolongement de la tangeote commune.

Annexe 4. — MAJORATION DU PARAMÈTRE q (l).

A40. La méthode indiquée par M. J. Kravtchenko dans sa Note des Comptes rendus
(202, io,36, p. 276) peut être améliorée par l'emploi d'une sphère de Riemann convenable.
L'objet de cette annexe est d'expliciter sommairement les précisions quantitatives annoncées
dans la remarque de la page 2i3 de la Thèse de cet auteur.

A 41. La ligure 22 donne le schéma auquel sera appliquée la méthode : nous supposons
un obstacle tranchant et nous supposons que les lignes de jet ne recoupent pas e^gs et etg2

prolongés et que H^L ne coupent pas Vobstacle.

A 42. Notations. - èu largeur de l'obstacle : exe* -~g1g2=
: $t ;

c^ profondeur « ex g^ = e2g% = â2 ;

«s-,o,, diagonale « ôj =: ôf
Alt distance de l'obstacle à la bande (/^H^);
As, « « (/i2H2).

Nous supposons
Nous poserons

A2>A,.

-, Ai

T. = *,.

Soient a Taire de la projection du lluide vif sur la sphère 2, A la plus courte distance
sphérique sur 1 de la projection de l'obstacle à celle des parois, M. J. Kravtchenko, se
basant sur un lemme de M. J. Leray; a démontré que

de sorte que la condition q^qi sera satisfaite si TT —^log —•
a qx

Le problème revient à majorer a et minorer A.

(4) C. R. Acad. Se, 208, 1939, p. 721.
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A 43. La sphère 2 est une sphère tangente au plan du fluide au milieu w de e^e*. Soit D
son diamètre. On établit facilement que

donc encore

cr< D

Rabattons le plan P e i ^ autour de exgx sur le plan horizontal ; A est minorée par g* H".

Fig. 22.

Nous choisirons

dans un but de simplification.
Il vient

a <
TTD2 TTD2

s— sin(3] < [i-h
2

7TD2

— sin(3] < [2 — sin(3].
2
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On calcule aisément

H '[ g* z= D cos2 y sin a> avec cos2 Y =

d'où

>Q 5-pi H- l\kl sin-p

A>D- sinw

D'où les inégalités
• 4 A2 sin2 (3

avec
[N] = cosax-h cosa2— sin(3 on i + coSat— sin(3 ou 2 —sin(3.

A kk. Si l'obstacle se termine aux extrémités d'un segment ^ perpendiculaire à la direc-
tion générale du courant et reste inclus dans le triangle curviligne amont limité à Si et à

Fig. 23.

deux arcs de cercles e±g, e%g tracés figure 23; on a alors

\^a)D, d'où —->p^-r^log —

Le diamètre

e\f[~ ~ -+• Dcot(3 = — (i H-cotôcotw).
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A 45. Application au cas de qx=: \2 — y/3 avec parois rectilignes.

A 451. L'inégalité numérique à résoudre devient (par deuxième valeur de [N] )

(A)

CO G)
sin2 — cos2 —

2 2 \ r • w
— => i -4- y 2 sin — >

1 + 2 / - COS bin —

L V .2 a / J
soit Y le premier membre et Z le deuxième membre.

A 4521. La figure i(\ donne l'allure du deuxième membre de (A) ( i ^ Z ^ 2 ) .

Fig. 24.

1+VT

A4522. La figure 25 donne l'allure du premier membre de (A). Nous avons tracé en
particulier la courbe Y pour À =z o.

Fig. 25.

On montre aisément que les courbes Y ont une pente plus forte que la courbe Yö dans la
. . 3

région - S ï S
2

A4523. On voit alors que l'égalité (A) a une racine unique w''.
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A 453. Un calcul d'approximations successives non reproduit donne des valeurs appro-
chées de co' en fonction de 1, ce qui permet le calcul de kx et kz, d'où le tableau des valeurs
minima de k\ et k2 :

o.. 0,5.

3,9

1.

LQ

7» 1

1,5. 2,5. Q o .

53>Q QO

IQ,7 00

A 46. Dans le cas particulier du triangle curviligne, on aura la condition

(B) ûù2;>iLog — I i-h \}i sin — I r-ro^3
1 Çi L ^ J

n - y/2 sin—

Soient Y le premier membre, Z le deuxième membre. La figure 26 montre que l'égalité (B)
a une seule racine.

Fig. 26.

Le calcul par approximations successives conduit àw = 4o°2o/, d'où k1zzz i^8£.
La largeur minima relative du canal est alors de ( 2 A:, -h 1 ) :== 4,6b.

A 47. La même méthode serait applicable au cas du canal curviligne, mais on prendrait
la troisième valeur de [N].

1

A 48. La méthode ne peut être appliquée pour q<^ r~i= qui intervient dans

Annexe 5. — ÉQUIVALENCE DES CONDITIONS : g -> o, | a | ET b -> 00

ET DES CONDITIONS q ~> I ET a -> 1, ̂ 1 Ou LES DEUX.

A50. Il semble utile de montrer l'équivalence de ces conditions (cf. 4421).
On a

1 d t

J±
dt

s/(t*—i)(t--a)(b~-t)

radicaux pris avec leurs valeurs arithmétiques.
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On a

qz=z.e l^z=ze-T^ avec o = > o.
1 (O

À 51. La condition q-^o est équivalente à p ->+oo .
Si b et a sont bornés j£±i} p est borné.

A 52. Si 6 est borné et a -> oc :

et
dtf
dt

qui reste borné.
De même, si a est borne et si b -> oc.

A 53. Il est donc nécessaire que a et b -> oc pour que q -> o.

A5i . Réciproquement : si a et 6->oo; alors ^ -> o.
On a

dt

et

Le dénominateur -> / - qui est borné; mais le numérateur a son terme qui tend

dt
vers — * de sorte que si b -> oo; l'intégrale -> oc comme logt.

V*2— i
A 55. Il y a donc bien équivalence entre la condition q->o et la double condition \a

et b->• oc.
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dt

•o

1 , 1

reste borne, donc p->o et

A 57. Si a -> — i et 6 -> + i, W(-> oc.

s* t

s'écrit en posant / ==: i -+• s, & = : i -f- (3, a= — i -{- a

et posant £

donc p -> o et ^ -> i.

A 58. Réciproquement si q -> i, a ->— i ou 6 -> + i ou les deu\.
Sinon, ni a. ni & ne peuvent devenir infinis^ car q tendrait -> o ; ni rester finis, car

et ~ seraient finis et non nuls, donc p ne serait pas nul.

A 59. Il y a donc bien équivalence entre la condition q ->i et Tune des trois conditions
a —>— i ou b ->-f~ i ou les deux. c. Q. F. D.

Vu et approuvé :
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