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Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie I.1
CHAMBERY- GRENOBLE

1984-1985

LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

DES FONCTIONS PROPRES DU LAPLACIEN |,
D'APRES SCHNIRELMAN ET ZELDITCH

par Yves COLIN DE VERDIERE

Soient (M, g) une variété riemannienne compacte, A le
laplacien de M, g) , (cpk) (k=0,1,2,...) une base orthonormée de

2 2
L (X, Vg) formée de fonctions propres de valeurs propres )\ Soit

A un opérateur pseudo-différentiel classique (symbole ayant ﬁn déve-
loppement asymptotique en somme de fonctions homogénes de degré
=i, pA(x,g) ~ pO(x,g) +...+ pj(x, g) +... ), on s'intéresse au comporte-
ment lorsque k —+e de la suite b, = j'MAcpk-@ Vg Plus précisé-
ment, si a : T*M\O — IR désigne le symbole principal de A , sous
quelles conditions a-t-on

lim (A® |op ) = adw
k- +o k' k IS*M

~od dw est la mesure volume sur S*M normalisée par J‘dw =1

(mesure de Liouville) 7

La réponse est non en général, comme on peut le voir facile-
ment si, par exemple, M = IRn/ Z" muni de la métrique euclidienne
g = dei2 : si C1 et 02 désignent 2 cdnes ouverts disjoints de
IR'\0 et a une fonction homogéne de degré 0 sur RN0 telle que

a =1 e a =0.
MCy " Cy
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Si A est l'opérateur a(—.l-—é—,...,fl—a—) on a
i ax1 i

A(e2”i<k’x>) =0 si keC et A(ezm(k’x>) =1 si keC, .

On a seulement une convergence en moyenne :

2 {Ap, . >) /# k| |k[sA} —— + ) a(g) .
(tkm oK k== *T g

On peut facilement généraliser ceci & la sphére 82 équipée
de sa métrique canoniyue en utilisant des opérateurs a(,,/+A, %326-) ol
% est le générateur infinitésimal d'un groupe 4 un paramétre de rota-
. 2
tions de S .

Soit Yem £2=0,1,2,... et -¢g=<m=<p (m€%) , I'harmoni-

2
que sphérique de norme L égale 4 1 telle que :

= +
MYy m = BEY, o
> .
2y  =imyY .
36 ¢,m Y m

Considérons la suite ce-(x+iy)e| g2 alors les

Y = Y
e,? 2,8
se concentrent sur 1l'équateur de S2 au sens que, si ¢ > 0, alors

la norme: L2 de YE 2 dans le complémentaire d'un voisinage Be

de l'éyuation est & décroissance exponentielle en 2

¥, ol

= O(e—c(e)e) .

€

Une autre maniére de dire ceci est que si f = ZaeYe 0 € LZ(SZ) ,

alors f € Cm(Sz\l“) ot T est l'équateur (propriété élémentaire des

séries entiéres). La suite des Ye 2 étant de densité 0 , on peut la

grossir de la fagon suivante, soit Ca le cone de IR> d'équation
. _
Ca = {(x,y)€IR lsz , aX<y <X} (a<l)

et considérons les Ye m tels que (g+% ,m) € Ca , alors les Y

3 2

2 . .
se concentrent dans une région D de S déterminée de la fagon

suivante :
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si ® est le symbole principal de % , D= rr(-F-l(Ca)) oil
2
F: T*X\O —IR" est F(x,8) = (|§|,®) et m: T'“'S2 -*Sz la projec-
tion canonique (ICV2]). Cette suite est de densité arbitraire entre 0 et

1 pour choix convenanble de a .

Ce qui joue un rdle dans ces exemples est l'existence de
régions de S*M invariantes par le flot géodésique dans laquelle une
suite de fonctions propres ®,. se concentrent au sens que nous avons
étudié dans [CV1] : & une suite de fonctions propres est associé dans
cet article son microsupport, fermé de S¥*X , invariant par le flot
géodésique, tel que, si A est un opérateur pseudo-différentiel tel que
WF(A) Microsupport des Pk; ) = ¢ , alors HAcpkH est & dé-

. ) i HSM)
croissance rapide.

De plus, si nous définissons la densité D(S) d'une partie du
spectre par

2
D(S) = lim sup #U €8 | he=h] )
A= #02 h =\)

nous démontrons 1'inégalité

DS < [w
Microsupport(S)
Un probléme ouvert, 4 ma connaissance, est la caractérisation
des fermés de S*M peuvent servir de microsupport & une suite de
fonctions propres (ou d un quasi-mode). Par exemple, y a-t-il néces-

sairement des conditions de stabilité ? Comment écrire en général

les conditions de quantification ? etc.

Le résultat énoncé par Schnirelman ([S]) est tout i fait remar-

quable, c'est le suivant :
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THEOREME. - Si le flot géodésique de (M,g) est ergodi-

que, pour tout A , opérateur pseudo-différentiel d'ordre O

et de symbole a , il existe une sous-suite telle

kien

)\ki est de densité 1 et que l'on ait :

%ig:(Acpkilcpki) = J'S*Xa.dw .

En fait, le résultat n'est pas entiérement démontré par
Schnirelman (1972) et récemment (1984), S. Zelditch a donné une dé-
monstration plus compléte dans le cas des surfaces & courbure cons-
tante < 0 en s'appuyant sur un calcul pseudo-différentiel dans le %
plan de Poincaré basé sur la transformation de Fourier hyperbolique

d'Helgason.

Nous tentons ici de donner une démonstration plus simple,
n'utilisant pas la géométrie hyperbolique, mais seulement l'ergodicité

sous sa forme la plus élémentaire.

Remarquons que le théoréme de Schnirelman est un excellent
analogue quantique de l'ergodicité du flot géodésique, puisqu'il donne
une sorte d'équirépartition dans 1'espace des phases de l'énergie de la

suite des fonctions propres Py

Il resterait & voir si on ne peut pas améliorer ce résultat en
supprimant la condition de densité 1 , ou seulement en rendant la

sous-suite indépendante de A .
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1. LA QUANTIFICATION DE FRIEDRICHS

Le résultat principal utilisé (et tout & fait indépendant de 1'er-

godicité) est le suivant :

THEOREME. - Pour tout p (0<p<1l) , il existe une corres-

F
pondance linéaire a — Op (a) associant i tout symbole homo-

géne de degré O , a,un opérateur pseudo-différentiel

op’(a) € opng

0 dont le symbole principal est a et tel que

si az0, OpF(a) est un opérateur > 0 sur L2(M,vg) .

Rappel. Les symboles S:)nb(UxIRN) sont introduits par Hormander,
. o o B m-p|8|+8|al
ils vérifient des inégalités du type [Dx Dgp(a,§)| < CK(1+|§|)

et se comportant un peu comme les OPD classiques si p est assez

grand et & petit (par exemple p>0et 5=0).

Il suffit évidemment par partition de l'unité de prouver le théo-
réme pour un symbole a(x,g) sur T*an\O , homogéne de degré 0
et & support compact en x : soit @, subordonnée i un atlas telle que
Zcpiz':' 1 et ¢i telle que \pi =1 sur le support de @ désignant par

a, le transporté de a x Y; » on pose :

OpF(a) = _ZcpiOpF(aq:i)cpi (suggestion de J.P. Demailly)
i

Principe de la construction.

Soit q € Cw(IRn) telle que f lq(w)l2 =1, on pose
0 R

o= —nie (n=dimension de M) et

-8\ (&€
2" @ 8y = —— —— | nq( lp)-q( i)a(z@)dg :
‘gll ‘gzi R lgl'l ‘gzl

F
a partir de ce symbole on fabrique l'opérateur a (D,z,D)

F p(x,y,2,8,,8,) g
Op  (a)u(x) = cn.je a (€ ,2,8))a(y)dydzdg dg,
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ol o = (x—zlgl) + (z—y|g2) , on vérifie alors facilement :
F 0
M a €8] 0(IRanRzn) .

(ii) Sur Ccp = {§1=g2 , X=y=2} , on a
F p-1
ax,€.) - a (§,,2,€)) € Sp,O (Prop. 1.2.5 de [H]).
(iii) On en déduit par Hormander que Op(a) - OpF(a) est

d'ordre < p-1.

(ivy Si a=0, OpF(a)zO.

La seule vérification non routiniére, est (iv) :

(et encore !)

iz€q . E-E

[e 1a<gl)q( 1p)- — dg,
lg 17 18,1

2 4zde |

F
©p (@u|u) = C [a@,g)

ce qui prouve la pointivité.

Pour (iii), la seule difficulté est de localiser le résultat dans

Hormander ; on peut aussi se le redémontrer.

En fait, il existe une excellente étude de ce probléme dans le

livre [T].

2. REPRESENTATION INTEGRALE.

— —

Considérons maintenant pour a € Cm(S*M) la correspondance
qui, &4 a , associe uk(a) = (OpF(a)cpk |cpk) ol on désigne encore par
a la fonction (symbole) homogéne de degré 0 sur T*X\O dont la
restriction & S*M est a . Il est clair que si a=>0, b (@) = 0
donc My est une mesure > 0 (de masse 1) sur S'M . Cette me-
sure représente lorsque k — o la localisation de P dans S¥*X .
Remarquons que si on n'avait pas la positivité, les My seraient seu-~

lement des distributions, ce qui est beaucoup moins intéressant.
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3. LE THEOREME D'EGOROV.

0
THEOREME. - Pour tout a € C (S*M) , et pour tout te IR,
on a :

lim (a-aocp)du, = 0, ol
k-+w J‘S%M ¢ k

P, désigne le flot géodésique de (M,g) .

Preuve. - Pour tout opérateur pseudo-différentiel A , on a :
(Ap | ) = [, adw + o™
k 'k ‘s*M k k

ol a est le symbole principal de A , en particulier si
e-it«/Z AoltVA

At = , On a :
o(A) = o(A)-®p,  (Egorov)
et donc :

= 3* P-1
AP lod = [ @r@dm + 00 )

- p-1

on en déduit le théoréme précédent.

4. CONVERGENCE EN MOYENNE.

2
- -t
On a : Tr(Ae tA) = Te )\k(ACPk.CPk> ,

par les méthodes classiques, on a :

Tr(Ae-tA)/ Tr(e—tA) ~ [adw
t-0t °

et donc, pour A 20 , par le théoréme taubérien de Karamata,

1
lim =— 2 fady =1,
e Ny xksl‘r k

ol N, = #{x. |1 <2} -

On a donc une convergence vague, en moyenne de Wy Vers w .
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5. FIN DE LA PREUVE : UTILISATION DE L'ERGODICITE.

T
1 0
P “s* = = o
our a € C(S"M) , on note ap(z) T, J‘o ac@, (z)dt ,
T =
“rs*M
L'ergodicité implique lim aT(z)—E = 0 presque partout.

-

adw et aTO(z) = aTo(z) -a . On suppose ||a|| =1
L

Soit e0>0 et %, une fonction plateau, cpeo(t) =0 pour t < —
0

et cpeo(t) =1 pour tzeo , et wt , Oscpeo(t)sl , on a:

lim o (|&n(z)]).dw =0,

Torco ‘rs*M €g T
on choisit T,>0 tel que cette intégrale est < ¢q/2 . Si

1

a

— 2 u | » on utilise la convergence vague de b0 vers g .
ARy A

!

Pour A=), . ona J‘S%cheo(lﬁrro]).dﬁ)\ < e, et donc
p)\{laT()\z €o} < €q -
On a alors :

( ]5 |di, = +
rS*M To' ™2 J,|:?1|Seo J\I.‘Qilzf-:o

La premiére intégrale est majorée pour €g » car J"duk =1, la

seconde par 2¢

o > c°ar ||5||L°° < 2.

Donc :

[

Par Chebychev, on a :

s*MIaTOIduX < 3¢ -

1 - . —
I_\I;: # {)\ksx |I|aT0|dusz3eo} < A/36:0 ,

donc si Beo = {)‘kl lﬂaTolduks,\/%o} , on a densité(Beo) 2 1-43¢

Soit Ceo = {)‘k‘ |J‘(a(z)-a)dpk| < zﬁ/3eo} , on a :

Ceo ) Beo n | I_J'(aTo(z)-a(z))dpkl < /3¢,

La densité de ce dernier ensemble est 1 , car :
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ap —a)dy, — |[(apn -a)® =0 , quand k - o .
[ar -axdu, J‘(To ) q

Done :

densité(Ceo) >1- ,\/330 .

On en déduit le théoréme par le lemme facile :

LEMME. - 8'il existe € 0 tel que

densﬂ:e{|ck| se }z2l-¢ ,

il existe un ensemble B de densité 1 tel que

lime, =0.
keB K

Ceci conclut la démonstration et 1'exposé.
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