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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1987-1988(9-22)

UN SURVOL DE LA THEORIE DES VARIETES AFFINES

par Yves CARRIÈRE

Avant-Propos : Ces notes de séminaire ont pour but de donner une introduction sans prétention (et
sans démonstrations) à l'aspect topologique de la théorie des variétés affines. Après quelques préliminaires
situant les structures affines parmi les (G, X)-structures, nous décrivons les méthodes connues de construction
de variétés affines compactes. Nous examinons ensuite les résultats obtenus concernant les trois problèmes
fondamentaux de cet aspect de la théorie : nullité de la caractéristique d'Euler, conjecture d'Auslander et
conjecture de Markus.

1. Préliminaires

La notion de variété affine (il faudrait rajouter "plate" pour éviter la confusion
avec le même terme utilisé en géométrie algébrique) a été introduite vers 1950 en même
temps que la notion équivalente de connexion affine plate. La classe des variétés affines
fait partie de celle plus large des variétés pourvues d'une (G, X)-structure, notion qui
a été semble-t-il clairement dégagée par Ehresmann. Nous allons brièvement rappeler
cette notion générale en nous inspirant de [T] (voir aussi [CEG]).

1.1. (Gr,X)-structure. — On dit qu'un groupe d'homéomorphismes G d'une
variété X agit analytiquemenî dès que

Vgugi ^ G, g\ = g2 sur U ouvert de X, U ^ 0 => gi = g2.

Une (G,X)-structure sur une variété M est la donnée d'un atlas {Ui,fi,gij} où les
cartes ƒ, : Z7t —> X sont à valeurs dans les ouverts fi(Ui) de X et les changements de
cartes g^ sont dans G.

Une variété affine est une variété pourvue d'une (G, X)-structure où X = Rn

l'espace affine et G — Aff(Rn) le groupe des transformations affines.
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Une liste de (G, X)-structures et terminologie correspondante.

Variété affine... X G

ou v. plate Rn

euclidienne ou v. riem. plate R n

de Lorentz ou v. lorentz. plate Rn

Variété...

projective réelle
hyperbolique
elliptique
conformément plate

RP" l'espace projectif réel
H n l'espace hyperbolique
S" la sphère standard
S" la sphère standard

Aff(Rn) (déplacements affines)
E(n) (déplacements euclidiens)
£"(n-1,1) (déplacements lorentziens)

PSLn+\ (groupe projectif)
SO(n, 1) (groupe hyperbolique)
SO(n + 1) (groupe orthogonal)
SO(n +1,1) (groupe conforme)

1.2. Fibre plat ou fibre feuilleté; holonomie. — Pour les détails voir [CEG],
[HT] ou [GH1J par exemple. Un fibre plat E —• M de fibre F sur une variété de base
M est un fibre localement trivial tel que les changements de trivialisations

gij : lh n U, x F — > U i n U j x F

ne dépendent que du second facteur. Ceci veut dire très exactement qu'en plus du fibre
il y a un feuilletage Ç transverse aux fibres. Une telle donnée est un fibre feuilleté et
s'avère équivalente à celle d'un fibre plat. Une autre façon de voir le même objet quit
qui conduit encore à une autre appellation est de remarquer que lorsqu'on se déplace
dans la base d'un tel fibre la variation des identifications des fibres à une fibre type
se fait de manière discrète, c'est-à-dire en se restreignant à un sous-groupe discret (le
groupe stuctural) de Homeo(F). Un fibre plat est donc aussi un fibre à groupe structural
discret.

Voyons E comme un fibre feuilleté

E

y

y
y
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rx
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s*
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s**
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M
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Soit 7 un chemin allant de x à y dans M, il permet de définir sans ambiguïté
un homéomorphisme h(rf) : Fx —• Fy obtenu par glissement le long des feuilles de
Ç. Cet homéomorphisme est l'holonomie du chemin 7, il ne dépend que de la classe
d'homotopie de 7 à extrémités fixes. Ainsi, on obtient une représentation

h : n\(M, xo) —> Homeo(F) (xo point base)

la représentation d'holonomie dont l'image est le groupe d'holonomie F. Il est clair que
le groupe structural peut être réduit à Ftt que Ton peut dire que E est un (F, JF>fibré.

On reconstruit le fibre feuilleté à partir de cette représentation en posant

E = M x F/(x,y) ~ (7.x, /i(7)(y)), 7 € TTI(M)

(opération de suspension de Haefliger).

Se donner un fibre feuilleté revient donc à se donner sa représentation d'holonomie
h : TTI(M, x0) —• Homeo(F).

1.3. Fibre plat (ou feuilleté) associé à une (G, X)-structure. — Soit une
(G, A>structure sur M, alors on construit le fibre E de fibre F — X naturellement
associé pour lequel les changements de trivialisations sont les gij E G. La représentation
d'holonomie de ce fibre feuilleté est à valeurs dans G. La (G, A>structure sur M
détermine une section s de E —> M transverse au feuilletage G-

E

M

s(M)

Réciproquement, se donner une (G, -X>structure sur M revient à se donner un
fibre feuilleté E —> M de fibre X et une section transverse au feuilletage G* Cette
façon de voir une (G, -X>structure a en particulier son utilité pour aborder les problèmes
de déformation.

PROPOSITION {cf. [T] ou [CEG]). — Etant donné une (G, X)-structure sur une
variété compacte M, toute perturbation assez proche du morphisme d'holonomie

h : m(M) —> G

donne une autre (G, X)-structure sur M.
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1.4. Développement d'une (G,X)-structure, complétude. — Une (G,J\T)-
structure sur une variété M en induit une sur n'importe quel revêtement de M. Ceci en
particulier pour le revêtement d'holonomie M —• M, c'est-à-dire pour le revêtement
galoisien associé au noyau du morphisme d'holonomie. La (G, X)-structure obtenue sur
M n'a plus d'holonomie ce qui signifie quelle peut se décrire par une seule carte

D:M—>X
qui est un difféomorphisme local appelé développement ou application développante
de la structure. Cette application est équivariante par rapport au TTI(M) agissant sur M
d'un côté et sur X par la représentation d'holonomie de l'autre :

V7 G TT!(M), D(7 .x) = h(y)(D(x)), Vx e M.

Si on se donne réciproquement un revêtement galoisien M —• M, un difféo-
morphisme local D : M —> X et une représentation h : TTI(M) —> G vérifiant la
condition d'équivariance, on se donne une (G, X)-structure. Cette façon de voir per-
met de construire de nombreux exemples disons "assez réguliers" et la proposition 1-3
permet de les perturber en des exemples éventuellement "sauvages" (voir 2-5).

On dit qu'une (G, A*)-structure est complète si l'application développante D :
M —• X qui a priori n'est qu'un difféomorphisme local est en fait un revêtement.
On voit donc qu'une variété affine M est complète si et seulement si M = Rn/roxx
F d Aff(Rn) est le groupe d'holonomie.

2. Exemples connus de variétés affines compactes

2.1. Exemples provenant des groupes de Lie. — Soit G un groupe de Lie
opérant librement et transitivement par transformations affines d'une variété affine U.
Ceci permet d'identifier G à la variété affine U et d'obtenir sur G une structure affine
invariante par translation à gauche. Maintenant, soit F un sous-groupe discret cocompact
de G, alors clairement M — U/Ftst une variété affine compacte. C'est ainsi que Ton
construit la structure affine standard d'un tore T n = R n /Z n . De manière plus générale,
toute nilvariété admet une structure affine, car d'après N'Boyom [Bo], tout groupe de
Lie nilpotent admet une structure affine invariante à gauche. Il en est de même pour
certaines solvariétés, mais on ne sait pas encore si c'est le cas pour toutes.

Pour illustrer directement ce procédé de construction, donnons les exemples de
Goldman [Gl]. Soit dans le plan affine R2 la parabole y2 - 2x = 0 et G' c Aff(R2) le
groupe des déplacements affines directs qui la préservent. On vérifie que

(la première matrice est la partie linéaire de la transformation affine, la seconde sa partie
de translation). Il est clair que G' est non abélien et agit transitivement sur les ouverts

O+ = {(x, y), y2 - 2x > 0} et O~ = {(a, y), y2 - 2x < 0}
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On considère alors G l'extension de G1 par R, G c Aff(R*) :

e2s eat 0 \ /t2/2
0 es 0 ( t
0 0 e " s / V u

II est clair que G agit librement et transitivement sur

t/+ = O + x R et t /" = O" x R

et on vérifie que G est isomorphe au groupe des déplacements de Lorentz
(caractérisé comme le seul groupe de Lie résoluble unimodulaire de dimension 3 ayant
un centre trivial). Ce groupe admet une infinité de sous-groupes discrets cocompacts.
Pour chacun d'eux F

Aij1= u+/r et Mp = U'/r

sont des variétés affines incomplètes de dimension 3.

2.2. Suspension d'un automorphisme affine. — Une matrice A de SX(Z2)
détermine un automorphisme affine du tore T2 = R2/Z2. La variété

est un fibre en T2 sur S1. On peut encore écrire

T3
A = Rx R 2 / r

où JHest le sous-groupe de >1//(R3) engendré par les translations de vecteurs (0,1,0)
et (0,0,1) et la transformation (£,v) —> (t + \,Av). Donc T3

A est une variété affine
complète. En faisant varier A sur tout SLiiZ), on obtient que tout fibre en T2 sur S1

admet une structure affine complète.

Remarquons que les exemples de Goldman du numéro précédent donnent topo-
logiquement les variétés T^ pour A, \trA\ > 2 sur lesquelles on a donc à la fois (au
moins) une structure complète et une structure incomplète.

2.3. Variétés de Hopf. — Ce sont de loin les exemples les plus simples de
variétés affines compactes incomplètes

où h est une homothétie de rapport > 1.

Topologiquement, VJJ1 ĉ  S""1 x S1. Le rapport d'homothétie (> 1) classifie les
structures affines trouvées sur cette variété topologique.

2.4. Exemples provenant des variétés projectives. — Dans [Bel], Benzécri a le
premier remarqué que si une variété M admet une structure projective réelle alors MxS 1

admet une stucture affine. En effet, dire que M a une structure projective c'est dire
qu'il existe un développement D : M —• RPn partant du revêtement d'holonomie M,
équivariant par rapport à la représentation d'holonomie h : TTI(M) —• PSLn+\ (cf. 1-
4). Cette application donne une application D\ : M x R —> Rn+1-{0} équivariante par
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rapport au relevé de h dans 5L(Rn+1). Ceci détermine une stucture affine s u r M x R . On
constate maintenant que les homothéties agissent affinement sur cette variété en laissant
fixe le premier facteur, il suffit d'en prendre alors une non triviale pour obtenir au
quotient une structure affine sur M x S1. C'est ainsi que l'on obtient le résultat suivant :
Si M est une variété hyperbolique, alors M a une structure projective naturelle et donc
M x S1 a une structure affine. En particulier, bien qu'une surface £ orientable de genre
> 1 n'ait pas de structure affine ([Bel], voir plus bas), E x S1 en a une (incomplète).

Dans [ST], Sullivan et Thurston construisent des structures projectives assez
"sauvages" du tore T2 qui induisent donc des structures affines aussi "sauvages" sur
T3. Voir [G2] pour des structures projectives construites par les mêmes méthodes sur
le fibre unitaire tangent d'une surface.

2.5. Structures affines sur T2. — Celles qui sont complètes ont été classifiées
par Kuiper [Kui] : en plus de la stucture standard il y a uniquement celle obtenue par la
méthode décrite en 2-1 en considérant la réalisation suivante du groupe de Lie G = R2

comme groupe de transformations affines opérant librement et transitivement sur R2 :

Les stuctures affines générales sur T2 ont été classifiées par Nagano et Yagi [NY]. Pour
avoir une idée de la complexité possible de telles structures, donnons l'exemple suivant
dû à Smillie et Thurston (cf. [T]) et qui illustre bien la proposition 1-3.

Ce type d'exemple est obtenu en perturbant la structure affine standard de T2 dont
le domaine fondamental est, disons, un parallélogramme Qo et le groupe d'holonomie
a pour générateurs les translations T\ et T2 qui identifient les côtés opposés de Qo- On
perturbe légèrement Qo pour obtenir un quadrilatère Qe et on choisit deux éléments
Ae et Be G Aff(R2) qui sont de légères perturbations de ri et r%, qui commuent (on
perturbe la représentation d'holonomie) et qui identifient les côtés opposés de Qe. On
peut par exemple choisir pour Ae et B€ des similitudes vérifiant la dernière condition,
elles satisferont automatiquement les autres. On obtient une structure affine sur T2 dont
le développement est donné par une figure du type suivant tirée de [T] où l'on voit qu'il
n'est ni injectif ni surjectif :
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A o = Ti, BQ = r 2
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3. Caractéristique d'EuIer et volume simplicial

3.1. La caractéristique d'Euler d9une surface affine est nulle. — En 1955,
Benzécri dans sa thèse (cf. [Bel]) a prouvé par des moyens très géométriques que la
seule surface orientable compacte admettant une structure affine est le tore. Un peu plus
tard, Milnor a démontré le

THÉORÈME (Milnor [Ml] 1958). — Pour qu'un fibre vectoriel E de rang 2
sur une surface compacte orientable E de genre g soit plat, il faut et il suffit que :

\X(E)\ < g
où x désigne la caractéristique d'Euler.

Ceci redonne le résultat de Benzécri. En effet, si S est affine, en particulier son
fibre tangent est un fibre vectoriel plat et d'après le théorème on a alors :

Milnor remarquait aussi dans le même article que les classes de Pontriaguine d'un
fibre vectoriel plat quelconque sur une variété compacte sont nulles. Donc restait la
conjecture de la nullité de la caractéristique d'Euler d'une variété affine compacte, et
ceci en dimension quelconque.

3.2. Généralisations de l'inégalité de Milnor. — Benzécri [Be2] en 1965 et
dix ans après indépendamment Sullivan [Sul] généralisent l'inégalité de Milnor en toutes
dimensions :

T H É O R È M E (Benzécri-Sullivan [Be2],[Sul]). — Soit M une variété compacte
orientable de dimension n munie d'une triangulation comportant des simplexes de
dimensions 0 à n — 1 et une cellule polyédrale de dimension n homéomorphe à une
boule. Soit <rn-\ le nombre de simplexes de dimension n — 1 et E un fibre vectoriel
plat de rang n alors

Pour une surface, on retrouve l'inégalité de Milnor.

Entre temps, Wood avait obtenu une inégalité plus faible que celle de Milnor pour
les fibres en cercles plats.

THÉORÈME (Wood 1971 [Woo]). — Soit E un fibre en cercles plat sur une
surface E, alors on a :

X(E)
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On sait maintenant que ces inégalités proviennent d'une majoration de la norme
de cohomologie bomée de la classe d'Euler par le théorème suivant :

THÉORÈME (Gromov [Gr2] 1982). — Si E est un fibre vectoriel plat de
dimension n sur une variété M de même dimension , alors la classe d'Euler x(E)
est dans la partie bornée de la cohomologie de M et on a plus précisément :

en particulier, \x(E)\ ^ ||M|| le volume simplicial de M (voir [Gr2],) et donc si an

désigne le nombre de simplexes de dimension n intervenant dans une triangulation de
M, on a :

\X{E)\ < ±vn.

Cette dernière inégalité qui raffine en fait celle de Benzécri-Sullivan avait été
remarquée auparavant par Smillie. Il semble raisonnable de conjecturer que le volume
simplicial ||M|| d'une variété affine compacte M est nul, ce qui donnerait en corollaire
la nullité de la caractéristique d'Euler

3.3. Les cas où x(M) = 0. — Le premier cas est celui où la variété affine
compacte M est pourvue d'une métrique non-dégénérée plate éventuellement indéfinie.
Il y a alors une formule de type Gauss-Bonnet donnant x(M) comme une intégrale
d'un polynôme (cf. [Ch] ou [P]) en la courbure qui ici est nulle d'où x(^O = 0- Les
autres cas connus sont plus difficiles à obtenir. Hirsch et Thurston ont montré le résultat
suivant qui a contribué à la naissance de la cohomologie bornée.

THÉORÈME (Hirsch-Thurston [HT] 1974). — Soit M une variété affine corn-
pacte dont le n\ est un produit libre de groupes résolubles, alors x(M) = 0.

Ce résultat est un corollaire du théorème précédent si le n\ est résoluble, car alors
le volume simplicial est nul.

Par ailleurs on a le

THÉORÈME (Kostant-Sullivan [KS] 1975). — Si Vholonomie d'une variété
affine compacte M est sans point fixe alors x(M) = 0. En particulier ceci est vrai
si M est complète.

H reste que la conjecture de nullité du volume simplicial dans ce dernier cas est
encore ouverte. Pour ce qui est de la nullité de la caractéristique d'Euler dans le cas
général, il faut être prudent à cause d'un exemple dû à Smillie [Sm3] qui montre que
ceci serait faux en élargissant légèrement la notion de variété plate...
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4. Conjecture d'Auslander

Pour les variétés affines compactes complètes une conjecture plus forte (et plus
ancienne) que la nullité du volume simplicial est la

CONJECTURE (Auslander). — Soit M une variété affine compacte et complète,
alors M est à revêtement fini près une solvariété (i.e. le quotient d'un groupe de
Lie résoluble par un sous-groupe discret cocompact). En particulier, iri(M) est
virtuellement résoluble.

Cette conjecture est vraie en dimension 3 d'après la classification de Fried-
Goldman [FG]. Margulis a donné récemment un contrexemple [Marg] à la conjecture
étendue par Milnor [M2] au cas complet non compact. Il construit un groupe libre à
deux générateurs F de déplacements de Lorentz de R3 tel que M = R3/F est une
variété. Le but secret de Margulis semble être de contredire la conjecture d'Auslander.

En dimension ^ 3, il y a seulement quelques cas particuliers où cette conjecture est
résolue. Tout d'abord on a le "vieux" théorème de Bieberbach dont on pourra trouver une
démonstration dans [Bu] inspirée directement par [Grl] (dans le même esprit cf. [CD]).
Pour une démonstration se rapprochant de l'originale, voir [Wol].

THÉORÈME (Bieberbach [Bi] 1911). — Soit M une variété riemannienne plate
compacte, alors M est à revêtement fini près un tore plat, en particulier n\(M) est
virtuellement abélien.

En fait on peut dire que ce théorème est une partie de la motivation de la
conjecture avec des résultats d'Auslander sur les actions simplement transitives et affines
de groupes de Lie sur R" [A]. Fillmore et Scheuneman [FS] et Suwa [S] ont montré
indépendamment que la conjecture était aussi vraie pour le cas des surfaces complexes
(n = 4 et L C GL(C2)). On a aussi le résultat plus récent suivant (voir aussi [F3] pour
des détails en dimension 4) :

T H É O R È M E (Goldman-Kamishima [GK] 1983). — Soit M une variété lorent-
zienne plate compacte et complète, alors M est à revêtement fini près une solvariété,
en particulier TT\ (M) est virtuellement polycyclique.

Nous avons montré (voir plus loin) qu'une variété lorentzienne plate compacte est
complète ce qui permet d'énoncer le théorème précédent sans hypothèse de complétude.

Plus récemment encore, D. Fried a montré la conjecture dans [F2] pour le cas
où Tholonomie linéaire est distale et M. Wang en dimension quatre lorsqu'une forme
quadratique de signature (2,2) est préservée.
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A défaut de montrer la conjecture d'Auslander, il serait intéressant de prouver
au moins des théorèmes d'annulation de la cohomologie bornée d'une variété affine
compacte complète sous d'éventuelles hypothèses additionnelles.

5. Conjecture de Markus

Soit M une variété affine, F son groupe d'holonomie et L(F) C GL(Rn) son
groupe d'holonomie linéaire. Se pose la question de savoir quelles propriétés de L(F)
autorisent une relation étroite entre la compacité et la complétude de la variété. Bien
entendu, lorsque L(I) c SO(n), la variétéaffineM est alors une variété riemannienne
plate et elle est complète dès qu'elle est compacte (Hopf-Rinow).

L. Markus a conjecturé dans [Mark] que cette propriété (compacité =4> complétude)
restait vraie pour les variétés lorentziennes plates, c'est-à-dire lorsque
L(F) C 5O(n—1,1) le groupe d'isométries de Lorentz. Nous montrons en particu-
lier cette conjecture dans [C]. Remarquons au passage qu'il est facile de construire
sur T2 des métriques lorentziennes (évidemment non plates) non complètes mais que,
par ailleurs, d'après J. Marsden [Mars], les variétés pseudo-riemanniennes compactes
homogènes i.e. ayant un groupe transitif d'isométries sont complètes. Dans le même
article, L. Markus a étendu cette conjecture au cas où il existe seulement un volume
parallèle :

CONJECTURE (L. Markus [Mark] 1962) . — Si M est une n-variété affine
compacte alors : L(F) C SL(Rn) =*• M est complète.

Cette conjecture a été démontrée, entre autres, dans les cas particuliers suivants,
tous dépendant d'une hypothèse "algébrique" sur F (voir [GH2] pour une liste plus
exhaustive) :

THÉORÈME. — La conjecture de Markus est vraie si

1) F est abélien (J. Smillie [Sml] 1977).

2) F est nilpotent (D. Fried, W. Goldman, M. Hirsch [FGH] 1981).

3) F est résoluble de rang ^ n (W. Goldman, M.Hirsch [GH2] 1986).

4) L(F) est distal (Le. orthopotent cf. [V2\) (D. Fried [F2] 1986).

L. Markus a en fait conjecturé l'équivalence qui elle aussi a été démontrée dans
les cas 1) 2) 3) par les mêmes auteurs (pour 4) c'est automatique) et dans d'autres cas
particuliers (cf. [GH2] pour une liste plus exhaustive).
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