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On s’intéresse a une généralisation de 1'inégalité de Bonnesen due a Fuglede.
Rappelons 1’inégalité de Bonnesen.

Soit C une courbe rectifiable fermée simple de R? alors C est contenue dans un
anneau circulaire de largeur d avec

d? < Zl; (Longueur (C)? — 47 Aire (C)).

c’est-a-dire que 1’on a estimé 1’écart de C a un cercle en fonction de
Longueur (C)?> — 4= Aire C
qui représente le défaut isopérimétrique.

Fuglede a généralisé ce résultat en dimension supérieure. Si D est un domaine
régulier de R™*! on note :

vol,,(6D)

(D) = (vol,.:"D)'.ﬁT -1

Wn+l

o,= volume n dimensionnel de S™ sphére euclidienne de rayon 1.
wn+1= volume n + 1 dimensionnel d’une boule euclidienne de rayon 1.

On a (D) 2 0 avec €galité si et seulement si D est une boule euclidienne.
Remarquons que si n+ 1 2> 3 on peut trouver une suite de domaine (Di)xen de R+
avec 6(D;) — 0 et k — +o0o0 mais D; loin de toute boule euclidienne.
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11 suffit de rajouter des épines de plus en plus minces a une boule euclidienne.

O- O O

C’est pourquoi le résultat de Fuglede concerne des domaines presque spheériques.
On peut paramétrer le bord d’'un domaine D, voisin de la boule unité par

s" ., Rn+1

§— (1+u©)¢

ob u - S® — R est une fonction C!.

N

Et si 3
00 w= s —
ez = Sup fut)| < 55
1
ldullz= < 3

Barycentre D, = Ognn

alors
1

10
ou D, est le domaine défini par u et

Il = | 2@+ uf@)ds

llullz < 8(Dw)



Et on a aussi
llulze < €(6(Dy),n)

ou ¢ vérifie 61in(|) e(6,n) =0.

La méthode utilise la décomposition de u en harmoniques sphériques et des
estimées de :

vol,,(6D,) = A(u) = / \/ 1+ Id—"lz(@—(l +u)"(§)d§

(1 + u(€))?
_ d+u)"
vol,1(Dy) = s &)d¢
n+l
Barycente D, = [ L2976 ae

Cependant : si on note
T = {u € C'(8",R)/ vol,..1(D,) = wn41, Barycentre D, = 0}

on a que 1’espace tangent en 0 2 ¥ est donné par

= (e 'Ry [ wed=0, [ weoede=0)

Or
la dérivée premitre de A | ¥ est nulle et
la dérivée seconde de A | ¥ vaut

1
ATD) @)= | (dvff—no®)dE> 3 [lollfn.

Nous montrons que ces inégalités infinitésimales permettent des inégalités locales
et nous étendons le résultat de Fuglede dans un cadre plus général comprenant
par exemple les boules géodésiques des espaces hyperboliques réels et les boules
géodésiques sur les sphéres euclidiennes.



