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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1994-1995 (9—-13)

THEOREMES DE COURANT ET DE CHENG COMBINATOIRES

Yves COLIN DE VERDIERE

1. Laplaciens subordonnés a un graphe.

I' = (V, E) est un graphe fini, non orienté, sans boucles, ni arétes multiples.
On considere 'espace de Hilbert RY muni de la structure hilbertienne canonique. On
désigne par Or I'ensemble des opérateurs symétriques réels A sur RV de matrice A =
(ai ;) tels que:
o .{<0, si (¢,7) € E;
" 1=0, si(¢,7)¢ Feti#j.

Or est un cone de dimension #V + #E. On dira aussi parfois que A € Or est un opéra-
teur de Schrodinger sur I,

2. Théoréme de Courant.

Le théoréme de Courant classique ([Courant-Hilbert]) pour les modes propres du
laplacien avec conditions de Dirichlet au bord dans un domaine borné D connexe de
R™ estlesuivant:si0 < A} < Ay < --- < A < ---est le spectre du probléme de
Dirichlet dans D, si ¢ est une fonction propre non identiquement nulle de valeur propre
Ak, le nombre de composantes connexes de D \ ¢~ (0) est < k. Sa preuve nécessite de

savoir que les zéros des fonctions propres ne sont pas trop sauvages, en particulier ils
sont d’ordre finis.

Il faut étre un peu soigneux pour généraliser ceci aux graphes.

THEOREME 1 (Perron-Frobenius). — SiT est connexe et A € Or, A1(A) estde

multiplicité 1 et I'espace propre est engendré par une fonction strictement positive en
tout sommet.

Classification math. : 05C50.
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THEOREME 2. — Supposons toujours I' connexe et soit ¢ € E; = Ker(A —
Ald)\ 0, V4 = {i € V]p(3) > 0},V_ = {i € V]p(i) < 0} etV, = {i € V|p(i) = 0}.
Sin4 est le nombre de composantes connexesdeVy UV,, alorsny + n_ <k.

Remarque. — La généralisation plus naturelle du théoréme de Courant comme
majoration du nombre de composantes connexes de I'’ensemble o1 ¢ # 0 est fausse,
comme le montre I'exemple du graphe formé d'une étoile avec beaucoup de branches,
avec le laplacien canonique : I'espace propre E',, est alors formé des fonctions qui s'an-
nulent au centre et dont la somme des valeurs aux sommets est 0.

Preuve du théoréme 1. — Soity € F; denorme 1. Alors g4 (|¢]) < ga (), alors
que la norme est conservée. On en déduit que = |¢| € E;.Soit: € V telque () = 0
et qu'il existe j voisin de  avec 7(j) > 0. Soitn, = 7+ €4(7).Ona:
nell =1+0(?),
alors que
g4 (ne) = ga(n) — ae + O(e?),

avec a > 0. On en déduit une contradiction par la caractérisation variationnelle du A;.

Preuve du théoréme 2.

leére étape : on considére le cas ol aucune aréte ne joint V; a V_ et V, est formé
de sommets de degré 2 au voisinage desquels ¢ ne s'annule pas. Dans cecas n4 +n_ est
le nombre total de composantesde V, UV_.La preuve suit alors la preuve classique : par

I'absurde, siN = ny +n_ > k,soit VL UV_ = U Q; et 9; la fonction qui vaut ¢ sur

Q; et 0 ailleurs. Soit F'I’ espace vectoriel engendre par les ;, le quotient de Rayleigh est
identiquement égal a A sur F et il existe donc une fonction ¢ € F \ 0 orthogonale 2
®1, *++, wk—1. Cette fonction est donc fonction propre pour A. Soit Q2 I'ensemble des
zéros de 9. Q2 est une réunion d’2; et de V,,. Soit j un sommet de V, dont un voisin est
dans €2 et I'autre pas : on voit facilement que c’est impossible pour ¥ fonction propre.

2eme étape : on suppose maintenant que ¢ € Ej \ 0 est générique, C'est-a-dire
que V, = (. On peut bien str supposer A = 0. On construit un nouveau graphe I en
ajoutant a I' un sommet au milieu de chaque aréte o ¢ change de signe. On étend alors
@ en @ en lui donnant la valeur 0 aux nouveaux sommets. On définit un nouvel opérateur
Ac€ OF dont  est encore vecteur propre pour une valeur propre A\; = 0 avec! < k.On
pourra ainsi appliquer la 1ére étape.

On définit A par la forme quadratique associée g qui est obtenue de la fagon sui-
vante : soit g, la forme quadratique sur ]R~V obtenue en composant g avec le plongement
évident (prolonger par 0) de RV dans RV Le spectre de g, est celui de g augmenté de la
valeur propre O répétée ! = #V —#V fois. On remplace alors dans g, les termes ¢(z;—z ;)2
ol (4, j) est une aréte de I' o1 ¢ changeait de signe par ¢; o (i — Za)? + ¢j,0(T; — Ta)?
ou1 « est le nouveau sommet inséré entre ¢ et j, avec les relations suivantes o1 ¢(z) = a,
@(j) = b:

ciaa=c(a—">), cjab=c(b—a), ciqa+cjb=0.
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On vérifie facilement que § > ¢,, que ¢ € Ox et que { est dans le noyau de g. De plus,
par le minimax, il est clair que 0 est valeur propre d'ordre ! < k deg.

3eme étape : on traite maintenant le cas général. On raisonne par récurrence sur
le nombre de sommets ou1 ¢ s'annule.

Supposons que ¢(0) = 0. On peut supposer W, = 0et_ cio = 1. On pose
C;i = Cip etQ(:z:) = 21’#0 W;zf + Ei,j#o c,-,j(:z:,- - :L‘j)z. Soit L(.’Bi) = Zi CiT;.
On fabrique un nouveau graphe I'y = (W4, E,) ainsi:
=V \ 0,
E,; est obtenu en supprimant les arétes {7,0} et en rajoutant une aréte {:, j} entre 2
sommets ¢, j qui sont tous 2 voisins de 0 dans I
On définit une forme quadratique g; sur R par

@) =D alyi - L)’ +QW) = v - L)’ + Q).
Alors, il est clair que g; € Or, et on note A; I'opérateur associé.
On va montrer que:
(i) Si ¢, est larestrictionde p a Vi, A1) = Agéps,
(ii) Les valeurs propres A} de A, vérifientV1 < I < N —1, A} > A
Le (i) résulte trivialement de la nullité de L sur . Le (ii) résulte du minimax, car

ona:
o), o) _ 9v.L)
llyll> = Nlyl*+ L()? 1y LDIP’

et donc les valeurs propres de A, sont plus grandes que celles de la restriction de g a un
sous-espace de RY et donc a fortiori a celles de A.

On conclut alors comme dans la deuxiéme étape. a

Dans [H-L-§], les auteurs donnent une variante intéressante du principe de Cou-
rant pour A; :

THEOREME 3 [H-L-S). — Supposons toujours I connexe et soit ¢ € E, =
Ker(A — AId) \ 0, V4 = {i € V]p(i) > 0}, V_ = {i € V|p(i) < 0}, supposons que
V4 U V_ = Supp(y) soit minimal pour l'inclusion parmiles ¢ € E,.AlorsV, et V_
sont connexes. En particulier c’est toujours le cas si dim(E,) = 1, c'est-a-dire si la valeur
propre est non dégénérée.

Preuve. — Soit A,, A, 2 composantes de V.. Soit ¢; les restrictions de ¢ a A;
étendues par 0 a I'extérieur de A;. Il existe ¥ = Zf= 1 Ziw; non nulle orthogonale a
I'espace propre E,,. Il est facile de vérifier (en supposant pour simplifier A\, = 0) que le
quotient de Rayleigh de 4 est < 0, on a en effet :

q(y) = :cf < Agiler > +z§ < Apzlps >
car Ay, est nulle 12 o1 ¢, est non nulle. Puis

< Al >=< A(pr — )1 > + < Aglpr >
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et lc dernier terme est nul alors que le premier est < 0, la somimne portant sur les sommets
de A, pour les voisins desquels ¢; — ¢ > 0. Le méme raisonnement s'applique a ;. Et
donc ¢ € E,: son support est strictement inclus dans celui de ¢, d’olila conclusion. O

3. Multiplicités des valeurs propres sur un graphe.

3.1. Le théoréeme de Cheng combinatoire.

Dans [H-L-S], est prouvée la variante combinaloire suivante du théoréme de
Cheng:

TuforEME. — Soit I le 1-squelette d'une triangulation de S? ou d’un domaine
a bord de S?, alors si A € Or, la multiplicité de la seconde valeur propre de A est < 3.

Preuve. — Soitz, j, k3 sommelts d’'un triangle de cette triangulation, il existe p €
F\0, telleque ¢(2) = ¢(j) = ¢(k) = 0.0n peut supposer que ¢ est de support minimal
et donc vérifie le théoréme de Courant habituel (th3 de § 2). On étend  comme fonction
afline sur chaque simplexe a partie de ses valeurs aux sommets.

La régionV et 3 sommets du bord joints aVy

On considére I'ouvert  de S? qui est le complémentaire du support fermé de
. Soit V' la composante connexe de (%, j, k) dans 2. Soit a,b, ¢ 3 sommets (il y en a
au moins 3 a cause de la 3-connexilé!) de la frontiére de V : chacun de ces sommets
(p(a) = @(b) = p(c) = 0) est connecté a un sommel oi1 ¢ > 0 et 2 un sommet ol

¢ < 0:la connexité des ensembles V; = {¢ > 0} et V_{p < 0} est alors impossible
d'apreés le théoréme de Jordan.

3.2. u(I") < 3 équivaut aT planaire.
Onale

TuéoRrEME [CV1]. — u(I") < 3 si et seulement si " est planaire.

Une des implication résulte du théoréme de Kuratowski [KI] : un graphe non pla-
naire contient un mineur jsomorphe a I'un des 2 graphes dits de Kuratowski, le graphe
K5 complet a 5 sommets et le graphe IS5 3 bipartite complet 2 2 X 3 sommets. On vérifie
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facilement que u(Ks) = p(Ks3) = 4. On applique alors le théoréme de monotonie de
4 par rapport a 'opération de mineur.

Je connais 4 preuves différentes de 'autre implication : les 2 premiéres sont pu-
rement combinatoires et données dans [B-CV] et [H-L-S], les 2 autres s’appuient sur
des approximations du spectre d’opérateurs de Schrédinger par des laplaciens sur
des graphes: on utilise soit I'approximation semi-classique de I'effet tunnel étudiées
par Helffer-Sjostrand, soit I'étude asymptotique du spectre de voisinages tubulaires du
graphe plongé ([CV2)).

Donnons par exemple une preuve inspirée de [H-L-S].

Soit I' planaire avec x(I') > 4, on peut considérer I' comme un mineur d'une
triangulation de S?: on prend une triangulation assez fine de S% pour que I' se trace
comme une ligne polygonale sur le 1-squelette I'; dela triangulation. On applique a nou-
veau la monotonie de x qui donne p(I";) > 4, puis Cheng combinatoire appliqué a I,
donne une contradiction.
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