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1. Introduction

Les empilements de cercles constituent depuis une douzaine d’années un sujet
florissant. Ils ont suscite d’abondantes recherches, essentiellement orientées dans deux
directions : la discrétisation d’applications conformes (voir [R-S], [St1], [St2], [He-R], [He-
Scl, [CV-M], [M2], [D1]) et des questions de rigidité (voir [R-S], [Sc], [He], [M1], [D2]).

Parmi ces travaux, les méthodes d’homotopie se sont révélé étre un outil effi-
cace pour traiter notamment des questions d’approximation. Récemment, elles ont par
exemple permis, dans le cadre du schéma de discrétisation de fonctions holomorphes
développé dans [CV-M], de donner un développement asymptotique & deux termes des
rayons des cercles des empilements images avec majoration de I'erreur (voir[M3]).

Initié dans [St] et {CV-M], puis réappliqué dans [M2], [M3] et [D2], le principe est
le suivant: il s’agit de construire des déformations continues d’empilements de cercles
finis telles que la dérivée (par rapport au parameétre de déformation) des rayons des
cercles, exprimés dans des coordonnées convenables, satisfasse une version discréte
d'un probléme de Dirichlet. Cette propriété essentielle permet de controler les rayons
des cercles tout au long de la déformation de I'empilement. Les variantes de ce prin-
cipe proviennent du fait que I'on peut déformer des empilements plats ou coniques, et
constitués de cercles euclidiens ou hyperboliques.

Lobjet de ce texte est de présenter un résultat, dt a Tomasz Dubejko, qui consti-
tue un “théoréme de Liouville” pour les empilements de cercles (voir [D2]). Je trouve
ce résultat intéressant pour au moins deux raisons. Tout d’abord, c’est, 8 ma connais-
sance, le seul énoncé de rigidité que I’on ait pu obtenir a 'aide de méthodes d’homoto-
pie. L'autre raison est qu’il apporte une information sur les empilements de cercles infi-
nis immergés a combinatoire hexagonale, sujet sur lequel on sait encore peu de choses
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(voir [Cn-R] et [M1] S§II).

La section suivante contient de brefs rappels sur les empilements infinis immer-
gés, suivis de I'énoncé du théoreme de Dubejko, et se termine par le cas des empile-
ments infinis & combinatoire hexagonale, qui offre en outre un contre-exemple lorsque
I'hypothése de bornitude sur les rayons n’est plus vérifiée. La section 3 est, quant a elle,
consacrée a la preuve du théoréme.

2. Rappels sur les empilements de cercles immergés

Pour cette section, voir [M1] §II. Soit  une triangulation du plan et S 'ensemble
des sommets de J. Soit r = (rs)ses € (R*)S. On munit chaque triangle de J de la
métrique euclidienne g, qui au coté ss’ affecte la longueur r; + ry. On obtient ainsi une
variété riemannienne plate a singularités coniques, notée J; (voir [Tr]). Soit s un som-
met d'un triangle T de J. Si a(s, T') désigne I'angle en s dans le triangle T et si s est un
sommet intérieur, alors la courbure en s est :

Ki(r) = 2m - Za(s,T).

seT

La famille de cercles & = {C;, s € S}, ou C; est le cercle de Z, de centre s, de
rayon rg, posséde la propriété suivante : les cercles C; et Cy sont tangents si et seulement
sil'aréte ss’ appartient au 1-squelette ' de la triangulation 7.

Si, pour tout sommet intérieur s, on a K;(r) = 0, alors la variété J; est immergée
isométriquement dans R? (mais non plongée a priori). On dit alors que & est un empile-
ment de cercles immergé de combinatoire J!.

Le théoréme que nous nous proposons de démontrer est le suivant (voir [D2],
corollaire 3.2) :

THEOREME 2.1. - Soit  une triangulation du plan telle que la marche aléatoire
simple sur son 1-squelette I soit récurrente. Soient & = {C;, s € S} et& = {C., s € S}
deux empilements de cercles de combinatoire I, immergés dans le plan euclidien, et r et
r' : S — R} les fonctions des rayons associées. On suppose qu'il existe A et B > 0 tels que

r’
VseS,0<A<r—‘<B.(*)
s

Alors la fonction s — -:1 est constante, de sorte que les empilements & et & sont
S5
semblables.

Les empilements de type exponentiel (voir {CV-M] §I1I) fournissent un contre-
exemple lorsque I'hypothése (*) de comparaison des rayons n’est plus vérifiée. Rappe-
lons qu'ils constituent une famille 2 deux parametres {&(a, b), (a, b) € (R¥)?} d’empile-
ments immergés non plongés (saufsia = b = 1) dont voici la description: J est la tri-
angulation équilatérale du plan euclidien dont I'ensemble des sommetsest S =Z + e3Z,
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et la fonction des rayons r: S — R} de 'empilement &(a, b) est donnée par

r(s) = a*P ou s = x+iy .

Il s’agit ainsi d’'une famille de déformations non triviales de 'empilement hexa-
gonal régulier &(1,1). Par ailleurs, la marche aléatoire sur J* est récurrente (voir [D-S]
p.136-138).

Dans I'énoncé du théoréme 2.1, la récurrence du graphe J' est une hypothése
nécessaire. Considérons par exemple la triangulation J du disque de Poincaré D, , par
des triangles hyperboliques équilatéraux d’angle 27" Chaque sommet de J est de va-
lence 7, et toutes les arétes de 4 ont la méme longueur hyperbolique notée 2R. Le 1-
squelette de cette triangulation est un graphe transient, car on peut y plonger un arbre
homogene de valence 3. Soit & 'empilement constitué de cercles hyperboliques de rayon
R et centrés aux sommets de & (voir la fig.2 p.80 de [M1]). Notons rla fonction des rayons
euclidiens de &. Soit @ une homographie du plan dont le péle n’est pas dans Dy, et
considérons I'empilement &' = @(&) : la fonction des rayons (euclidiens) r’ de &' véri-
fie 'hypothése de bornitude (*) du théoréme, et pourtant &’ n’est pas semblable a &.

3. Démonstration du théoréme

Soient r et r': S — R} deux fonctions définissant des variétés riemanniennes
plates J; et 9 sans singularités coniques, de sorte que les empilements & et & associés
soient immergés dans le plan euclidien. On suppose que ’hypothése (*) de bornitude de
la fonction - est vérifiée.

Fixons un sommet o dans &. Pour N entier > 1, notons Sy les sommets de
situés a distance combinatoire < N de o et Iy la sous-triangulation de 4 constituées des
triangles dont tous les sommets sont dans Sy. C’est une triangulation finie d’'un disque
topologique, dont 'ensemble des sommets intérieurs (resp. du bord) est noté Iy (resp.
By). Enfin, éy (resp. &’ y) désigne I'ensemble des cercles de & (resp. &’) dont les centres
s appartiennent a Sy.

Fixons N > 1. Exactement comme dans [CV-M], on réalise 'empilement &y
comme le temps 1 d'une déformation {&n(2)}eq0,1] de 'empilement &y. Précisément,
pour ¢t € [0,1], §y(¢t) est'empilement immergé de combinatoire Jy - unique a isomé-
trie prés - tel que

Vs e By, logr¥(t) = (1—t)logrs + tlogr,
(I'existence et I'unicité de &y (t) proviennent du §4 de [CV]).

Posons ul(t) = logrM(t). A chaque instant t € [0,1], le vecteur ™ () =
{ulV (2)}sesy constitué des dérivées logarithmiques des rayons des cercles de I'empile-
ment &y (t) est solution d'un probléme de Dirichlet discret sur Jy de la forme:
ANTgN = 0 surly
) = log % pourtouts € By
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La premiére équation est obtenue en dérivant par rapport a ¢ la courbure K, (s)
- nulle! - en chaque sommet intérieur s. Lopérateur AN est une apphcatlon affine de
R’¥ dans lui-méme, qui, 4 toute fonction @ : [y — R prolongée par log L sur By associe
la fonction AN'!  définie par:

Vs e Iy, AN p(s) = ¢p(s) — chs'q’(S')

s'~s

(onnote s’ ~ s pour “s’ voisin de s”). Les coefficients ¢; = ¢, et ¢y = cj Nt dépendent
de N et t.Si plV(t) et pY(¢) desngnent les rayons des cercles inscrits dans les deux tri-
angles de g ayant l'aréte ss’ en commun, alorsona:

(t ) + py N(t)

c,=—————=c',etC= Css’ »

SS rf’(t) + rﬁ’(t) s’'s S SIZ; SS§

de sorte que I'application linéaire associée 2 AN* est un endomorphisme symétrique
défini positif de R, ce qui justifie, pour AV la terminologie de laplacien discret sur Jy.

LeMME 3.1. - Pour tout N 2 1, pour toutt € [0, 1], pourtouts € Sy,ona:

logA < N(t) < logB, Arg < 1 N(t) < Bry, et0 < cN' < 1.

Preuvedu lemme3.1.~ Lentier N et'instant ¢ étant fixés, I'encadrement de u (¢)
énoncé est valable pour tout sommet s € By, donc pour tout sommet intérieur d’apres le
principe du maximum (version discréte). Lencadrement de rY (¢) en résulte par intégra-
tion. Lestimation des coefficients cﬁ;' provient du fait que, dans un triangle euclidien, le
rayon du cercle inscrit est inférieur a la moitié de la longueur de chacun des cotés.

LEMME 3.2. - Soitt € [0, 1]. Il existe une suite croissante d'entiers {Np, p €N} telle
que, pour touts € S,

i) u?’"(t) converge vers vs(t) € [log A,log B],
ii) rﬁv”(t) converge vers ps(t) € [Ars, Brgl,
iii) cﬁf’" converge vers ciy' €]0,1].

Preuve du lemme 3.2.- Fixons t € [0, 1]. La réunion des trois familles {uN (¢),s €
SvN > 1}, {rN(t),s € Sy,N > 1}, et {cﬁ:', s € Sy, N > 1} constitue une collec-
tion dénombrable de suites bornées. Le procédé diagonal d’extraction fournit une suite
croissante { Ny, p €N} assurant les convergences voulues. Le seul point qui reste a véri-
fier est la non-nullité de ¢ y;’. Pour cela, fixons s,s" € S, s ~ s’ et choisissons N assez
grand (> Np) pour que set s’ € Sy. Notons s, et s, les sommets des deux triangles de
ayant s et s’ comme sommets en commun. D’aprés le lemme 3.1, il existe deux réels « et
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B > 0 (dépendant de s et s') tels que les quatre rayons rY (¢), r¥ (¢), rf¥ (¢) et rf (¢) ap-
partiennent a [«, B], d’ol1 I'existence d'une constante y > 0 telle que, pour tout N > Np,
on ait cfs':’ > y.Onendéduitquec’ >y > 0.

Fin de la preuve du théoreme 2.1. - Fixons deux sommets s et § € S et montrons
r re . . . re 1 .N
que ; = . Le point de départ est la relation log 7+ = Jo us”(e)dt. Avec le lemme 3.2

et le théoréme de convergence dominée, il vient log * = fol vs(t)dt. Fixons t € [0,1].
La fonction s — v,(t) vérifie

Vs €S, (A“"v(t)) (s) = ZC:::'(US(L’) - vg(r)) = 0.
S~

Comme la marche aléatoire simple sur le 1-squelette ' de la triangulation J est récur-
rente, et compte tenu du iii) du lemme 3.2, il en est de méme pour la marche aléatoire
sur J' dont les probabilités de transition sont associées aux coefficients c:;;' (voir [D-
S] p.132-133). Il résulte alors de [Sp, §13-P1, p.133-134] que toute fonction bornée sur S
et harmonique pour A®* est constante, donc vs(t) = vg(t) pour tout ¢, d’ol I'égalité
annoncée.

4. Bibliographie

[CV] CouiN DE VERDIERE Y. - Un principe variationnel pour les empilements de cercles, Invent. Math. 104 (1991),
655-669.

[Cn-R] CarraHAN K., RoODIN B. - Circle packings immersions form regularly exhaustible surfaces, Complex Va-
riables 21 (1993), 171-177.

[CV-M] CouiN DE VERDIERE Y., MATHEUS F — Empilements de cercles et approximations conformes, Actes de la
Table Ronde de Géométrie Riemannienne en I'honneur de Marcel Berger, Arthur L. Besse (éditeur),
Collection SMF Séminaires et Congrés (n?1) (1996), 253-272.

[D-S] DoviE P-G., SNELL J.-L. - Random walks and electrical networks, The carus Math. Monographs, Math.
Assoc. America, 1984.

[D1] Dusgjko T. - Approximations of analytic functions with prescribed boundary conditions by circle packing
maps, Discrete and Computational Geometry 17 (1997), 67-77.

[D2] Dusgjko T. - Recurrent random walks, Liouville's theorem and circle packings, Math. Proc. Camb. Phil.
Soc. 121 (1997), 531-546.

[He] HE Z.X. - An estimate for hexagonal circle packings, J. of Differ. Geom. 33 (1991), 395-412.

[He-R] HE Z X, Ropin B. - Convergence of circle packings of finite valence to Riemann mapping, Communica-
tions in Analysis and Geometry 1 (n°1) (1993), 31-41.

[He-Sc] HEe ZX., ScHramM O. - On the convergence of circle packings to the Riemann map, Invent. Math. 125
(1996), 285-305.

[M1] MarnEus E - Rigidité des empilements infinis immergés proprement dans le plan et dans le disque, Sémi-
naire de théorie spectrale et géométrie, Grenoble (1993-1994), 69-85.



58 FE MATHEUS

[M2] Marntius E — Empilements de cercles et représentations conformes : une nouvelle preuve du théoreme de
Rodin-Sullivan, LEnseignement Mathématique 42 (n°1-2) (1996), 125-152.

[M3] MarHEUs F ~ Empilements de cercles et discrétisation quasi-conforme: comportement asymptotique des
rayons, Prépublication n°197 de I'Ecole Normale Supérieure de Lyon (octobre 1996).

[R-S} RoDIN B., SULLIVAN D. — The convergence of circle packings to the Riemann mapping, ]. of Diff. Geom. 26
(1987), 349-360.

[Sc] ScuramMm O. - Rigidity of infinite (circle) packings, Journal of the A.M.S. 4 (n°1) (1991), 127-149.

[Sp} SpitzER F - Principles of random walks, Graduate texts in Math., Springer Verlag, New York, Heidelberg,
Berlin, 1976.

[St1) STEPHENSON K. - Circle packings in the approximation of conformal mappings, Bull. Amer. Math. Soc. 23
(n°2) (oct. 90), 407-415 (Research Announcements).

[St2] STeEPHENSON K. — A probabilistic proof of Thurston's conjecture on circle packings, Preprint, University of
Tennessee, Knoxville (1993).

[Tx] TrovaNov M. - Les surfaces euclidiennes a singularités coniques, LEnseignement Mathématique 32 (1986),
79-94.

Frédéric MATHEUS

Université de Bretagne-Sud
Laboratoire de Mathématiques

et d'Applications des Mathématiques
1 ruedelaLoi

F-56000 VANNES (France)

e-mail : Frederic.Matheus@univ-ubs.fr



