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1. Introduction

Les empilements de cercles constituent depuis une douzaine d'années un sujet
florissant. Ils ont suscite d'abondantes recherches, essentiellement orientées dans deux
directions : la discrétisation d'applications conformes (voir [R-S], [Stl], [St2], [He-R], [He-
Sc], [CV-M], [M2], [Dl]) et des questions de rigidité (voir [R-S], [Sc], [He], [Ml], [D2]).

Parmi ces travaux, les méthodes d'homotopie se sont révélé être un outil effi-
cace pour traiter notamment des questions d'approximation. Récemment, elles ont par
exemple permis, dans le cadre du schéma de discrétisation de fonctions holomorphes
développé dans [CV-M], de donner un développement asymptotique à deux termes des
rayons des cercles des empilements images avec majoration de l'erreur (voir[M3]).

Initié dans [St] et [CV-M], puis réappliqué dans [M2], [M3] et [D2], le principe est
le suivant : il s'agit de construire des déformations continues d'empilements de cercles
finis telles que la dérivée (par rapport au paramètre de déformation) des rayons des
cercles, exprimés dans des coordonnées convenables, satisfasse une version discrète
d'un problème de Dirichlet. Cette propriété essentielle permet de contrôler les rayons
des cercles tout au long de la déformation de l'empilement. Les variantes de ce prin-
cipe proviennent du fait que l'on peut déformer des empilements plats ou coniques, et
constitués de cercles euclidiens ou hyperboliques.

L'objet de ce texte est de présenter un résultat, dû à Tomasz Dubejko, qui consti-
tue un "théorème de Liouville" pour les empilements de cercles (voir [D2]). Je trouve
ce résultat intéressant pour au moins deux raisons. Tout d'abord, c'est, à ma connais-
sance, le seul énoncé de rigidité que l'on ait pu obtenir à l'aide de méthodes d'homoto-
pie. L'autre raison est qu'il apporte une information sur les empilements de cercles infi-
nis immergés à combinatoire hexagonale, sujet sur lequel on sait encore peu de choses
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(voir[Cn-R]et[Ml]§ÏI).

La section suivante contient de brefs rappels sur les empilements infinis immer-
gés, suivis de l'énoncé du théorème de Dubejko, et se termine par le cas des empile-
ments infinis à combinatoire hexagonale, qui offre en outre un contre-exemple lorsque
l'hypothèse de bornitude sur les rayons n'est plus vérifiée. La section 3 est, quant à elle,
consacrée à la preuve du théorème.

2. Rappels sur les empilements de cercles immergés

Pour cette section, voir [Ml] §11. Soit £T une triangulation du plan et S l'ensemble
des sommets de ff. Soit r = (r$)seS ^ (R*)5. On munit chaque triangle de & de la
métrique euclidienne gr qui au côté 55' affecte la longueur rs + /y. On obtient ainsi une
variété riemannienne plate à singularités coniques, notée £Tr (voir [Tr]). Soit 5 un som-
met d'un triangle T de 9". Si <x(s, T) désigne l'angle en s dans le triangle T et si s est un
sommet intérieur, alors la courbure en 5 est :

Ks(r) = 2rr -
seT

La famille de cercles ê = {Q, 5 e S}, où Cs est le cercle de &r de centre s, de
rayon rst possède la propriété suivante : les cercles Q et Cs* sont tangents si et seulement
si l'arête 55' appartient au 1-squelette &l de la triangulation &.

Si, pour tout sommet intérieur 5, on a Ks{r) = 0, alors la variété £Tr est immergée
isométriquement dans R2 (mais non plongée a priori). On dit alors que ë est un empile-
ment de cercles immergé de combinatoire S1.

Le théorème que nous nous proposons de démontrer est le suivant (voir [D2],
corollaire 3.2) :

THÉORÈME 2.1. - Soit £T une triangulation du plan telle que la marche aléatoire
simple sur son 1 -squelette S1 soit récurrente. Soient é = (Cs, s G SI et S' = {C's, s e S}
deux empilements de cercles de combinatoire &1, immergés dans le plan euclidien, et r et
r : S — R* les fonctions des rayons associées. On suppose qu'il existe A etB > 0 tels que

V s € S, 0 < A ^ ^ ^ B. (*)
rs

Alors la fonction s —> -j£ est constante, de sorte que les empilements é et ê' sont
semblables.

Les empilements de type exponentiel (voir [CV-M) §111) fournissent un contre-
exemple lorsque l'hypothèse (*) de comparaison des rayons n'est plus vérifiée. Rappe-
lons qu'ils constituent une famille à deux paramètres {ê (a, b), {a, b) e (R* )2} d'empile-
ments immergés non plongés (sauf si a - b= 1 ) dont voici la description : £T est la tri-
angulation équilatérale du plan euclidien dont l'ensemble des sommets est S
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et la fonction des rayons r : S — R* de l'empilement S (a, b) est donnée par

r(s) = axl? où s = JC+ iy .

Il s'agit ainsi d'une famille de déformations non triviales de l'empilement hexa-
gonal régulier S(l, 1). Par ailleurs, la marche aléatoire sur 3~y est récurrente (voir [D-S]
p.136-138).

Dans l'énoncé du théorème 2.1, la récurrence du graphe &l est une hypothèse
nécessaire. Considérons par exemple la triangulation & du disque de Poincaré Dhyp par
des triangles hyperboliques équilatéraux d'angle 3p. Chaque sommet de & est de va-
lence 7, et toutes les arêtes de & ont la même longueur hyperbolique notée 2R. Le 1-
squelette de cette triangulation est un graphe transient, car on peut y plonger un arbre
homogène de valence 3. Soit S l'empilement constitué de cercles hyperboliques de rayon
R et centrés aux sommets de & (voir la fig.2 p.80 de [Ml]). Notons r la fonction des rayons
euclidiens de 6. Soit q? une homographie du plan dont le pôle n'est pas dans Dhyp* et
considérons l'empilement S' = q>(ê) : la fonction des rayons (euclidiens) r de ê' véri-
fie l'hypothèse de bornitude (*) du théorème, et pourtant ê' n'est pas semblable à ê.

3. Démonstration du théorème

Soient r et r : S —* R* deux fonctions définissant des variétés riemanniennes
plates &T et &T> sans singularités coniques, de sorte que les empilements ê et ê' associés
soient immergés dans le plan euclidien. On suppose que l'hypothèse (*) de bornitude de
la fonction y est vérifiée.

Fixons un sommet o dans S. Pour N entier > 1, notons S^ les sommets de &
situés à distance combinatoire < N de o et ^ la sous-triangulation de & constituées des
triangles dont tous les sommets sont dans S^. C'est une triangulation finie d'un disque
topologique, dont l'ensemble des sommets intérieurs (resp. du bord) est noté fa (resp.
BN). Enfin, S^ (resp. ê'N) désigne l'ensemble des cercles de é (resp. S') dont les centres
5 appartiennent à S^.

Fixons N ^ 1. Exactement comme dans [CV-M], on réalise l'empilement S*N
comme le temps 1 d'une déformation {S^it)}f€[o(i] de l'empilement SN- Précisément,
pour t € [0,1], êpj(t) est l'empilement immergé de combinatoire &N - unique à isomé-
trie près - tel que

VseBN, logrf(r) = ( l - r ) l o g r 5 + flog/^

(l'existence et l'unicité de é^it) proviennent du §4 de [CV]).

Posons «f (t) - log r^(r). À chaque instant t € [0,1], le vecteur ùN(t) -
{«^(OheSjv constitué des dérivées logarithmiques des rayons des cercles de l'empile-
ment SN ( t ) est solution d'un problème de Dirichlet discret sur &N de la forme :

iif = log ̂  pour tout s e
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La première équation est obtenue en dérivant par rapport à f la courbure KUN([) {S)

- nulle ! - en chaque sommet intérieur s. L'opérateur ANit est une application affine de
RIN dans lui-même, qui, à toute fonction <p : fa — R prolongée par log j sur B^ associe
la fonction ANit qp définie par :

Vs G fa, AN'*q>(s) = cscp(s) - ]Pcss'<p(s')

(on note s' -~ s pour "s' voisin de s"). Les coefficients cs = cf'r et c$5' = c ;̂f dépendent
de N et t. Si p^(t) et p^U) désignent les rayons des cercles inscrits dans les deux tri-
angles de 3TN ayant l'arête ss en commun, alors on a :

P?{t) + pf (t)
r?(t) + r$(t)

de sorte que l'application linéaire associée à AN>t est un endomorphisme symétrique
défini positif de RIN , ce qui justifie, pour ANtt la terminologie de laplacien discret sur éTN.

LEMME 3.1. -Pour tout N ^ 1, pour tout t G [0,1], pour tout s G SNtona:

$ ù™{t) < logB, Ars ^ rf(f) ^ Brs, et 0 < c^/ ^ 1.

Preuve du lemme 3. l.~ L'entier N et l'instant r étant fixés, l'encadrement de ù^(t)
énoncé est valable pour tout sommet 5 € B^, donc pour tout sommet intérieur d'après le
principe du maximum (version discrète). L'encadrement de r^ ( t ) en résulte par intégra-
tion. L'estimation des coefficients c^/ provient du fait que, dans un triangle euclidien, le
rayon du cercle inscrit est inférieur à la moitié de la longueur de chacun des côtés.

LEMME 3.2. - Soit t e [0,1]. Il existe une suite croissante d'entiers {Np, p GN} telle
que, pour tout s e S,

i) ùs
p(t) converge vers vs(t) € [logAlogB],

H) rs
 p(t) converge versps(t) € [Ars,Brs],

iii) css
p' converge vers c™/ e]0,1].

Preuve du lemme 3.2. - Fixons t € [0,1 ]. La réunion des trois familles |uf(r),5G
SN,N ^ 1}, {r?(t),s e SN,N ^ 1}, et {c?/,s G SN,N ^ 1} constitue une collec-
tion dénombrable de suites bornées. Le procédé diagonal d'extraction fournit une suite
croissante {Np, p eN} assurant les convergences voulues. Le seul point qui reste à véri-
fier est la non-nullité de c°V. Pour cela, fixons s, s' G S, s - 5' et choisissons N assez
grand (^ No) pour que s et s' G Spj. Notons s\ et 52 les sommets des deux triangles de &
ayant 5 et 5' comme sommets en commun. D'après le lemme 3.1, il existe deux réels ex et
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& > 0 (dépendant de 5 et 5') tels que les quatre rayons jf (t), r$(t), r£(t) et r£(t) ap-
partiennent à [a, /?], d'où l'existence d'une constante y > 0 telle que, pour tout TV > No,
on ait c^/ ^ y. On en déduit que c~;f ^ y > 0.

Fin de la preuve du théorème 2.1.- Fixons deux sommets s et ? e S et montrons
T' r'~ r' 1 N

que ^ = -£. Le point de départ est la relation log f = JQ ùs
 p(t)dt. Avec le lemme 3.2

et le théorème de convergence dominée, il vient log £ = f* vs(t)dt. Fixons t e [0,1].
La fonction s —* vs(t) vérifie

VseS, (A°°'fi/(r)) (5) = J 3 c « ; f ( ^ ( f ) ~ ^ ' ( f ) ) = °-
S ' - 5

Comme la marche aléatoire simple sur le 1-squelette ëïx de la triangulation & est récur-
rente, et compte tenu du iiî) du lemme 3.2, il en est de même pour la marche aléatoire
sur &l dont les probabilités de transition sont associées aux coefficients c~;f (voir [D-
S] p.132-133). Il résulte alors de [Sp, §13-P1, p.133-134] que toute fonction bornée sur S
et harmonique pour A00'1 est constante, donc vs(t) = v?(t) pour tout t, d'où l'égalité
annoncée.
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