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LE FRONT D'ONDE EN GEOMETRIE
SOUS-RIEMANNIENNE: LE CAS MARTINET

Monique CHYBA

Abstract

Let U a neighborhood of the origin in R3 and A a distribution generated by the

two following vector fields F = (1 + ey)‘% + ; ’a%' = ai' € € R. Let’s consider the
local sub-Riemannian problem given by (U, A), the metric being defined by taking
A and F, orthonormal. Our goal is the construction of the intersection of the wave
front of small radius W (0, r) with the Martinet plane {y = 0}. We complete the work

done in (3] by generalizing the study of the return mapping R, ton > 2.

Résumé

Soient U un voisinage de 'origine dans R3 et A la distribution engendrée par les
deux champs de vecteurs F = (1 + sy)% + Xzf a_az, k= %. £ € R. Considérons le pro-
bleme sous-riemannien local posé par (U, &), la métrique étant définie en prenant
R et F, orthonormés. Notre but est de construire l'intersection du front d’'onde de
petit rayon W (0, r) avec la surface de Martinet {y = 0}. Nous complétons le travail
mené dans [3] en généralisant pour n > 2 I'étude de I'application retour R,.

1. Introduction

Notre objectif est d’étudier la structure sous-riemannienne (U, A, g) ou1 U est un
ouvert de R® contenant 0 et supposé suffisamment petit, A est la distribution engendrée

par
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les deux champs de vecteurs R, F étant supposés orthonormés. Cette situation est une
perturbation du cas Martinet plat étudié dans [1]. Hormis une étude approfondie du cas
plat, les auteurs calculent également une forme normale graduée pour le probléme sous-
riemannien défini dans un voisinage de I'origine de R? par la distribution de type Marti-

netkerw ot w = dz - %zdx, la métrique étant de la forme g = a(q)dx? + 2b(g)dxdy +
c(g)dy?*, g = (x,y,z). Ils montrent que 'on peut supposer g comme somme de carrés:
g = a(q)dx’ + c(q)dy?, a(q) = 1+ yF(q), ¢(g) = 1+ G(q), .., = 0. En attribuant
le poids 1 aux variables x, y et 3 a z on obtient une forme normale graduée dont le terme
d’ordre -1 est donné par le cas plat: g = dx? + d)? et le terme d’ordre 0 dépend de trois
parametres: g = (1+ay)dx’+(1+Bx+yy)dy?. Lexistence de géodésiques anormales mi-
nimisantes pour des distributions de type Martinet rend I'étude de ces structures sous-
riemanniennes importante (voir Agrachev et al. pour I'étude des structures de contact,
[2]). La perturbation considérée ici correspond a I'étude du parameétre o dans la forme
normale graduée d'ordre 0. Ce travail est un complément a I'article {3] o Bonnard et
al. étudient la stabilité de certaines propriétés du cas plat, notamment la rigidité des
géodésiques anormales, les singularités de la sphére S(0, r) et la nature du front d’onde.
D’une part nous développons et généralisons les calculs concernant l'intersection du
front d’'onde W (0, r) de petit rayon avec la surface de Martinet {y = 0}, d’autre part
nous étudions le type de courbes décrites par les géodésiques en fonction des valeurs
initiales de I'application exponentielle. Dans le cas qui nous intéresse les géodésiques
sont intégrables, leur paramétrisation faisant intervenir les fonctions elliptiques de pre-
miéres et secondes espéces. Les formules sont complexes et nous donnons les détails de
calcul qui ont été omis dans [3].

1.1. Définitions

Nous ne donnons ici que les définitions nécessaires aux calculs effectués dans ce
travail, pour plus de détails le lecteur se reportera aux références situées a la fin de ce
texte.

Soient R, F, définis par (1) et supposés orthonormés. Une courbe admissible est une
courbe absolument continue g : [0, T} — R? telle que pour presque tout ¢ € [0, T] on
ait §(tr) € Ag), A étant la distribution engendrée par R et K. Une courbe admissible g
est donc solution presque partout du systeme différentiel suivant:

q(t) = uy ()R (q(1)) + ux(t) K (q(1)) (2)

ol u: [0, T] — R?\{0}, u(t) = (u3(¢), up(t)) est une fonction mesurable et bornée ap-
pelée le contréle. Une courbe minimisante est une courbe admissible minimisant la lon-
gueur. Il est bien connu que les géodésiques du probléeme de minimiser la longueur pa-
ramétrisées proportionnellement a la longueur d’arc sont aussi les géodésiques pour le
probléme de minimisation de I'énergie avec intervalle de temps fixé. Il en suit d’apres le
principe du maximum {5}, que les courbes minimisantes se relévent sur I'espace cotan-
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gent T*U comme les solutions (g, p) d'un systéme hamiltonien contraint donné par:

dq(t) ©oH dp(t) oH
= - » ) » = —-— ’ » 3
i ap(q(t) p(t), u(t)) ar aq(q(t) p(t), u(t)) 3
oH
~ » ’ = 4
n (q(t), p(t), u(t)) =0 4)

ou H(q, pu) = Zf,l(p,l-‘,-(q))u,- —u(d+ ), p= %,0. Les géodésiques sont les pro-
jections ¢ — g(t) des solutions de ce systeme hamiltonien contraint. Il y a deux types
de géodésiques. Les géodésiques normales correspondant a 4 = 0 et les géodésiques
anormales qui ne dépendent que de la distribution et que I'on obtient en posant u = 0
dans les équations ci-dessus. Il faut noter qu'une géodésique peut-étre a la fois normale
et anormale. Lorsqu’il n'existe pas de relevement normal, on parle alors de géodésique
strictement anormale. On vérifie aisément que pour la perturbation considérée ici les
géodésiques anormales sont contenues danslesplansy =0ety = -% pour ¢ = 0.

Nous restreignons notre étude sous-riemannienne au domaine U, définipar | ey |<
1, ol1 la métrique peut s’écrire sous la forme

1
=——di +
g (l+sy)2dx2 ay’

et ou les géodésiques anormales paramétrisées par longueur d’arc et issues de I'origine
sont les droites t ~ (+¢,0,0). La surface {y = 0} contenant les géodésiques anormales
est appelée la surface de Martinet.

1.2. Systéme hamiltonien décrivant les géodésiques normales

Un calcul facile montre que I'hamiltonien correspondant aux géodésiques norma-
les pour notre perturbation est donné par

Hp = %[((l+sy)px+ pz-};—2)2+ p§] = -;-(P12+P22)

ou B =(1+ey)pe+ pzé,}k = py. Les géodésiques normales sont donc solutions des
équations suivantes

i=(1+¢y)F px=0
y=py py=—(epx+ p:y)F (5)
z'=—J;F p:=0

olt p = (px, py, p;) estle vecteur adjointet F = [p,(l +¢&y) + pzé].

REMARQUE 1.1. — Le systéme hamiltonien (5) posséde deux coordonnées cycliques
et est donc intégrable. Par ailleurs il est important de noter que lorsque € * 0 les géodé-
siques anormales sont strictement anormales contrairement a la situation £ = 0. L'étude
de cette perturbation est donc importante.
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Nous supposerons dans la suite les géodésiques paramétrisées par longueur d’arc
et issues de I'origine. Les relevements (g, p) solutions de (5) sont alors contenus dans
H, = 3(P} + P}) = 1. Soient (p,A) € ' x R définis par les relations suivantes:

R(0) = py =sinp, B(0)= p,(0)=cosp, A= p,.

En adjoignant al'équation (5) larelation & = 0, on peut remarquer que ces équations
sont laissées invariantes par les transformations

S :(x, 5,2, px, Py, P2, E) = (=X, ¥, ~2, = Px, Py, ~ Pz, E),

S2 : (X, .2, px; Py, Pz: &) — (X, =Y. 2, Px,— Py, Pz, —€).

Nous pouvons donc supposer dans la suite A>0ets <O0.

REMARQUE 1.2. — Nous limiterons notre étude sous-riemannienne au domaine U.
Toutefois, les géodésiques du probléeme sont des trajectoires complétes, i.e définies pour
tout ¢ € R, et ne sont pas forcément entiérement contenues dans U. Nous ne tiendrons
pas compte de la contrainte |ey| < 1 pour I'étude des géodésiques, notamment lors de
leur classification.

1.3. Application exponentielle et Front d’onde

D’apreés le principe du maximum, une géodésique normale issue de }origine est
entierement déterminée par la donnée d’un vecteur cotangent p(0) € T;*U. On dénote
par exp l'application exponentielle qui est définie par:

exp, : (p(0),1) — q(t,0, p(0)).

Rappelons que dans le cas présent se donner un vecteur cotangent p(0) équivaut a la
donnée d’'un angle @ et de A € R. Le domaine de I'application exponentielle est donc
C x R ol C est le cylindre défini par (@, A). Ce domaine est non compact.

Le front d'onde de rayon r est 'ensemble W (0, r) des points atteints par les géo-
désiques de longueur r et issues de 1'origine. Dans ce travail nous supposerons r suffi-
samment petit pour qu'il existe une courbe minimisante joignant 0 et tout point a une
distance r del'origine. Le front d’'onde W (0, r) est'image par I'application exponentielle
du cylindre C lorsque le temps ¢ est fixé et égal a r a laquelle il faut ajouter les points at-
teints par les géodésiques anormales de longueur r.

1.4. Application retour

Soit g(t, @, A) la géodésique normale associée a p(0) = (sin @, cos @, A). On définit
par R, 'application dont le domaine est un sous-ensemble de S! x R* et qui associe a
(@, A) la n-ieme intersection de g(t, @, A) avec la surface de Martinet :

Rn(@,A) = (Xp, Z,) € R
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ol g(t,(@,A), @, A) = (X,,0,Z,), t,(@,A) étant le n-ieme temps d'intersection non nul
de g avec {y = 0}. Lintersection du front d’'onde avec la surface de Martinet est I'en-
semble des points appartenant a I'image de R, pour n 2> 1 ettel que £,(@,A) = 1.

Lorganisation de cet article est la suivante. Dans le paragraphe 2 on étudie tous
les types de géodésiques normales intervenant dans I'étude de notre perturbation. On
donne une paramétrisation compléte des géodésiques en fonction des valeurs initiales
(@, A) eton calcule leurs intersections avec la surface de Martinet {y = 0}. Le paragraphe
3 est consacré a I'étude de I'intersection du front d'onde W (0, r) de petit rayon avec la
surface de Martinet, pour ceci on utilise les résuitats obtenus dans le paragraphe 2.

2. Etude des géodésiques normales

D’apreés les symétries du probléme nous pouvons supposer p, = A > 0 dans les
formules (5). Dans le paragraphe 2.1 nous étudions les géodésiques associées a A = 0,
celles correspondant aA > 0 font I'objet du paragraphe 2.2.

2.1. Géodésiques normales correspondanta A = 0
2.1.1. Paramétrisation des géodésiques.
D’apreés (5), lorsque A = p, = 0 on a le systéme linéaire
7 = —gsin? @(1 + €y), y(0) =0, y(0) = cos @. (6)

Si sin @ = 0, on obtient les droites ¢t — (0, =¢,0).

Soit sin @ = 0. Si on pose B := & sin @ la solution de (6) est de la forme
1
y(t) = Acos(y + Bt) - 7

les constantes A et ¢ étant déterminées par les conditions initiales :

1

@ = — arctan(cot @) €] - .
Ecosy

gE

m
» - vA=
2[

Onadonc

1 1
t) = cos(yp + Bt) — —.
y(® gcos Y (w+ 50 £
La variable x est obtenue en intégrant 'équation x = sin @(1 + £y)?, c’est-a-dire

t t
x(t)=sinpt +25/ y(s)ds + EB/ yz(s)ds.
0 0
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Sachant que

t 1 w+Bt ¢
/ y(s)ds = ——————/ cosudu- -,
0 Becosy J, 3

t 1 Y+t 2 w+Bt t
/ yz(s)ds=—2/ coszudu————/ cosudu+—
0 Be?cos?y J,, Betcosy J,, 3

et
2 1 . ) )
cos udu=§(u+smucosu), sin(2u) = 2sinucos u (7)

on obtient

1 : .
X0 = gy [281 + sin2(y + B1)) - sin(2y) .

D’apreés (5), la dérivée de z satisfait 2 = sin (1 + sy)%. Comme

14 l 14 3 t
3 - 3 _ 2
/o y(s)ds = BE3COS3W/0 cos” udu Bs3coszw/; cos“u du

3 t 1
+m/ cosudu—g,
0

1 w+Bt 1 w+Bt
z(t)=————-—/ cos3udu—-—2——/ cos® udu
263 cos?y J,, ecos?y J,

ona

1 y+pt
+"'3'_T_/ cosu du.
2e°costy J,,

La paramétrisation de z se déduit alors des formules (7) et de la relation

sin® u

/cosaudu=sinu—

PROPOSITION 2.1. — Les géodésiques normales paramétrisées par longueur d'arc par-
tant de l'origine et correspondant a A = 0 sont données par

1 _ .
x(t) = yPPevCT [23: +sin(2(y + Bt)) - sm(2w)]

1 1
)= + t) — —
y(t) 7 cos cos(y + Bt) p

1 128t . 9sin(y + Bt)
t) = - +12s + Bt) + —
2() 24s3cosw[ cos in(y + A1) cos?
_Gsin(Z(w + Bt)) + sin(3(y + Bt)) —12siny - 9siny + 6sin(2y) _ sin(3w)]
cos Y cos? @ cos? ¢ cos Y cos? @
poursin@ # 0, oit B = £sin @ et ¢ = — arctan(cot @) €] — 7, J[. Sisin @ = 0 ce sont les

droitest — (0, xt,0).
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2.1.2. Intersection des géodésiques avec {y = 0}.

Notons que les géodésiques associées a @ = 0 ou @ = 7 sont les droites ¢t ~—
(0, £¢,0) et n'intersectent pas la surface de Martinet pour ¢ > 0.

Soit sin @ = 0. La symétrie S : (x,y,z) — (-x,y,—z) correspondant 2 la transfor-
mation ¢ — —@, A — —A permet de supposer @ €]0, r[.

PROPOSITION 2.2. — Soit q la géodésique normale associée a @ €10, m[ etA = 0. La
n—ieme intersection de q avec le plan de Martinet {y = 0} est donnée par:

s nimpairn=2p+1:

2(y+mP)
tpe(@,0) = —— 22T
B
Xop+1 = 1 [2(w+rrP) +sin(2w)]
2ecos? @
1 . 9siny 6sin(2y) sin(3y)
Zopry = +7P) - 12 - + -
2rtl T 1263 cosw[cosw(w nP) siny cos? @ cosy cos? g ]
ouP=p+1sip€lo,3]etP=psipely,n|.
s npairn=2p:
21
Lp(p,0) = _Tp
mp mp
Xo,= - ) Zoy =
Zp gcos? g -3 cos

Démonstration. — Pour @ €]0,7[,ona B < 0.Si ¢ €]0, 3] la constante ¢ ap-
partient a l'intervalle ] — 7, 0] et al'intervalle 10, 5[ si @ €]7, (. Le reste découle de la
périodicité du cosinus et de la proposition 2.1.

Soit Ao défini comme étant I'image par I'application R; de I'’ensemble {(@,0); @ €
$'\{0, 7} }. Rappelons que I'application R; est définie par

R] H (¢1A) lond (x(tl((p;A), ¢IA)I Z(t] (‘pnA)r wlA)) = (X],Zl) € Rz

ou 1 (@, A) est le premier temps d’intersection non nul de g(t) = (x(z), y(z), z(t)) avec
{y = 0}. Lensemble A, est constitué de quatre composantes connexes et est paramétrisé
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par la proposition 2.2 en posant n = 1.1l est représenté en figure 1.

@€ J0.-n2]

@€ 2]

@ € |n3n2|
@ € 1002

figure 1

REMARQUE 2.1. — Pour r suffisamment petit, seules les intersections (Xj, Z;) des
géodésiques associées a @ e]-'%, 37"[\{Tr} vont intervenir dans I'étude de l'intersection
du front d’onde W (0, r) avec la surface de Martinet. Elles appartiennent aux courbes de

la figure 1 ramifiées & I'origine. En effet, dans les autres cas, on a t;(@,0) > TT:LI

2.1.3. Classification des géodésiques en fonction du parameétre @.

La variable y étant, pour sin @ = 0, la translation d'une homothétie de la fonction

cosinus, elle suit un mouvement périodique de période 2 et d’amplitude ——. On peut
P q P p Zcos g P

remarquer que |gy| = | S0 _ 1) o

cosy

sign(sin@)§ - ¢

B

Les géodésiques associées a A = 0 ne sont donc pas entierement contenues dans U. De
plus, la dérivée de x s’annule en t,, + nm, n € Z. Ce sont les seuls zéros de . En figure 2,
nous avons représenté la projection sur le plan (x, y) d'une géodésique correspondant a
A = 0,sin @ = 0. Si sin @ = 0 on obtient les droites x(z) = %1,y = 0.

V @ €]0,2mr[\{m}, |y(tp)el = 1 pour i, =

figure 2
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REMARQUE 2.2. — Lors de I'étude du cas plat dans [1] il est montré que dans ce cas
la projection sur le plan (x, y) des géodésiques correspondant 2 A = 0 est une droite
quelque soit I'angle @. Les géodésiques étaient alors globalement minimisantes et n'in-
tersectaient pas la surface de Martinet {y = 0}.

2.2. Géodésiques normales correspondanta A > 0.

Les géodésiques normales paramétrisées par longueur d’arc sont contenues dans le
niveau d’énergie H, = % D’apres les formules (5) ceci est équivalent a I'équation carac-
téristique

V' +P(y) =1, y(0)=0. (8)
Soit A > O etsoient k > 0,k” € R définis par
€2 sin @? esin @
2k =1 -si + ———, 2k = 1+si —— 9
sing oy sing oA 9)

Avec le changement de variable n = 3 (yvA + £222) I'équation (8) prend la forme
':’2
< = A= 0K +kn?) (10)

ol par définition, k% + k" = 1 et n(0) = $322.

Pour I'analyse des géodésiques, il faut distinguer les trois situations suivantes:

1. CasA: k" >0
2. CasB: k" <0
3. CasC: k" =0.

De plus, pour chacun des trois cas nous allons devoir distinguer les géodésiques ascen-
dantes des géodésiques descendantes. Posons

- { signe y(0) si y(0) + 0
signe y(0) si y(0) =0

Observons que y(0) et y(0) ne peuvent pas s’annuler en méme temps. En effet, pour
T

£ < 0,0onay(0) = B et j(0) = —£P?(0). Donc pour @ €] — 3.2lonaoc=+leto=-1

m 3n

sip €], [.Lorsque @ € {—F, 7} ete < 0,0onao = +1 et y garde un signe constant
le long de la trajectoire.

La remarque générale suivante est immédiate.

REMARQUE 2.3. — La propriété suivante des géodésiques normales est une consé-
quence directe de la forme du potentiel B: B (y) = sin@(1 + &y) + A%. Soit g(t, @, A)
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une géodésique normale. Si (sing,A) = (0,0) et k"' = 0, alors y s'annule exactement
une fois entre deux intersections de g avec la surface de Martinet. Si k' = 0, y s’annule
au plus une fois le long de la géodésique. Pour (sin @, A) = (0,0),onay = +1. Nous pou-
vons par ailleurs noter que la dérivée de x s’annule aux points frontiéres de U: ey = —1.

2.2.1. Ftude du cas A.

Lorsque k" > 0,0na0 < k%, k" < 1 et I'équation caractéristique (10) est directe-
ment sous forme normale pour les intégrales elliptiques de premiére espéce, voir le livre
de Lawden par exemple [4].

PROPOSITION 2.3. — Les géodésiques normales paramétrisées par longueur d'arc par-
tant de l'origine et correspondant aA > 0, k' > 0 sont données par

£sing 2¢k

2
x(0) = [~ + T2 (E(w) - E@) ] - —=—) - 0= (snu dnu - sn¢p dng)
2k i
¥ = o Zzen(u) - “‘;""
_ /l+sing 2€sin’@,  2sing  2esing
a0 =t(—0— - =)+ il (= - 1)(Ew - E)
. 2
+0M(snu dnu 4k - sn¢ cng dne)

A2
oi¢u=¢+t\/_et¢estdeﬁmpar4> Tisioc <0,¢ =2K-Tysioc > 0Oet
T = fn( 0 —/Wﬁ Les fonctions cn,sn et dn sont les fonctions de Jacobi et K est
l'intégrale elllptzque complete de premiére espéce.

Démonstration. — Les calculs concernant cette paramétrisation sont entiérement
déraillés dans [3]). Nous ne les reprendrons pas ici.

2.2.2, Intersection des géodésiques avec {y = 0}.

in2
Lorsque @ = -J,onak” ‘—252‘—’;‘2 < 0 et I'on se trouve dans le cas B ou C. Soit

m 3m
donc o €] - 7,50

PROPOSITION 2.4. — Soit (@, A) telque k"’ > 0 et q la géodésique normale correspon-
dante. La n—ieme intersection de q avec le plan de Martinet {y = 0} est donnée par :

e nimpairn=2p+1:
(p+1)4K -2
fopn (@A) = =L — ¢

£sing )+ a%smﬁcmﬁ

(p+1)4K - 2¢
T .

—=((p+1E - E@)](1 -
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(p+ 1)4K—2¢(1+sin<p Zszsinch)

Zepn = A 3A 32
2si 282 si 4 k
J2NP 2P 1) a(p+ DE - 2E(@) - 020 PK 4 dngy
3A2 A A2
8k?
~—7sn¢ cn¢ dne
3Az
e npairn=2p:
paK
tZP(Q’»A)=W
4K 8pE e sing
Xop = [ \/_+—\/':]( - A )
p4K ;1 +sing 2¢2 sin? e/ 8psing 2e2sing
Zyp= - + -1)E
2p JX( 3A ) 373 (— )

Démonstration. — Pour u € [0,2K], les propriétés de périodicité suivantes sont
satisfaites pour la fonction cn:

cn(u) =cn(4K — u), cn(u) =cn(u+4K).

La preuve de la proposition découle immédiatement de ce résultat et de la proposition
2.3.Eneffet,ona ¢ € [0,2K] et y(z) ———=cn(¢+tf) gshe

2.2.3. Classification des géodésiques en fonction des parameétres @, A.

La variable y suit un mouvement périodique de période 4K et d’amplitude % Les
figures 3-9 décrivent les différents types de courbes correspondant a la projection dans
le plan (x,y) des géodésiques du cas A en fonction des parameétres @, A. Sising > 0,
on est dans la situation des figures 3 et 4. Soit sin@ < 0. Pour @ fixé, la forme de la
courbe se modifie suivant les figures 5-9 en fonction de la valeur du parametre A. La
figure 8 réalise la transition entre les courbes 7 et 9, elle correspond aux valeurs de @ et
A satisfaisant I'égalité 2E = K ou K et E sont respectivement les intégrales elliptiques
completes de premiére et seconde espéce. Cette condition provient de x(‘”‘ ) 0 ou

est le deuxiéme temps d’intersection de la géodésique avec la surface de Martinet.
Les géodésiques associées aux figures 5-7 sont caractérisées par la condition 2E > K et
celles ala figure 9 par 2E < K.

TR
| BEEN
Y Uy

figure 3 figure 4
@ €10, [ =01
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ale AN 28

U oY UL

figure 5 figure 6 figure 7
—/
figure 8 figure 9
REMARQUE 2.4. — Lorsque k' > 0, la dérivée de x ne s’annule pas uniquement aux
points frontiéres de U : ey = -1, mais également aux points y* ol le potentiel A(y)

s'annule. Ces points sont donnés par

. esin® \/sinchsz—ZAsinqp
yETTRO® Y

etsatisfont y* < y;,y- < y~ ol y. sont les valeurs maximales et minimales de la courbe
t — y(t) (voir [3] pour une étude détaillée de y. ).

2.2.4. Etude du cas B.

Afin de pouvoir exprimer 'équation caractéristique (8) associée a k' < 0 sous
forme normale pour les intégrales elliptiques de premiére espéce avec des modules com-
pris entre 0 et 1, nous devons introduire de nouveaux paramétres. Soit k' > 0 défini par
k%= —“'“.Commel > k? > Oet—%— =1- %,onak? < 1.Onintroduit0 < £ < 1
par la relation K2 + k2 = 1. L'équation caractéristique peut alors s’écrire

-2
n 2y(,.2 2

—-—=Q1- (n“ -k 11
A n°)(n ) (11)
et étre intégrée de maniére analogue au cas A. Le lecteur doit cependant étre attentif au
fait que dans la paramétrisation du cas B le module des fonctions de Jacobi est k et non
pas k. Notons que si sin@ = 0,on a k" > 0, donc p = —sign(sin @) est défini sans

ambiguité.
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PROPOSITION 2.5. — Les géodésiques normales paramétrisées par longueur d'arc par-
tant de l'origine et correspondant a A > 0, k"' < 0 sont données par
3e2sing  é&'sinl@. 2k sing

= i - + — - E - E
x(t) =tsing(l 7 + 222 ) JX“ A YE(u) (@)

2¢
+u7(snu cnu — sny cny)

Esing
t) = d - —
y(t) \/- n(u) X
1 5¢2sin3p  &lsint@
t)=t—(1-sin@+ -
z(1) 3A( sin® @ o 32 )
2sin @k ,2¢€%sin 2¢sin
+ f’ ( q)—l)(E(u)—E(w))—u (p(snucnu—smpcmp)
3A: A
4k
+— (snu cnu dnu - sny cny dny)
3Az
ot u = w-i-tk\/x ety estdéfinipary = Ty, siuyoc < 0,9 = -Tysiyoc > Oet

1
Tl f[n(O)l 'V;“ ,2)(,2 K'2)”

Démonstration. — Tous les détails se trouvent dans [3]. La seule difficulté tech-
nique réside dans le fait que contrairement au cas A o les seules racines de I'équation
caractéristique mise sous forme normale sont données par n = =*1, dans le cas B les
valeurs n = =K’ sont aussi des racines de (11). Ceci se traduit par la propriété de double-
ment de périodicité de la fonction dnu par rapportacnu:

dnu =dn(u+2K), cnu=cn(u+4K),cn(u+2K)=~cnu.

2.2.5. Intersection des géodésiques avec {y = 0}.
Sising =0,0onak” =1 > 0.Soitdonc @ €)0,2m[\{m}.

PROPOSITION 2.6. — Soit (,A) telque k" < 0 et q la géodésique normale correspon-
dante. La n~iéme intersection de q avec le plan de Martinet {y = 0} est donnée par:

enimpairn=2p+1:

2PK -2y
t: ’A = ———
2p+1(@,A) PV
X _2PK -2y sin (1 — 3¢2 smcp &* sin? <p)
2pl = TR Sne 27 222
4k e 4¢
+—(1- s)'\“"”)(PE E(w)>—u7snwcn¢p
2PK -2y 1 o2 5¢sinf@  &sino
Zpn == RSt et —— - —5—)
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2sin @k ,2¢% sin 4¢ sin 8k
+ ;p ( ?_ 1)(PE - E(p))+up > (psnw cny — —sny cny dny
3A2 A A 3A2
oitP=p+1siyoc <0etP=psiuyc > 0.
enpairn=2p:
2pK

Lp(@,A) = PN

2pK -2y 3e2sinp  efsinf@.  4pk esing
X2y = —— sin@(l — + + - E
20 = T A 4 22 w YA A
2pK ) 5¢2sin3@  elsin@  4psinpk 2e8sing
= —_—_(1-si + - + -1)E
2= ARG TSN 22 2 T (— )

Démonstration. — Pour yo > 0,onay € [-K,0[ ety €]0,K])sipuc < 0.La
démonstration est alors un corollaire de la proposition 2.5 et de la périodicité dudn:

dnu =dn(-u), dnu=dn(u+2K).

2.2.6. Classification des géodésiques en fonction des parametres @, A.

Dans ce cas, la coordonnée y suit un mouvement périodique de période 2K (k) et
d’amplitude £1<8) 11y a essentiellement deux types de trajectoires qui sont représentées
en figures 10 et 11. La transition entre ces deux types est illustrée par les dessins de la
figure 12. Remarquons que la trajectoire numéro 5 de la figure 12 posséde un cusp sur
le sommet de la boucle. Cela correspond au cas oii les dérivées de x et de y s’annulent
simultanément ce qui n'est possible que sur les points frontiéres de U.

! r L I p
i
"'.. " l'. i“l' i
/‘\/\J\ _/"J\

figure 10 figure 11

DN S U U
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figure 12

REMARQUE 2.5. — Comme pour les géodésiques du cas A, la dérivée de x s’annule
en méme temps que le potentiel.

2.2.7. Etudedu cas C.

Différentes techniques peuvent étre utilisées afin de calculer la paramétrisation des
géodésiques correspondant a k" = 0. On peut choisir d’'intégrer comme précédemment
I'équation caractéristique en utilisant la relation

1
cosh u’

(—d—-sechu)2 = (1 - sech®u)sech®u, sechu =
du

11 est cependant plus simple de faire tendre le parameétre k" vers 0 dans la paramétrisa-
tion du cas B et d'utiliser les propriétés suivantes:

l‘m} sn(u, k) = tanh u, l‘m} cnu, k) = le} dn(u, k) = sechu,
lkm} E(u, k) = tanhu.

PROPOSITION 2.7. — Les géodésiques normales paramétrisées par longueur d'arc par-
tant de l'origine et correspondant aA > 0, k' = 0 sont données par

2 2 esinp
t)=t(l+ —)+ —(1 = ————)(tanhu —tanh @
x(t) ( sinqp) \/'X( 3 )(tanh u — tanh 0)

2
+u7£(tanh u sechu — tanh @ sech@)

9 .
y(t) =u7xsech(u) - ESI:QD
1+si 2singp 2é&%si
z(t) = —t( In @) +22 300( L 1)(tanh u — tanh 0)
A 3A2 A
2¢esin 4
—u——;z ? (tanh u sechu — tanh 6 sech®) + —x (tanh u sech?u — tanh 6 sech?6)
3A2
oiu= 0+t A= 5308 019 estdéfinipar6 = Ty sipo < 0,6 = ~T; sipo > Oet

T - fl dt
! Mo =iy
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Py . . in? P »
Démonstration. — La relation A = -2—‘(—21%'5'—;;% caractérise 'ensemble £ = 0. La pa-
ramétrisation en découle ainsi que des remarques ci-dessus, de la proposition 2.5 et des

propriétés suivantes :

3e2sing  glsin o
+
2A 2A2

2
1+ —— =sing(l - ),
sin @

4

(Q+sing) _ 1 ., 5&sinfe  gsinto
—— =70 -sin"@p+ - .
A 3A @ 21 )
De p]us, lorsque k" = 0 nous avons n(o) =p ]+s;n2.

REMARQUE 2.6. — Il est également possible d’obtenir cette paramétrisation en fai-
sant tendre k' vers 0 dans la paramétrisation du cas A a condition de réécrire cette
derniere. En effet, dans le but d’avoir une paramétrisation unique décrivant toutes les
géodésiques associées a k"' > 0, nous avons utilisé la propriété de périodicité du cn
suivante: cnu = —cn(2K + u), propriété qui ne reste pas valable pour la sécante hyper-
bolique. Il est facile de vérifier que la paramétrisation de la variable y pour k"’ > 0 peut
s'écrire, dans le cas ou1 sin @ # 0, comme

ne avec u=¢+t\/X,

(t) = &cn(u) £
y h

s - . — . = 1 dt = M
oup=Tysiuoc <Oetop Ty sipoc > Opour T fln(O)I T n(0) = 2.
La paramétrisation correspondant a k"’ = 0 en découle.

2.2.8. Intersection des géodésiques avec {y = 0}.

Il est important de remarquer que contrairement aux fonctions de Jacobi de pre-
miére espéce, la sécante hyperbolique n’est pas une fonction périodique. Lorsque kK’ =
0, la variable y intersecte au plus une fois la surface de Martinet. Plus précisément, nous
avons la proposition suivante.

PROPOSITION 2.8. — Soient ¢ €]0,2m[\{m} et q la géodésique normale correspon-
danta etk” = 0.Sipuo < 0, la géodésique q n'intersecte pas le plan {y = 0} pourt > 0.
Siuo > 0, il y a exactement une intersection de q avec la surface de Martinet et on a

)= 26
1P /A
x=-21+2)-20 EZSin"’)tanhe) % tanh 6 secho
! VA sin @ N/N A "X ec
20 1+sin@) 4sing ,2e2sing 4esing
2y = — - —-1)tanh@+y——m—1t
1= 5 y v ( X ) a u 32 anh 6 sech@
- tanh 6 sech?6

3A%
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Démonstration. — Lorsque yo < 0,ona @ > 0 et il n'existe pas ¢t > 0 tel que
sech(6 + t+/A) = sechf. Si po > 0,0n a @ < 0. La sécante hyperbolique satisfaisant
sechu = sech(~u), la proposition 2.7 permet de conclure.

REMARQUE 2.7. — Lapplication retour de Martinet n’est donc pas définie pour les

valeurs (@,Ay) ot @ €10, Z{ulm, 3, [ et Ay = —————‘szzli's';;w. Elle est définie uniquement
pourn=1sip €} - J,0[U)F, 7.

Soit K,' I'image par I'application R, de I'ensemble (@, Ay) ol

esin’ @

€l- Z,0[ulZ, 7 et A
- -, € ="
i 2 2T e T S v sing)

Cet ensemble nous sera utile lors de la construction de I'intersection du front d’'onde
W (0, r) avec la surface de Martinet, il est représenté en figure 13 et est paramétrisé par

20 2 4 £sing ude
X(qg)-_\/,g(“’sincp)_ \/2\_¢,(1— Ao )tanhe—ztanheseche,
20 £zsin3cp( K

2
z(@p) = -
/;\q, 47\3,

4 sin 8
+¥ tanh 6 sech@ — - tanh @ sech?6.
A% 3?2

sin(p) _ 4sinq9(2£25incp

3 —l)tanho
Ap 3Ap2 Ap

¢ < |-r2.0] D¢ |n/2.x|

figure 13

2.2.9. Classification des géodésiques en fonction du parametre @.

Nous avons vu que la variable y des géodésiques associées a k”’ = 0 ne suit pas
un mouvement périodique. Dans la représentation du pendule plan, ces trajectoires cor-
respondent a la situation critique ou1 le pendule s’approche infiniment prés du point E,
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le temps pour l'atteindre étant infini, voir figure 14. En terme de tige élastique ces tra-
jectoires, aussi appelées séparatrices, réalisent le passage entre I'élastique inflexionel et
I'élastique non-inflexionel.

figure 14

Il y a deux types de courbes décrites par la projection sur le plan (x, y) des géodé-
siques du cas C. Le premier correspond a po < 0,i.e @ €] — 7,0[U)F, [, le second a
@ €) - 7,0[u]5, [ et intersecte en —%% le plan {y = 0}. Ils sont représentés en figure
15.

po<0 uo>0

figure 15
3. Intersection du front d’'onde W (0, r) avec {y = 0}

Nous avons précédemment défini I'application R,, n 2> 1, associant a (@,A) le
couple (X,, Z,) donné par

q(tn(wp A): wu A) = (an 0; Zn)i

1, (@, A) étant le n-iéme temps d'intersection strictement positif de g avecle plan {y = 0}.

D’aprés notre étude du paragraphe 2, le lemme suivant est immédiat.

LEMME 3.1. — Soit%, € S' x R* ledomaine de définition de l'application R,.Ona:
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en=1:

L =A=0,pxrnm)UA>0,k =0 UA>0,k"=0,pc¢€ —]g,O[U]g,n[).

sn>1:
Ypn=(A=0,¢ = nm)U(A>0Kk" +0).

Soient r > 0 fixé et C,(r) 'image de &, par R, en utilisant les géodésiques de
longueur r. Léquation t,(@,A) = r induit une relation entre @ et A, I'ensemble C, (r)
est donc I'image d’'une courbe I',(r) dans 'espace des paramétres (@, A). D’aprés notre
étude sur I'intersection des géodésiques avec la surface de Martinet nous devons dis-
tinguer les géodésiques ascendantes (p € [-7, 51) des géodésiques descendantes lors
de la construction de I,(r) pour n impair. Soit I};(r) (respectivement I, (r)) la courbe
correspondant aux valeurs ¢ € [—g, Z) (resp. @ €17, 3—2’1[). Soit B, et B_, les images
respectives de I'application R, pour @ = § et @ = —Z. On note b, et b_, les valeurs
correspondant a 1,(+%,A) = r. Pour n pair, on al},(r) =T, (r) U {(bys, b-p)}.

3.1. Etude des ensembles B, et B_,,

Pour ¢ = 7, nous avons 2k = 2 ~ % etn(0) = -1.Si0 < A < %, on se trouve
dans la situation k" < 0 avec ¢ = 0 et on obtient
s 2nK(K) _ 2m
J(Z2)= 2K o
2 kv |l
Pour r suffisamment petit ces valeurs ne vont pas intervenir dans notre étude. SoitA > 0
tel que k" > 0. D’apres la proposition 2.3, nous avons ¢ = 0 et

n2zl

T 4nK (k)

—A) = —.
"( 2 ) \/X

C’est une fonction décroissante sur JAy,, o[ satisfaisant limy~ . t,,(%, A) = 0et

lim,\_,\g t,,(g,)\) = . Soit B, I'image par I'application R, de I'’ensemble {(%A) i A€

R* tel que k” > 0}. On montre aisément que B,, est paramétrisé par

4nkK 8n 2

&
= ..___.+__E _—_—) = ,
X, =( i % (KN A) nX
4nk ;2 2¢% 8n ,2¢%
= em— — e — ——— — — - Z.
Zn=— (3~ 32) 3.7\%( — - 1)E(K) = nz

De méme, on peut étudier la courbe B_,, image par R, de {( %, )\) i AE IR"’} (associée a
k'’ < 0uniquement) oit i
™ _ 2nK(k)

th(==—,A) = ——
2 JA+E
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4 4nk 2
— -+ -— = ,
X (1 y JE(K) = nX;

(

100
et
2nK 32 &
Xn=-—=(10++—+—)+
" kW\( 2A 2,\2) VA
1 2¢2 2ne?K ;5 €
Zn=——((1+ —)4nkE(K) - -+ —)) =nz.
" 3;\%(( A AKEW) = == (54 7)) =

Les courbes B,, B, sont illustrées en figure 16.

‘?lnol).f'"

Bine2y
|.r.lu

figure 16
3.2. Etude de I'application R, pour n impair

Lorsque n est impair nous devons distinguer dans notre étude les géodésiques as-
cendantes et descendantes. Par ailleurs, en raison du role des séparatrices dans notre

probléme, voir remarque 2.7, nous allons séparer les cas n = 1 et nimpair, n 2> 3.

3.2.1. nimpair, n = 1.
L'analyse de la premiére intersection du front d’'onde avec la surface de Martinet est

détaillée dans [3]. Rappelons briévement les résultats obtenus.

La courbe I7 (r) correspond aux valeurs @ € [-3, 71 (géodésiques ascendantes).

«IT (1)
C'est une courbe dans I'espace des parameétres (@, A) intersectant exactement une fois
I'ensemble k"’ = 0 pour @ € [-7,0[. Suivant la remarque 2.1, cette courbe n'intersecte

pasladroite A = 0. LensembleI (r) est dessiné en figure 17. Rappelons que p, = sing €
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[-1,1].

.
V

-l p=0 +]
figure 17

Limage C; (r) de la courbe I (r) par I'application R est représentée en figure 18.
C’est une courbe qui ne se ramifie pas en (+r, 0), elle est délimitée par les courbes B, B_,
étudiées au paragraphe 3.1.

B,

i
{-r.0}

figure 18

o IT(r)

Pour @ e]%, %’—’[ la situation est sensiblement différente. En effet, d’apres les re-
marques 2.1 et 2.7 'ensemble I3 (1) intersecte une fois k” = 0 pour @ € [J, [ et pos-
séde deux intersections symétriques avec A = 0. Cet ensemble est donc formé de deux
composantes connexes admettant la branche k' = 0 comme direction asymptotique. I
est représenté en figure 19, la figure 20 décrivant C (r) qui posséde deux composantes
se ramifiant en (-r,0), celle associée 4 k¥’ < 0 se trouvant dans le demi-plan z < 0 et
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étant dénotée c¢; image de y, (c; étant I'image de y)).

“
~

pl=.n'n ¢=+/
figure 19 figure 20

3.2.2. nimpair, n > 3.

Pour n > 1 et r suffisamment petit, les ensembles I},(r) et I}, (r) n'intersectent ni
la courbe k" = 0, ni la droite A = 0. La courbe I} (r) (resp. I, (r)) est donc constituée de
deux composantes connexes, une appartenant au domaine k” < 0, dénotée y, (resp.
é,), etune au domaine k"’ > 0 : y,, (resp. &}).

o I5(r)

Pour les géodésiques ascendantes la courbe y, est caractérisée par la relation

(n-1DK(k) -2y
kva ’

Pour o fixé, la fonction 1,(g, .) ala propriété de posséder un unique minimum ur 0, A, [
que nous dénoterons A,,. Pour r fixé il existe donc @,, tel que pour tout ¢ €] - % , Pml,
ily a deux valeurs A; o, Az, pour lesquelles (sin @, A} o) et (sin @, Az ) appartiennent a
¥n- Cette branche de I}, (r) posséde donc une tangente verticale en @, et admet k"’ = 0
comme direction asymptotique.

r=ty(@,A) =

La composante y,, est décrite par

2(n+1)K(k) - 2¢
R .

r=ty(@,A) =

Pour @ € [0,2m[\{ 12’1 }, c’est une fonction décroissante sur I'intervalle ]Ay, o[ satisfai-
sant lim-a,, tn(@,A) = oo et limy..» tn(@,A) = 0. Lensemble k" = 0 est une direction
asymptotique pour y,,. La figure 21 illustre les courbes y, et y,,.

Lensemble C; (r) constitué des images c, et ¢, des courbes y, et y,, par I'applica-
tion R, est représenté en figure 22. Cet ensemble se ramifie au point (-r,0). Limage c,
de la composante y, se ramifie sur la courbe B_, et la courbe c;, sur By, ot p = &1, Afin
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d’avoir la représentation compléte de C, (r) il faut ajouter les points b, b_,, images de
pi = +1 et appartenant respectivement aux courbe B,, et B_,,.

h-1
il
-~

sinQ 0 p=sin 9=+ 1

figure 21 figure 22

eI, (1)

Lensemble I}, (r) a exactement les mémes propriétés que I'ensemble I}, (r). Il est
décrit par la relation r = £,(@,A) = ‘”—“%‘ﬁ'ﬂ pour la courbe 8, et par r = t,(p,A) =
AmDEM-2¢ pour &,. Sa représentation est identique a celle de la figure 21 (la valeur du
minimum @, est différente). Lensemble C, (r) constitué des courbes d,, image de 6, et
d, image de &), est ramifié en (-r,0) et délimité par les courbes B, et B_, ot p = %1 11
est illustré en figure 23.

n

figure 23

3.3. Etude de I'application R, pour n pair

Pour n pair, si r est suffisamment petit, nous pouvons supposer @ € [-7, 7] et

A = 0 (voir remarque 2.1). Soit donc A > 0. D’aprés la remarque 2.7, la courbe I, (r) n’in-
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tersecte pas I'ensemble critique k"’ = 0 pour n > 1. On définit comme précédemment
les courbes y, et y;,.

La composante y, est caractérisée par la relation

nK (k)
kva -~
Elle possede aussi la propriété d’avoir un unique minimum sur ]0, A,[. La courbe y,

est déterminée par t,(@,A) = % La représentation de I',(r) est identique a celle de
T} (r) pour n impair, n > 3, voir figure 21.

(@A) =

Limage C,(r) de 'ensemble I',,(r) par I'application R, est représentée en figure 24.
Cet ensemble se ramifie au point (-r, 0). Limage ¢, de la composante y, se ramifie sur
la courbe B_g et la courbe c,, sur Bs. 11 faut ajouter les points by, b, appartenant res-
pectivement aux courbe B, et B_,,.

Cn

figure 24

3.4. Représentationde W(0,r) n {y = 0}

La figure 25 représente l'intersection du front d’'onde W (0, r), r petit, avec la surface
de Martinet {y = 0} pourn=1,2,3,4.
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4

figure 25
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