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SUR LA THÉORIE DES NOMBRES HYPERCOMPLEIES
A COORDONNÉES RATIONNELLES ;

PAR M. L. -GUSTAVE Du PASQUIER.

CHAPITRE I.
LES ?iOMBRE» HYPEHCOMPLEXES ENTIERS.

i. Envisageons un ensemble constitué par une infinité
d'éléments, ou complexes^ tels que ^'^(*r<, x^ ..., ^m)i le
signe ii (doublement égal) se prononçant « égal par définition »,
ou « identiquement égal ». Les x^ .2-2, ..., Xm sont des nombres
réels, d'ailleurs quelconques, dits coordonnées du complexe x.
Pour faire de cet ensemble un systtoie S m de nombres hypercom-
plexes, il faut soumettre au calcul les éléments x. A cet effet, il
suffit de poser trois définitions primordiales : celle de légalité de
deux complexes et celles de deux opérations que l'on appellera,
par analogie avec l'arithmétique élémentaire, addition et multi-
plication. Ces trois définitions primordiales sont d'ailleurs -arbi-
traires, à la seule restriction près que la définition de l'égalité, que
nous représentons comme de coutume par le signe ===, satisfasse
aux trois axiomes suivants : i° tout élément doit être « égal » à lui-
même; 2° de a == 6, il résulte ^==a ; 3° de a = b et b == c, il
résulte a= c.

Dans ce qui suit, nous supposons d'emblée Vëgalùé de deux
nombres nypercomplexes tels que a^{a^ 03, ..., âm) et
è==(6^ &a, . . . , bm) définie par Inégalité des coordonnées
correspondantes. L'équation a = b entraîne donc, par définition,
les m égalités entre nombres réels

a\^b\ ( X = i, 2, 3, ..., w).

De plus, nous supposons l'une des deux opérations susmention-
nées, ^addition des nombres hypercomplexes, définie par Faddi-
tion des coordonnées correspondantes, de sorte que

(i) d4-è==(ai-+-&i, Oî-t-ôi, . . . ,aw-+-6m)
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Parmi les corollaires de ces deux définitions, signalons les cinq

suivants :

i° Inexistence, dans le système S,,,, d'un' nombre hypercom-
plexe z indifférent à l'addition (le « module » de l'addition) satis-
faisant, quel que soit a, à l'équation a-h^===a. Représentons-le
comme d'habitude par o=(o,o,. . . ,o).

2° L'existence d'une opération inverse de l'addition. Par analo-
gie, on l'appelle « soustraction de nombres hypercomplexes » et
on la représente par le signe—. On démontre qu'elle est, comme
l'addition, toujours possible et univoque dans S m et s'effectue par
la soustraction des coordonnées correspondantes

(2) a — 6 ^ ( 0 1 — 6 1 . 02—6,. ...,a,n-6,,,).

3° Les propriétés associative et commutative de l'addition.
4° La multiplication d'un nombre hypercomplexe x par un

nombre naturel n s'opère en multipliant par n chacune des coor-
données de a* : on le voit en additionnant x à lui-même n fois de
suite. Par définition, étendons ce théorème au cas où n est un
nombre réel quelconque r, de sorte que

(3) rV=_{rx^ rx^ , , . , ry , , , ) .

5° Tout nombre hypercomplexe y==(y,, y^ . . .^ y^ \ du
système S^ peut se mettre sous la forme

' ' ! , • ' • " ' , ' • ' ' • • • - 1 .,. n-

(4) ^==ylel-^-yl<»-^-••.-^-^m^/«=Vy/€„
i

où les nombres réels y/, y.^ .. ., y^ ne sont autres que les
coordonnées de y, et les e^ e^ . . . , <?,„ des complexes particu-
liers dits un ités relatives du système, savoir :

<si ii(i, o, o, ..., o),
^î =(0, I, 0, .. . , 0>,

(5) <5» ^(ô, 0, I , . . . , 0),

\ ^i=(o, o, o, .... i).

On pourrait d'ailleurs prendre dans le même système, comme
unités relatives^ m autres nombres hypercomplexes, pourvu
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qu'ils soient linéairement indépendants (voir n° 8). Tout nombre
tel que y pourrait encore se mettre sous la forme (4). Il est vrai
qu'en choisissant d'autres unités relatives, puis donnant au même
nombre hypercomplexe y la forme (4) , on obtiendrait en
général d'autres y,.

2. Outre l'addition, supposons définie dans Sm une seconde
opération : « la multiplication ». Etant donnes les deux complexes
x et y de S^», on appelle produit xy un nouveau nombre hyper-
complexe z ^ { z ^ Z î , ...,^) appartenant au même système et
dont chaque coordonnée z\ est une fonction f\ des coordonnées
Xi et y, :

(6) ^y=^^[/i(^,^),/2(^/,r<),...,A(^,y,)].

Il n'est pas nécessaire d'ailleurs de supposer que ces f\ soient
des fonctions rationnelles entières de leurs arguments. Chacune
doit être fixée, mais peut l'être arbitrairement. Suivant à quel
choix des f\ on s'arrêtera, la « multiplication» ainsi définie sera
commutative ou non, associative ou non, liée ou non à l'addition
par la loi de distributivite ; elle admettra une ou deux« opérations
inverses » : là division à droite et lai division àffauchfîïimvoqnes
ouplurivoqucs, exécutables toujours, ou dans certains cas seule-
ment, ou pas du tout.

On voit qu'en introduisant les unités relatives (5), la multipli-
cation de nombres hypercomplexes de Sw sera déterminée dès que
l'on saura exprimer tous les produits <?( ,<?A au moyen des mêmes
unités relatives ^,^2»- . • ? e m'Cette loi de multiplication est donc
définie par w3 constantes yi^ qui entrent dans les formules

s-^m s=m , l..,w

^ <?l^==^Tll<^, ei€3^^-(tts€s, . . . , ei€k=^^ks€s

j S=:t S=:l f

\ (i, A-= i , 2, ..., /n).

Définition. — Deux systèmes sont dits réciproques quand on
passe de l'un à l'autre en changeant entre elles les constantes

Y/Â^ et -^kis, où i, A-, s == i, a, ..., m.
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Dans ce qui suit, nous supposons :
i° Que le système S,̂  est à multiplication associative,

^ab)x-= a(bx). On sait que, pour qu'il en soit ainsi, la condition
nécessaire et suffisante est que les m3 constantes y/^ satis-
fassent aux relations

(8) ^Ï<^Y^= ̂Ï<^T^= T Y ^ Y ^ ou i, k, y, t == i, a, . . . , m.

2° Qu'il existe dans S,,, une unité principale^ c'est-à-dire un
nombre hypercomplexe u indiffèrent à la multiplication (le
«module» delà multiplication) satisfaisant, quel que soit a, aux
égalités au ==ua == a. Nous représenterons cette unité principale
u par l'écriture i. On sait que la condition nécessaire et suffisante
pour que Sw admette une unité principale est qu'aucun des deux
déterminants dits déterminants caractéristiques du système^
savoir :

(9)
^ï/^a/ ,
<=i

k=.mST.-
*=1

'ik.i Clk

(A-, i=i, 2^...., w), (i, .»=='!, 2, ..., m),

ne soit identiquement nul, quels que soient les nombres a/.
S'il en est ainsi, la « division à droite » et la « division à gauche »

sont possibles et bien déterminées lorsque le diviseur n'est pas
un diviseur de zéro ; en d'autres termes : étant donnés a et 6, on
peut déterminer les solutions ' x et y des équations a=bx et
a =s=yé, et les coordonnées des quotients (« quotient à droite » et
« quotient à gauche») sont données par un système de m équa-
tions linéaires à m inconnues, à déterminant non nul quand b
n'est pas diviseur de zéro.

3. Avec les nombres hypercomplexes envisagés se trouvent
définies, par ce qui précède, l'égalité et quatre opérations ration-
nelles. Le système S/n constitue dès lors un corps de nombres.
Appelons nombre hypercomplexe rationnel^ ou simplement
« complexe rationnel », un tel complexe x dont toutes les /// coor-
données Xi sont des nombres rationnels quelconques, entiers ou
fractionnaires. L'ensemble des complexes rationnels constitue
le domaine naturel de rationalité de S^. Nous le désignerons
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par mH, ou simplement R. Cest dire que les nombres hypercom-
plexes rationnels en question se reproduisent dans R par addition,
soustraction, multiplication et division; en d'autres termes : que
somme, différence, produit et quotients (s'ils existent) de deux
complexes rationnels sont toujours de nouveau des complexes
rationnels.

Nous nous proposons de faire P arithnomie du corps de nom-
bres mR.

Le premier pas devra consister à scinder mR en deux domaines,
mettant dans l'un les complexes rationnels « entiers » encore à
définir, dans l'autre, les complexes rationnels « non entiers ». La
définition suivante que- nous appelons lipschitzienne se présente
le plus naturellement à l'esprit : un complexe rationnel

t=m

x^^ne
i==i

est dit entier^ si ses m coordonnées xi sont des nombres entiers
ordinaires; x sera dit non entier^ si l'une au moins de ses m coor-
données est un nombre fractionnaire.

En prenant pour base cette définition et envisageant les com-
plexes entiers ainsi définis comme éléments, on peut ériger une
arithnomie du système de nombres hypercomplexes considéré.
Cette arithmétique généralisée présente beaucoup d'analogies avec
la classique dont les éléments sont les nombres rationnels entiers.
On retrouve en général, dans celte arithnomie des complexes,
l'équivalent du nombre premier et la possibilité de décomposer
un complexe entier quelconque en facteurs premiers. On y
retrouve aussi les diviseurs communs de 2 ou,, plus généra-
lement, de n complexes entiers donnés. On y retrouve encore un
procédé analogue à ^algorithme d^Euclide, permettant de déter-
miner, par un nombre fini d'opérations rationnelles, le plus grand
commun diviseur et le plus petit commun multiple de plusieurs
complexes entiers donnés. On y retrouve une théorie des
congruences, l'analogue du théorème de Fermât, l'analogue du
théorème de Wilson, etc.

Mais il y a des cas où cette analogie ne joue pas. 11 y a des
systèmes de nombres où l'arithmétique généralisée basée sur la
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définition lipschitzienne du nombre hypercomplexe entier présente
des anomalies étonnantes, curieuses exceptions aux règles géné-
rales. Cela tient souvent à la définition même du complexe
« entier » comme l'a montré pour la première fois M. A. Hurwitz
sur l'exemple des quaternions. Voici les considérations qui
peuvent cond.uire à une définition satisfaisante du nombre hyper-
complexe ^/i^/tf/\

Les nombres entiers sont caractérisés par les propriétés fonda-
mentales suivantes :

i° Ils doivent former u n domaine d intégrité^ c'est-à-dire se
reproduire par addition, soustraction et multiplication.

2° Ce domaine d'intégrité doit contenir une unité principale^
« le nombre I». Sinon, on aurait un système de nombres «entiers»
dont aucun ne serait divisible par lui-même.

3° Ce domaine d'intégrité doit posséder une base finie; autre-
ment dit, îl doit être possible d'y choisir un nombre fini de
complexes, disons ^, (3? • • • i ̂  jouissant de la propriété que
voici : si m\, m.^^ . . ., nin désignent des nombres entiers ordinaires
quelconques (positifs, nuls ou négatifs), l'expression
(10) /ni t\ -+- m^ tî -+-...4- m/tfn

doit pouvoir reproduire, par un choix convenable des nombres
entiers m\^ tous les éléments du domaine envisagé. Réciproque-
ment, le domaine d'intégrité en question doit se composer de tous
les complexes, et uniquement des complexes, qu'on obtient en
assignant, drins l'expression (10), aux nombres w,, m^ . .., m^
de toutes les manières possibles, des valeurs entières (positives,
nulles ou négatives).

Nous appelons domaine holoïde tout ensemble de complexes
jouissant de ces trois propriétés, En vertu de cette définition, tout
domaine holoïde contient une infinité d'éléments, parmi lesquels
« le nombre i » et le zéro; de plus, on peut y effectuer, sans res-
triction, l'addition, la soustraction, la multiplication, et cela sans
jamais sortir du domaine; enfin, il possède une base finie. Or,
pour caractériser les nombres entiers, il faut une quatrième
propriété.

4° Ils doivent constituer un domaine holoïde qui soit maximal.

Définition. — Un domaine holoïde [H] est dit maximale
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lorsqu41 n'exista pas, dans le corps de nombres envisagée un
autre domaine holoïde contenant tous les éléments de [H] et, en
plus, des éléments qui ne font pas partie de [H]. La définition du
complexe rationnel entier est alors la suivante : un nombre hyper-
complexe rationnel

l... m

^JÊ^,^^

^

est dit entier^ s'il fait partie du domaine holoïde maximal en
question; le complexe rationnel a? sera dit non entier^ s'il n'est
pas contenu dans ce domaine holoïde maximal.

En adoptant celte nouvelle définition et envisageant comme
éléments^ les complexes «entiers » définis de cette, façon, on peut
construire, dans le domaine R, une arithmétique et une théorie
des nombres, d'une simplicité analogue à celle de l'arithmétique
classique, alors que la définition lipschitzienne conduit à une
arithnomie non régulière. Cette nouvelle définition du nombre
hypercomplexe entier peut avoir comme conséquence qu'on
appellera entiers même .certains complexesrationnels x à coor-
données x\ fractionnaires; inversement, il peut arriver que dans un
domaine de rationalité donné R, certains complexes rationnels x
ne soient pas réputés « entiers »^ bien que toutes leurs coordon-
nées x\ soient des entiers ordinaires.

4. Par Pétude de différents systèmes de nombres hypercom-
plexes, nous avons établi les faits suivants :

i ° L'opération qui consiste à scinder le corps de nombres
envisagé en deux domaines dont l'un comprend les complexes
entiers^ l'autre les complexesnon entiers^ peut ne pas être
univoque. Il existe, en effet, des systèmes de nombres hypercom-
plexes où le corps R constitué par l'ensemble des complexes
rationnels contient plusieurs domaines holoïdes maximaux, très
différents. Désignons-les par JM, j , jMaj, j M â j , . . . . Dans un
pareil système S^, la définition du nombre hypercomplexe
« entier » n'est plus univoque ; elle y devient relative. Elle dépend
en effet du domaine holoïde maximal dont on se sert pour scinder
le corps R. On est donc obligé de définir ainsi : un complexe
rationnel x est dit « entier par rapport au domaine j M p j », s'il
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est contenu dans jM/ , j ; et x est dit « non entier par rapport
à {Mp\ », s'il ne fait pas partie du domaine hojoïde maximal }M^(.

Dans un pareil système S/,/, un complexe rationnel / pris au
hasard est-il entier ? On ne pourra pas, en général, trancher cette
question d'une manière absolue par oui ou par non. 11 pourra se
faire qu'on doive répondre : « Cela dépend », puisqu'il j a plu-
sieurs manières de scinder le corps R en complexes entiers et non
entiers. Or, il se trouve que certains complexe» rationnels sont
contenus dans tous les domaines holoïdes maximaux (M^j , par
exemple, les nombres entiers ordinaires. Pour cette raison, on
pourrait les nommer absolument entiers. D'autres complexes
rationnels ne sont contenus dans aucun des domaines holoïdes
maximaux j M ^ j ; on pourrait les appeler absolument fraction-
naires. Enfin, il y a une catégorie de complexes rationnels qu'on
pourrait appeler condition ne Ile ment entiers; ce sont ceux qui font
partie d'un ou de plusieurs des domaines holoïdes maximaux |M^{ ,
mais pas de tous.

Au point de vue de l'arithnomie, un tel corps R se subdivise
donc en trois groupes. On sait qu'il en est tout autrement du
corps R des nombres rationnels ordinaires, du corps R des nom-
bres complexes de Gauss, etc. Ces corps-là se subdivisent en deux
groupes seulement; la catégorie des nombres « conditionnellement
entiers » ou « conditionnellement fractionnaires » n'y existe pas.

2° Etant donné un corps R décomplexes rationnels faisant partie
d'un système S^ de nombres hypercomplexes, il peut arriver
que R ne contienne aucun domaine holoïde maximal. Nous avons
découvert ce fait surprenant en étudiant certains systèmes de
tettarions. Dans un pareil système Smi la définition du nombre
hypercomplexe entier devient arbitraire, car sans domaine holoïde
maximal, point de nombre entier. Aussi faut-il s'attendre a priori
à ce que l'arithnomie basée sur une telle définition porte, elle
aussi, l'empreinte plus ou moins profonde de l'arbitraire. L'expé-
rience confirme cette présomption. Nous avons pensé qu'il n'était
pas sans intérêt d'étudier à ce point de vue les différents systèmes
connus de nombres hypercomplexes et d'indiquer pour chacun
d'eux le domaine holoïde maximal, s'il y en a un seul, ou les
domaines holoïdes maximaux, s'il y en a plusieurs. C'est Fobjet
du Chapitre suivant.
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CHAPITRE 11.
LES FORMES À DEUX ET A TROIS UNITÉS RELATIVES

ET LKURS DOMAINE» HOLOÏDES.

S. Nous commencerons par rappeler quelques définitions, en
nous appuyant sur l'exposé de M. E. Cartan dans le Tome 1 de
YEncvclopédie des Sciences mathématiques pures et appli-
quées.

a. Étant donnés n nombres hypercomplexes a', a\ a"\ . . ., a^,
appartenant à un même système S^, ces nombres sont dits
linéairement indépendants s7 il est impossible de trouver.
n nombres réels m < , ma, . . ., m^, rationnels ou irrationnels, non
tous nuls et tels que l'on ait

(i î ) m\a' -\- m^a" •+- m^a'" -+-... -+- m^a^^o.

Dire que « le système S^ est d'ordre m » signifie que l'on peut
trouver, dans ce système, m nombres linéairement indépendants,
mais non m 4- î qui le soient.

ji. On appelle base du système Sw d'ordre m l'ensemble de m
nombres hypercomplexes linéairement indépendants, d'ailleurs
quelconques, par exemple les complexes e^ ^3, . . ., e.,^ définis par
les formules (5). Chacun des nombres qui constitue la base est
appelé unité relative^ parfois simplement unité. Il y aune infinité
de bases possibles dans un système S^. La base une fois choisie,
tout nombre y de S,,, peut se mettre, et d'une seule manière, sous
la forme ( 4 ) î réciproquement, à toute expression (4) correspond
un nombre hypercomplexe a ̂ {a^, 02,. . ., a^) de Sw.

y. Deux ryitèmes de nombres hypercomplexes S et S' sont dits
hoioédriquement isomorphes^ si l'on peut établir entre les
nombres de ces deux systèmes une correspondance uni-univoque
qui satisfasse aux conditions suivantes : 1° à tout nombre a du
premier correspond un et un seul nombre a du Second, et réci-
proquement; 2° à la somme et au produit de deux nombres quel-
conques a, b de l'un des systèmes correspondent respectivement
la somme et le produit des deux nombres correspondants a7, b\ de
Fautre. Il s^ensuit que toute équation F(a,fc,c , . . . ,^)==o entre
nombres du premier système subsiste si l'on remplace chacun des
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nombres a, &, c, . . ., g qui figure dans cette équation par son
correspondant dans Pautre système :. a par a\ b par é\ etc.,
pourvu que F représente un nombre fini d^additions, de soustrac-
tions, de multiplications et de divisions opérées sur les arguments
entre parenthèses. On dit aussi, dans ce cas, que S' est une
permutation du système S.

S. Deux systèmes de nombres hypercomplexes sont dits équiva-
lents^ si Pun d^eux est hoioédriquement isomorphe de Pautre ou
réciproque d'un isomorphe de Pautre. Nous rangerons dans une
même classe ou catégorie tous les systèmes équivalents entre eux
et conviendrons de dire alors qu41s appartiennent à la même
forme. On appelle ordre de la forme Perdre commun des
systèmes qui appartiennent à cette forme.

e. Dans un système Sm à unités relatives e^ e^ ..., <?^, choisis-
sons une autre base e'^ e^, .. ., ̂ , dont les termes e\ sont définis
par les égalités

(12) ^==<^i<;i-4-CXt<?.î-h...-+-C^<î,n (X =1 , 2, ..., w).

Si les c\ sont des constantes réelles à déterminant non nul
et qu'on envisage ces nombres hypercomplexes é\ comme unités
relatives d'un nouveau système S\ celui-ci sera équivalent à S/»*
II est à prévoir que S m et S' auront les mêmes propriétés
«essentielles», bien que la loi de multiplication dans Pun puisse
être très différente de celle dans Pautre. Reste à savoir, d'ailleurs,
quelles sont ces propriétés communes, invariantes en regard d'un
changement de base.

Le problème général des nombres hypercomplexes, dans les
hypothèses restrictives indiquées sous 1 et 2, consiste à déterminer
toutes les formes d'ordre m et d^indiquer, pour chaque forme,
un représentant particulier.

Ce problème est résolu pour m = 2, 3, 4» 5 et 6.

6. Nous indiquerons pour chacune des formes à 2 et à 3 unités
un représentant particulier pour lequel les lois de la multiplication
sont aussi simples que possible. Envisageant ensuite, dans ce
système, le corps dé nombres R constitué par Pensemble des
complexes rationnels, nous indiquerons :

i° Quel est le domaine holoïde le plus général dans R; en



d'autres termes, quelle est, dans ce corps de nombres, la base
la plus générale d'un domaine d'intégrité contenant le nombre i,
et deux, respectivement trois, complexes linéairement indé-
pendants ;

2° Combien de ces domaines holoïdes sont maximaux.

Diaprés les considérations qui précèdent, cela revient à dire si
la définition du nombre hypercomplexe entier est univoque et bien
déterminée, ou plurivoque, ou enfin indéterminée dans R.
Remarquons que tous ces systèmes comprennent les nombres
réels comme sous-système.

Forme* à deux unités relatives.

En prenant le terme de forme dans le sens très général ci-dessus
défini : multitude de tous lès systèmes de nombres hypercom-
plexes équivalents entre eux, on démontre qu'il n'y a que trois
formes à deux unités relatives. Elles satisfont toutes trois à la loi
de commutativité de la multiplication.

Système n° 1. — La loi de multiplication est résumée par le
Tableau suivant, où la flèche indique l'ordre de succession des
facteurs du produit e i . e / c ' Ce produit se trouve à l'intersection de
la ligne (horizontale) qui porte à gauche ef et de la colonne
(verticale) qui porte au haut e^-

/

^0

e\

CQ '

€Q

e\

e\

ff*

^0

L'unité relatives, joue le rôle du nombre i. Ce, système est
isomorphe au système des nombres bicomplexes a-{-bj\ où y est
un symbole défini par y2 == i. Les règles 'de calcul de l'algèbre
ordinaire y sont valables, à la seule exception près qu'il y existe
des diviseurs de zéro $ en d^autres termes, qu'un produit peut être
nul sans qu'aucun des facteurs ne le soit, par exemple
('+7') ('-/)=o.
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Dans le corps R constitué par C ensemble de ces nombres

hypercomplexes rationnels^ le domaine Mo loide le plus général
y fy

a pour hase t^ ==-e^ t^ = - Cy 4- h- e,, oùg^o représente un
nombre entier cf ailleurs quelconque. Ledit corps R contient
une infinité simple de domaines holoïdes correspondant aux
diverses valeurs de g. Parmi eux, un seul est maximale celui qui
correspond à g == i.

La définition du nombre entier est donc univoque dans ce
système : est réputé «entier» tout nombre bicomplexe de la
forme (a + - ) 4- -y? où a et b représentent des nombres entiers
ordinaires quelconques. Ici se présente le curieux phénomène
qu'un nombre bicomplexe, quoique ayant des coordonnées frac-
tionnaires, comme par exemple ^-t-9/! doit être considéré
comme « nombre entier » (1).

Pour un système de nombres ayant ^ et t^ comme unités
relatives, les lois de la multiplication sont résumées par le
Tableau que voici :

/
t\

ti

t^

ti

ti

tt

ti

S^

Système n° 2. — Les lois de la multiplication sont résumées par
le Tableau suivant :

/

CQ

e\

<*o

e^

e\

e\

e\

— CQ

{^Voir L.-G. Du PASQUIER ; Sur les nombres complexes de deuxième et de
troisième espèce {Nouv. Ann. de Mathémat., 4" «crie, t. XVIII, 1918).
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L'unité relative Ce ]oue le rôle du nombre i. Ce système est
isomorphe à celui des nombres complexes de Gauss a -+- bi,
avec i1 == — i. On sah que toutes les règles de calcul de Palgèbre
ordinaire y sont valables. Dans le corps R constitué par
l'ensemble des nombres complexes rationnels de GausSy le
domaine holoïde le plus général a pour base t^ = i , ^ == g'^
ou g 7^ o représente un nombre entier bailleurs quelconque.

Ce corps R contient une infinité simple de domaines holoïdes
correspondant aux diverses valeurs entières de g. Parmi eux,
un seul est maximale celui qui correspond à " == i , le do-
maine [ i, /]. La définilion du nombre complexe entier y est donc
univoque : est réputé « entier » tout nombre complexe a -+- bi
a coordonnées a, fc, entières.

Pour un système de nombres bicomplexes ayant t^ = ^y, ^ j^ ge^
comme unités relatives et par conséquent équivalant au système
n° 2, les lois de la multiplication sont résumées par le Tableau

/

ti

tî

fi

t\

tï

tî

tî

-^l^

Système n° 3. — Les lois de la multiplication sont résumées
par le Tableau suivant :

•/
^

Cl

eo

eo

e\

e\

e\

()

L'unité relative e^ joue le rôle du nombre i .» Ce système esi
isomorphe à celui des nombres bicomplexes a + ^co, où <o est un

X L V I I I . ()



symbole défini par (o2 == o. Toutes les règles de calcul de l'algèbre
ordinaire y sont valables, à la seule exception près qu'il j existe
des diviseurs de zéro, les n^m^res de la forme /•(o. Dans le corps R
constitue par l'ensemble de ces nombres bicomplexes ration-
nels^ te domaine hoioïde le plus général a pour base t\ == Co,

t^ == a < ? < , où a = - représente un nombre commensurable non nul
CT

d'ailleurs quelconque, n et g désignant des nombres entiers
ordinaires 7^0. Ledit corps de nombres R contient donc une
infinité de domaines holoïdes correspondant aux diverses valeurs
possibles de a ̂  o. De tous ces domaines holoïdes, aucun n'est
maximal. Il s'ensuit que, dans ce système de nombres bicom-
plexes, la définition du complexe « entier » est, en un certain sens,
arbitraire.

En résume, parmi les trois formes à deux unités relatives, il s'en
trouve deux où la définition du nombre complexe entier est
^iinivoque er absolue, et une où cette définition est arbitraire.

formes à trois unités relatives.

7. Système n° 1. — Les lois de la multiplication sont résumées
par le Tableau suivant, où la Hèche indique l'ordre de succession

/
<'o

e\

<?î

<?0

<?0

Cl

0

e\

el '

^u

0

e-i

<»

0

Ci

des facteurs du produit <?< •e /s (i, A', === i ,2^3) . Dans ce système de
nombres, la somme ^0+^2 joue le rôle du nombre i , et les lois
fondamentales de l'algèbre ordinaire y sont valables, a la seule
exception près qu'un produit peut être nul •sans qu'aucun (les
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facteurs ne le soit, par exemple

( 2^0 -+- >.ei -h z 62 ) (^o — <?i ) = o.

j9a/^ /^ co/'/?5 R. constitué par C ensemble de ces complexes
rationnels^ le doïnaine holoïde le plus général a pour hase

/1==^0,

^2= ^0+ ^2,<l3)

( /3== (/,+/, a\ a
/3== ( ^ + -^^o-+- 7^1,

\ \ 'A/ ^

où a, b^ g sont trois nombres entiers soumis aux seules conditions

(i3 ') ^7^0 , ^ ^ 0 » 6 ( a - + - ^ ) = = o (mod.^-).

Ledit corps R conlient donc une inimité double de domaines
holoïdes, eorrespondant aux diverses valeurs de a^ b^ g . Parmi
eux^ un seul est jnaximal : re lui qui correspond a a = g == i ,
h == o. 11 a pour base

^==<?o. fî=e.^ /a== -(<?o-4- ^i).

Il s'ensuit que, dans ce système de nombres trieomplexes, la
définition do nombre «en t i e r ) ) est univoque et absolue. Sera
réputé entier tout complexe de la forme

/ ' i i \ fii( n,Q-\- — je^-h —^i-h 7iî^î,

où les ni représentent des nombres entiers ordinaires d'ailleurs
quelconques. Réciproquement : on obtient tous les nombres
complexes entiers^ et seulement ceux-là, en faisant parcourir
à n^ /la? ^3? indépendamment les uns des autres, la suite des
nombres entiers ordinaires de —oc à+00 . On voit que, parmi
ces nombres complexes « entiers )>, il s'en trouve une infinité a
coordonnées fractionnaires.

En prenant les termes de la base (i3) comme unités relatives,
on obtient un nouveau système de nombres tricomplexes, équiva-
lent au système n° 1; les lois de la multiplication dans ce système
sont résumées par le Tableau ci-après, où g\ est le nombre
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entier que définit Inéquation g y ^ +& (a+6) == o, dans laquelle
a, &, g sont donnés et, par hypothèse, tels que g^ soit entier.

/

<i

/i

/3

fi

^1

/l

<^3

/2

il

tl

h

h

^3

f3

^itf^ (a - 4 -2&) /3

Système n0 2. — Les lois de la multiplication sont résumées
p;ir le Tableau suivant qui montre que le système est réductible.

/
<*0

<?1

^2

>eQ

<?o

<*\

0

Ci

e\

-e^

0

et

o

0

^

1/unité principale, dans ce système, est e^ +<?a = i/ ^t les lois
fondamentales de l'algèbre ordinaire y sont valables, à la seule
exception près que le système admet des diviseurs de zéro
puisque, par exemple, e\ e^ = o.

Dans le corps R constitué par ^ensemble des complexes
rationnels, le domaine holoi'de le plus général a pour base

t\= ge^
^î= Co-+- €2,

/3= aeo-+- be^,

où b -^. o,^ -^=- o et a sont trois nombres entiers ordinaires tels que

d î ) , a^-t-^sso ; ( m o d ^ ) >

Ce corj)s R contient une infinité double de domaines holoïdes,
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correspondant aux diverses valeurs que peuvent prendre a, & et y.
Parmi eux', un seul est maximale celui qui correspond à
^=g= I ? r t==o; c'est donc l'ensemble des complexes a coor-
données entières. Il s'ensuit que dans ce système, la définition
du nombre complexe « entier » est univoque et absolue, et qu'elle
se confond avec la définition lipschitzienne {voir l'article 3).

En prenant les termes de la bas^è ci-dessus pour unités relatives,
on obtient un nouveau système de nombres tricomplexes, équi-
valent au système n° 2, et dans lequel les lois de la multiplication
sont résumées par le Tableau ci-dessous, où^, est le nombre que

/

ti

ti

£3

h

î •

tt

ëh

tî

ti

?2

h

/3

^3

<3

•>.a£s — ^i<,

définit Féquation ^, -+-a2-^-&^==o, nombre qui est entier en
vertu de ( i4).

Système n° 3. — Les lois de la multiplication sont résumées
par le Tableau suivant. — Dans ce système, l'unité relative ëo est

/
^0

e\

^î

^0

^0

e\

ei

e^

e\

o

0

€î

eî

0

fî

en même temps l'unité principale, de sorte qu'on peut poser CQ ==j.
Les lois fondamentales de l'algèbre ordinaire sont valables dans
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ce système, a ta seule exception près qu'un produit peut y être nul
sans qi^aucun des facteurs ne le soit, par exemple e^ €3 = o.

Dans le corps R constitué par Fensembte de ces complexes
rationnels^ le domaine holoïde te plus général a pour base

ft== É-...

^==a<?,.

^3= ̂ l-+-^î,

où ^'est un nombre entier non nul d^ailleurs quelconque, a un
nombre rationnel non nul et p un nombre rationnel, arl)itraire-
rnent ciloisis, liés [)ar la relation

(i5) ^? =^ia.

dans laquelle g ^ représente un nombre entier quelconque.
Ce corps R contient donc une innnilc triple de domaines

holoïdes. Parmi eux, aucun n1 est maximal. 11 s'ensuit que,
dans ce corps Pi, la définition du complexe « entier » est m un
certpin sens arbitraire.

Remarquons que ce système est isomorphe au système clé
nombres tricomplexes a-\-bj-\-cw. où les coordonnées a, 6, c
sont réelles quelco'nqwes et /, (•> des symboles dénnis par les
égalités

( 16 ) y î= y, ^î == o. j ^ == wj = o.

En prenant les termes de la base ci-dessus comme unités rela-
tives, on peut construire un nouveau système de nombres tricom-
plexes, équivalent au système n° 3 et dans lequel les lois de la
multiplication sont résumées par le Tableau ci-dessous, où g ^ , entier

/

tt

ti

t^

t\

ti

tî

tz

tï

h

0

o

h

h

0

^3 — g\ tî
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figurant dans l'équation O'^)^ peut être choisi arbitrairement, et
oîi ^- représente un entier non nul.

Système n° 4. — Les lois de la multiplication sont résumées
par le Tableau suivant :

/
^0

Ci

d

€\\

C(»

e\

€9

<?i

ei

^

o

^2

<?î

()

()

Dans ce système, l'unité relative e^ est en même temps l'unité
principale et joue le rôle du nombre î . Les lois fôndamenfciles de
Fal^ébre ordinaire y sont valables, a la seule exception prés qu\iii
produit peut être nul sfins qu^aucun des facteurs ne le soit, par
exemple ^ e^ ( i o e^ + 19 e^} = o.

Dans le corps R constitué par ^ensemble de ces complexes
rationnels^ le domaine holoïde le plus général a pour base

t\ = c»,
as

t^^e^

ts= P<?î-+-aci,

où ^ 7^ o est un nombre entier, a un nombre rationnel non nul
et ^ un nombre commensurable arbitraire.

Ce corps R contient donc une infinité triple de - domaines
holoïdes correspondant aux diverses valeurs que peuvent prendre
a, jî et g-. Or, aucun centre eux n^est maximal. En consé-
quence, la définition du nombre complexe « entier » d^ns ce
corps R est en un certain sens arbitraire. On vérifie que,' le
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choix de a, jî et ^ une fois fait, les produits //, t/t{'\ A- == i , 2, .^)
sont donnés'par ce Tableau-ci :

/

/i

t,

h

t^

fi

tî

h

/2

ti

0

0

h

h

0

gtï

Le système n° 4 est équivalent à celui que définit le Tableau de
multiplication ci-dessous. Dans ce dernier système, le corps R ne

/ eo

î,

e±

ci

0

o

^

0

^1

possède pas non plus de domaine lioloïde maximal. Ils sont tous
deux isomorphes au système de nombres tricomplexesa+fc/'+co/,
où les coordonnées a,6,c sont réelles quelconques et i\ o>'des
symboles obéissant aux relations

( i7) i11 == &/, l'a» == w i

Système n° 5. — Les lois de la multiplication sont résumées par
le Tableau suivant. — Dans ce système, c^est encore Funité rela-
tive <?o qui est l'unité principale, en sorte qu^on peut poser eo = i .
Les lois fondamentales de Palgèbre ordinaire n'y sont valables
qu'à deux exceptions prés :

i ° Là multiplication n\est pas commutative en général, par
exemple e^ e^ == — e^ e\ \
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2° Un produit peut être nul sans qu'aucun des facteurs ne le
soit, par exemple (Se^ +3^, — i ^ a ) (eo — e^ -4- 5^ ) == o.

/
fQ

e\

Cî

<?0

^0

^1

êî

e\

Cl

^o

—<?,

ei

<?î

C2

0

Dans le corps R ^(?5 complexes rationne f s ̂  le domaine
Jioloïde le plus général a pour base

ti = eo,
/ î==a^2,

^3== ^<?e-hp^+^(î,,

où ^ représente un nombre entier non nul, a un nombre rationnel
non nul d^ailleurs quelconque et [3 un nombre com^nensurable
arbitrairement choisi. Ce corps R contient donc une infinité triple
de domaines holoïdes, correspondant aux diverses valeurs que
peuvent prendre ^, a, [î. On démontre que, parmi eux^ aucun
n^est maximal. En conséquence, la définition du nombre com-
plexe « entier » dans ce corps R reste arbitraire.

Remarquons que ce système n° S est isomorphe au système des
nombres tricomplexes a-}-bj' 4-cco, ou les coordonnées a, ^, c-
sont réelles quelconques et j r , (s) des symboles obéissant aux
relations

(18) / ' î : j ^ = — ^ y == ^).

Le système n° S est équivalent à celui que définit le Tableau de
multiplication suivant. Dans ce dernier système, à multiplication
non commutative, le corps R contient aussi une infinité de
domaines holoïdes dont aucun n'est maximal. 11 est d^ailleurs
isomorphe au système des nombres tricomplexes a+6/+C(ji/,
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où les coordonnées a, h, c sont réelles et y, (i/ des symboles ou
unités relatives satisfaisant aux égalités

J 2 = y. ^'ï =o. /'a/ == to', (J(A'/ == <».

/ ?"
^i

^i

^i

0

^1

<?2

<)

^2

On vériHe que la multiplication des termes de la base ci-dessus
entre eux est résumée par ce Tableau :

/
/i

tî

(3

fl

tl

fî

•h

fi

t-1

()

^2

h

t.,

()

^'3

Système n° 6. — Les lois de la multiplication sont résumées par
le Tableau ci-dessous. L'unité relative e^ est en même temps Punité

/

(?M

e\

eî

e»

e^

e\

Cî

Cl

e\

-

0

fî

e'î

(>

0
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principale du système; elle y joue le rôle du nombre i. Les lois
fondamentales de F algèbre ordinaire y sont valables, à la seule
exception près qu'un produit peut être nul sans qu'aucun des
facteurs ne le soit; ainsi, (a^i + jî^s) {^e^ +0^2) ==° quels que
soient les nombres réels a, '(3, v, 8.

Dans le corps R constitué par l'ensemble des complexes
rationnels^ le domaine holoïde le plus général a pour hase

tï = <"0,

/2= aei,
<3= ?<?l+T^Î,

où a et y représentent deux nombres rationnels non nuls d'ailleurs
quelconques, et p un nombre rationnel arbitraire.

Ce corps R contient donc une infinité triple de domaines
holoïdes, correspondant aux diverses valeurs de a, [3, Y. Or, aucun
deux n'est maximal. Il s'ensuit que, dans ce corps R, la défini-
tion du complexe entier reste arbitraire.

On vérifie (pie la multiplication des termes ti de la base
ci-dessus, quels que soient a, ^3, y, est résumée par le Tableau
que voici :

/.

ti

ti

h

t\

fi

h

h .

h

•

ti

0

<»

h

h

0

0

Remarquons que le système n° 6 est isomorphe au système des
nombres tricomplexes a -h btù-\- c(x/, où les coordonnées CT, &, c
sont des nombres réels, et w, w des symboles (ou unités relatives)-
définies par les égalités

(20) uJ2 = 0,
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En résumé, parmi les six formes à trois unités relativ es, il n'y en a

que deux où la définition du nombre hypercomplexe « entier » soit
univoque et absolue. Dans les quatre autres formes, cette définition
est empreinte ^arbitraire, et il en résulte une arithnomie non
régulière.0


