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SUR LES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ;

PAR M. P. FATOU.

( T R 0 1 S 1 È M E M É M 0 1 R E . )

CHAPITRE VL

38. Considérons un domaine invariant par une substitution
rationnelle et contenant à son intérieur un point double attractif a;
si ce domaine D ne contient pas tous les points du plan, il coïncide
alors avec le domaine immédiat du point a, tel que nous Pavons
défini dans les Chapitres précédents. Si D est simplement connexe
(c'est-à-dire, comme on Va vu précédemment, si les branches delà
fonction R_ i (^ ) restreinte au domaine D se permutent circulaire^
ment entre elles le long d'un chemin simple intérieur à D et infi-
niment voisin de sa frontière), on peut en effectuer la représenta-
tion conforme et biunivoque sur un cercle du plan de la variable ^,
ayant pour centre l'origine et l'unité pour rayon, de manière que
},e point double z == a corresponde à t === o, et que deux directions
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de droites arbitraires issues de ces deux points homologues se
correspondent également. L'étude approfondie de cette représen-
tation conforme conduit à des propriétés remarquables de la
frontière de D qui feront l'objet de ce Chapitre. Nous supposerons,
pour plus de commodité, que D ne renferme pas le point à l'infini
à son intérieur. Soient t == g { z ) et z = h{t) les fonctions, holo-
morphes respectivement dans D et dans A (| t\ << i ), qui effectuent
la représentation conforme de D sur A et réciproquement. A la
substitution ^ ,==R(^) , qui transforme D en lui-même, corres-
pond la substitution t^=^{t) qui transforme A en lui-même. La
fonction ff(t)=g'(z^)=êr\R[h{t)]i est holomorphe dans A,
puisque R(-s) est holomorphe dans D; on a, en outre, œ(o) == o,
puisque R(a) = a. A un point z^ intérieur à D, l'équation
^==R(^) fait correspondre v points ̂ intérieurs àD(v > i); corré-
lativement, l'équation ( i = œ ( z ) , le point <, étant donné et inté-
rieur à A, admet v points racines intérieurs à A; ces v points repré-
sentent les v branches d'une même fontion y _ < ( ^ ) qui se per-
mutent entre elles dans D ; elles se permutent circulairement le
long d'une circonférence infiniment voisine de la frontière de A.
Les points critiques de la fonction <p_< ( t ) dans A sont les homo-
logues des points critiqués de la fonction R_, ( z ) restreinte à D ;
ils sont donc en nombre fini. Remarquons que \t\ et ^ ( t ) \
tendent en même temps vers l'unité, et enfin que le multiplicateur
de la substitution ^ = y(^ ) au point double t == o est égal au mul-
tiplicateur de la substitution z^ =. R(3) au point double <x.

Ces remarques faites, qui sont à peu près évidentes ou facilement
vérifiables, nous allons démontrer une proposition plus cachée,
à savoir que ç(^) est rationnelle. Considérons une circonférence c
de rayon /• < i, concentrique a A et contenant à son intérieur les
points critiques de cl < ( < ) ; les v branches de cette fonction sont
donc holomôrphes en chaque point intérieur à la couronne

r(r<|<|<i),

et d'ailleurs bornées dans cette couronne; donc, en tout point de
la circonférence C(| t\ = i), sauf au plus aux points d'un ensemble
de mesure nulle, ces fonctions prennent une valeur déterminçe
suivant les chemins faisant des angles finis avec C; il y a donc
dans tout intervalle de C des points pour lesquels cette propriété
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existe ( { ) ; il y en a même pour lesquels les valeurs limites obtenues
différent de valeurs données à l'avance en nombre fini (2). Soit a
un tel point sur G, et traçons dans la couronne F la coupure
radiale ab qui la transforme en un domaine simplement con-
nexe F; les v branches de y- i (^) donnent comme images de T
v domaines distincts juxtaposés dans la couronne comprise entre
la circonférence G et la courbe c_ , transformée de la circonfé-
rence c; 1 un de ces domaines aura une frontière constituée par un
arc pq de G, un arc rs de c_.^ et deux courbes rp et sq analytiques,
sauf peut-être en p et y, mais aboutissant en ces deux points de
manière que tous les points de cette frontière sont dès points
simples et accessibles. Appelons F"^ ce domaine; soit m un point
de Parc pq et À un chemin continu, formé par exemple de segments
de droites, aboutissant au point unique m en restant à l'intérieur
de r..i: le point t décrivant X, le point / , ^ = = o ( < ) décrit un
chemin A( intérieur a F et tendant vers la circonférence G: si A|
avait au moins deux points limites distincts m^ et m\ sur G( en
décrivant des points m, et m\ comme centres, deux petites circon-
férences extérieures l'une à T.autre, on voit que X< comprendrait
une infinité d'arcs joignant un point de la première à un point
de la seconde et tendant vers G.; ces arcs auraient pour limite tout
un arc T de G et tout rayon aboutissant en un point de <r coupe-
rait À, en um' infinité de points tendant vers G. Or, on peut tou-
jours choisir un tel rayon pi de manière que la fonction »_< ( t i ),
quand /i décrit p, , tende vers une valeur déterminée et même
distincte d'une valeur donnée à l'avance; le point t décrira alors
dansr..( un chemin p aboutissant en un point unique n de G
et distinct si l'on veut de m\ or ceci est impossible, car o, ren-
contre une infinité de fois À( en des points infiniment voisins de G;
donc p rencontrerait \ en des points infiniment voisins de C, ce
qui est incompatible avec le fait que X et p intérieurs à à abou-
tissent respectivement en deux points m etn distincts. Il en résulte
que y ( f ) prend une valeur unique et bien déterminée en tout

( 1 ) P. FATOU, Séries trigonométriqufts et séries de Taylor {Acïa mathema
fica, t. XXX, 1906, p. 371).

(2 ) Ihid., p. 39^. Voir également : F. et M. RIESX, Ueber die Randwerte einer Ana-
lytischen Funktion (^ contres des mathématiciens Scandinave?, Stockholm. 191(5).
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point m de l'arc pq distinct de p et q ; le même raisonnement
s'applique d'ailleurs aux ^ arcs analogues a j9y; quant aux extré-
mités de ces arcs, on peut toujours disposer de la coupure ab de
manière a les remplacer par d'autres quisoient toutes distinctes
des premières, en vertu de la remarque faite plus haut et extraite
dr notre Mémoire déjà cite. On volt donc que o ( / ) prend une
suite continue de valeurs sur (1, dont les points représentatifs
appartiennent eux-mêmes à C. Le mode de démonstration pré-
cèdent est dû à M. Carathéodory ( 1 ) .

Ce point étant acquis, le principe de prolongement par symé-
trie donne immédiatement le résultat annoncé. Au point t inté-
rieur a A, faisons correspondre le point t ' = ̂ , Fêtant l'imaginaire

conjuguée de (; ces deux points sont l'image l'un de l'autre par
rapport au cercle, c'est-à-dire deux points homologues dans
1 inversion de centre o et de puissance égale à l. Considérons alors

la fonction de t ' définie par ^ ( t ' } == =.—» © ( < ) étant la quantité

imaginaire conjuguée de ?(/) . La fonction ^ ( t ' ) ainsi définie à
l'extérieur du cercle est une fonction analytique uniforme n'ayant
comme singularités à distance unie ou à l'infini que des pôles qui
sont les images des zéros de <?(^ '). D'autre part, elîe^prend sur la
circonférence unité une suite continue de valeurs qui sont les
mêmes que celles de la fonction y(^) aux mêmes points.il s'ensuit
que celle fonction est le prolongement analytique de ©( / ) à
l'extérieur du cercle; on sait, en effet, qu'une fonction continue
dans un domaine et analytique en tout point de ce domaine, sauf
peut-être sur une droite, est encore analytique aux points de
cette droite (Painlevé).

Il résulte de cette analyse que la substitution t^ = ® ( < ) est une
substitution rationnelle à cercle fondamental de première espèce.
En effet, elle est rationnelle puisque ^o(^) n'a d'autres singularités
que des pôles dans tout le plan; elle laisse, d'autre part, invariants
l'intérieur, l'extérieur et la circonférence du cercle A. Enfin,
elle admet un point invariant intérieur qui est l'origine et par

( 1 ) CABATHÉODORY, Untersuchungen ûber die Konformen Abbildungen
von feston und verânderlichen Gebieten {Math. Annalen^ t. LXXII, K)!;»,
p.107-144).
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suite également un point invariant extérieur qui est le point à
l'infini.

La démonstration précédente peut être rendue plus élémentaire
dans le cas particulier qui est d'ailleurs le plus important au point
de voe des applications qui suivent, où l'on suppose a priori que
le domaine D est limité par un contour formé d'un nombre fini
d'arcs réguliers de? courbes analytiques. Dans ce cas, on sait
démontrer d'une manière élémentaire que les points frontières se
correspondent un à un dans la représentation conforme de D sur
un cercle ( < ) . Si l'on fait décrire à t un chemin aboutissant en un
point de C, z == ^ (Q décrit un chemin aboutissant en un^ point
déterminé de la frontière de D ; il en est de même pour z^ ==. P\(z '),
puisque^ R est rationnelle; donc t , = g Ç z ^ ) décrit aussi un
chemin aboutissant en un point bien déterminé de la circonférence ;
y (^) est donc continue sur G et l'on achève la démonstration
comme plus haut.

39. Nous allons maintenant considérer le cas où le domaine
invariant D est le domaine immédiat d'un point double a de
multiplicateur égal à +i. Dans ce cas, a appartient à la frontière
de D qui n'a pas de point invariant intérieur (on suppose tou-
jours D simplement 'connexe). On fera donc correspondre le
centre du cercle A à un point quelconque intérieur à D. La
démonstration précédente est toujours valable, et l'on a encore en
posant z = A( ( ) l'équation fonctionnelle

R[/^)}=/^(Q],

la substitution ^= (p (^ ) étant cette fois une substitution ration-
nelle qui admet le cercle fondamental A, mais sans point invariant
intérieur. Le point a est un point accessible de D auquel abou-
tissent des chemins intérieurs à D et de plus invariants par la
substitution z^ ==R(^) . Soit un chemin de cette espèce L qui
contient les conséquents z^ z^ ... , Z n . . . d'un quelconque z de
ses points, lesquels tendent vers a $ à ce chemin L va correspondre
dans le plan des t un chemin / intérieur à A et aboutissant en un
poin-t déterminé 9 de C, de sorte que / contenant t contient aussi

( * ) PICARD, Traité d'Analyse^ t. II, p. 2-76-77.
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^ = < ? ( < ) , . . ., tn= ̂ {tn-\)'i • . • î ^ <n . . ., tn ayant pour limite Ô.
Il s'ensuit que 6 est un point double de la substitution ^ == y(() ;
de plus, c'est un point limite de conséquents de points intérieurs
à A ; c'est donc le point double unique de multiplicateur inférieur
ou égal à î . (On peut disposer des constantes arbitraires de la
représentation conforme de manière que 9 === + î.) Je dis que 0 ne
peut pas être un point double attractif; en effet, on peut aussi
tracer dans D un chemin simple L/ aboutissant en a et contenant
les antécédents de tous ses points obtenus par la branche de fonc-
tion inverse R_< (z) égale à a pour z = a. Pour le voir nettement,
reportons-nous à ce qui a été dit au Chapitre II, en nous plaçant
d'abord dans l'hypothèse R^a^o. Si l'on rejette le point
double à l'infini par une transformation homographique, comme
nous l'avons fait maintes fois, de manière à ramener la substitution
à la forme

R ( 5 ) = z -+- a-+- - -+-... (a, réel, > o),
z

et la substitution inverse à la forme

R - i ( ^ ) = = ^ — a — -—... ,z

on sait que les R,,(^) et les R_.n(z) convergent vers Finfini simul-
tanément dans la région du plan extérieure à 'deux courbes de forme
parabolique P et P' dont les directions asymptotiques sont celles
de Ox et de Ox'. Prenons un point z dans la partie de cette région
située au-dessus de l'axe réel, par exemple, avec un argument
voisin de — pour fixer les idées; si \z\ est suffisamment grand, le
point z_ï qui s'e déduit de z par une transformation asympto-
tiquement équivalente à la translation — a sera encore dans la
même région et par conséquent dans le domaine immédiat du point
à l'infini. Il en sera de même pour le segment de droite zz_^ ainsi
que pour la demi-droite allant de z à l'infini dans le prolongement
de Oz, la transformée de cette demi-droite sera la ligne z_^cc qui
ne coupe pas Os, puisque l'argument de z_^ est plus grand que
celui dé z. Cette ligne sera d'ailleurs encore dans le domaine D
et voisine d'une parallèle à soo. On limite ainsi un domaine s_, ^oc
ou S qui appartient à D et dans lequel lesR_,,(s) convergent,
nous le savons, uniformément vers zéro. Soit S_< l'antécédent
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immédiat de ce domaine; on voit de suite que S_^ et S qui sont
contigus suivant la ligne ^_<oo ne se recouvrent pas ; en prenant
les antécédents successifs de ce domaine, on obtient des domaines
contigus deux à deux qui forment par leur réunion un domaine
simplement connexe limité d^une part par le rayon ^x, d'autre
part par la courbe ^_i ;?_y. . ., s'étendant à rinlini; tous les
points de ce domaine appartiennent à 1>. H est utile de remarquer
qu^en prenant le point z au contraire dans te demi-plan inférieur,
dans la position symétrique de celle de toiït a l'heure, on obtien-
dra un domaine analogue n'ayant aucun point intérieur commun
avec le premier, et pas d^autre point frontière commun que le point
a l'infini. Les mêmes considérations s^pliquent aux conséquents
d^iin point z qu^on pourra prendre, par exemple, dans la même
région avec un argument voisin de -et à partir duquel on pourra
tracer une ligne simple : ' z ^ z^ ... 5,,. . .. aboutissant au point a

Fig. i.

rinfini de manière que cette ligne et le rayon z 30 limitent fin
domaine intérieur à D, sauf au point frontière à l 'infini (*). Le cas

( ') On duil supposer pour cela que les \\^(z} ue prennent qu'une l'ois chaque
valeur dans le domaine élémentaire de convergence qu'on a choisi : un tel choix
est toujours possible.



— 213 —
de R"(a)==o se ramène au premier par la transformai ion con-
forme (\z\3f1), comme au Chapitre II.

En ramenant le point a à distance finie, on a l'énoncé suivant qui
va nous être très utile pour l'objet que nous avons en vue : Etant
donné un point double a de multiplicateur égal à - + - i , d'une
substitution rationnelle, on peut tracer deux lignes L et L' inté-
rieures au domaine immédiat D dé a, sauf en leur extrémité com-
mune a, telles que L -h- L/ limite un domaine simplement connexe Ë
intérieur à D avec le seul point frontière commun a, L contenant,
fn outre, les conséquents d'un de ses arcs, et L' une infinité d'anté-
cédents d'un de ses arcs terminés en a. De plus, on peut choisir
ces courbes de deux manières différentes et de telle sorte que les
deux domaines E et E^ ainsi obtenus n'aient aucun point intérieur
commun.

Ceci posé, revenons à la représentation conforme de D. Au
chemin L va correspondre dans A un chemin aboutissant au point
doubler, au chemin L/ un chemin aboutissant au même point 9;
en effet, M. Montel a montré, dans son Mémoire déjà cité sur la
représentation conforme, que : « Pour que deux chemins aboutis-
sant à un même point accessible a fassent correspondre a a un
même point de la circonférence, il faut et il suffit que le domaine
limité extérieurement par ces courbes ne contienne que le point
frontière a ('^. » C'est bien ce qui a lieu ici. Mais L' contenant une
infinité de points R«w(^o)^ 1̂  ligne correspondante dans A contien-
dra une infinité de points ®_n(^) i te éUuit un point de A; 9 étant
limite d'antécédents d'un point de A ne peut donc pas être un
point attractif.

Je dis- que la substitution ^ == y^) ne peut être non plus une
substitution singulière de seconde espèce. S'il en était ainsi, on
aurait s?"(9)^o et les conséquents ^ ==<?„( / ) convergeraient
vers d sur tout un arc OÇ de la circonférence. Soient alors / et l les
lignes correspondant à L et L/ et aboutissant en 9; un élément
de /, contenant les conséquents de tous ses points, sera tangent
en 9 à la circonférence dans le sens de 9 vers ç; un élément de /',
contenant les antécédents de tous ses points [obtenus au moyen d<"

( ' ) Celte proposition est d'ailleurs implicitement contenue dans le Mémoire
ao teneur de M. LiiKielof (A/r unprùwipe générai de l'analyse^ Acfa Societatis
scientiarum Fennicœ^ Hets.ingfors, 1 9 1 5 ).
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la fonction y_< (() égale à 6 pour / === 6], sera également tangent à
la circonférence, mais avec une direction de tangente opposée
à 9Ç (1). Le domaine E, limité par L -+- L/, aura donc pour image
un domaine e tangent en 9 à la circonférence. Mais on peut rem-
placer L, L/, E par L0^ L/^, E^ jouissant des mêmes propriétés,
E et E^ n'ayant aucun point intérieur commun; l'image de E10

sera alors le domaine e^' ; les deux domaines simplement connexes^?
et e ( i ) limités par des courbes de Jordan formées d'arcs analytiques
et tangentes à la circonférence au même point et dans les deux sens
ont nécessairement des points intérieurs communs, par exemple sur
le rayon. Or, ceci contredit l'hypothèse que E et E^ n'en ont pas.

Il est clair que cette démonstration deviendrait parfaitement
inutile si l'on supposait h (t) continue; mais il nous a paru inté-
ressant de la faire dans le cas général pour être complet, la repré-
sentation conforme d'une aire sur un cercle paraissant être Pun
des moyens les plus puissants que l'on possède pour obtenir des
propriétés des domaines étudiés dans ce Mémoire.

En résumé, si l'on fait la représentation conforme sur un cercle
du domaine immédiat d'un point double de multiplicateur infé-
rieur en module à l'unité ou égal à +i? ce domaine étant supposé
simplement connexe, la fonction A ( ^ ) , inverse de celle qui effectue
cette représentation, vérifie l'équation fonctionnelle

R [ h { t ) ] = h [ ^ ( t ) ] ,

[ z | R (^)] étant la substitution donnée dans le plan des .-z^ et y (^ )
une fonction rationnelle telle que la substitution correspondante
dans le plan t possède un cercle fondamental ; cette substitution
est toujours de première espèce; elle est singulière dans le cas
du multiplicateur égal à-t- i .

40. Supposons maintenant q u e A ( ^ ) soit méromorphe sur la
circonférence G. Nous allons démontrer qu'elle est rationnelle.
Plaçons-nous d'abord dans le cas où ( y < ) correspond à une substi-
tution non singulière admettant le point invariant t==- o. Comme

( l) On a vu, en effet, au Chapitre II qu'au voisinage d'un point double de cette
espèce,* placé à Porigine, les conséquents d'un point ne peuvent tendre vers zéro
qu'avec une valeur limite déterminée <«) de l'argument, et les antécédents avec la
valeur limite (*)-hii de l'argument.
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nous l'avons déjà remarqué, -:—• n'ayant pas de pôles dans A et
étant égale a i en module pour [ / [ == i , et plus peti te que i pour
< = = = o , on aura, pour | f \ ̂  t < r, l'inégalité

\^(t)\<k\t\ ( A - < i > .

De même, à l'extérieur de A, Finégalilé | <; | ̂  o >> i entraîne

1 o(f)\>y•\f/\ (>->0.
Ceci posé, h ( l } est par hypothèse méromorphe pour | / 1 ̂  p (p >- « ).
Je dis qu'il en serfi de même pour | / | ^ x o , x étant le nombre
que nous venons de définir. Considérons la fonction

F(o=Rr / i<r ) ] ,
qui est également méromorphe dans le cercle r ( [ < | ^ p ) . On a
d'ailleurs, dans A (circonférence comprise ),

F(o==/ t r? ( / ) ] .
Il s'ensuit que F[ o_ i ( / ) j , où ^ ^ . ^ ( t } désigne l'une quelconque
des ^ détermination de la fonction inverse de î 5 ( < ) , est égale a fi{ t )
et par suite uniforme dans A et sur C.

Je considère dans le domaine F1 ( | < | $ x ? ) la fonction

H(Q=F[ç-,(Q],

en choisissant .une valeur Lien déterminée mais quelconque de
^ - < ( ^ ) en un point de G. Tant que t reste dans Y\^ f s _ ^ { t } reste
dans F, car si l'on avait ] ç_, ( ^ < ) |^p, on en déduirait | / ( ^ > x c .
On aura donc en chaque point une valeur bien définie pour H | / [
puisque F( / ) est bien définie et uniforme dans F; l î { t ) ne pourra
avoir comme singularité dans F| que des pôles ou des points cri-
tiques algébriques, ces derniers ne pouvant être que cenx de y_i (^ ) .
Mais si t partant d'un point t^ de G et demeurant dans la couronne
( Y ^ — ^ ' ) décrit un lacet, tournant autour d\m point critique
de ' ^ . , ( t ) pour revenir à son point de départ, y_i { t } reste dans la
couronne ( F A ) et part d'un point t_ i de G pour revenir a un
autre p o i n t / , de G, en sorte que H ( l ) part de la vakur F(t_\ )
pour arriver a la valeur finale F( ( ' ^ ). Mais on a pour tou t point /<»
de G

F(/.0=F<^.)==/^o).
X L V 1 1 1 . l5
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11 s'ensuit que H ( ( ) revient à sa valeur initiale. D'ailleurs.
TI ( t} == h ( t ) dans A. H ( t ) est donc uniforme et méromorphe dans ^^
et est le prolongement analytique de h ( t } dans ce domaine. On
voit de proche en proche que h(t) est méromorphe pour | < 1 ^ % ^ ^
quelque soit Rentier n. Donc h ( t } est méromorphe dans tout le
plan et y vérifie toujours Inéquation fonctionnelle,

R [ / < ( < ) ] = A [ < p ( ^ J ,
i

puisque les fonctions analytiques des deux membres sont bien défi-
nies et de plus égales entre elles dans A. Si ^ ( t ) admet un pôle à
distance finie, h{t) sera rationnelle, en vertu de cette équation
fonctionnelle; en effet, a rextérieur d'un cercle de rayon infini-
ment grand, une branche de la fonction ©_ i ( t } (ramifiée ou non a
l'infini) fera correspondre un domaine infiniment petit entourant
le pôle t = 77, où la fonction R j A[®- i (0|j prendra des valeurs
infiniment voisines de la valeur bien déterminée (finie ou infinie)
R [ / / ( T O ) | . Donc / i ( i ) n'aura pas de point singulier essentiel a
l'infini. Pour que ' ? ( < ) possède un pôle a distance finie, il suffit
quelle ne soit pas de la forme

(s(t) == A^/,

où A est une conîylaïate.

41. Nous devons maintenant ex-aminer n part ce cas particulier.
Mais auparavant nous remarquerons que la démonstration que
nous venons de fîrire ne suppose nu-Hement que hi fonction A ( t )
fait la représentation conforme de A sur une aire simple et simple-
ment connexe, mais seulement que certe fonction est méroinorphe
dans un cercle .de rayon plus grand que l 'unité. Nous allons de
même dénKmtrer que Inéquation fonctmnnelle

A(A^)= H[/ /(^]

ne peut être vérifiée par aucune fonction méroniorphe on entière
non rationnelle. La démonstration supposera toutefois que R ( ; )
n^est pas du premier degré, ce qui n'était pas nécessaire tout à
l'heure.

Nous écrirons notre équation sous la forme

A ( r / ) == H [ A ( t ) ] ( cf >i) ,
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puisque |A[ doit être égal à ï , et qu^on peut orienter les axes de
manière que son argument devienne nul. On peut supposer que
l'origine n^est pas un pôle de h{t}\ sinon on remplacera 11 ( ^ ) par
.—^ qui vérifie une équation de même forme. Posons

/KO) == y..

On a Pi( a ) == a, et un calcul immédiat montre (pie le développement
d e R ( ^ ) autour de s = a commence par un terme en (^—a) î ;
a est donc un point double de multiplicateur nul de la substitution
corFespondante. Si l'on pose ^ == A ( < ) , on a

R,,(3)== h ( / r >
et

lim R,t(-s) == a poi i r [ / | -<i ,
n— «o

c'est-à-dire que les points Correspondant a ceux de A sont inté-
rieurs au domaine immédiat ï ) de a, ce que nous n'avions pas
supposé a priori.

Ceci posé, deux cas sont a disting'uer :

1° L/équation h( t) == a admet une racine t^ autre que zéro. On a
évidemment, quel que soîl /ï,

A( / f )=R4 / / r / o ) ] ^H , (a )==a ,

et si (o désigne une racine quelconque de Inéquation o^" •==. ï .

A[(œ^)r]== R4À(t^o)]==a.

Donc A^»)/o) est un antécédent de a. Les points (û / , » , nu
2/7tlN

(o == e ^ , forment un ensemble dense sur la circonférence
\t\ == | /o | - A un arc de cette circonférence contenant < o < la fonction
z ==h(t} fera correspondre un arc de courbe contenant a et une
infinité d^antécédents ayant a pour point limite, ce qui est
impossible puisque a, point double attractif, n'est pas limite de
ses propres antécédents autres que lui-même.

Remarquons que l'équation A ( ^ ) F= a aura toujours des racines
non nulles, si dans le plan des z le point a a des antécédents dis-
tincts de lui-même. En efTct, ou pourra en trouver un pour lequel
Inéquation

//-«)== y._,,
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aura une solution t1 (théorème de Picard)} or, / / ( ^ ) = = a . ,
entraîne

h(t^} =-. R,,[/i(Q] == Rp(a^) = a,

et ^ (''tant différent de zéro, il en est de même de t1^ ' .

a° Supposons que h ( t ) = a n'ait pas de racine autre que zéro et
que par conséquent, dans le plan des ^, le point double a n'ait pas
d'autre antécédent que lui-même : c'est dire que la substitution
^, ==R(.s) se ramène a la forme polynomiale par une transforma-
tion liomographique qui rejette a à l'infini.

Soit S l'ensemble parfait caractéristique qui se confond ici avec
la frontière du domaine immédiat D de a dans le plan des j. Nous
appellerons points Ç les points de.^. L'équation // { t) = ^a toujours
des racines, car les points ^ ont toujours une infinité d'antécédents
distincts et l'on en déduira [en vertu du raisonnement fait précé-
demment pour a) l'existence de ces racines. Nous appellerons i{
l'ensemble des points 0 du plan des t qui correspondent aux
points ^ de ^. Ç est un ensemble parfait constitué par un ensemble
de cercles concentriques à A. En effet :

îivy
a. Si 0 appartient a (j, il en est de même des points Oe ^ , 7», N

enlicrs quelconques et ces points sont denses sur la circonférence
1 < | = | 0 | .

b. Si W correspond a ^, il y a une infinité de points Ç autour
de Ç , donc une infinité de points 9 autour de 0', puisqu^il y a
correspondance continue entre un élément d'aire du plan des 3
entourant 2^ et un élément de surface de Riemann à un nombre
fini dr fcudiets du plan des t autour de 97.

c. Si des points & tendent vers le point limite 9', h ( 0) tend vers
h ( V } ; ̂  tend vers ^ qui est de S\ donc 9' est de g.

La section de Cj par un rayon issu de l'origine est un ensemble
fermé. Soit alors ;?o lin point Intérieur au domaine D de a tel que
l'équation /< (^) == ^« ait une infinité de racines ; il y en aura une t»
extérieure à A. Je mène le rayon 0 to et soient C la section de Çpar
ce rayon, mn l'inter\alle contigu à C qui contient ^o-»Tlîl couronne
engendrée par la rotation de mn autour de l^origine. Quant t
décrit!', le point ^ = / t ( t ) décril un domaine d'un seul tenant donr
tous les points frontières proviennent de la frontière de F et pur
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suite appartiennent à ^ ; ce domaine contient ZQ puisque F con-
tient ^o* tl doit donc coïncider avec le domaine D du point a, et par
suite contenir a. Or Y ne contenant par hypothèse aucun point
racine de Inéquation h ( t ) = a, la contradiction est manifeste.

On peut donc énoncer le théorème suivant : « L'équation

A(<7) = R[/((^],

où R est une fraction rationnelle de degré plus grand que i et
h(t) la fonction inconnue, n'admet aucune solution méromorphe
ou entière qui ne soit pas rationnelle. » Une discussion élémcnlaire
que nous omettons montre que les seules solutions rationnelles
s'obtiennent par l'identité

(/<7)w== (</")7.

fâ. Nous avons enfin à examirier le cas du point double de
multiplicateur égal à - l—i , c'est-à-dire de l'équation fonction-
nelle

R[A(0] = = / < [ - ? ( < ) ] ,

où ^ ( / ) correspond à une substitution singulière de première
espèce.

Il est commode de supposer que la représentation conforme
de D a été faite non sur le cercle unité, mais sur le demi-pla'i
^(<)->o, et de manière que le point double a corresponde au
point à 1 infini du plan des t. ç (<) est alors de la forme

^--S^A — »a

les a étant réels et les A positifs. En posant t=x-\-iy\
é^ == o(t) == J?i + y'i, on obtient

2 A(.T—a) -
^^ ^^-a)^y^

_ ^ ____\y
yl '" y ~^.Zà (x—ay^-y^ '

On a toujours "- ̂ > i. Pour x infiniment grand, x^ est infiniment
•'

voisin de x et plus petit que x en valeur absolue ;y< est infiniment
voisin dey. Considérons alors dans le demi-plan supérieur le
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contour {fi g. 7 ) formé par deux droites x -= ±: ^ ci la droite^ === y».
Si ç est suftisamment ^rand on constate aisément que le domaine E
extérieur à ee contour est contenu dans son conséquent îS( R}.

On a ensuite
M -, y A > 2 y , .Ti=y-i- —j M == 7 -————'-———- == 7 A sin2^,' •/ y ^ r ^ — a ) 2 — ^ 2 ^

les (o étant les arguments des quantités z—ci. Quand / est intérieur
a la bande PQRS, M a un min imum non nul. .rappelle [JL Un
nombre positif au plus é^al à ce minimum et au plus é^al d'autre
part à r2. Je définis ensuite les nombres r^ ,7,3. .... •^n. par ré-
currence, comme il suit :

^=-^+^
^JL

^2== '^1 — J-»

J^ippelle E, E10, . . . , E^, . . . , les domaines limités toujours
par les deux droites x = rr: Ï et, successivement, par les droites

,r== y,i. j^= y,a, .... ' y = ~f,n-

Je dis que si / est dans E^, î5_i ( / ) serîi dans E (quelle que soit la

F^. ..

-^-

branche de cette fonction que l'on considère). Sinon %_ , ( t) serait
dans la bande PQRS. et y_^ serait supérieur à y^ On aurait donc,
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en remarquant que > '+^ est mie fonction croissante de y pour
V >• 'fi ( a cause de UL ^ y^2 ),

M a »^=^^>^^>^^.

i)e même les antécédents des points de Ë^ sont dans E^,
et ainsi de suite. Ces domaines nrfissent par comprendre un point
quelconque du plan À distance finie, car les y^ tendent, versi'infîni
( comme \fn}. Or, si k ( t } est méromorphe dans le demi-plan infé-
nezir et sur l'axe réel, elle sera méromorphe dans un domaine tel
que E. Le raisonnement fait dans le cas d'une substitution non
singulière est alors applicable : h ( t } est rationnelle, car. par
hypothèse, le point à l'infini est un point ordinaire ou un
pol<-.

On peut donc maintenant énoncer le théorème général qui
suit : Si t^ == y ( ^ ) désigne une substitution rationnelle admet-
tant le cercle fondamental A et de première espèce^ et R(s)
nne fraction rationnelle cjuelconque^ V équation fonction-
nelle

A[(p( . .0]-K[A(/)J

n admet aucune solution méromorphe dans le cercle A et sur
sa circonférence qui ne soit une fonction rationnelle.

On vérifiera aisément que cet énoncé est encore exact quand
R< z ) est du premier degré.

13. Supposons, maintenant, que k ( t } soit régulière sur un arc (T
de C: la fonction y _ i ( Q n'ayant pas de point critiq-ue sur C, la
relation

h(t)=l\\h[^(t)\\

montre que /^/) , méromorphe dans A et régulière sur l.wc o".
^era méromorphe ^ur l'arc 7^ === y (o1) et de même sur 0".̂  o-.i, ....
Or 7p recouvre toiNe la circonférence powr uaie valesiar tti-n'ie dé p .
On peut donc encore <line que toute saiwiiw de Véqwtwn /enc-
tionnelle préc^dente\ mér^wwphe à V intérieur ^de A ^t qui
n ' e s t pas une fonction rationnelle^ admet G comme (i^ne
singulière essentielle,

\«»MS aïkws maintetiant rechercher qoeUes peuyedït eitpe L*s
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tractions rationnelles vérifiant cette équation, en nous bornant au
cas le plus intéressant où h ( t ) fait la représentation conforme de A
sur le domaine simplement connexe D du point double a de la
substitution :^ ==R(^) .

h\t ) étant rationnelle, quand t décrit C , ^ = = A ( ^ ) décrit une
courbe algébrique unicursale dont certains arcs peuvent être par-
courus plusieurs fois et admettre des points de rebroussement;
si S est un domaine aussi petit qu'on le veut, entourant un point <o
de G, les domaines conséquents S,, 03, ..., 3^, .... couvrent, à partir
d'une vîdeur finie de /?, tout le plan de la variable <, sauf peut-être
l'entourage d^n ou de deux points doubles exceptionnels: par
conséquent si z-u = A ( ^»), un domaine -arbitrairement petit entou-
rant 5o aura pour conséquents des domaines du plan des z qui, à
partir d'un certain rang, le recouvriront tout entier, sauf peut-être
l'entourage d'un ou de deux points exceptionnels; il y a, en effet,
correspondance continue entre le plan simple des t et une surface
de Riemann a p feuillets couvran.t le plan des ^, en appelant/,/ le
degré de A ( < ) ; ^?o sera donc bien, comme il fallait s'y attendre, un
point de l'ensemble parfait S relatif à la substitution z^ ==.R( ^). Si-
maintenant t décrit rinlérieur du cercle A, z décrit un domaine D
qui est bien un domaine immédiat du point à, car, autour d'un
point de A, la suite des ^ n ( t ) converge uniformément vers a
(a étant le centre de A ou un point de la circonférence suivant qu'il
.s'agit d'une, substitution ordinaire ou singulière); donc autour d'e
chaque point de D les R,((^) convergent uniformément vers a.
Si enfin / décrit l'extérieur A' de A, z décrit un domaine D' ; dans A'
les îp,,(<) convergent vers b(b = oo ou & == a == i suivant les cas) ;
donc dans D'les R , < ( z ) convergent vers ^ == h(b)\ l'ensemble des
domaines D, D7 et dé la courbeh (C) couvre tout le plan des ^ et
l'on voit bien ainsi que la courbe transformée de C est identique à
l'ensemble J.

Ceci posé, si h (t) n'est pas du premier degré, les domaines D
et D\ cpntigus à .3?, ont des parties communes, sinon un point de D
aurait plus d^uii homologue dans A. Donc ces deux domaines D
et D' coïncident; par suite, le domaine fermé D+^ comprend
tout le plan. Il y a donc deux cas à distinguer :

i° Le domaine D avec ses points frontières ne couvre pas tout le
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plan ; li^l ) est alors une fonction homographique, et ^i === R( z ) est
elle-même une substitution à cercle fondamental de première
espèce.

2° Le domaine D avec sa frontière-cF couvre tout le plan ; / / ( / )
ne peut pas être du premier degré; je dis quelle sera du second
degré. Soit ZQ un point de § distinct des points critiques de Li
fonction ^ ( ^ ) ; les p points correspondants /o< i'ei • • • sont dis-
tincts et situés sur C; si à partir de ^o on déplace le point 3 inli
niment peu sur la normale à J', les p points £ correspondants vont
subir des déplacements normaux à C à partir de. ^o? ^p ^o? ' • ' f ^es

uns vers Pexté rieur, les autres vers Pinte rieur. Mais à deux dépla-
cements élémentaires, de sens contraire de z, correspondent des
déplacements de sens contraire pour chacun des t\ donc si l'on
avait p >> 2, à un point z de D situé dans le voisinage de z^ d'un
certain côté de S correspondrait plus d'un point t intérieur a A.
On a doncjy==2 et les deux points critiques de h_^(t) sont les
deux extrémités de J correspondant aux deux zéros de h ' . { t )
situés sur C.

Pour achever la détermination de / A ( ^ ) , on peut supposer qu'on
a transformé la relation ^ ==R(J) par une transformation liomo-
graphique préalable, de manière que les deux extrémités de la
courbe J deviennent les deux points ^ == o, ^==00. En outre, on
peut faire la représentation conforme, non pas sur le cercle unité,
mais sur le demi-plan supérieur, de manière que les points / == o,
/ == oo correspondent aux points z == o, z •= oc. La relations === A ( t )
devient alors z = A^2 . On pourra même prendre A === i . La substi-
tution «Si == R( ; ) est donc Pune de celles étudiées au Chapitre II]
< n0 23) qui laissent invariants un arc de cercle et le domaine exté-
rieur à à cet arc.

Soit maintenant D le domaine d'un point double a de multipli-
cateur < i en module ou égal à -+- i. Si D est simplement connexe
et si sa frontière possède un arc analytique isolé, la fonclion
t = g { z ) qui fait la représentation de D sur A est analytique sur
cet arc ; réciproquement, z=h{t) sera analytique sur un arc
de G. On peut donc énoncer le théorème suivant :

Soit y. un poifit double de la substitution rationnelle z i == R (z )
a\'ec la condition |R'( a) | < i ou K(a\ =-- 4- i. Si le domaine
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inunédiat D de a est simplement connexe, et si sa frontière
préa'ente an arc c^ualytic]^ isole (^ cette frontière est tout
entière constituée par une circonférence ou une droite; ou bien
par un are de circonfer'ence ou ww segment de droite.

La subst i tut ion est alors ou bien iane substitution à cercle fon-
damental, ou bien l'une de celles qu i s'en déduisent par une
transformation du se<"ond de" ré.

Ï?

44. Revenons maintenant au cas général, où Ion ne suppose
pas que / < ( / ) soît analytique en quelque point de C. Faisons
d abord quelques remarques au sujet de la déterminal i-on eueetive
de cette fon<'tion. Si nous nous plaçons dans le cas non singulier,
en prenant A ( o ) = = a , f équation fonctionnelle que vérifie h ( / )
permettra d'oblenir par identifica4ioiA lous les coefficients de son
développement en série de Mac-Laurin quand* on se donne le
coefficient de / [ / ^o )^o j , mais a condition que les coefficients
de la fonction rationnelle ^ ( t - ) soient connus, et que K ( a ) ne,soit
pas nul. Dans le cas général,on n'aperçoit aucune méthode simple
pour déterminer ceUe fonction ^ ( t } \ mais il v a wn 'ca's parti-culier
o'u la solution est inimédiatf ; c'est ^eiwi-o'n % es't UTI px^in-t d<'»uWe
de TnultiplicateTir mil n'ayant pas d'autre an'técé^nt que Ikii-w^me
dans D, ce qui implique.que la 'fonction R_i ( z ) restreilUe à 0 -n^a
pas d'antre poini cririqiw qaf* a. Le drtTnîiiïie 1) est alors sinipie-
ment connexe et y ( t } est égal à t^ ; Téquation fonctionnelle

/ , ( < ^ = R [ A ( 0 ]

[)ermel alors de déterminer les coefficients de h ( t ) . Si l'on pose

/i(t ) == a -l- MI / 4- MaP-H... ( Ut ̂  o).

li (^ )== a + ̂  (,;—a ï^/-i-. . .,

on verra que u\ est déterminé par l'édualion u ^ . 1 = - et que

7^2, u^ ... s'obtiennent ensnide par des éqiiiati<'ms •du preiBier

( l) D^une m.inicrc plus précise, nous devons supposer qu'on p.eut lrî»cer à
l'intérieur de l) une coupure L aboutissant en deux points frontières aci-'essibk's
distincts rt divisant 0 en deux domaines partiels V et D", dont l'un D' est limi'i»'1

par L. et par un arc analytique faisant partie de la frontière de D.
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degré. 11 est inutile de s'étendre sur ces formules d'identification
dont il n^y a pas grand'chose a tirer ; niais il est intéressant de
noter qu'on peut déterminer les coefficients de h ( /) par des
opérxitions élémentaires. On peut prendre comme exemple la fonc-
tion R ( :' ) == 3 z2 —- z3 ; le domaine immédiat du point double z == o
est ici simplement connexe, car parmi les trois points critiques
^ ̂  o, :? == oo, z == .̂  de ta fonction R _ t ( 5 ) , le premier seul
appartient au domaine Do (le point z- == f\ appartient a D^ qui est
d'ordre de connexion infini ) ; On a ici es { / ' ) -===. t^ et

^Q- ̂ ^——,r-^-^t^....
ô ' À . Ï" •23 . 35

Dcins l'exemple actuel, analogue à d'autres étudiés au Chapitre V,
la frontière de D(( est une courbe de Jordan simple. Il s'ensuit
q u e / < ( / ) est continue sur son cercle de convergence; elle v est
donc uniformément convergente, le domaine Do étant borné,
comme il résulle d 'un théorème de M. Fejér ( » ) . On pourra donc
représenter la frontière en ques t ion par les séries uniformément
convergentes :

•r — \(» 4- Ai coso -4- Bi sin o -4- '. . . -h \n ces /la "1- b,^ sin n s -4-. . .,

y == Ho — \i sin y — Bi cos ̂  -+-... -i* Art sin /i ̂  — tî,, cos n -s -+-. ...

les coefficients A et B étant calculés exactement par des opérations
élémentaires. Dans le cas général, nous ne savons pas si une tette
représentation est possible, h ( t } pouvant n'être pas continue sur
son cercle de -convergence, par exemple si la frontière étudiée a
des points inaccessibles. Enfin, si l'on sait devance qu'une telle
représentation est possible, il manque un nioven de calculer sim-
plement les coefficients, tant qu'on ne sait pas déterminer effecti-
vement la fonction rationnelle v{ f} (->). Il se pose donc un certain
nombre de questions qu^on devrsa résoudre pour qu'on puisse
considérer ces courbes frontières comme effectivement connues.

( ' ) L. FEJLII, La convergence sur son cercle de convergence d'une série de
/yn.f'si9anc€s effectuant vne représenta lion conforme c/u cercle sur le plan simple
{C. /?. Acad. Se., t. 156, 1913 , p. 46-49).

( 2 ) Dans le cas où K ' (a) n'est pas nul, il faudrail aussi calculer préalable-»
nifnl |A ' ( o ) j .
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tô. Laissant de côté ces difficultés, nous allons essayer d'obtenir
quelques propriétés de la frontière / de D. Je considère sur ia
circonférence C un point double /' de la substitution ^ — ^ ( l}\
c'est un point double répulsif à multiplicateur réel et positif ( en
laissant de côté, dans le cas d'une substitution singulière, l'unique
point double de multiplicateur 4- i). Par un point intérieur à A et
voisin de t\ on peut faire passer une courbe invariante et même
analytique aboutissant en ^; il lui correspondra dans le plan des ^
une courbe continue intérieure à D, formée d'une chaîne d'arcs
antécédents ( ^ o ^ - i . ^-1.5-2,...), l'arc z_.^_^ z_^ se déduisant
de l'arc ^_//^._^+i) par la substitution [z\ R( c. )]. On a demunire
(Chap. \ , n°33) qu'une telle courbe aboutit en un poini fron-
tière unique qui est un point double de la substitution. A toul
point double / / correspondra ainsi un point double z\ mais a deux
points (' distincts peuvent correspondre deux points ^ ' confondu.s
en un seul, les deux chemins qui aboutissent en z étant séparés
par la frontière (1). Voici un exemple où cette circonstance se
produit; posons

R(^) === z -(- ^s,

et faisons la représentation conforme du domaine du point à l'infini
qui, on le verra facilement, est simplement connexe; p o u r ^ réel
ou purement imaginaire mais non nul, 5, :^, ̂  • • • ? ^ni - . . croissent
en valeur absolue et tendent vers l'infini; le domaine D^ comprend
donc les axes de coordonnées saufForigine, D'autre part, le point
z == o est un point double de multiplicateur +i, mais qui compte
pour quatre points de cette espèce réunis en un seul et donne lieu
a une étoile à quatre branche, c'est-à-dire à quatre domaines
immédiats distincts assemblés autour de l'origine et d'ailleurs
symétriques chacun par rapport à l'une des bissectrices des axes
de coordonnées. L'ensemble ̂ , qui est continu et se confond avec/,
aura donc des points au voisinage de l'origine dans chacun des
quatre angles des axes ; donc les quatre chemins .r0,y0, x'O.y'O,
qui aboutissent au point double origine, sont séparés deux à deux
par des branches de la courbe/ La fonction y ( ^ ) sera ici égale

.à /3 et l'équation t9 == t donnera les quatre points doubles répulsifs

( ' ) Voir, par exemple, MONTKL, Sur la représentation conforme, p. 43.
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sur C, t == ±: i, < === ± (, auxquels correspond le seul point z == o
qui peut être regardé comme la réunion de quatre points frontières.

De même aux points périodiques d'ordre p sur G correspondront
sur y des points périodiques d'ordre p ou diviseur de p . II esl
probable que parmi les points périodiques en nombre infini qu'on
obtient ainsi sur y il y en a une infinité qui sont distincts, mais je
ne sais pas le démontrer dans le cas général.

i6. Supposons maintenant que h ( t ) soit continue sur un arc <f
de C et de manière qu'à deux valeurs de t distinctes correspondent
deux valeurs de z distinctes ; on aura alors un arc / ' de f constitué
par une courbe simple de Jordan et qui renfermera une infinité
dense de points périodiques; tous ces points, sauf un nombre fini
d'entre eux, seront répulsifs (Chap. IV, n0 30). 11 s'ensuit, comme
nous allons le voir, que, sauf dans les deux cas simples examinés
au n° i3, la courbe f aura une infinité partout dense de points
sfins tangente. Démontrons pour cela le lemme suivant :

Si o est un point double répulsif de la substitution ration-
nelle ^i •= R(^) et si ol est un arc de courbe de Jordan simple
invariant par cette substitution^ cette courbe n'a pas de tan-
gente en o sauf dans le cas où le multiplicateur étant réel et'
positif^ ol est analytique en o.

Traçons un cercle de centre C dans lequel la fonction R_» (^),
nulle à l'origine, soit holomorphe et vérifie la condition

|R-i(^)|</^| (Â:<Î).

Il existe une fonction holomorphe dans ce cercle qui vérifie
l'équation fonctionnelle de Schrôder :

F[R-i(5)J = g ¥(s) [| SJ - | ÏV(o) | > i, F'(o) ==-4-1].

La fonction Z ==F( z) fait la représentation conforme de ce
cercle sur un domaine du plan des Z entourant l'origine. A la
courbe ^/, qu'on peut supposer tout entière intérieure au cercle,
correspondra dans le plan des Z une courbe OL invariante par la

7substitution Z _ i = - » et par suite formée d'une chaîne d'arcs
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Z y Z i , Z_i X_2, Z_2 Z^3, .., déduits de l'are initial parles puis-

sances de celle substitution. Soit (») rargumcnt de ç cohipris entre

o et 27T. Quand Z décrit l'arc initial, son argument varie de ^3
à ( î+^7 quand Z décrit le deuxième arc, son argument varie
de [3 -|- co à ^ 4- aco; quand Z décrit le /î^"1® arc, son argument
varie de ^ - { - { / i - — . i ) (D à ^-+- / îco ; si donc to n'est pas nul, la
courbe OL s'enroul'e en spirale autour de l'origine et toute droite,
passant par 0 la rencontre en une innnité de points tendant vers 0.
Si oj est nul, c'est-à-dire S réel et positif, Zo et Z_i ont même
argument; mais si l'arc Zo Z._i ne se confond pas avec un segment
de droite passant par l'origine, Z a sur cet arc une osci l la t ionh non
nulle, et tous les arcs liomothétiques Z_^...t) Z_,/ qui tendent \ers
l origine sont vus de, ce point sous le même angte (L 11 n'v a donc
de tangente en 0 que si OL est un segment de droite aboutissant
en 0. En revenant au plan des 3, on voit qu'il n'y aura de tangente
en o à la courbe ol que si /// est un arc de courbe analytique inva-
riante passant par o.

Ce lemme démontré, la proposition annoncée est immédiate ; car
l'arc de courbe f considéré est invariant par la subs t i t u t i on
3 ^ = = = R ^ ( ^ ) et passe par un point double répulsif q de cette
siil)stitution, correspondant a nn point double rtîpulsif 9 de la
siil)stilutiou t p = = ^ p ^ t ) . A un élément d^rc 9X de C correspond
un élément d'arc S/ dey auquel s'applique la démonstration pré-
cédente. Or, les points tels (nie S; sont denses s u r / ' , qui a ainsi
une infinité dense de points sans tangente a droite ni a gauche.
Le fait est encore exact pour la courbe / t o u t entière, qui résulte
de f par itération jusqu'à un ordre fini, comme il résulte de
l'équation fonctionnelle

H,J//(QJ=/,[^«)|.

et du fait que '?,/ ( / ) décrit tou te la circonférence quand / décrit 7
dès que n est sufiisamment grand. La proposition ne serait en
défaut que si h \t) était analytique sur un arc, ce qui ne peut
arriver, comme nous le savons, que dans les ^Icux cas simples déjà
examinés.

Supposons, par exemple, qiic l On puisse tracer dans le domaine S )
une coupure aboutissant en deux points distincts et divisant Ce
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<lo»iaine en deux dom'aines partiels, dont 1 1111 soit ui»i domaine
cuuvexei^ . Cette eo-up lire a pour inia^e, da'i»s te pian des t. wne com-
pare «ibcHttissant en deux points distincts(te (^ et divisant A en- deux
domaines, dont l'un A correspond à IV. Les contours de IV et A se
correspondent point par point d'une manière continue ^Painlevé,
(^arathécHiory) ; h.{t} est donc continue sur un arc (T de C auquel
correspond point par point un arc } ' de /; on peut appliquer le
théorème précédent; mais, sauf ((ans tes deux cas simples déjà
mentioTmés, / ' est coupé en une illimité de points innniment
voisins <le A par les droites qui passent par certains de ses points A;
/ w peut donc pas l imiter un domaine convexe; On a donc l'e
théorème sunant :

S i / a substitution rationnelle ^, == R(^) admet le point
double a ^ | R / ( a ) | < i ou W {y, ') = 4- i ̂  ayant un domaine
immédiat D simplement connexe^ aucune coupure tracée
dans D ne peut le diviser en deux domaines,^ dont V un soit
con^exe^ à moins que la substitution ^admette un cercle fon"
damenteil ou un domaine invariant dont la frontière est un
arc de cercle^ ce cercle fondamental ou ce domaine illimité
coïncidant alors avec D.

47. Revenons au cas général, et soit PQ une coupure quelconque
de D aboutissant en deux points frontières accessibles distincts; il
lui correspond une coupure pq de A {p^, q distinets) qui divise A
en deux domaines partiels A' et A7 correspondant à D et D". Un
conséquent de ran^ n de A' (ou de A7 ) couvre A entièrement (sauf
peut-être l'entourage de l 'origine). Donc, dans le plan des j, un
conséquent de raii^ f i n i de IV ou de I)7 couvre D entièrement,
sauf peut-être l'entourage de a. Ce résul tat n'est pas, en général,
équivalent à celui du n" ^0 (Cliap. l\ ). D'ailleurs, on n'est pas
certain que PQ étant, par exemple, un arc de cercle de rayon-infi-
niment petit, l'un des domaines D ' o u D" soit lui-même intérieur
a un cercle de rayon infiniment pe t i t , / pouvan t avoir des points
inaccessibles. Nous ne pouvons donc pas affirmer que tout point
dcy'soil limite d'antécédents d'un point quelconque de y si l'on
ne considère que les antécédents appartenant eux-mêmes a / .Tant
que l'on n'aura pas résolu la question de savoir si ces points



inaccessibles existent ou non, il y a peu de chances pour que la
représentation conforme conduise à des propriétés précises de/, à
part celles que nous venons de démontrer et qui ont d'ailleurs un
caractère purement négatif.

48. Nous allons obtenir au contraire d^autres propriétés de /
par une autre méthode reposant sur l'emploi des suites normales,
mais a la condition de faire des hypothèses particulières sur la
distribution des points critiques des fonctions R_^(^}. Nous allons
pour cela exposi-r tout d'abord quelques propriétés des suites nor-
males dont nous allons avoir besoin, et qui sont faciles à déduire
des propositions de M. Montel, extraites de son Mémoire « Sur les
lamilles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs excep-
tionnelles dans un domaine » ( A . E. N. À\, 3*' série, t. \X1\. K) i2 .
p. 006-507),

Considérons dans un domaine D simplement ou mulliplemenï
comme FenseTnble des fonctions f {z} qui satisfont aux conditions
suivantes :

ci. Elles sont holomorphes r'n chaque point intérieur a D;
h. Elles sont uniformes;
r. Elles prennent des valeurs distinctes pour des valeurs

distinctes de z ;
d. Elles ne prennent jamais la valeur finie a.

Si l'on désigne par M et m le maximum et le minimum de
\f(^')—ct\ dans un doniaine fermé complètement intérieur à D
on a

m >. Miy,

q étant un nombre positif, qui ne dépend pas de la fonction/, mais
seulement de la figure.

En effet, M. Montel a démontré dans le Mémoire cité que les
fonctions qui sont holomorphes et uniformes dans un domaine ou
elles ne prennent jamais la valeur zéro et pas plus de p fois la
valeur i y forment une famille normale. 11 suffit alors d'employer
le mode de raisonnenien1! suivant du au même auteur.

M étant le module maximum de \f(z} —a\ dans D\ les fonc-
tions y(^)==*—^ /— a sont holomorphes et uniformes dans D où



elles ne prennent jamais lu va leur zéro et une fois au plus la
valeur i. Elles y forment donc une famille normale. Elles sept
d'ailleurs bornées dans leur ensemble (au plus égales à i en
module) dans D' et de toute suite infinie de ces fonctions on peut
en extraire une autre qui converge uniformément dans un domaine
renfermant D' et intérieur à D vers une fonction limite holomorphe
et bornée. Si la proposition annoncée notait pas exacte, on pour-^
rait trouver une suite de points ^ i , z^^ .... Zn-i ... de D' tendant
vers le point limite ZQ et une suite de fonctions yn(-s) telle que les
nombres y / / (^») tendent vers zéro. Extrayons de cette suite une
nouvelle suite qui converge uniformément vers f(z) dans D' et
pour laquelle nous conservons les mêmes notations. Les quantités
?//(^//) tendent vers zéro par hypothèse et lès différences
f ( Z n . ) — f n ^ Z n ) a cause de la convergence uniforme; il s'ensuit
que ^ { Z n } tend vers zéro et par suite que î p ( ^ o ) == °? ^o étant le
point limite de.-» ;,/. Mais ^ ( z } ne peut prendre la valeur zéro en ;o
que si les fonctions ©„ (s) prennent toutes la valeur zéro dans le
voisinage de 5o, ou si ^ { z ) est identiquement nulle (MONT EL, loc.
cit.. p. 49°)- Ces deux hypothèses sont impossibles, car ^u{z)
n'est jamais nulle dans D et prend d'autre part au moins une fois
une valeur égale à i en module sur le contour de D\ La proposi-
tion est donc démontrée. On peut aussi l'énoncer en disant que si
^i et z ' t sont deux points quelconques intérieurs à D\ on a

/(^)-q i
<î<J^——a<T

fô. La méthode employée permet de démontrer très s implement
un théorème important et tout à fait analogue a celui-ci, dû à
M. Kœbe.

Le théorème de Kœbe s'énonce ainsi ( 1 ) :

« Considérons les fonctions f \z) qui ne prennent jamais deux
fois la même valeur à l'intérieur du .cercle (| z \ < R ), où elles soni
holomorphes. Soit o << & << i . Il existe une fonction positive de 9,

( 1 ) J'emprunte cet énoncé à l'ouvrage de M. Landau: Darstellung und
Begrundung einiger neuerer Ergebnisse cier F unktionen théorie (lîerlin,
Springer, 1906, p. 102)

X L V 1 1 1 . l6



- w —

Û(6) telle que si ^i et ;?a désignent denv points <lu cercle ( [ ̂ |^R ».
on ait

__ </lLil)<ij(0).
o<0) "/ '(^)

Posons

/(5) == a.)-+- rtft î- i—^2^1 -h .. .,

,.,^.A^)-^, -4- ... ( (/i ^= o ).
<7, K

F(^) ne prend jcunins dei<\ fois la mcme v<ilciir dans le cercif
(^ ( \z \ << \ } : f' (z ) fl F'(^ ) IK' soni j.iin.lis milles pour 1 z\ <^ H (•l
| ̂  | << i resix'cliNenicnl. On 11 d'îullcin's

. ^ __ /^•H.O
^^ '" ai

Appliquons ]<• lln'oi'ruu1 (JÏK; nous venons de démontrer n la
fonction 1^( 3 ^ le doin<un<* I) elant i)ar e\enij)le le cercle ( |j[ << i ».
On smra. |»onr | ̂  | == ^,

min | F^)! > y^ 0) max | V ( z > |

on, ce uni est h) meine chose.

• |^)min ———/ > y(0 ) wtax ^( '^1

ty ^ :
i,̂ » 4111 < > s l l»<>l<>»n<>*'pn<1 ^t non nulle pour I ^ I ^ O <il(eî^nîinl son

înininium sur le con.iour \-z\ === 0, on «iiira

î^--)!r ( o ) == i > min

En comhinîint les deux dernières ine^îdites, il vieni

V ( z ) \ imax —:—- < ——
^ !|^l=0 y '^

max | r ( ^ ) | ( , )_ . .o < ^——^ = ; V ( 0 ) .

Il s'ensuit mie les l^(^) sont bornées d.ins leur enscinble d<msi , / ,,
oui cercle de r.ivon inférieur a i. 1 1 en sera de ineme pour les
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('ourlions dérivées, en vertu de la formule d<* <^aucnv :

?'(;;)== -I- r^—^)1 ̂
•A/Tr .^ , r"(M) <f M<

qui donnera. j)onr 0'>> 0,

| 1^( ^)||;i=0 : m;»x| l7^)!,^^ x
( O ' — O ) 2

Î r excinpic, en prcn.ml 0 '— i-3— , il \i(*ni

|F^)),^0<A(4^)x,^=H(0).

v ^ )

\A^ F ' ( z ) fonneni donc dans (.1 une f.<miH<î liorniîdc (huit h's
(onctions limitas n<' soin pas inlinirs. Elles ne peiiM'iii DOI) |> l ( is
cire nulles en aiieun poini, car V { ^) riant din'mml de zéro dansC.,
une fonriion lunile ne penl eire nulle <tn un |)oinl ( jnc.si ell<* csl
idenli(|iieinenl nulle, (T qni <»sl iinpossil)Je () l l is(^(l(> l^ '«»)==i. On
en conclura, en ^t'hi d'un raisonnement employé pins liant,

^"•l^)|^o><^e)>o^

On a donc pour j ^ l ^ O la donLIc inc^altle

t:(f)}<\^'^}\ ^l^^^^l - B ( 0 ^
1 ^i 1 ' / 1

c'est-à-dîre, poni1 | ; | ^ R Ç ,

d'où

c ( o ) : fÏl\<ïîw-

C(0)<1/Ï22 <B^^h U\

0(0) f'{z^ ) , iî((n
B ( . O ) '/TïT) ' ("i?^*

La proposmon est donc dcinonircc pour nn domaine de rornic
circulaire el s'étend facikineni par la méthode des chaînes de
cercles a un domaine de forme quelconque.

50. Considérons niainlenani une suite infinie de fonctions
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y < ( 5 ) ^ / î ( ^ ) î • • • . holomorphes dans le domaine D que nous
supposerons simplement connexe, tendant uniformément vers la
constante a et satisfaisant encore à la condition c, mais pas néces-
sairement a la condition d.

De toute suite des fonctions /„,. on peut en extraire une autre
pour laquelle on a

fn(s) = a — ̂  [f(z ) + £/^)],

les [A,/ étant des constantes qui tendent vers zéro, f(z} une fonction
holomorphe dans D, jamais identiquement nulle, et les e^^'des
(onctions qui tendent uniformément vers zéro./(^) peut être une
constante non nulle; hormis ce cas, elle ne prend jamais deux fois
la même valeur dans D.

En.effet, si fn{z) n'est jamais nulle dans D, posons

;^t==/(^o)—«,

^?o êtîmt intérieur a D ; les fonctions ^^""^ ont dans tout
^n

domaine D' intérieur à D leurs modules compris entre a et
^ (q > o) ; elles forment donc une famille normale dans I), et de
t o u t e suite de ces fonctions on peut en extraire une autre qui
comerge uniformément dans le domaine D' (qui contient z^} vers
une fonction liolomorphe et bornée ^ ( ;; ) ; y ( z ) n'est pas identi-
quement nulle, puisque les fonctions considérées ont toutes la
valeur i au point ZQ. Elle n'est donc jamais nulle puisque les
fonctions dont elle est la limite ne sont jamais nulles dans D.
Elle peut se réduire à une constante non nulle ; sinon elle ne
prend jamais deux fois la même valeur dans D, étant limite unifor-
mément atteinte de fonctions qui jouissent de cette propriété. La
proposition annoncée est donc exacte dans ce cas.

Supposons maintenant que \esfn( ^ ) s'annulent dans D.
Comme elles prennent chacune une fois au plus la valeur zéro,

on peut de toute suite de ces fonctions en extraire une autre tel le
que les zéros z^ z.^ .... z,^ ... des fonctions /,,(^) — a aient un
point limite unique Ç. Si ; n'est pas intérieur à D, on est ramené
au cas précédent. Si ç est intérieur à D, on peut décrire de Ç
comme centre un petit cercle c renfermant tous les points ;:„, au
moins à partir d'un certain rang, et de plus intérieur à D. Soient D



- 237 —

un domaine limité par un contour simple, intérieur a D et conte-
nant c, et ^o un point de la couronne (D' — c). Dans cette couronne

les fonctions J/t(;5) "~a satisfont aux conditions du lemme de
}n{ZQ)— a

tout a l'heure et restent comprises en module entre q et — (y << i).

Elles sont donc encore inférieures à l- à l'intérieur du cercle c

puisqu'elles y sont holomorphes "et atteignent leur maximum sur
la circonférence. Elles forment donc une famille normale, et de
toute suite de ces fonctions, on peut en extraire une autre qui
converge uniformément dansD' vers la fonction limite holomorplie
^ { z ) y ^ ( 3 ) n'étant pas identiquement nulle dans la couronne
( D' — c } n'est pas non plus identiquement nulle dans c $ mais elle
est nulle au point ç. D'ailleurs cette fonction, n'étant pas une
constante, prend une seule fois chaque valeur pour la raison
indiquée plus haut et l'on a» la même égalité asymptotique que
tout à l'heure, ©(s ) étant certainement une véritable fonction.

On pourrait prendre pour les nombres y.n îul ̂ levL de [fn ̂ o) - a}
les maxima des fonctions [fn(s) — a] sur certains contours conve-
nablement choisis, ou encore les valeurs des dérivées/^(^o) eh
un point intérieur à D. -

31. Dans les applications, le théorème précédent fournit, à
défaut d'une expression asymptotique des /„ souvent difficile à
obtenir, des indications sur les valeurs asymptotiques pouvant
conduire à des résultats importants. Nous en donnerons deux
exemples relatifs aux problèmes qui nous occupent actuellement.

Considérons un point double attractif a d'une substitution
rationnelle et son domaine immédiat D supposé simplement
connexe et limité par une courbe /. Nous allons démontrer que,
du moins dans des cas très étendus, / n'a de tangente en aucun
point ou seulement en une infinité dénombrable de points.

Nous savons que /, qui est la courbe limite des courbes antécé-
dentes intérieures à D d'une circonférence entourant a, peut aussi
être regardée comme l'ensemble dérivé des antécédents intérieurs
a D d'un point quelconque de D autre que a ; e est même l'ensemble
des points limites des domaines antécédents d'un domaine A aux
conditions suivantes : A doit renfermer des points intérieurs à D



— 23S —

cl ne contenir aucun point cri l ique on l i m i t e (h- points critiques
des touchons K._,,( ^ ) ; enfin les domaines antécédenis de A doivent
cire choisis parmi ceu\ qui renfermeni des points intérieurs a I) ,
.S il en est ainsi. les branches de fondions R_,<( 3) , resireinles an
domaine 1), forment dans A une famille normale à fonctions limite;*
conslanles, ces constantes avani pour afiixes Ions les points de /.
•Nous supposerons ((u'on peut chois ir A de manière qu'il renferme
a la fois de^poinis de ï) el des points de/. Soit alors une sn i le de
fonctions H_^/;?), R _ a , ( ^ ) , . . . .lendani nni tormemeni dans 1
vers la conslanle a. I l es! possible dYMraire de la su i t e de ces
fonctions une nouvelle sui te (pie nous désignerons par / i ( r \
f^( z. ). . . . , /,/( ; '), . .., pour laquelle on aura

/ , , (3) .—<l==^[^(3)-—S,, (^) | ,

^,/, ^ i ; ) , ï / t { : - ) a v a n t les s i^nincal ions indiquées plus haut . Kn
effel, on suppose que les fonctions \\ ,/( 3 ) soni uniformes dans A :
on voit facilement qu'il est permis de supposer qu'elles n\ ont
pas de pôle. Elles satisfont donc aux conditions d'application du
théorème précèdent. Pour que îsC?) ne soil pas une constante, il
sufdl qu'elle a i l nn xero dans A : c'est-à-dire que l e s / , / ( 5 ) — ^
aient des zéros avani un point l i m i t e i n l e r i eu r - a A. Pour qu'i l en
soi! a ins i , il sun i l (pie le domaine A renferme un ,poinl l imi te des
conséquents de a. Soient donc K^ l'ensemLle dérive de ces consé-
quents, /^ un point de cet ensemble qui nalurcllemeni apparlieni
a / ; si, en oui re, b n'appartieni pas a l'ensenil)ie E,. 4-Kp formé
parles points critiques de la fonction U._, ( ^ ) , leurs conséquenis
el leurs points l imites, un cercle de centre h cl de ravon conve-
uable pourra élrc choisi comme domaine A dans lequel loul<is les
conclusions (pli précédent sont valables, la fonction 5'== tt( J)
p renan t l a valeur zéro pour s === b et faisant la représentation
conforme de A sur un doinaineA du plan des : ' ' e.nlourani l^ori-
^ine. Soit Y la section de/ par A. Si ^ est un poini de y, le point
/,,(^) appartient a la courbe/en raison du ça rac 1ère invariant de
celte frontière et de la signification de /„< ^ ).

Appelons (o lune des limites d'indétermination de l'argument
de ̂  pour n uinni et A l'argumeirt de z •==: ̂ {^ ;), ^ étant uu poim
de ydistinel de b ; en vertu de l'éqnttliou

.A^)—a==^|y>(^»4-£, ( (J) ] ,



il eu résultera pour l'argument de fn{:'}-—a une valeur limite
éi:ale a (o+^; comme (o est indépendantde ̂ , pour que l'argument
limite de f n ( : ' } a n'ait qu'un nombre fini de valeurs distinctes,
U faut que •L n'ait qu'un nombre fini de valeurs distinctes quand 3
varie sur-^. S il en esl ainsi, 1 imare Y de v dans le domaine A esti 7 <? i <
formée de points situés sur un nombre limite de droites issues de
lori^iiie ; si ^' é ta i t [)arloul discontinu, il en serait de même de Y
et de y; or, f est continu ; '/ contient donc un serment de droite
et. de plus, puisque y' est sur un nombre Iini de droites, un segment
isole <dont les points intérieurs ne sont, pas limites d'autres points
de </ extérieurs a ce serment). Comme z est une fonction analvlique
de ; dans A , il en résulte que ^ contient un arc isolé de courbe
analytique. Ceci n est possible ( n° 13 ) que si la courbeyiout entière
est une courbe analytique qui lie pent être qu une circonférence
ou une droite (cas des substitutions a cercle fondamental), on
encore un arc de circonférence ou un serment de droite ( substitu-
tions (pli possèdent un domaine invariant illimité ayant pour
frontière un arc de courbe de cette natnre).

Ecartons ces deux cas particuliers simples. On voit qu'il existe
alors surydes points ï infiniment voisins de a tels que rar^nment
•le S a ait une infinité de valeurs limites distinctes (mod^T) .
La courbe y', quelle que soit sa nature, n'a donc pas une tangente
unique au point u et ne peut pas non pins être formée d uu
nomin'e fini de courbes avant chacune une tangente en a.

o^. Nous allons \oir que, 'dans les cas les plus simples, les
points a constituent tous les points dey, sauf peut-être une inimité
dénombrable d entre eux. Considérons les points dey qui soul des
points critiques on limites de points critiques des fonctions J{_,,(^),
c'est-à-dire quiappartiennent à l'ensemble E(.-{-1^. Nous suppo-
serons que ces points S; de y sont en nombre fini ; comme le consé-
quent d'un point S est encore un point !;, ces points sont donc des
points périodiques ou antécédents de points périodiques. Soit
maintenant ci un point dey; si l'ensemble dérivé 1^ des conséquents
de a renferme une infinité de points, il y en a qui sont distincts
des points ç. Le résultat qui précède est applicable a et. Si E^, qui
est un ensemble invariant, ne renferme qu'un nombre limité do
points, ces points appartiennent tous à des cycles. Supposons que
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les points de E^ soient tous des points Ç. Si un tel point périodique
n'a pas un multiplicateur de la forme ^e, 9 étant incommensurable
à 27i, la chose n'est possible que si a est un antécédent de S. En
effet, d'une part un point double répulsif ne peut être point limite.
unique des conséquents d'un point que si ce point est l'un de ses
antécédents ; la même propriété a lieu pour les points doubles dont

i^P
le multiplicateur est de la forme e {1 , sauf pour les points z qui
appartiennent aux domaines de convergence vers ces points doubles
et qui, par conséquent, n'appartiennent pas à/; d'autre part; nous
avons démontré ( Chap. II, n° 13) que si un point double non attractif
est limite des conséquents d'un point ^, mais n'est pas leur seul
point limite, ces points limites sont en nombre infini. Ces propriétés
s'étendent d'elles-mêmes aux points périodiques. Par conséquent,
si les points S; de y sont en nombre f in i et ne sont pas des points
périodiques dont le multiplicateur soit de. la forme <^°, où & est
incommensurable à 271, tous les points de y sont des points sans
tangente sauf peut-être une infinité dénombrable d'entre eux, à
savoir les antécédents des points ç. En particulier, s'il .n'y a aucun
point ç sur y, cette courbe n'a de tangente en aucun point.

On peut donc énoncer le résultai suivant :

Soient a un point double attractif de la substitution z^ == R (^ )
et D son domaine immédiat supposé simplement connexe; si la
frontière/de D ne contient aucun point qui soit un conséquent
ou limite de conséquents de points critiques de la fonction
R-i (^), cette frontière n^a de tangente en aucun point sauf
dans les deux cas simples mentionnés nui n" 43.

33. En général, dans ce cas, /est une courbe simple de Jordan;
du moins il en est toujours ainsi quand le domaine complémen-
taire de D est celui d'un autre point double attractif. Cette courbe
non seulement n'a pas de tangente unique en un point, mais n'a
pas non plus une tangente à droite et une tangente à gauche; on
peut même démontrer qu'elle n'a de tangente ni à droite ni à
gauche. Comme exemple, nous pouvons prendre la courbe de
séparation des domaines des deux points o et oo pour la substî-

Z -{- JS^tutiôn z^ = ———(m ^2).
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Supposons maintenant qu'il y ait des points ç sur la courbe/.

Elle pourra avoir alors des tangentes en certains points. Suppo-
sons, par exemple, que / contienne un point double (ï pour
lequel R^p) =+i et R.^)^ o. Au pointa il y aura une tan-
gente de rebroussement. En effet, nous avons appris À tracer une
courbe c passant par ce point j3, y possédant une tangente de
rebroussement et limitant un domaine avec une pointe rentrante
qui fait partie du domainedu point [3; par conséquent, les points
de f voisins de [î sont extérieurs à cette courbe c et toute branche
de /'passant par p sera tangente à c, avec un rebroussement en ce
point. Il en sera de même en tous les points antécédents de ,3.
D'ailleurs, si, prenant p pour origine, nous considérons les
branches des fonctions R_n(z) nulles en ce point, nous savons
qu'elles ont pour expression asymptotique. dans un certam sec leur
qui renferme des points de/,

R-^)== A/i-}-BJt/i-b F(^)-4-e^)

t,i(z} tendant vers zéro avec-. Cette expression est de la forme

^.[C-+-ir)^(^)J,

en prenant, par exemple, ;Ji/,== -.——BiT61^^ ï * ÏJa^o^ctlon î^)?
qui nous a servi dans la démonstration précédente, est ici une
constante et Pon voit bien ainsi pourquoi cette démonstration ne
supplique pas dans le cas actuel. On peut prendre comme exemple
la courbe de séparation des deux points doubles z == o, z == oo de
la substitution z^ == z — ^ 2 . On peut démontrer que c^est une
courbe de Jordan sans points doubles. Elle a une infinité de points
de rebroussement qui sont les points antécédents de Forigine.
Partout ailleurs elle n^a pas de tangente.

Nous devons remarquer que l'analyse qui nous a conduit à ces
propriétés plutôt négatives de la courbe/nous fournit en même
temps une propriété positive, à savoir qu'autour d'un point a il
existe une infinité d'arcs appartenant à la courbe, tendant vers ce
point et représentables par-ïa formule

Z== O-h (A,,[y(/s)-+-£n(^)],
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les «JL,^ étant des constantes qu i tendent vers zéroy s( 3) une fonc-
tion analyt ique à dérivée non nulle, les £ ^ ( ^ ) des lonelions qui
tendent vers zéro et 5 décrivant 1111 arc de relie même courbe. On
constate facilement que c'est une propriété banale ( facile a traduire
en lan^a^e géométr ique) qui appartient, par exemple, a toutes les
courbes ana ly t iques et à beaucoup d'autres; mais c'est ^race a elle
que nous avons pu étudier la <( condensation des singularités » qui
se p rodu i t en chaque |>oinl de la courbe, et conclure de la non-
ana lv l i c i l é de certains arcs, la non-existence des tangentes en
chaque point. La démonstration employée nes t d ailleurs qu 'une
généralisation de celle du n0 4(>. On peut aussi remarquer qu'en
chaque point ci pour lequel cette démonsiration est valable, d
existe des domaines in f in imen t petits intérieurs a I) et tendant
vers d et qu i , de plus, sont asymplotiquement semblables cuire
eu\ avec un centre de s i m i l i t u d e commun en <7, de sorte qu ils sont
vus de a sous u n an^le (pli tend vers une l i m i t e non nulle. 11 e.sf
clair (lu une telle propriété, quoic(ue assez banale, i i appa r t i cn l pas
à tous les points frontières, notamment aux points de rebrousse-
ment, avec une pointe dirigée vers l'extérieur du domaine ; c est
précisément, ce q u i se p rodu i t pour les points doultles de multipli-
c a t e u r - | — i . pour lesquels la démons t ra t ion ('si en dé lau l .

Voic i eniin une dernière remîi rque : plaçons-nous dans le cas
où / est une courl>e de .lordan sans points doubles. Comme elle n'a
de tangente en aucun point ( o u seulement en une i n f i n i t é dénom-
brable de points ), i l résulte des recherches de M. Lebes^ue qu 'e l le
n'est pas rectinable, et que les fonctions d'un paramètre réel qui
la représenleni sont a var ia t ion non bornée dans t o u t intervalle.
Ces courbes ont d 'a i l leurs les plus grandes analogies avec celles
de M. Hel°e von Koch; mais les courbes étudiées par cet au teur. r' ' " • i
sont dét inies par une méthode construct ive de manière a leur
donner certaines propriétés assignées a l'avance. Il nous a fallu, au
contraire, pour analyser le mécanisme de construction de nos
courbes, de longues et patientes recherches comportant notam-
ment l'étude analvtique approfondie de certaines équat ions fonc-
tionnelles (n0' 40-42).

»')4. 1\ous allons donner maintenant une autre application des
mêmes principes concernant les points doubles dont le mullqdi-
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f ateur est de la forme ^/0, 0 incommensurable à ^^, et démontrer
qu tt ne peut exister de domaine invariant à F in te rieur duquel
les f'onsér/uenfs d'fifï point tendent régulièrement ^ers c(^ point
double. Soit, le point double étani a l'origine,

Z^ \\(Z}=. ZC'^-r- A^-.. . .

Il existe un eerele C de cenire ( ) dans lequel R( z } est holomorphe
et ne prend qu'une fois chaque valeur: si [ ^ | esl infiniment pelil,
on a

a ru Ji == î t r^ s + 0 -+-(>([ z4 \ ) .
1110(1 Si — 1110(1 ^ -4- c( | 3-' 1 )^

o ( | ;;-*[) desi^nani une (|iianli(e (p»i esl au plus de l'ordre de l ^ 2 ] ;
Iri transformalion esl donc équivalente, au second ordre près, à une
rotahon d<* l'angle 0 autour de 1 origine. On aura de nieme

Hr; , , ; , t=arg^-r - / t0—o( z'1 \).
ino<l Zn •==• mod 3 -+-<)( | z2 ( ),

les div<*rses (iiiantites o ( [ ^ : î j ) (|ui (i^urent dan< ces égalités elani
plus peliles (|(ie / j ^ ^ ] , où / peul être suppose (îve (ani que //
reste inférieur a nn notnhre (ixe p el | z\ intérieur a /'.

Sup(»osons (pie les Zn lendcnt ri^gulièrement eï nniformémeni
vers zéro dans un domaine ferme I) faisant partie d'un domaine
invariani (0. Les domaines t) et I), :-=K(D) étant Ions deux inté-
rieurs a iô, d exisie un domaine (jui les contient tous tes deux
el qui jouit de la même propriété que f). Il est doue permis de
supposer que l )e t l ) ( , et en général I),, el f),/^i ont des poinis
intérieurs communs. Ces domaines soni tous, a partir d'un certain
ran^, intérieurs au cercle (^ ; on peut supposer qu'il en est ainsi
a partir du premier. Les fonctions R , / (z ) ne prennent alors qu'une
fois chaque valeur dans I). l) peut d'ailleurs être suppose simple-
ment connexe et limité par une courbe formée d^arcs analytiques.
Nous savons, en Outre, que les Pt,^^ ne peuvent pas converger
uniformément vers zéro dans un domaine conlenani J origine ;
les R,/ ( ^ ) n'ont donc pas de xéros dans D.

Soil S iin point intérieur à I). Les fonctions — == / ^ < z - ) sontK f t ( ^ ) •
lelles que de toute 6uite de ces (onctions, on peut en extraire une
autre (lui converge uniformément vers une fonction limite f (;)
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holomorphe et non nulle dans D, en vertu des lemmes que nous
avons établis. Aucune des fonctions limites n'est une constante,
car si l'on avait, pour certaines valeurs infiniment grandes de ^i,

Zn^Rn(z) == ?4C + £,,(^)]

[C constante non nulle, Ç,<== R.,/(!;)], on en déduirait

arg^=arg^- i -a rgC -+- i n f . p e t .

Le domaine D,, serait donc vu de l'origine sous un angle Infini-
ment petit. Or, le domaine D,^/ se déduisant de D^ par une subs-
titution qui équivaut asymptotiquement à une rotation de l'angle
uni 9(o <c9<; 27c) autour de ̂ l'origine, a partir d'un certain
rang D» et D^| Sauraient aucun point commun.

Les fonctions fn{^) n7 ayant aucune fonction limite constante
et prenant toutes la valeur i au point !;, il en résulte que les
domaines quelles représentent, quand z- décrit D, ont en commun
un cercle de" rayon non nul ayant pour centre le point i . Suppo-
sons qu^il n^en soit pas ainsi, et soient L un contour simple tracé
dans D entourant Ç, In Fimage deLpary,((^) . II existerait alors
unesuite de fonctions/^, /^, ..., f^ ... telles que la plus courte
distance du point i aux contours simples 7<x, ? l^ • • • tende vers
zéro. On peut supposer, puisque les /„ forment une famille nor-
male, que les fonctions f^ /^, ..., /^, . .. convergent uniformé-
ment vers f dans D; l^ tend alors uniformément vers / image
de L par f{z)' Le point i serait donc sur /. Or la fonction f( ' z ),
limite non constante de fonctions qui ne prennent jamais deux
fois la même valeur dans D, jouit de la même propriété et fait la
représentation conforme de D sur une aire simple ;le point i ne
peut donc pas correspondre à la fois au point ç et à un point de L.
Le lemme énoncé est donc exact. , ,

Les domaines représentatifs de? fonçtio,ns " : ayant ainsi un
Ç/t

cercle intérieur commun de centre ï et dé rayon non nul, ont
aussi en commun un secteur circulaire S compris entre deux
cercles de rayons ï + A e t i — h ayant pour centre Porigine,
et deux rayons qui font entre eux l'angle10 ̂  o.' Il correspond à
ce secteur une'partie du domaine D,,, qu'on peut appeler Çnï
et qui est un secteur .circulaire semblable., de rayons (Sft |( i + h}
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et l ^ j (i — À), d'ouverture (o et contenant le point ^ (qui est le
milieu du rayon médian).

Transformons ce secteur successivement par R(-s)? R a ^ ^ ) ? - - ^
R.^_i(/s), p étant un nombre fixe (indépendant de n ' ) que nous
déterminerons tout à l'heure. Nous obtenons ainsi/? domaines qui
sont voisins chacun d'un secteur circulaire égal au premier,
puisque le secteur initial étant voisin de l'origine, ces p — i trans-
formations sont approximativement des rotations de ^1, 29 , . . . ,
( p—1)9 autour de l'origine. Je dis que la somme de ces p domaines
comprendra toute une couronne circulaire de rayons [Ç^ | ( i -h -1- }

et [E/J ( i — - ), au moins dés que n dépasse une certaine limite.
Nous allons choisir p de manière qu'il en soit bien ainsi. Suppo-

sons d'abord que la sul)stitùtion se réduise à

z\ = z '̂9,

r'est-à-dire à une simple rotation de l'angle 9. Le choix de p est
alors une simple question d'approximation des incommensurables
dont nous rappelons la solution pour plus de clarté. Cherchons
<'i déterminer l'entier x de façon que le point (?HO soit aussi voisin
que possible d'un point e1^ de la circonférence, e'est-à-dire à
résoudre approximativement en nombres entiers l'équation

.r0 — 2'jr^ == p.

Soit — une réduite du développement de —; en fraction conti-
n-ue :

0 _ m
~^~~ P P+-i d^K1)

ù-'^1 (r-i <.."•>.«>.
L'équation à résoudre devient

mx -l- p y — q s e x
P ~~ P P2

m et p étant des premiers entre eux, on peut déterminer deux
entiers x et/?, x étant pris dans la suite (o, i , 2, . . . , / ? — i ), tels
que

mx — p y — q = o.
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On aura, pour ces valeurs de .y et dey,

0 ^ ^ £ ' 1 . ..y.— — y — _•_ = : — — — <^ ^ ( e n valeur absolue).
'AT: - •27: /?-' /^ p

Si nous prenons/? de manière que-- < -Ï? les ares d'amplitude co
' ? ' • > . r

il vaut pour milieux les points i , ^/0, . . . , ^ '"^^couvrironi t ou t e I;i

ci réunie renée. Si lions prenons-^ << ^ les arcs d'amplitude^

et ayant toujours pour milieux les points i , < B > / 0 , . . . , ^'-l)/ô eou\ ri-
ront la eirconi'érenee; les ares d'amplitude (Q et de mêmes milieux
couvriront la circonférence de manière ( j i ie deux arcs consécutifs

empiètent d 'au m o i n s — . Si nous revenons aux secteurs circulaires

décrits plus liant, on voit qu'ils seront tranforuiés en secteur:-.

é^aux empiétant les uns sur les aut res d'au moins -^ au^ulaire-

mcnl , leur ensemble consl i tuani une couronne unique de ravon"»
|^ |(i+/n et l^ < i — / / ) .

Si maintenant nous ne supposons plus (pie la (onclion H ( ;? ) se
réduise a e'^-, les conclusions suhsis teni , l ^en t ie r D etaiit tou jours
détermine de la même manière , c'esl-a-dire en foncliol i de la seule
constante (•) el i n d é p e n d a m m e n t d e / / , l^n eHel, d après la remarque
laite au del)u< de celle démonstration, nous obtiendrons, au Ijeu
des p secleurs circulaires que nous \enons de décrire, p domaines
qu i s^en dedu i sen i ()ar une transformation un in imen i pelile du
second ordre ( ?„ (''tant regarde comme l ' i n f in i lnen i pe t i t p r inc ipa l » ,
les modules et les arguments variant de moins d e / t l Ï , , ^ . Donc,
si | Ï,)\ esl sufi isammeni petit , c est-a-dire n supér ieur a une certaine
v a l e u r - N , les /^domaines ohlenus formeroni encore un domaine
coronal d i i n seul lenant comprenant une couronne circulaire de

• *• / // \ i ?• i / h \rayons [ç,, |( i -h- - 1 cl | î / / | ( ' - ) q i * « appa.rticnl (h'tr conse(pient

au domaine !)//+D/^i + .. .d-l^//-»-^- r i-a somme des dom<t«nes
1)//4.^+^//4-// i-h • . • 4~r),^_,y, renfermera de même une couronne

circulaire doul les ravons auront pour \aleur j £/<_i_/J ( 14- -^ )
1 y | / /< \ ^ i . . .,(t* \^n-\-p \\ l — ~ ) - 'Âes o^ux couronnes euiDieteraieiil 1 ime sur

l 'aul r<* au moins a partir d 'une cerlaine valeur de / / , car j Ï ,J

hMidant vers zéro avec-» il resuite immédiatement de l'expression
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de R( ; ) cl de R,, ( ;) que -^-i-'j tend vers l'unilé et peul rire sup-
^H |

v / i ï • • 1 - - £ 1 -+- £ , „ //pose compris pour /( ^> L\ entre les limites ——^ et ——: ou £ < - ?

de sorte que Ç,/^., est intérieur A la couronne de rang précèdent.
Kn continuant ainsi indéfiniment on obtient des couronnes suc-

cessives empiétant les unes sur les autres et couvrant, puisqu'elles
tendent vers l'origine, tout un cçrcle G' intérieur et concentrique
a C. a rexception de l'origine. Dans C\ les fonctions R//( ;?) con-
verg'ent vers zéro et uniformément dans foule partie de C qui ne
contient pas l'origine; mais ces fonctions sont bornées dans leur
ensemble dans (7 puisque les domaines I),/ ne sortent pas de C.
l^i convergence uniforme a donc lieu dans tout le cercle G'. Or,
nous savons que les fonctions R,<(^) ne peuvent converger unifor-
mément d<ins un domaine comprenani l'origine que vers des fonc-
tions limites non constantes. Le théorème est donc. démontré.

1 Vautre part, la substi tut ion ^ ^ = = R ^ ^ ; ) a pour multiplicateur
a 1 ormne e1^ dont l 'argument est toujours incommensurable a ^TT.
Par conséquent, deux domaines quelconques !)„ et D//_(_//< p^, ï ) ,
conséquents d'un domaine D où les B ,^ (^ ) tendent uniformémcnl
vers zéro. ne peuvent jamais faire partie d un même domaine d'un
seul tenani qui possède la même propriété. Si 1\( z ) est rationnelle
et si (0 désigne une région, contigué a l'ensemble parfait j, ou
les R,,( z } convergent uniformément vers le point double ( a suppo-
ser que la chose soit possible), les régions conséquentes D(, 1).^, . . .,
I),/. . . .seront donc toutes distinctes. Celte propriété n'a rien de
surprenant. En effet, dans le cas où le mult ipl icateur est de la

^ . . . . ,forme e </ ^ p et/y premiers entre eux, les régions de convergence
vers le point double, contigues à ^, forment un ou plusieurs cycles
de u régions (0, c 0 i , . . . , (Oy .» qui sont permutées circulairement
entre elles par les puissances de la subst i tut ion donnée (on dévia
y ajouter éventuellement d'autres régions antécédentes de
celles-ci». En faisant croître f{ indéfiniment, on est conduit a
admettre que dans le cas où rargument du multiplicateur est
incommensurable à 27ï , on obtient des régions cô, 1^1, . . . toutes
distinctes. Mais -ce n'est là qu'une méthode heuristique et la
démonsi ration précédente, d'ailleurs plus longue à exposer qu a
concevoir, w paraît pas pouvoir être évitée.
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o5. Ce résultat va nous permettre de préciser certains résultats
antérieurs. Nous avons démontré (n° 33) que sur la frontière du
domaine immédiat D d'un point double attractif, il existe toujours
un point double auquel aboutit un chemin intérieur à D et formé
d'une chaîne d'arcs (3o^_ i , ^, ^.,2r< •. , z-n^-(n^^i'..) tels que
z^n-^)Z..n= R(.3_,,^_(ra^i^). On peut d'ailleurs, au lieu d'une
chaîne d^arcs de cette nature, obtenir une chaîne de domaines
jouissant de la mçme propriété, comme il résulte de la démons-
tration que nous avons donnée. Ceci n'est pas possible, en vertu
de,ce qui précède, si le point double considéré sur la frontière

A
a un multiplicateur de la forme e10, — étant incommensurable;
car la démonstration ne suppose pas que R(^) soit rationnelle dans
un certain voisinage du point double. On voit facilement d^aulre
pari que le multiplicateur ne peut pas être non plus une racine
^ieiue ^ç Y unité .autre que 4-1. On peut donc énoncer le résultat
suivant.

Sur la frontière du domaine immédiat d'un point double
attractif y.^ il y ,a toujours au moins un point double jâ pour
lequel on a \ B/ (!3)|>i ou W{^) == +1.

56. Précisons maintenant quelques notions, relatives aux
domaines invariants. Si un tel domaine a plus de deux points
frontières, les fonctions R / /{3 ) y forment une famille normale..
Par conséquent, ce domaine ne renferme a son intérieur aucun
point de l'ensemble parfait / . C'est donc soit un domaine contigu
à ^, soit une partie d'un tel domaine.

Supposons que ce domaine invariant (D ne.fasse pas partie d'un
domaine singulier où les R,,(^) auraient des fonctions limites non
constantes. Soit D un domaine complètement intérieur à (0, D)
son conséquent immédiat; I ) et D< étant tous deux intérieurs
a (0, il existe un domaine A également intérieur à D, qui com-
prend D et D<. La chaîne des domaines conséquents A, A « , . - , ,
A,/, . . . forme alors un continu, A,/ et A,,^_i ayant des points inté-
rieurs communs; les R/^s) n'ayant que des fonctions limites
constantes, le dicUiiètTc de A,^ tend vers zéro. Si les domaines A^
tendent vers le point a, les domaines Ai_m tendent vers R(a) ;
comme ces deux domaines, qui empiètent l'un sur l'autre, ont des
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diamètres infiniment petits, A,_^ tend aussi vers a; donc a == R(rt) ;
a est un point double de la substitution. Supposons que les
domaines A^ ^3 tendent vers b distinct de a. La chaîne des
domaines conséquents de A dont les indices sont compris entre y.p
et y-/?+j% forme un continu Cp qui a deux points limites distincts
ci et b pour p infini; C. a donc un continu limite C; or tous les
points de C sont comme a et b des points racines de l'équation
j = = R ( « ; ) , qu i ne peuvent former un continu. Donc a == b. On
voit que la démonstration est valable, pourvu que R(s) soit holo-
morphe dans (ô et continue sur la frontière.

Les fonctions R / / ( ^ ) ont donc pour limite un point doubli1

unique a. D'après ce qui précède, a ne peut pas avoir pour mul-
tiplicateur un nombre de la forme e1^ qui ne soit égal à 4- i • Par
consé'quent, dans tout domaine invariant ayant au moins trois
points frontières les fonctions itérées R,^(^), si elles n'ont pas de
fonctions limites non constantes, tendent vers a, point double
attractif ou de multiplicateur 4- i.

R étant rationnelle, supposons que ^divise le plan en un nombre
Uni de régions ; nous savons que ce nombre ne peut être que i ou ;>.
et qu'il n'v a pas de fonctions limites non constantes ( n° 27). S'il
n'y a qu'une seule région contiguë à Si elle constitue un domaine
invariant qui est celui d\m point double attractif ou de multipli-
cateur + i . S'il y a deux régions, ces régions peuvent être per-
mutées par la substitution' et constituent alors les domaines atta-
chés à un couple de points attractifs, ou à un point double unique
de multiplicateur — i . Ou bien encore ces deux régions sont
complètement invariantes et constituent les domaines respectifs
de deux points doubles attractifs ou de multiplicateur +1, ou
encore les deux domaines distincts attachés à un point double
unique de multiplicateur -4- i , mais qui .compte pour deux
( R"( 7. ) = 0 ) .

Ces prémisses posées, nous allons rechercher dans quels cas
1 Cnsemble ^ peut contenir un arc isolé de courbe analytique. La
section de S par un domaine convenablement choisi, par exemple
un cercle avant son centre en un point de cet arc e,t un rayon
convenable se compose donc d'un seul arc régulier de courbe ana-
ly t ique; soit 7 cet arc. S tout entier résulte de T par la transfor-
mation rationnelle Z=R, , (5 ) , p é tant convenablement choisi.

X L V I I I . 17
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Jest donc une courbe analytique continue dont certains ares
peuvent avoir des points doubles ou des points de rebroussernent
ou être parcourus plusieurs fois; niais on peut considérer J
comme une courbe simple sur une surface de Riemann à dP feuillets
au plus. Si ï^ est distinct d'un point critrq'ue de la fonction
R.y,(Z), deux: arcs de J ne peuvent pas se traverser sur le plan
simple au point Z.o. On a Zo== R^(^o), ^ étant un point de T. Si
l'on avait deux arcs distincts passant par Zo, il leur correspondrait
deux arcs distincts, antécédents de r a n g p des premiers et passant
par le point ZQ de Œ. Ces deux derniers arcs appartiennent encore
a S^ ce qui est contraire à riijpotfaése que 7 est lin arc isolé. J n'a
donc qu'un noïaibre fini de points d-ôubles et divise le plan en un
nombre iini de régions qui ne peut être que i ou 2. Donc jen
remplaçant au besoin R(-î) p-ar Rs^)] o- appartient, d'après ce
qui précède i à la frontière d'un point double attractif ou de mul-
tiplicateur + i . cr étant un arc isolé de courbe analytique, cette
circonslancc 110 peut se présenter que dans les deux cas simples
considérés au n° 43.

Appelons, pour abréger le langage, substitutions G celles qui
donnent lien à un ou deux domaines limités par un arc de circon-
férence ou une circonférence cnlière. Nous avons l'énoncé sui-
vant :

Sauf dans le cas des substitutions.C^ V ensemble. S ne com-
prend aucun arc isolé de courbe analytique.

On verrait de même que S ne comprend aucun arc isolé de
courbe de Jordan simple avant une tangente en chaque point.

37. 11 est remarquable que J peut comprendre néanmoins une
intinilé de courbes analytiques (algébriques), mais qui alors m*
sont pas isolées.

Considérons la substi tution
i

c étant réel et compris entre -+- - et -\- i . Le point à l'infini est un

point double répulsif de multiplicateur -> i. Nous allons faire
voir que tous les points de l'axe réel appartiennent a ^ et même
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d'une manière plus précise que les conséquents d'un segment
quelconque de Fa^xe réel finissent par le recouvrir tout entier.
C'est là une discussion élémentaire analogue à celles que nous
.avons faites au Chapitre III à propos des substitutions à cercle
fondamental.

Etudions les variations de R ( ^ ) pour z réel, en remarquant
que R(^) est une fojiction impaire. R ( z ) est infinie pour j •== o,

nulle pour z === ±: i/ - . Sa dérivéer y c

^. _ . 3R'(z)= c-+-
^

est toujours positive. On a alors le Tableau suivant :

-^•-v7^-
R(-)..... +./--•_ ^/I +,

V e ' - ' - 1 V e

R f ^ } ,

Le point :•-= o est un pôle de R(^), z = à=. l/-1- sont des j)ôles

de Ra^-); z == ± a et dL ? sont des pôles de RQ^).
On a ensui te

^ < pour | z \ > -

!> i pour

/c -\- :

f

Soient z un point réel distinct des antécédents du point à l ' infini,
e t ^ i , z^ .. ., ^, ... la suite de ses conséquents. Cette suite a

des limites d'oscillation finies et même au plus égales à \/ en1 " t/c -+-1V c 4- i
valeur absolue, car si \z,f\ est > , r - ^ [5y,+J est <|^,/[. Ou

V/c +i

aura même certainement |^| S^ pour une infinité de valeurs' y/ c-i-1



de n\ en effet, les points ± i/—— forment un couple répulsif.

de multiplicateur (4c+3)2 ; donc |^,,[ ne peut tendre vers

Ly I que si l'on a constamment, à partir d'un certain ran^,
r -+- i '

y w i »

Ceci posé, soient ab un segment de l'axe réel, a^ b^ a^b^^ ...
ses conséquents. Je dis que dnbn finira par comprendre le point
à l ' inf ini à son intérieur ou à l'une de ses extrémités. Supposons
qu'il n'en soit pas ainsi; les points de ci^bn seront donc toujours

distincts du point à l'infini et aussi des points o, ± \ / ~ i ̂  ̂  ̂ P-
Or on a une infinité de fois

i^i^—=.
\j C 4- 1

Le segment anbn sera donc une infinité de fois intérieur a l'un

des segments (o, i/-1 } ou ( o, — i / - ). Comme p < , L1

\ V c / \ \ c / v/c -+-1
segment ci^bn sera alors ou bien dans le segment (3, i/ l ) ou

dans son symétrique, ou bien dans le segment (o, p) ou dans son
symétrique. Dans ce second cas, le segment a,<_i6,,_, sera inté-

rieur a un segment ayant une extrémité au point ± i/- et ne

pourra pas dépasser ± a ou ± ji. Donc, dans tous les cas. a,ibn
sera une infinité de fois intérieur à Fun des segments (a, (3) ou
(—a, - 3) c^esl-à-dire à un segment borné n^ayant pas d'extré-
milé a l'origine des coordonnées.

Ceci posé, on a

iĵ l̂̂ i:
K(^ ^ _ ^

Pour : réel, le second membre est toujours plus grand que i en
valeur absolue; il tend vers i pour z infini, mais pour |^|<1 a, on
( i i i ) ' . i

^>^->.l \ { z )
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OH

IV^)
K(^) >

En intégrant dans un intervalle où R(-s) reste fini, on a

lo- R(a)
R ( 6 ) > Â log^

^Nous aurons donc pour nos intervalles a^bn

log— > log
Vfl

a/t-i?^
constamment, et

logi"
Vft

>k lo^
0%-1

(^>1)

une infinité de fois. Par suite,

^/Ilog— >Â-?^'
^H

log.

'^(/î) tendant vers l'infini avec /?. Donc-il a pour seules limites
* .. . . . . an

d'indétermination o et co. Ceci est incompatible avec le fait* quxî
<i,ibn est une infinité de fois intérieur au segment ap.

On doit donc admettre que dnbn finira par comprendre le point
à 1 infini à son intérieur ou à l'une de ses extrémités, Mîlis si l'on a
un segment tel que (a^+oo), comme les points a,,_^, 0,^2^ • - •
finissent par dépasser—- vers la droite, on aura des segments

- • • . , . • • •v/.c. ' . . • ; , 1 • • • • ' " ' • " • •
conséquents comprenant rorigine et finalement tout rtixe réel.

On voit donc bien que tout point de l'axe réel apparlient a J,
aucune suite des fonctions R^(^) ne peut converger sur un
segment de cet axe. D'autre part, l'axe imaginaire appartient
aussi à ^, caria substitution ne change pas si l'on remplace z par iz
et ^ par iz^ II en sera de même pour toutes les courbes antécé-
dentes des deux axes de coordonnées qui sont des courbes algé-
briques en infinité dénombrable. Cherchons, par exemple, les
courbes antécédentes immédiates de l'axe réel. Posons

I ,. / C0s3r,)\ ./
-3 e-3<œ= ( cp cosfcù — ——,— 1 -(- i( cpsinto -+- p3 i
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En exprimant que ^ est réel, il vient

cp4 sinro 4- 3 sinto — 4 sin3^ = o.

En supprimant la solution sinto==:o, qui donne Faxe réel, il

vient
co'*.-}- 3 —- .\ sin2^ ==o

ou, en coordonnées cartésiennes,

c^'2^-^2)6^- .'î.r2—^^ o,

courbe du sixième degré ayant un point double à rorigine. Toutes
ces courbes ont, du reste, des points doubles.

Ainsi § comprend ici des courbes algébriques. On pourra véri-
fier qu'il v a des points de S (notamment des points périodiques
d'ordre ' i non situés sur les axes) qui n'appartiennent pas à
ces courbes*. On constate aisément qu'il y a quatre points doubles
attractifs. Ce sont les points

^=='

placés sur les bissectrices des axes de coordonnées et dont les
multiplicateurs sont la valeur (4c —3). Les points critiques de la
fonc.lionR—i (z)sont le pointaTinfim qui est en même temps/un

4 c 4 • /——3point double répulsif et les points —i/ — -; ^es derniers, placés

sur les bissectrices, îippartiennent respectivement aux domaines
immédiats des quatre points doubles attractifs. Il n^y a pas d'autres
fonctions limites que les constantes qui correspondent à ces quatre
points ( 1 ) . Les domaines immédiats de ces points sont simplement
connexes et limités par des courb.es qui n'ont de tangente en
aucun point; la chose n^est douteuse que pour les antécédents du
point à l'infini. Il n'est pas difficile de voir qu/il n^y a pas de tan-
gentes en ces points. Ces quatre domaines ont des antécédents
distincts d'eux-mêmes, en nombre infini et limités par des courbes

( l) On pourrait déduire de là très rapidement que Faxe réel appartient à f.
Mais la méthode directe et élémentaire employée s'applique à des cas où l'on ne
connaît pas l'ensemble dérivé des conséquents des points critiques de R_,(-s).
Pour les substitulions à coefficients réels, on peut former de diverses manières
des exemple? très généraux où la même circonstance se produit.
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de même nature. L'ensemble de toutes ces courbes ne constitue
pas lout l'ensemble c?. En enet, elles n'ont en commun avec les
courbes algébriques considérées plus haut qu'une infinité dénom-
brable de points. Je ne sais pas si § a d'autres points que ceux de
ces deux séries de courbes. Dans tous les cas, on voit bien que
les arcs de ces courbes ne sont pas isolés dans §\ car tout point
de S est l imi te d'antécédents des domaines immédiats des quatre
points doubles, les dimensions de ces domaines tendant vers zéro.

Ce même exemple nous conduit encore a une propriété curieuse
' i

qui mérite d'être signalée. Faisons la transformation z^ === ^,
1

^ = t * " , on obtient encore une substitution rationnelle

-('-O'-
Les tu n'ont pas d'autre fonction limite que la constante —— , qui
représente un point double attractif correspondant aux quatre
points de l'exemple précédent; les tn convergent vers cette cons-
tante dans une infinité de régions distinctes séparées par S. Ainsi
il y a une infinité de réglons de convergence des tn-s qui sont les
antécédentes du domaine Immédiat d'un point double at tract if et
ce sont là les seules régions de convergence.

Pour être complet, il nous resterait à étudier la frontière du
domaine immédiat d'un point double, quand ce domaine est
d'ordre de connexion infim et à étendre pour ce cas les propo-
sitions des n08 43 et 44. On-y parviendrait probablement par la
même méthode en ayant égard aux travaux récents relatifs à la
repré s'en la lion conforme des domaines à connexion multiple (Poin-
caré. Kœbe, e^e.). Mais on doit remarquer que, dans ce. cas,
/, s'il n'est pas parlout discontinu, comprend une infinité de
continus distincts; dans tous tes exemples que nous avons pu
étudier, aucun de ces continus n^esl isolé, tous les points de/
étant limites de domaines extérieurs à D, dont les dimensions
tendent vers zéro. Il en est probablement toujours ainsi ; mais il
faudrait élucider d'abord ce point avant de rechercher si/peut
renfermer une ligne analytique isolée. Il est d'ailleurs évident
que si le domaine D est complètement invariant, comme cela a
lieu pour te point à l'infini dans une substitution polynomiale,
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/coïncide avec J et que les résultats qui précédent lui sont alors
applicables.

CHAPITRE VU.

38. Les développements des Chapitres précédents vont nous
permettre d'étudier les solutions uniformes de certaines équations
fonctionnelles exprimant une relation entre les valeurs d'une fonc-
tion de variable complexe et celle qu'on en déduit en effectuant
sur la variable une substitution rationnelle donnée. Pour être traité
d'une manière complète, ce sujet exigerait de longs développe-
ments concernant la convergence des séries ou des produits infinis
qu'on peut former avec les itérées d'une fraction rationnelle. Cette
étude qui est facile, tant qu'on reste à l'intérieur des domaines de
convergence de ces fractions itérées R,^(^), devient au contraire
très difficile sur les frontières de ces domaines, et pour surmonter
ces difficultés quand on ne fait aucune hypothèse particulière sur
la nature des frontières, il faudrait compléter sur quelques
points les résultats déjà acquis. Nous étudierons d'une manière
assez complète les solutions des équations fonctionnelles de
Schroder et d'Abel et nous donnerons quelques indications
sur les solutions d'autres équations un peu plus compli-
quées.

Pour qu'une équation fonctionnelle telle que

A;/[R(^)J,/(^),^ i=o,

où A est une fonction donnée, f(z) une fonction analytique
inconnue, ait un sens précis, il faut que si le point z appartient au
domaine d'existence de la fonction, il en soit de même du point
^i == R(s); ce domaine doit donc contenir ses conséquents. Si l'on
résout l'équation fonctionnelle par rapport à / [R(^) j et qu'on y
remplace ensuite z par R_r(-3), en choisissant une détermination
convenable de cette fonction inverse, on définira /(^) dans un
domaine D_< antécédent du domaine initial D et contenant D. On
définira de même f{z) dans D_a, D_3, .. ., D_,^, .... Le domaine
limite de D_,, est alors un domaine invariant. Si nous supposons
que ce domaine invariant soit un domaine maximum, c'est-à-dire
qu'il ne soit pas contenu dans un domaine invariant plus grand, il



<'st alors contigu a ̂  du moins lorsqu'il a plus de deux points fron-
tières. Le cas où ce domaine comprend tout le plan, sauf peut-être
un ou deux points, ne paraît conduire ((ira des fonctions uni-
formes banales quand R ( ^ ) n'est pas du premier degré; il peut
conduire à des fonctions multiformes intéressantes, qui peuvent
être par exemple des fonctions inverses de fonctions méromorphes ;
nous en verrons des exemples. Si, au contraire, ce domaine inva-
riant est continu à c7, il ne peut être que ce que nous avons appelé
le domaine immédiat d'un point double attractif ou de multiplica-
teur égal a 4- i -i ce dernier cas étant, comme nous le savons,
un cas limite du premier, mais dont Fétude est bien plus compli-
quée ( f ) .

o9. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces indications
d'ordre général qui seront précisées par des exemple.s et nous
allons étudier maintenant l^s solutions uniformes de l'équation
fonctionnelle de Schroder dans le domaine d'un point double
attractif a de multiplicateur non nul

F [ H ( ^ ) ] = = . ? F ( ^ ) [s-= R'(a), o < | 5 | < i ] .

M. Kœnigs a démontré que celte équation admet une solution
holomorphe dans un cercle de centre a et de rayon r suffisamment
petit pour qu'on ait en tout point de ce cercle

[ R ( ^ ) — a [ < Â - | z— a | (k<,\).

Cette solution qui est nulle et de dérivée égale à i en a est la

limite pour n inf ini de l'expression —L———; la convergence uni-

forme de cette expression est d^ailleurs facile à démontrer, en l'écri-
vant sous la forme

p = n — 1

(.-a)!'!^^-.^v / 11 S { Z , , — ^ )
p^o

C'est ce que fait M. Kœnigs dans son Mémoire bien connu.
Si F(^) désigne cette solution fondamentale de l'équation de

(i) Nous laissons de côté le cas qui ne se présente probablement jamais, où il
y aurait des domaines invariants singuliers dans lesquels les R,,(^) auraient des
fonctions limites non constantes.
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Schroder, toutes les solutions holomorphes ou méromorphes
en a de la même équation où l'on remplace s par une constante indé-
terminée sont de la forme (^[F^)}^*, G constante arbitraire et
n entier quelconque. On peut donc se borner a la solution fonda-
mentale, si on laisse de côté celles qui ont en a un point critique
ou un point singulier essentiel.

Si maintenant on suppose R(^) rationnelle et qu'on fasse varier z
dans tout le domaine immédiat Da du point double, le produit
infini qui définit F (s) étant uniformément convergent dans tout
domaine fermé complètement intérieur à Da, F(^) ^t holo-
morphe dans Da et y vérifie en chaque point ré€|iiation de
Schroder.

Les zéros de cette fonction sont les antécédents de a intérieurs
à Do; cela résulte immédiatement de F équation fonctionnelle elle-

même ou de l'équation F(^) == lim ^——• Ces zéros sont d'ail-

leurs en nombre infini; nous savons, en effet, que la fonction
R-.1 ( z ) égale à a .pour s == a et prolongée à l'intérieur de Da y
présente au moins un point critique c, lequel est distinct de a,
puisque s === R'(a) 7^ o ; si z décrit un lacet partant de a et y reve-
nant après avoir tourné autour de c en restant à Fintérieur de Da,
R-t(^) décrit un chemin qui part de a, reste dans D» et aboutit
en a_, , antécédent immédiat de a distinct de a; on conclura de
là à l'existence de a... y , a.. 3, ...., intérieurs àDa, distincts entre eux
et distincts de a. Ces points à partir d'un certain rang ne sont ni
point critiques, ni limites de points critiques des fonctions R_/,(^) ;
on pourra décrire autour de l'un d'entre eux a' un petit cercle S
intérieur à D^ dans lequel les fonctions R_,z(^) restreinte au
domaine Doc sont uniformes et forment une famille normale à fonc-
tions limites constantes, ces constantes ayant pour affixes la tota-
lité des points de la frontière/de Da. Tout cela est bien connu par
les Chapitres qui précèdent. Chaque point de/est donc limite de
domaines intérieurs à Ea et antécédents de 5. En vertu de l'équa-
tion fonctionnelle

F[R, , (5)1==^F(5) ,

la fonction F(^) prendra dans l'un quelconque 3..,^ des domaines

antécédents de rang n de 3, toutes les valeurs -^ Z, où Z désigne
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une valeur quelconque de F(;î) dans o; les points *Z couvrent un
domaine e qui comprend Forigine puisque F^a') == o; les domaines

semblables -^ e renferment donc à leur intérieur un point quel-

conque du plan autre que le point à 1 infini à partir d^um*

certaine valeur de n puisque .—. >> i . D'où cette conclusion :

La solution fondamentale de l'équation fonctionnelle de
Schrôder est une fonction holomorplie à l'intérieur de Da.

Elle possède à l'intérieur de ce domaine une infinité de z-é ras
ayant pour points limites tous les points frontières du domaine ;
au voisinage de chacun de ces points frontières la fonction est
complètement indéterminée et prend toutes les valeurs excepte
l'infini.

60. Il s'ensuit évidemment que tons ces points frontières qui
forment un ensemble parfait, continu ou discontinu, sont des
points singuliers essentiels de F(<?). Le domaine d'existence de
cette fonction coïncide donc avec le domaine de convergence du
produit infini qui permet de la définir, ou plus exactement avec la
partie de ce domaine de convergence qui est d'un seul tenant
avec a. Mais supposons que ce domaine de. convergence ne soit pas
d'un seul tenant. C'est dire que D» possède une infinité de
domaines Antécédents distincts et dans chacun d'eux la fonction

11 R/i(-2)— » - p . ,' .rationnelle ———^—- converge unitormement vers une fonction

holomorplie. Considérons par exemple un domaine D_., antécé-
dent immédiat de Da et distinct de Da. Nous définirons ainsi
dans D._, une fonction F/(;î); -z étant dans D _ , , R ( ^ ) est dans D
et l'on a

F[R(^)}=.îFi(3),

F^)==^F[R^)] .

Mais on a aussi; lorsque z est intérieur au domaine immé-
diat,

F ( ^ ) = = ^ F [ R ( ^ ) ] .

De la comparaison de ces deux dernières équations il résulte évi-
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demment que tout procéda de prolongement analytique générali-
sant celui de Weierstrass, et qui en aurait les propriétés essentielle;?,
devrait donner F < ( ^ ) comme prolongement de V ( z ) dans D._|.
Mais il faut remarquer que les domaines Doc et D.,, peuvent
n'avoir aucun point frontière commun et que, to^it au moins dans
les cas simples, ils en ont un nombre fini. Il faudrait donc pour
pouvoir appliquer un procédé analogue a celui de M. Borel, obte-

nir une expression donnant la même limite que y' dans D^
et ses antécédents, mais convergeant uniformément sur certaines
lignes sortant de ces domaines. Je n'ai pas réussi a former une
pareille expression ( f ).

Toujours est-il quesi l'on se limite au point vue de Weierstrass
la fonction Fi (^) ne peut pas non plus être prolongée au delà
d e D . _ i . L'expression de M. Kœnigs définit alors une infinité de
fonctions analytiques à domaines d'existence limités et distincts.

61. Nous allons étudier maintenant la dérivée de F ( ^ ) qui
vérifie l'équation fonctionnelle

F^R^JR^)-^^),

et plus généralement

F^R^^IR^^F^).

Comme F n'est jamais infinie dans Da, il faut et il suffit,
pour que celte dérivée s^annule, qu'on ait R^(3) == o, ce qui
équivaut à

R^)^^)... ^/(^-O^o.

Nous supposerons pour éviter une discussion sans grand intérêt
que le point à l'infini n'est pas intérieur à Da. Alors B/(.3)==o
a toujours air moins une racine dans ce domaine, puisque la
fonction B_i(^) restreinte à D y possède au moinâ un point cri-
tique c; l'équation R(^)==c ayant ainsi une racine double j3
dans D'à, on a R/( p) = o. Les racines R',, \z) = o sont les j3 etieurs
antécédents jusqu'au rang n — i : en faisîint varier n et en ne pre-

( 1 ) Un tel procédé devra satisfaire ;» la condition de définir F(<s) dans un
domaine ou un ensemble de domaines invariant.



— 261 --

nani que les antécédents de jî qui sont intérieurs à D», on obtient
les zéros de F'(^) qui sont en nombre infini et ont pour points
limites tous les points de la frontière/; tout se passe comme pour
les zéros de F (3).

Considérons plus généralement l'équation fonctionnelle

F[R(.)J=^F(.),

où A ( ^ ) est une fonction rationnelle donnée et cherchons les con-
di t ions pour qu'elle admette une solution holomorphe ou méro-
morphe en a. Si F ( ^ ) est de la forme (c. — a) ±m.^ ( z — a), ^
n'étant ni nul ni inf in i a l'origine, F[R(3) j sera de la même forme
avec le même entier ±: m puisque R/(a) n'est pas nul; il s'ensuit
que A (a) ne doit être ni nul ni infini. On obtient ensuite la
condi t ion

A(a)

A ^ a ) doit donc avoir une valeur qui dépend de l'entier ± m. Si
nous prenons ?n == o, c'est-à-dire une solution holomorphe et non
nulle en a, il vient

A ( a ) = = [ .

Celte solution existe effectivement et '^st représentée (en faisant
abstraction d'une constante multiplicative arbitraire) par le pro-
d u i t infini

A(^)A(^) . - . .A(^) . . . .

Ce produit est absolument et uniformément convergent dans D^
puisque A(^) = i -\-a(z -f- a) d- ... et que Zn — a tend vers zéro
comme .s'1. Il y représente une fonction méromorphe ou holo-
morphe. On sera certain que cette fonction admet effectivement
cornun* points singuliers tous les points frontières de ce domaine
quand A (:.) aura un zéro à l'intérieur de D^ [nous admettons
pour éviter toute discussion que les zéros de A(^) ne sont pas
des antécédents des pôles de cette même fonction). On verra en
effet, comme précédemment, que tout point de/est alors limite de
zéros de la fonction.

Supposons maintenant que F ( z ) soit de la forme

(^_a)±//^(5) f<I>(a) et ——— ^ o1,
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^ (^) doit vérifier l'équation fonctionnelle

^[^^^[RSy^]*'''^*^^^^^
B(^ ) n'étant ni nulle ni infinie en a; on est ramené au cas précé-
dent.

Enfin, on pourra faire des remarques analogues au sujet de la
série

B(^)A(^)+.B<Zi)A(3)A(^ i )+. . . - .B(5^A(^)À(^ i ) . . .A(z^4- . . . .

qui est uniformément convergente dans tout domaine intérieur
a Da pourvu que les fonctions rationnelles A et B vérifient les condi-
tions B(a) = o et A(a) === i. C'est alors une solution méromorphe
dans Da de l'équation

^rRc^i^-^^)--!^),

qui dans des cas étendus aura tous les points de f comme points
singuliers.

()2. Nous allons maintenant revenir a l 'é tude dé la solution fon-
damentale de l'équation de Schroder, que nous appellerons plus
brièvement la fonction de Kœnigs et préciser ses propriétés dans
le cas où il s'agit d'une substitution à cercle fondamental de pre-
mière espèce. Nous supposerons que le cercle fondamentîil est le
cercle [ z \ === i , le point double intérieur étant a l'origine. Il résulte
de ce qu'on a déjà démontré que la fonction de Kœnigs tend vers
1 infini , quand on s'approche de la circonférence, pourvu que le>
chemins décrits ne traversent pas certains domaines en infinité
dénombrable, mais extérieurs les uns aux autres qui entourent les
zéros de la fonction, c'est-à-dire les antécédents de l'origine. Nous
allons nous efforcer de prendre ces domaines aussi petits que
possible sans que la propriété cesse d'être exacte. Soit Y une circon-
férence intérieure et concentrique îiu cercle fondamental C et com-
prenant à son intérieur les points critiques de R_, (^) dans C ;va
pour antécédente immédiate Y _ i , courbe d^un seul tenant qui
entoure y, pour antécédente de rang a : v_^ qui entoure Y. (^. i
et tend vers la circonférence frontière/ ; les zéros de V ( z ' ) dans la
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couronne (y./) sont ceux de la couronne (y, y-i) et leurs antécé-
dents. Supposons par exemple qu'il y ait un seul zéro simple de
F ( ^ ) dans ( Y , Y _ ( ) ; nous allons rentotircr d'une série de circon-
férences ayant leurs centres en ce point et de longueurs respectives

X, ( /A, y2)., . .., q 1 1 X, ...,

où q désigne un nombre <^ i /mais > [ s \ [s == B/(o)j ; ces petites
circonférences limitent les cercles (ô) , y (5), y2 (S), ... -, ^r; (S), . . .
intérieurs à (y, y_^ ). Dans la partie de (y, Y-i) extérieure à y" (o ),
on aura

| F ( ^ ) [ > A y ^ .

Si j'enlève de (^,Y i ) le domaine (o), de (y.-i, y-2 ) les domaines
antécédents de rang i de y ( o ) ? en général de (y-.//, Y _ ( / / + < ) ) les
domaines antécédents de rang n de <y" ( S ) ? en vertu de- Féq-uation
fonctionnelle

F[R^^)]=^F(^ ,

j'aurai dans la couronne de rang n ainsi perforée

i^>^".
quanti té qui tend vers l'infini puisque q >> | s |,

11 s'agit maintenant de montrer que la somme des longueurs des
contours des domaines supprimés forme une série convergente.
Les fonctions R_^ {:•) n'ont pas de points critiques dans (y, v^ ),
ni même dans une couronne plus étendue comprenant a son inté-
rieur les circonférences v e t / ^ elles sont uniformes dansscette cou-
ronne transformée par une coupure radiale en un domaine simple-
ment connexe A. On peut alors leur appliquer le théorème de
M. Kœbe. Dans tout domaine intérieur à A, notamment dans la
couronne (^/)î w aura pour ton tes les fonctions y (^) == •R__// (:•)

«i^<<'
y et z étant deux points quelconques de (y, / ) ; [ y ' { ^ ' } \ mesure le
grandissement linéaire <în un point quand on passe du domaine
initial à l'un de ses antécédents; on peut dire que le rapport des
grandissements linéaires en deux points quelconques est toujours
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compris entre Q et ̂ .; il en sera de même pour le rapport des gran-
dissements de deux lignes quelconques de longueurs finies
/ et V :

Q < ~T '' ~T < ̂  '

Considérons, en particulier, les deux lignes suivantes : la circonfé-
rence/de longueur 2 TC et la circonférence de longueur \q'' qui
limite ^(S) et soient /_, / et y_^ les longueurs des lignes corres-
pondantes dans Pun quelconque des domaines antécédents de
rang n de A (ces domaines sont en nombre c/7*, A étant affecté
d'une coupure).

On aura ainsi

et, par conséquent,

Q^<^<1^-
- -2TC Xy" (j 'ÏT.

V l^
,,, ̂  ~ ' n

2^<
Q •1T.

la sommation étant faite pour les lignes antécédentes (en
nombre d11) de rang déterminé n ; mais les antécédents de rang n
delà circonférence/'sont des arcs de cette même circonférence
et dont l'ensemble recouvre / sans omission ni double emploi,
de sorte que

2;^=-
On aura donc

V A ^ <- ^//J^..,<-ç-.

Si maintenant on fait varier n de zéro à l'infini, on obtient comme
somme des longueurs des contours qui limitent les domaines qu'on
a enlevés, une quant i té inférieure à

-x V n - ^
QZj^" Qd-^

o

quantité f inie et qui peut fin1 rendue aussi pet i te qu'on
le veut pour À suffisamment peti t , Q et q étant indépendante



— ^65 —

Si au lieu d'un seul zéro de F(J) on en a plusieurs dans la cou-
ronne (y, v_ i ), on opérera pour chacun d'eux de la même manière ;
À désignera alors la somme des longueurs des circonférences limi-
tant les cercles (S) en nombre fini. Si l'on a des zéros multiples on
devra prendre qP :> | s |, puisqu'on aura F(^) |>A^, dans la
couronne (y, y _ ( ) d'où on a enlevé les (S ).

On voit donc que les domaines enlevés sont vus de l'origine sous
des angles dont la somme peut être rendue aussi petite qu'on le
veut, puisqu'on peut les supposer extérieurs à un cercle de centre o
et de rayon ^ par exemple. On peut donc dire que sur un ensemble
de rayons issus de l'origine et dont la mesure diffère de 2-TC
d'aussi peu qu'on le veut, F(^) tend uniformément vers l'infini
quand | z | tend vers l'unité. En effet, on peut déterminer un tel
ensemble de rayons qui ne traversent pas les domaines enlevés de
G; pour j z j >> /', rayon de v, z est dans une couronne [^-m Y* ( ~ < )]
et l'on a | F(;;) j >> AM" ( M > i ) . Or, il est à peu près évident
que si z | tend uniformément vers i , n tend uniformément vers
l'infini, car les couronnes [y__^_^, ̂ _x\ pour n <^n forment un
domaine complètement intérieur à C, et par conséquent à un cercle
concentrique de rayon /'/ << i .

Il est donc démontré que sur tous les rayons issus de l'origine,
sauf peut-être ceux d'un ensemble de mesure nulle, [ F ( ^ ) ( tend
vers l'infini quand | z | tend vers l'unité.

63. Il n'est pas sans intérêt de préciser l'ordre de grandeur
relatif de l'entier n et de ————r Nous poserons ]5|=p. Nous
remarquons ensuite que Rf ( z ) étant bornée dans G et par Suite
inférieure en module à un nombre H >> i , on a aussi dans C

\^nW\=\^t(z)R'(z-i) • • • R'(^-l) |<H^.

Soit toujours [v-//, Y- ( /<+I J la couronne antécédente de rangn de
(^^-f ) ; considérons sa plus courte distance à la circonférence/;
c'est un segment 7 qui a pour y?^"1® conséquent un arc de courbe
joignant un point de /à un point de y_i et par conséquent de
longueur au moins égale à la plus courte distance b de y^i à/.
Les éléments d'arc rfo- et d^n étant liés par la relation

^==|H,(^) |^ ,
XLV1II . l8
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on aura
-r ->———?"-___^ A-
" inax | K^;»| ^ 11'̂

Diantre part, nous avons démontré qu'on a sur/ et dans une
couronne environnante d'une certaine épaisseur

| R \ ( 5 ) | > K > i .

inè^aUlé .qu'on peut supposer vérifiée entre Y el /. Il s'ensuit,
ainsi que nous l'avons déjà remarqué, que tout point de v_^ peut
être relié à un point de/par un arc de courbe de longueur infé-
rieure à —, b' étant la distance de Y a/. Donc pour (oui point d< '
la couronne f y _ % , r y M + t ) ] , on aura

h _^ ^ b_
\\n < l ~ ̂  < ^n '

On peul remplacer cetle double iné^tilité par la suivant c :

^.^p^0'"-
G el G étant des constantes plus grandes que i'. Telle est la rela-
tion que nous voulions obtenir et qui. va nous permettre d'évaluer
le module maximum < X ( p ) de | F ( z ) \ pour.) z | = p. Nous suppo
serons c > /•; le point ^ === pe^ pour lequel J V'(pe'9) [ atteint sou
maximum est situé dans une couronne [y, ^, y_(/i+i ) [ ; écrivons l;i
relation

¥(z)=^¥(z-n).

Il s'ensuit que si B est le module maximum de F(c.) dans ( Y , Y _ ( ^ ,
on a, en ce point,

| F ( z ) \ = = ; ) l L ( p ) < B 
ŝ

Mais, d'après la double inégalité qui précède, on a

Jog -
n< ' — P .

logG
on a donc

'°^1 .. ^——!——L lyg j ———— 1
:yn ( r-.\^ u » 1(^G v-W.)K(p)<Be 10PG v-^
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ou, en posant
los

^ = logG
;)ri(p)<B ( I — P ) ^

D'autre pari, la circonférence [ s | == o a certainement (les points
extérieurs aux domaines que nous avons supprimés de G au cours
de la démonstration précédente, ou même plus simplement des
points extérieurs aux domflines antécédents des (S). Car ces
domaines soni extérieurs les uns aux autres et dans chacun d'eux
l'argument de z a une oscillation inférieure à 27C. On aura, enui i
tel point,"

\F{z)\>\

on a donc •».m
'(r-^lus a'a r L ( p ^ > A j - ^ > A e

OU

^Up)>
v \os

(i-p)P-'
(X ==

logG'

On a finalement

- <01L(?)<
(i-p)^ (i-p)P.

ui et UL étant positifs. Il s'ensuit que la série de Taylor qui repré-
sente F.( z ' ) est d'ordre fini -sur son cercle de convergence. Nous
filions voir en enet que des intégrations successives en nombre
fini la transforment en une fonction bornée. 11 suffî t d'observer
qu on a

Ç F ( z ) d z
»-'o

f F(p<^.)^û?p
-•0

/'P /•F //Q \i<^oa(p)^<.^^< ĥ'
p ^ - i '

Nous obtiendrons donc ainsi après N quadratures (N ^== [jjij4-i),
une série de Taylor continue ainsi que sa dérivée sur le cercle de
convergence et qui y sera absolument convergente. Les coefficients
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de la série de Taylor de F(^) sont donc tels que

1 ^ 1 ^ ,,
~n^~<hî

ce qui caractérise les séries de Taylor d'ordre fini. Nous ne cher-
cherons pas à évaluer cet ordre plus exactement ( f ) . On peut
toutefois remarquer qu'en vertu de la formule

/»2TC

^ j \ F(p e^) |2 rf0 = | ao P-+- [ a, pp^...+ | a,, pp^+....

le premier membre tendant vers l'infini avec —^— d'après ce qui

précède la série S | rt^]2 est nécessairement divergente; donc /i2 & |a,J
ne tend pas vers zéro si e>> o.

Il ne résulte pas nécessairement des développements qui pré-
cèdent que la fonction F(z) tende vers l'infini sur des circonfé-
rences concentriques tendant elles-mêmes vers f. Mais on voit
facilement qu'elle tend vers l'infini sur des courbes qui tendent
vers /en s'enveloppant mutuellement de manière que leurs lon-
gueurs restent bornées. C'est ce qui a lieu sur des courbes v_,/.

En effet, en appliquant le théorème de M. Kœbe comme précé-
demment, mais cette fois aux points des deux courbes Y et y de
longueurs / e t 2^, on trouve de suite, en appelant l_n la longueur
totale de la courbe Y.,,,,

/-„< ̂
et sur ces courbes F(^) tend vers l'infini puisqu'il n'y a pas de
zéros de F(^) sur Y.

64. Nous allons maintenant préciser quelque peu le mode de dis-
tribution des zéros de F(^) autour d'un point déterminé a de/.
Reprenons le raisonnement du n° 51 (Chap. VI) ; b étant un point
de/, limite de conséquents de a^ nous considérons un domaine A
contenant b et les domaines antécédents de A qui tendent vers a;

( 1 ) En étadiant F ( ^ ) aa voisinage d'un point double répulsif, on verra que
par un choix convenable des multiplicateurs on peut rendre cet ordre aussi grand
qu'on le veut, R( -s ) étant par exemple du second degré. Mais c'est l'ordre
min imum qu^il faudrait trouver.
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de la suite des fonctions R_,, ( z ) correspondantes nous en extrayons
une autre pour laquelle on a l'expression asymptotique

/,,(^)—a==^ry(^)+£^(>)].

On a y ( b) == o et la fonction z == y (z ) fait la représentation de A
sur un domaine A7 ; nous sommes ici dans le cas exceptionnel ouf
est analytique et Parc \ de f contenu dans A est représenté dans A.
par une droite V passant par l'origine. Soit p un zéro de la
Jonction F(z ) contenu dans A auquel correspond un pointp' dans A'.
Prenons maintenant les antécédents de A au moyen des fonc-
tions /„ définies par la formule qui précède; à l'arc À de/ il va
correspondre un autre arc de / passant par a ; si• z est un point
de );, l'argument de fn{z) — ^ tend donc pour n infini vers une
valeur déterminée co qui correspond à la direction de la tangente
en a\ dans les mêmes conditions, l'argument de fn(p) — a tendra
vers la valeur (Q -|- A, A étant l'angle de 0 ' p ' avec la droite )/ dans
le plan des z ; f^ n'est pas un multiple de7t; lespoints//?(/>), c'est-
à-dire les points antécédents de p qui tendent vers a sont donc sur
une courbe qui fait un angle déterminé et non nul avec la circon-
férence; ces points sont encore des zéros de F (^). Ainsi par
chaque point a de / il passe une courbe faisant un angle fini
avec / e t qui contient une infinité de zéros de F(^) ayant a
pour point limite.

Sur un tel chemin, F(^) ne tend pas vers une valeur déterminée ;
d'une part, elle a la valeur zéro comme limite d'indétermination;
d'autre part, on voit de suite que l'infini est toujours une limite
d'indétermination de F(^) sm* un continu quelconque tendant
vers/. Ainsi la fonction n'a pas les mêmes valeurs limites sur deux
chemins aboutissant au même point frontière, l'un normal, l'autre
oblique sur/, contrairement à ce qui se passe pour les fonctions qui
ne prennent qu'une fois chaque valeur dans un domaine. Ce qui se
passe ici est au contraire à rapprocher des propriétés de la fonction
modulaire au voisinage de sa coupure; la fonction a d'ailleurs
quelque analogie avec les fonctions automorphes, puisqu'elle prend
au facteur s'2 près les mêmes valeurs dans des domaines équivalents
par rapport à un groupe discontinu de substitutions algébriques,
ces domaines devenant infiniment petits au voisinage, de la cou-
pure.
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Je ne sais pas s'il existe effectivement un ensemble de mesure
nulle de rayons sur lesquels F(^) ne tend pas vers l'infini. Mais
soif un chemin ^aboutissant en unpoint a dejf et coupantysous
un angle déterminé; pour fixer les idées, nous supposerons que ^
est une droite ou une circonférence. Nous allons démontrer qu'on
peut remplacer .Ç par un autre chemin ̂  terminé en a et faisant le
même angle que -^ avec y sur lequel f{z) tend vers l'infini. Nous
considérons encore les domaines [^"(5)]—^ ayant exactement la
même signification que précédemment et que nous désignerons plus
brièvement par en ; ^ rencontre le contour d'un en-, qui' est tine
courbe algébrique, en un nombre fini de points; un segment de .Ç
intérieur à €n sera remplacé par l'un des deux arcs.du contour de en
qui ont les mêmes extrémités que ce segment ; décrivant J^ depuis
un point intérieur à C jusqu'à a nousrépétons cette opération suc-
cessivement sur tous les segments analogues que nous rencontrons ;
mais les domaines e-n ainsi rencontrés tendent vers a puisque leurs
dimensions tendent vers zéro (il en est de même d'ailleurs pour
les o_,, qui renferment ces e-n). La courbe .̂  ainsi modifiée, soit ̂ \
tend donc toujours vers a. Se dis d'autre part que les contours de
ces eu sont vus de a sous des angles qui tendent vers zéro. S'il
n'en est pas ainsi, considérons une suite de ces en pour lesquels cet
angle ne tend pas vers zéro; de la suite des fonctions R_,,(^)qui
font la représentation conforme des ^/<(5) sur ces Cni ou de S sur
ces S», nous pouvons en extraire une autre qui est représentable
par la formule asymplotique

/,t(^)—a==^[9(z)-+-eft(^)],

y(^) n'est pas une constante, mais n'est pas nulle dans 8. La dif-
férence des arguments de deux valeurs de fn(z)—a ne change
évidemment pas si l'on supprime la constante multiplicative a/, du
second membre. Soit s^ le centre de <5; la circonférence de ^(3)
est représentàbic par

^e-ha^e"**,

o> variant de o à 27: et ,r,, étant le rayon qui tend vers zéro avec- •
Le second membre de l'égalité précédente, divisé par a,,, devient,
quand on y remplace z par cette valeur,

9(^0 + ̂ n e1^) -+- £,»(^o-+- Vne1^),
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s,< (ï ) tendant uniformément vers zéro dans ô, et 09 (^o 4- ̂  e1^ )
tendant uniformément vers <p(^o) qui n'est pas nul, l'argument de
cette quantité tend uniformément vers celui de ç(5o). Tl s'ensuit
que le contour e/i est vu de a sous un angle qui tend vers zéro. Le
chemin '̂ fait donc le même angle que ^ avec /, et d'autre part on
a sur ^ . comme on l'a vu précédemment,

| F ( 2 ) | > M" ' ( M > i ) ,

cl rentier n tendant vers l'infini quand z tend vers a ( ' ).
On pourra donc en particulier mener par tout point de / un

chemin normal à y sur lequel F(^) tend vers l'infini; ce chemin
ne devra être distinct du rayon que pour un ensemble de points de
mesure nulle. Mais on voit que deux chemins tangents entre eux et
non tangents à la circonférence ne sont pas équivalents au point de
vue des valeurs-limites de F(^) qui pourra avoir une inimité de
zéros sur l'un et tendre régulièrement .vers l ' infini sur l'autre.

60. îNous allons considérer maintenant la fonction dérivée F7 (^).
On peut choisir r de manière que dans la couronne comprise
entre / et le cercle v de rayon /' on ait

| R ' ( O J > K > i .

L'équation fonctionnelle

F'tft^lR'^^F^)

montre que les zéros de F'(^) dans (y,/) sont ceux qui sont con-
tenus dans (y, Y_i ) et leurs antécédents. Nous pouvons aussi consi-

PY y '»
dérer la dérivée logarithmique —-—• ==<^(^) qui vérifie Téqua-
tîon

^R^)^^^).

Si ^ est un point de (y,/) de hauteur n par rapport à (y, y_, ),
c'est-à-dire dont le 7^iè'Be conséquent est dans cette dernière cou-
ronne, on aura

l^)|>K"|<î>(^)|.

( ' ) II est à peine utile de dire qiie les conclusions subsistent s'il y a plusieurs
yeros de F(s), c'cst-à-drre plusieurs domaines ( 8 ) d a n s la couronne ( y , Y - i )
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On pourra donc refaire sur la fonction ^ ( z ) tous les raison-

nements faits au sujet de F(^) ; le nombre -,—. devra ici être rem-

placé par K, les domaines S par les domaines 5^ entourant les zéros
de V ( z ) dans la couronne initiale; le nombre q devra être pris

entre i et .- • On pourra raisonner simultanément sur ces deux

fonctions, en considérant à la fois S et 8\ ^(5) et <7"(S'),

q étant >> „• et que \s\. Nous pouvons donc résumer comme il

suit les propriétés des fonctions F et <Ï> :

Considérons une substitution à cercle fondamental de pre-
mière espèce avec un point double de multiplicateur non nul au
centre du cercle G. La fonction de Kœnigs hofomorpheen y,est
holomorphe dans C et représentée par une série de Taylor qui
est d'ordre fini sur la circonférence; par tout point a de la
circonférence on peut mener une ligne intérieure à C, faisant
un angle déterminé choisi, arbitrairement avec la circonfé-
rence sur laquelle la fonction et sa dérivée logarithmique
tendent vers l'infini lorsqu'on se rapproche indéfiniment de a;
on peut prendre pour ces chemins les rayons mêmes du cercle^
sauf peut-être pour des points a formant un ensemble de mesure
nulle. Les zéros de la1 fonction ont pour points limites tous les
points de la circonférence; il en est de même pour les zéros de
la dérivée; par tout point a de la circonférence on peut mener
un arc de courbe faisant avec celle-ci un angle fini et contenant
une infinité de zéros de Vune quelconque dé ces deux fonc-
tions.

Ces résultats appellent les remarques suivantes. F (2) devenant
infinie sur certains chemins qui tendent vers la circonférence, 7——1 ' r (3 )
(qui a des pôles dans C) tend vers zéro dans les mêmes conditions;
il en sera de. même, au moins dans certains cas ^pour la dérivée
— —— • En effet la fonction -s- vérifie Inéquationr2^) r 2 A

F'[R(.8)J .R./^Fi(a)Fnniï^^^-Fw
Pour qu'on puisse lui appliquer la même analyse qu'aux fondions
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F et -- » il suffit qu'on ait dans C

\s^'(z)\</i:<i.

Ceci peut avoir lieu. Exemple :

t^.\ i^_^j0
^^ 5-^ ?

qui admet le cercle fondamental j z |$i. On trouve

•'•<•'-^-lï^-
Pour | z ] ̂  i , on a

1.^)1•<I^T^<-.

| ^ R ^ ) | = = ^ R ' ( ^ ) <|.

La fonction -p—— tend Monc vers l'infini et „ , , — v e r s zéro surr - ( Z ) r ' Ç z )
les chemins qui satisfont aux conditions que nous venons d'ex-
primer.

D'autre part, il existe aussi une fonction de Kœnigs F, (^) holô-
morphe à l'extérieur de C, nulle à l'infini; F et F^ prennent des
valeurs respectives imaginaires conjuguées en deux points symé-
triques par rapport à C. La fonction de z égale à——- à l'intérieur

de C, àp——-à l'extérieur n'est pas analytique sur/; néanmoins

elle est continue ainsi que sa dérivée sur une infinité de lignes
traversantyen tous les points et sous tous les angles, ces fonctions
étant nulles sur ces chemins en tous les points de y. Je ne sais pas
si le résultat s'étend aux dérivées d'ordre supérieur.

On voit par là que l'étude de la fonction de Kœnigs sur sa cou-
pure met en évidence certaines particularités d'apparence assez
paradoxale, et notablement différentes de celles qu'on a pu étu-
dier jusqu'ici sur les fonctions présentant les lignes singulières.

66. On peut obtenir des résultats analogues, naturellement
moins précis pour la fonction de Kœnigs dans le cas d'une subs-
titution rationnelle quelconqu3. Si l'on considère un petit cercle
de centre a contenant ses conséquents, les domaines antécédents
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de ce petit cercle et qui sont d' un seul tenant avec a sont contenus
les uns dans les autres et s'étendent de sorte qu'on finit par en
trouver un ^ dans lequel se permutent toutes les branches de la
fonction R_,(^) restreinte au domaine Da et qui contient ainsi
tous les points critiques de cette fonction restreinte; soit J.>_, le
domaine antécédent immédiat de <Jlo qui contient JL. Le domaine à
connexion multiple (JL_i — Jl) va jouer le rôle de la couronne
(Y,y - i ) dans le cas de la substitution à cercle fondamental. Ce
domaine ne^ontient aucun point critique ou conséquent de point
critique de R_ , (5 ) ; les fonctions R _ ^ ( ^ ) y deviennent uniformes
quand on l'a rendu simplement convexe par un système de cou-
pures; il contient d'autre part, puisque R'(<x) -^ o, des antécédents
de a qui sont des zéros de la fonction de Kœnigs F(^) et qu'on
pourra entourer de petits cercles 8 ou ^"(o), q ayant toujours la
même signification. Dans le domaine A ou (Jl,_,— <,A>) ainsi affecté
de coupures qui ne séparent pas les cercles o, on peut appliquer
aux fonctions R_ ,»(^ ) le théorème de Kœbe et comparer ainsi non
pas les longueurs mais les aires de domaines images de A etûr^S),
en supposant comme il est permis de le faire que le domaine
(D^— -t) soit borné, de sorte que la somme des aires A_^ a une
valeur finie. On obtient ainsi le résultat suivant : pour queF(-î)
tende uniformément vers l'infini quand z tend vers la frontière
de Da, il suffît d'enlever de Da des domaines e^ dont tes diamètres
tendent vers zéro en même temps que leur plus courte distance à
la frontière et dont la somme des aires peut être rendue aussi petite
qu^on le veut. D'une manière plus précise, si n désigne la hauteur
d'un.point de Da suffisamment voisin dé la frontière par rapport
a un domaine intérieur tel que (<A.._< — Jl,), par 7n et S^ la somme
des aires des en d'une part et d'autre part des parties de Da qui
sont de hauteur n^ le rapport ̂  tend vers zéro comme <7./', et [ F(^) [

•^n. •

tend vers l'infini comme ——• (q » s [).
Si a est un point accessible de f^ .̂  un chemin intérieur à D^

aboutissant en a^ on peut toujours remplacer ^ par un autre
chemin ^ aboutissant au même point sur lequel F(^) tend vers
l ' infini, la ou les valeurs limites de l'argument de z — a étant les
mêmes sur les chemins ^ et ^. La démonstration est la même que
pour le cas déjà examiné*
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Les résultats relatifs aux valeurs limites de ta fonction dérivée ne
s'étendent que si l'on a | R ( z ) | > K > r sur /, ce qui n'a pas
toujours lieu.

Remarquons cndore que si D^ est simplement connexe, la repré-
sentation conforme de Da sur un cercle ramène l'étude de la
fonction de Kœnigs à celle de la même fonction relative à une subs-
titution à cercle fondamental. Car si l'on pose, comme au Cha-
pitre VI, z = h(t\ z^ =. R( " z ) = A(^ ) , l'équation

¥ ( z , ) = = s ¥ ( z )

¥ [ h ( f ^ ) ] = s ¥ [ h ( t ) \ ,
devient

ou, en posant F [ A ( < V j =^(f)^

^(t\)=.s<P(f).

Nous savons que <i s= y (^) désigne une substitution rationnelle
à cercle fondamental ; <^ ( t) étant holomorphe pour t == o est pré-
cisément la fonction de Kœnigs relative à cette dernière substitu-
tion. Aux rayons du cercle correspond un faisceau des courbes
analytiques passant peiroiy ayantpour équations (en prenant a=o)

y
arctang1 1- -+- H(.r, y) ==CORSI.,

x

H étant la fonction associée à la fonction de Green relative au point
double. On peut prendre pour mesure d'un ensemble de ces
courbes celle de leurs points de rencontre avec une courbe du
faisceau orthogonal. Cela étant, sur toutes les courbes précédentes,
sauf sur un ensemble de mesure nulle d'entre elles, F(^) tend vers
l'infini quand z tend vers la frontière. D^ailleurs toutes ces courbes,
sauf peut-être celles d'un ensemble de mesure nulles, aboutissent
en un point frontière déterminé, puisque h(t) rie prend pas dans C
les valeurs correspondant au continu y ( < ) .

Dans certains cas particuliers on pourra affirmer que F.(^) tend
vers l'infini suivant les rayons issus de a, sauf sur un ensemble de
mesure nulle. Si [ R'(^) | > K> i surjet dans les parties de D^

( 1 ) P. FATOU, Sur les lignes singulières des fonctions analytiques ^ Bulletin
de la Société mathématique, 1913, p. 11 : ^ ) .
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suffisamment voisines de y, il suffira qu'on ait

^<-.
d étant le degré de R(^)î et q un nombre quelconque compris

entre i et \s\. Comme [ K | > > i , ceci aura lieu si | .? |^,- Exemple:

z -+- z2
R< s)=-—•

67. Nous allons rechercher maintenant les fonctions absolu-
ment invariantes par une substitution rationnelle et uniforme dans
le domaine invariant Dji qui contient un point double attractif de
multiplicateur non nul; une telle fonction sera un invariant du
groupe Cf de substitutions algébriques auquel nous avons déjà fait
allusion et dont nous allons préciser quelque peu les propriétés.
On peut décrire de a comme centre un cercle c qui d'une part
contienne son conséquent Ci et dans lequel en outre R ( ^ ) ne
prenne jamais deux fois la même valeur, ce qui est possible
puisque IV ( a) 7^0; les domaines c^ c^,. . . , Cni ... limités par des
courbes simples et ne se recouvrant pas eux-mêmes tendent vers a.
Je dis que la couronne E comprise entre c et c^ est un domaine
fondamental du groupe Ç. Si z et z sont deux points distincts
de c, z^ et z\ seront également distincts, de même -s^ et 5.,, ^
et z^ On ne pourra pas avoir non plus

Zn==^n+p ( n e t p ^ o ) ,

si z et z ' sont deux points distincts de E, car on en déduirait

et par suite.
R ^ ( ^ ) = = R ^ ( ^ ) ,

^=^.

Or -z étant dans la couronne comprise entre c et c < , z'p sera dans
la couronne comprise entre Cp et Cp^.^, enveloppée par la première ;
si z -^- z'\ l'égalité précédente ne pourra avoir lieu que si z est sur
le contour extérieur de E et z son conséquent situé sur le contour
intérieur, ces deux contours étant naturellement équivalents par
rapport à (j*. D'autre part, tout point intérieur à Da a dans c u n
conséquent qui sera par suite à l'intérieur ou sur le contour d'un
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domaine E^ = Cp^ — c^ et dont un antécédent de rang p se trou-
vera ainsi dans E ou sur son contour.

Il s'ensuit que E renferme un point et un seul équivalent à un
point quelconque de Da autre que a ; E est donc bien un domaine
de discontinuité du groupe Ç.

Soit ensuite A un domaine quelconque complètement intérieur
a Da; il ne contient donc qu'un nombre limité d'antécédents de a,
ces points n'ayant d'autres points limites que les points frontières
de Da; enlevons de A des petits cercles ayant pour centres les
points a_,< qui y sont contenus. Nous obtenons un domaine A dans
lequel le groupe Ç est proprement discontinu. En effet il existe un
entier p tel que p^0 conséquent A^ de A soit intérieur au cercle c ;
d'autre par.t A^, ne contient pas a à son intérieur ni sur son contour ;
il n'a donc de points communs qu'avec un nombre fini de domaines
conséquents de E. A^, ne renfermant ainsi qu'un nombre fini de
points équivalents entre eux, il en est de même pour A' puisqu'un
point n'a qu'un nombre fini d'antécédents de rang p . D'une
manière plus précise, A n'a de points communs qu'avec un
nombre fini de domaines équivalant à E qui sont les domaines
E, E( ,..., ETO, ... et leurs antécédents. Appelons domaines G tous les
équivalents de E ; on voit qu'il y a des domaines G rassemblés autour
du point a et tendant vers ce point et de même autour de chaque
point antécédent de a; les autres tendent vers la frontière sur
laquelle ils s'aplatissent. Chaque domaine G renferme un nombre
fini de points équivalant à un point z de Da autre que les antécé-
dents de a; mais pour certains d'entre eux ce nombre est plus
grand que l'unité et devient de plus en plus grand à mesure qu'on
se rapproche de la frontière, à cause de la présence dans Da des
points critiques de la fonction R_| (z) restreinte à ce domaine.
En outre, il peut arriver que l'ordre de connexion de ces domaines
aille en croissant indéfiniment. Pour obtenir des domaines simple-
ment connexes et ne contenant pas plus d'un point équivalent à un
point donné il faut y pratiquer un système de coupures'de la manière
suivante : joignons un point du contour extérieur de E à son
conséquent situé sur le contour intérieur par une coupure inté-
rieure àE et passant par tous les conséquents des points critiques
de R_i (s) qui y sont contenus (il y a en général un conséquent et
un seul de chacun de ces points critiques dans E, il peut y avoir
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exception si ces points critiques sont des antécédents de su; la
coupure ainsi tracée À pourra être formée d'un seul arc régulier
de courbe analytique ou même algébrique; les arcs consé-
quents Ai , ^•••i ^••- tendent vers a et constituent par leur
réunion un élément de courbe invariante A passant par a; l'en
semble de tous les arcs antécédents de A, ou, ce qui revient au
même, l'ensemble de tous les arcs équivalant à À constitue dans D
un réseau invariant de courbes (algébriques) qui divise les
domaines G en domaines simplement connexes G dans lesquels
il n'y a qu'un point équivalent a un point donné ; les antécédents
des points critiques sont des points de bifurcation pour ce réseau.
Je nombre des branches qui y passent restant d'îlilleurs borné;
ce sont des sommets pour tes polygones G. Je dis que les
dimensions de ces domaines tendent vers zéro lorsqu'on se rap-
proche indéfiniment de la frontière; en enet ces domaines (abstrac-
tion faite des conséquents de E qui tendent vers a) sont ou bien
des antécédents de E, ou bien des antécédents de domaines qui
sont eux-mêmes compris dans des cercles entourant les points a_,,
antécédents immédiats de a distincts de a; or d «ans E aussi bien
que dans ces derniers cercles il n'y a pas de points limites de consé-
quents de points critiqués; par conséquent on peut déterminer
un entier h tel que dans les domaines antécédents de rang h les
fonctions R-ra (s) n'aient plus de points critiques et forment une
famille normale à fonctions limites constantes pourvu qu'on se
borne à des domaines simplement connexes, ce qui est bien le cas
ici d'après la manière dont nous avons tracé les coupures. Nous
voyons par là qu'en nous rapprochant indéfiniment de/nous tra-
verserons des polygones G dont les dimensions tendront vers zéro
et de telle manière que leurs angles et le rapport des longueurs
de leurs côtés oscillent entre des limites finies et non nulles, en
vertu du théorème de Kœbe. Il en sera de même quand on se
rapprochera indéfiniment d'un point a y.

68. Proposons-nous maintenant de trouver les fonctions uni-
formes dans Da telles que Pon ait

I ( ^ )= I [R(^ ) ] ,
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cl par suite
J(^)==I(^) ,

lorsque z et z sont équivalents par rapport au groupe Ç. Il est clair
par ce qui précède que le point a et ses antécédents sont des points
singuliers essentiels de 1(-^); il est bien facile de trouver les
fonctions ï(s) n'ayant pas d'autres points singuliers essentiels
dans Da. Soit F(^ ) la fonction de Kœmgs holomorphe en a telle
que

F[K( , ; ) ]=^F(^ [ F ( . a ) = = o . F ' ( a ) = i ] .

Si l'on pose Z == F (-s), on a inversement

5=/(Z), R(^)==/(^Z) ,

./\Z) étant liolomorphe pour Z==o. On aura donc

i ( 5 ) = = n ( Z ) .
H ( Z ) étant uniforme dans un cercle de centre 0 avec un point
singulier essentiel isolé à l'origine et vérifiant l'équation fonction-
nelle

H ( Z ) = H ( s Z ) ,

H { Z ) étant uniforme pour j Z ( ̂  | Z^ [ sera uniforme pour | Z [ ̂  — »

quel que soit /î, donc dans tout le plan et n'aura d'autres singu-
larités essentielles que l'origine et le point à l 'infini.

Posons
s == ^w,

âf ===€",

H(<? W )==<1>(W) .

La fonction <Ï>^\\ ) est uniforme dans tout le plan, n'a d'autres
singularités a distance finie que des pôles et vér i f ie les relations

«l»(W4-.2i7r)=-^ ^(W).

<l>(W4-tu) ==<H\V).

C est donc une fonction elliptique.
Réciproquement d'une foAction elliptique ^ (W)î allx périodes

2/7:eta), on déduit par la substitution W===logZ une fonction
uniforme de Z ayant pour points singuliers essentiels les points o
et oo, et invariante quand on y remplace Z par ^Z; en remplaçant
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ensuite Z par la fonction de Kœnigs F(^), qui est holomorphe et
uniforme dans Da et admet comme zéros les antécédents de a, on
obtient une fonction 1(3) ayant ces derniers points comme seuls
points singuliers essentiels dans Da et uniforme dans ce domaine.
Si la fonction<î> (W) est d'ordre m, la fonction I (^ ) prend en
général m fois la même valeur dans le domaine fondamental E,
ainsi que dans les domaines G.

11 suit de là et des propriétés connues des fonctions elliptiques
que deux fonctions invariantes 1 et Ii sont toujours liées par une
équation algébrique ; ces fonctions prennent toutes les valeurs au
voisinage des points a_,, et des points de/'.

On obtiendra des résultats analogues relativement aux solutions
uniformes de l'équation fonctionnelle

L [ R ( ^ ) J = = c L ( ^ ) ,

c étant une constante qui n'est pas de la forme -ç^. On est
alors ramené aux fonctions doublement périodiques de seconde
espèce.

69. Faisons encore quelques remarques au sujet d'équations
fonctionnelles d'un type un peu plus général, tel que

Fr 'R(^) ]==A[^ ,F(3) ] ,

où A (^y) désigne une fonction rationnelle donnée des deux
variables z et Y. On peut, dans bien des cas, démontrer l'existence
de solutions uniformes de cette équation autour d'un point double a
ou même dans tout le domaine Da, comme pour l'équation de
Schrôder. C'est à quoi on parvient soit. par la formation directe
de séries ou de produits infinis convergents qui vérifient cette
équation, soit par une méthode d'approximations successives. Mais
la solution obtenue étant, par. exemple, uniforme dans Da, il n'est
pas toujours facile de reconnaître si tous les points frontières de
ce domaine sont des points singuliers de la fonction. La question
se simplifie dans le cas des substitutions à cercle fondamental de
première espèce. En effet, la démonstation du n° 40 (Chap. ^1)
est ici applicable; la fonction A qui joue le rôle de R dans la
démonstration à laquelle nous renvoyons; R (^)joue le rôle deo(<) ;
A dépend ici'à la fois de la variable indépendante et de la fonction
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inconnue; mais on verra'facilement que cela ne modifie en rien les
conclusions. Le cas particulier où R(s) est de la forme az^
devrait toutefois être examiné à part. Si on le laisse de côté, on
peut dire que toute solution de l'équation fonctionnelle précédente,
méromorphe a l'intérieur du cercle fondamental, est ou bien une
fonction rationnelle, ou bien une fonction qui ne peut pas être
prolongée au delà de ce cercle. Mais cette méthode ne met pas en
évidence la nature des singularités sur la circonférence. Enfin,
l'extension de cette démonstration, au cas où R (;0 est une fonction
rationnelle plus générale, présente des difficultés, provenant
notamment du fait que toutes les branches de la fonction R_^ ( z )
ne sont pas toujours permutées entre elles à Pintérieur du
domaine Da. On trouvera facilement certaines extensions sur les-
quelles nous n'insisterons pas davantage ici.

70. jNous allons considérer maintenant les solutions de l'équation
fonctionnelle de Schroder,au voisinage d'un point double répulsif
que nous prendrons pour origine. La branche de fonction R._i (^)i
nulle à l'origine, étant holomorphe pour | z ^r si Fon prend r assez
petit pour que l'inégalité [^|^^ entraîne |R-i (^) | ^^ j^K^ '^ 1 )?
il existe dans ce cercle une fonction holomorphe, nulle à l'origine
et de dérivée égale à i eh ce point, qui vérifie l'équation

^[R-i(^)]=^(^) [S=R'(o)J.

Cette fonction n'est pas uniforme dans tout le plan, mais on
démontre facilement que la fonction inverse de l'élément de fonc-
tion analytique ainsi défini est une fonction méromorphe ou
entière; dont l'existence a été établie par Poincaré dans son
Mémoire sur les fonctions qui admettent un théorème de multipli-
cation. Cette fonction 9 (u) vérifie l'équation fonctionnelle

e (SM)==R[e (a ) ] ,

et peut servir à étudier l'itération de R ( ^ ) au moyen de la repré-
sentation paramétrique

z==Q(u\
R,,(5)=e(S^,).

C'est la méthode qu'a employée Luttes pour obtenir quelques-uns
XLVHI. 19
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des résultais que nous avons démontrés ou Chapitre IV par une
autre voie. En utilisant le théorème de Picard, on démontre aisé-
ment que si l'équation :?o ̂  9 ( u ) n a P^ d6 solutions, le point z^
ne possède que i ou a antécédents distincts; on est alors ramené
à une substitution polynomiale en effectuant une transformation
homographique convenable sur les variables z et 5( liées par la
relation ; < = = = R ( ^ ) ; R(^) étant alors un polynôme, 0 (u) est une
fonction entière qui n'a pas de valeur exceptionnelle à distance
finie, sauf dans le cas banal z^ = az^ qui conduit pour 9 ( u) à la
fonction exponentielle. 11 est inutile d'insister sur ces questions qui
sont faciles et se rattachent à d'autres que nous avons déjà traitées
en détail.

11 est plus instructif d'étudier la fonction inverse de 6 ( u ), c'est-
à-dire précisément les solutions non uniformes de l'équation de
Schrôder. Nous allons d'abord rechercher les points critiques
algébriques de cette fonction. On a l'identité

s^e^s^M)^ R;jfl(M)jo'(^)

s«e-(.)=K;,[e(^)]o'(^).

Si 8'((Zo) ̂  °î on peut prendre n assez grand pour que 8 l — )5i
lie soit pas nul, on a alors

Posons

On a alors

"'•[•(liO]--

O(MO)=-SU,
. /Mo\w-
R^-^o,

-Sft == R/t(^-7t)î

ce qui exprime que z-o est un point critique de la fonction inversa
de R,t (z.), c'est-à-dire le conséquent d'un point critique de hi
fonction R _ < (s).

Réciproquement, les conséquents des points critiques de la
fonction R_( ( z ) sont en général des points critiques algébriques
de la fonctiolY inverse de 9(«). S'il n'y a pas de point exceptionnel.
^nous pouvons admettre que le point à l'îniini n'est jamais un
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antécédent de rang n des points critiques de la fonction R „ ( :?'),
ce qui veut dire que les fonctions R,/ ( s ) n'ont pas de pôles mul-
tiples; il suffit pour arriver à ce résultat de transformer la relation
5 i = = R ( î ) par une transformation homographique préalable,
laissant invariante l'origine, et rejetant à l 'infini un point distinct
des antécédents des points critiques des R._,/(z) , ces derniers
points îiyant naturellement un caractère invariant. Ces points
critiques c s'obtiennent alors tous en cherchant les racines finies :'
de l'équation R ^ ( s ) === o et posant c =- R,, (s). L'équation

donne alors une valeur finie pour u. On a ensuite

S^(^)=R^)W^).

Comme R^,(^) est nul et que ^ ( ^ ) n'est pa.^ infini puisque

6 ( — ) = = : ^ n'est pas infini > on a

e'(M)=o,
C== ^n(z)== 6(M),

ce qui montre que c est un point critique algébrique de la fonction
inverse de 0 (u ).

S'il y a un point exceptionnel, nous supposerons ce point rejeté
à l'infini, de manière que R ( ^ ) soit un polynôme et 9 {(f) une
fonction entière. Les points critiques a distance finie des fonc-
tions R _ ^ ( ^ ) sont encore des points critiques algébriques de la
fonction u ( ^ ) ; le point à Finfini, qui est un point critique pour
toutes les fonctions R_^ (^), est un point critique transcendant de
la fonction u (z ).

71. Nous allons montrer maintenant que les points critiques
transcendants de u ( z ) sont tous des points limites des points c,
c'est-à-dire qu'ils appartiennent à l'ensemble dérivé TL[. des consé-
quents des points critiques de R_< (z). Nous devons rappeler que
nous considérons comme appartenant à E,.les points où se trouvent
confondus une infinité de conséquents d'un même point, c'est-
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a-dire les points d'un cycle qui sont les conséquents d'un point
critique. Aussi peut-il arriver qu\m point critique transcendant
ne soit pas point limite de points critiques algébriques, par exemple
quand R(5) étant un polynôme, le domaine du point à l'infini ne
contient pas d'autre point critique de R_| {z) que ce point lui-
même, qui est alors un point critique transcendant de la fonction
inverse de la fonction entière 9 («), sans être point limite de points
critiques algébriques.

Ces remarques faites, démontrons que la proposition que nous
venons d'énoncer. Soient z un point quelconque du plan des. -z qui
ne soit pas un point exceptionnel, u une racine de l'équation
6 (u ) = z\ de sorte qu'il y ait un élément de fonction analytique
u (^), prenant en z ' la valeur u et holomorphe quand z décrit un
cercle y de centre z ' auquel correspond un domaine élémentaire o

entourant u ; les domaines ^7(8) tendent uniformément vers

l'origine et sont tous pour n ̂ >p intérieurs à un cercle de centre 0
et de rayon /'/ aussi petit qu'on le veut; les domaines correspon-
dants dans le plan des .s, qui sont des antécédents de v, tendent
également vers Forigine et sont tous pour n ^> p intérieurs au cercle
de rayon r considéré au début de ce paragraphe. Soit maintenant z"
un autre point du plan des ^, et supposons qu'on puisse joindre
z^ z" par une ligne n^ayant aucun point commun avec Fensemble
E(; + E^. ; il existe un domaine F renfermant cette ligne et compre-
nant le cercle y dans lequel les fonctions R_,< (^) sont uniformes
et forment une famille normale; il existe, d'autre part, comme on
vient de le démontrer, une certaine suite de fonctions R_,, ( z ) qui
converge uniformément vers la constante zéro dans y; cette suite
•onverge donc uniformément vers zéro dans tout le domaine F. 11

y a donc un domaine antécédent de F, soit F_,, qui est entièrement
contenu dans le cercle |s|^/'; à ce domaine F_,, l'élément de
fonction u=^Çz), holomorpke et nulle à Forigine, fait corres-
pondre un domaine voisin de Forigine — (A) et qui ^comprend le

domaine ̂  (o) ; quand z décrit r_,/, 'Z ^= R,/ ( z ) décrit F de

manière que z est une fonction analytique de Z quand Z est dans
ce dernier domaine; en posant U = S " M , U décrit A quand u
décrit ^ ( A ) ; donc, quand Z décrit F, U est une fonction analy-
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tique de Z qui décrit A, et cette fonction coïncide quand z est
dans y avec l'élément de fonction analytique inverse de 9(«) pre-
nant en z la valeur u^ On voit donc que le prolongement analytique
de cet élément peut se faire le long d'une ligne quelconque ne
renfermant aucun point de Ec+E^. Si cette ligne-renferme des
points de Ec n'appartenant pas à E^., on sera ramené au premier
cas en considérant une antécédente de cette ligne sur laquelle le
prolongement pourra se faire par le même procédé, sur la ligne
initiale, le prolongement pourra se faire au moyen d'éléments
algébriques n'introduisant que des points critiques algébriques.
Donc, les seuls points critiques transcendants possibles sont les
points de E^Mais la réciproque n^a pas lieu. Je vais montrer
que certains points de E^, peuvent être des points ordinaires
de u ( z ) .

Comme l'a montré M. Hurwitz, il faut pour qu'un point a soit
un point critique transcendant de l'inverse d'une fonction méro-
morphe 9 (^ ) que a soit une valeur asymptotique de î (« ) sur
certains chemins aboutissant au point à l'infini. Je suppose que la
substitution ^i == R( s) admette un point double attractif a, mais
de sorte que le point double répulsif origine ne soit passur la
frontière y de son domaine immédiat DQ(. Je dis que dans ces
conditions a n'est pas une valeur asymptotique. En effet, suppo-
sons que quand u décrit un chemin J^ allant de UQ à l'infini, z
décrive un chemin C tendant vers a, et soit ZQ == 9 (^o)- On peut
supposer que le chemin 3 est tout entier intérieur au domaine Dy^ en
prenant UQ suffisamment loin. Quand H décrit ^, le point ç-;>

p étant un entier positif, décrit le chemin -,( (^) allant du point—
à l'infini; comme on a

"(")--= R^6 (£-)]'
le point z^p = 9 (—) décrira un chemin 3 ,̂ dont tous les points

resteront intérieurs soit au domaine DQ(, soit à l'un de ses anté-
cédents. Désignons par ,8 l'une des valeurs limites de z^p'j on
aura

R/,((3)=a.

S'il y avait deux valeurs limites distinctes, il y en aurait uneanfinUé
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tonnant un continu, et comme il n'y a qu'un nombre fini d'anté-
cédents de rang p de a, on voit que z._ p tend vers l'un de ces

antécédents qui est bien déterminé. Mais comme 9 ( ^ i t e n d vers

zéro pour/? infini, et que l'origine n'est pas sur la frontière de D^,
on peut prendre/passez grand pour que le point de dépari du
chemin e—^ soit extérieur à Da; donc le chemin Q—p tout entier
sera extérieur à D^, intérieur à un domaine antécédent de DQ(, el
tendra vers un antécédent de a distinct de a. On peut même
démontrer qu'il en est ainsi pour toute valeur positive de /?. Mais
ce point SL_^ est un point critique Iranscendant de . u ( z ) , <*<^ l<i
réciproque du théorème de M. liurwit^ est exacte ( 1) . Or, ceci est
impossible, car a est limite de conséquents de points critiques,
mais %_^ ne l'est pas.

Prenons comme exemple la substitution (Chap. V, 36)

5i =-. ————(.a4-^•I)-^- ^.
4/2

I lyadeux points, doubles attractifs à distance finie a et a séparés
par Faxe réel qui appartient au domaine du point à l'infini, et de
même deux points doubles répulsifs imaginaires conjugués ^ et (Ï.
Si ron suppose p et oc séparés par Faxe réel, on aura, en ramenant
Forigine en ^, une fonction entière 9 (u)^ pour laquelle le point
a — ^ 3 sera limite de points, critiques algébriques de la fonction
inverse {car dans le cas actuel les conséquents de points cri-
tiques contenus dans DQ( sont distincts) et en même temps point
ordinaire de cette fonction inverse.

11 découle, en outre, de la démonstration précédente que l'en-
semble des points critiques transcendants est un ensemble invariant
contenu dans E^., mais que je ne sais pas en général déterminer
d'une manière précise. Dans un grand nombre de cas particuliers
on peut démontrer qu'il coïncide avec Fensemble des points doubles
attractifs ou de multiplicateur + i •

II est, d'autre part, très facile de voir comment les propriétés de
Fensemble ^, qui s'introduit dans Félude de l'itération de R(3). se

( l) F. IVERSEN, recherches sur les fonctions inverses des fonctions me'ro-
morphes (Helsingfors, 1914» P- 6-i5).
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réilèlent dans les propriétés de la fonction 9 (u). Pour cette
question et pour Pétùde des autres propriétés de 9 ( M ) , nous ren-
verrons à la Thèse de M. Valiron, et à diverses Notes de Lattes et
de M. Julia. (C. R. Acad. Sc^ 1918-19, passirn.)

72. Nous allons étudier maintenant les équations fonctionnelles
de l'itération au voisinage d'un point double de multiplicateur
égal a i . Nous ferons précéder cette étude de quelques complé-
ments aux résultats des n01* 7 et 8 (Chap. II). Nous considérons
donc une substitution de la forme

z^ = s -(- a -h ̂ (s) = K(5),.

où a est réel et positif, ^ ( z ) pouvant avoir a l 'infini un point
critique isolé mais satisfaisant à Pinégalité

I^KT^i ••« i

et R - ( ^ ) ne prenant jamais deux fois la même valeur à l'extérieur
d'un cercle de rayon suffisamment grand. Nous avons déjà démon-
tré qu'on peut, étant donné un angle a >» o, aussi petit qu^on le
veut, obtenir un domaine D jouissant des propriétés suivantes :
D est limité par deux demi-droites issues d'un point A de 0*r, et
faisant avec 'Oa? les angles TZ — a e t—, (it — a) ; il s^étend à l'infini
vers la droite; dans D, la fonction R ( ^ ) possède les propriétéî»
énumérées plus liant, et de plus [ A (^) [ reste inférieure en module
à un nombre t << a, d^ailleurs arbitraire; le domaine D contient
ses conséquents; R,< ( s ) tend uniformément vers rinfini dans toute
partie bornée de I) et même dans les parties non bornées définies
par;y^d?((.

Nous allons montrer que ces propriétés subsistent dans le
domaine fermé D tout entier. Si nous effectuons sur la demi-
droite AL la translation définie par ^, === ^-}-a, nous obtenons
une demi-droite parallèle distante de la première de la quantité
<7sina; si de chaque point de la seconde comme centre on décrit
un cercle de rayon e, on obtient une bande de largeur as dans
laquelle sera comprise la transformée de AL par la substitution
^i == B.(^), s étant le module maximum de ^ (z) dans D; si nous
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et par suite
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e < a sina,

> o,

cette ligne transformée se trouvera ainsi, par rapport à 1 origine,
au delà de la droite déduite 3e AL par la translation a parallèle
à l'axe réel; pour que cette inégalité soit vérifiée, puisque

k .ô ( z } | << .—? il suffira de prendre

M>

c est-à-dîre

OP>

a sui a

k

OP étant la distance de l'origine à AL ( fi^. 8). Le même raison-

Fig. 3.

nement s'applique à la droite symétrique AL'. Par conséquent, le
domaine D<, conséquent de D,sera intérieur au domaine déduit
de D par la translation af. En itérant la substitution, on parvient à
un domaine D,< intérieur à celui qu^on déduit de D par la transla-
tion n a\ La plus courte distance de D% à l'origine, c'est-à-dire le
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module minimum de ̂ , quand z est un point arbitraire du domaine
terme D, sera donc supérieure à

^-+OP.sin x

On aura ainsi uniformément dans D

| ^n \ ~> C n. c. Q. F. n.

Nous devons maintenant démontrer que l'expression asympto-
tique obtenue pour la fonction F ( z ) qui vérifie l'équation fonc-
tionnelle d'Abel est encore exacte dans le domaine D ainsi défini,
autrement dit qu'on aura toujours

F { ^ ) = z +o(^|^D.

Si nous nous reportons à la démonstration du n° 9 (Chap. 11),
nous voyons qu'elle sera encore valable pourvu d'une part que
Zn\ > C/2, ce que nous venons de vérifier; en second lieu, nous

avons admis que \z^\ va en croissant avec n ; mais il suffit, pour
que la conclusion subsiste, qu'on ait constamment pour/? > o :

> q ^ o.

Etablissons cette propriété qui esb déjà démontrée quand z est
dans la partie de D définie par X^XQ. Elle est, d'autre part, évi-
demment exacte dans tout domaine borné faisant partie de D.
Il suffit de l'établir pour les points du domaine LQRST couvert
de hachures sur la figure 4, la droite ORS faisant l'angle a avec 0 x..
On a évidemment

[ ̂  1 ^ r^ |.
| z \ ~ z \

L'argument (o de z restant compris entre a et T Z — a dans le
domaine considéré, on a

1 ^ 1 1 y 1 " 1 y
Par suite,

lïH?)»"-
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11 suffit donc de montrer que "-^ a une borne inférieure non

nulle ; on pourra, d'autre part, ne donner à p que des valeurs

Fig. 4.

pour lesquelles la partie réelle de Z p est intérieure à XQ^ puisque
ensuile les \Zp\ vont en croissant avec Findice. Ceci posé, on a

^,»=^-1-+- 0-4- ^(Zn- l) ,
/ / — l

Zf^Z-^pa^- ̂ ^(Zn),

0
p-t

\yp-y\<^\^^n)\.
0

En vertu des inégalités

I^^K—' |^|>C/i, 1 ^ 1 > C \

on déduit de ce qui précède

|y/.-y|<KXp.
On peut donc écrire

y^ _.y±eK£jp
\r y
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0 « • t a n t compris cuire o cl i . On doit donner à p des valeurs telles
que Xp ne dépasse pas la valeur x^. Or, ou déduit de suite des
médaillés écrites plus liant la suivante :

x^ x -h B/) ( B > o) ,

en \aleur algébrique. On pourra donc supposer

x 4- H p < .y«,
-.r,» — x

/.<-^-4-l.

Connne l 'argument de z dans le domaine envisagé varie entre a
et T. — a, on a

,..i- 1 ^ 1 .1 s' 1 < tanga
d'où

langa

ou plus simplement
A < M | y | - h N ,

M. ^i eonslantes positives.
D'où finalement

^_ ,^Q^_^KX(M| . r |+N) _
y " .r ~ ~ 7 1 — — — ( ' ) '

r . . K £ ( M | y | - + - N ) , , , . „ .l.a qnanlite ———.^———'. tend vers zéro pour | j [ infini et peut

éire supposée constamment inférieure a ^ ; en faisant cette hypo-

thèse, on néglige une partie du domaine LQRST dont les ordon-
nées sont bornées, qui par suite est elle-même bornée et pour
laquelle la proposition n'a pas besoin d'être démontrée. Dans la
partie restante, on aura

H>^.
1 y \ '2 €. Q. F. 0.

L'analyse des n08 7 et 8 reste donc applicable dans les conditions
actuelles. La fonction d'Abel F(^) fait la représentation conforme
de D sur une aire illimitée A du plan des Z, limitée par deux
courbes analytiques qui s'étendent à rinfini de sorte que l'argument
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limite de Z ait, en vertu de la relation

Z^+o(£^|),

la même valeur que l'argument correspondant du plan des ;?,
c'est-à-dire ± (7: — o^). On a de plus, pour z infiniment grand,

limF'(s) == lim — == i.

Les courbes qui limitent A ont donc les directions asymptotiques
± ( T Î — a ) . Elles ne ^ont rencontrées qu'en un nombre fini de
points par une droite faisant l'angle (TT — a'), ou — (TC — a7} avec
OX, si (7/>> a. On voit donc que A renferme des domaines analogues
à D, l'angle a étant remplacé par l'angle 2 a, pour fixer les idées.
On aura d'ailleurs inversement

3.=Z-+-0(£ |Z | ) .

Ceci posé, quelle sera la solution générale de l'équation fonc-
tionnelle d'Abel, en se bornant aux fonctions analytiques et uni-
formes dans D ? Si on Inexprimé en fonction de là variable Z, ou
devra avoir, en appelant ^(Z) cette solution

4* (Z4-a )=a - l -< î> (Z ) ,

puisque remplacer z par R(s) révient à remplacer Z par Z+a.
La fonction ^(Z) — Z a donc la période a; comme elle est holb-
morphe dans A qui comprend des bandes de largeur a parallèles à
l'axe des Y et illimitées vers le haut et vers le bas, c'est nécessai-
rement une fonction périodique entière :

• <ï>(Z) - Z = Q(Z) ̂ ^A^"^ (lim^|ANT= o),
—— 00

« ï > ( Z ) = Z - ^ - f i ( Z ) .

EnTemplaçant dans cette expression Z par F(^), on a l'expres-
sion générale des solutions cherchées.

Par quoi se distingue la fonction F (^) parmi l'ensemble de ces
solutions? Peut-être par la condition de ne prendre qu'une fois
une valeur donnée dans D. Pour en être certain, il faudrait prouver
que si û(Z) est une fonction périodique entière, la fonction
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Z-|—û(Z) prend plusieurs fois certaines valeurs dans un domaine
tel que A, à moins que Q ne se réduise à une constante. La chose
est probable, mais non démontrée.

Dans tous les ças,F'(3) est déterminée à une constante add.itivc
près par la condition que V ( ^ ) tend vers l'unité quand J tend vers
l'infini suivant les chemins intérieurs à D sur lesquels l'argument
de z tend vers zéro. En effet, posons

Nous aurons
G ( ^ ) = = < i > ( Z ) .

G ' ( z ) = ^ ( Z ) ¥ ' ( z ) .

G\z) et F'^) tendant vers l'unité, il en est de même de
^ ( Z ) = i+Q'(Z). û ' t Z ) tend donc vers zéro. On peut supposer
que Z décrit la partie positive de l'axe réel, car cela revient à faire
décrire à z un chemin de l'espèce indiquée; si Û n'est pas une
constante, Q'(Z) reprend périodiquement les mêmes valeurs et ne
tend vers aucune limite. Il y a donc contradiction.

Remarquons que Q[F(\s)] est l'expression générale des fonctions
analytiques dans D et invariantes par la substitution z^ == B-(^).

73. Lorsque le point double de multiplicateur -4- i est à distance

finie, il suffit de faire l'inversion ( t == — — — ) pour pouvoir appli-

quer les résultats qui précèdent; le clomaine D est alors remplacé
par un domaine limité par deux arcs de cercle et présente au point
double un angle 27:— 20, qui peut être aussi voisin que Ton veut
de 27:; les domaines de convergence uniforme que nous avions
désigné par A au n° 10 peuvent donc être remplacés par d'autres
d'amplitude angulaire plus grande. On peut même démontrer qu'il
y en a dont l'amplitude angulaire est égale à 27:. Dans le cas où
l'on a R^a) = o, . . ., R^^a) == o, R^ (a) -^. o, c'est-à-dire une
étoile à q brandies, on étend les résultats obtenus, comme au
Chapitre IT, pcir l'emploi de deux transformations conformes auxi-
liaires, l'une régulière au point double origine, l'autre de la forme

i
z=^.

Nous allons encore revenir sur l'étude des fonctions dérivées
R ^ ( z ) dans le domaine D. Nous supposons que R(s ) est dévelop-
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blé dans D en série de la formepal

b
z 4- a -+- — -i- . . . ,

3

les termes qui suivent pouvant avoir des exposants fractionnaires,
mais la série étant dérivable lerme a terme,

R^)=,-^..,.

Montrons que Ins fondions R.^3) sont bornées dans leiir.ensenihit;
nniforiiiément dans D. On a en f H f l

-R',,(^=R'(^)R'(zi)...K'(^..i),

'"'^K'"-^'

/i^2, C constante positive. R^(^) est donc inférieure en module
au produit infini n(-CT)-

n

qui est absolument et uniformément convergent j)uisque | z'n\ >> K^.

et [5]'">K'. De plus, nous avons montré que Jt- a une limite

inférieure non nulle, donc que -1 est uniformément borné
. zîl

dans D. 11 s^ensuit que les fonctions

1^(3;^ ^ ̂

f { i l ( z } d^

sont bornées dans leur ensemble et uniformément dans I). On
peut montrer qu'elles sont inférieures a i eu module dans certaines
parties illimitées de D. On a en enet

h
\ \ ' ( z } ^ __ ^ ̂ " ' _ ->.a X
K ^ ^ ) ~~ 7 a î — — — - 7 — i — -j- + ^ ,

(•+ ;-+ î '+•••)
À étant borné. Si z-^^e1^ et [ À | < ^ A , cette exj)ression est infé-
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ri cure en module a

^-i/ .la 4^
P2

ce qu i est plus petit q ir u ne expression de la forme

ia B
1 — —— COS (0 -4- — •

? P2

Si o) reste compris entre -)- ^ et — |3, p compris entre o et - t» ceci
est inférieur a

20 B
l — —— COS p + -, >

? ' P1

et a étant positif, cette expression demeure inférieure à l'unité
pour p > p\ Si Pon mène par le point d'abscisse o' de l'axe réel
deux demi-droites d'argument •j~ ?, on limite ainsi un domaine
conlenu dans I), s'étendant à l'indni vers les x positifs et qui,
comme on le vérifie immédiatement, contient ses conséquents.
Dans ce domaine, on aura

n R^/.)^
H-2^)

t^(5)^
^W

<i.

Supposons maintenant que z reste dans un domaine borné inté-
rieur à D. On aura alors, puisque | z \ est borné et ] z^\ >> K/ / ,

H;,(^)^2

1^)
M
n^'

ce qui est le terme général d^une série convergente. Nous allons
voir dans un instant quelles sont les conséquences géométriqlies
de ces résultats. Mais nous devons d'abord les étendre au cas ou
le point double donne lieu a une étoile à q branches, c'est-à-dire
où l'on a

le second membre étant ordonné suivant les puissances descen-
dantes entières de y» Si l'on fait d'abord une transformation
conforme et régulière à l ' innni, les quotients diiferentiels
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—'-' et ——", w étant la nouvelle variable, différent par un facteur
d"- d-!-

z w
qui est infiniment voisin de i quand les (F, w^-i ^ ^n sont infiniment
grands. Posons ensuite

i
w = ^7,

. <^=^.
Il vient

d-L d^- , i-l
Wn _ tn tn\ </

~dl~^^) '
w t

Or, la relation entre ^ et t étant maintenant de la forme

bt\ = t-^-a 4- - -h...,

rf.!-
les dérivées —"- sont bornées dans leur ensemble dans le domaine

^
de convergence uniforme D, et dans toute partie bornée de D

elles sont de l'ordre de -^» le quotient tn étant alors de l'ordre
de n ; on a donc dans ces conditions

'à=./—\.
d-

w ^ • ! /

En remontant ensuite à la variable z -, on voit que dans les
domaines de convergence uniformes qui correspondent à D, le

d^
quotient différentiel —" sera uniformément borné quel que soit n

d-z
et de l'ordre de ——^ dans toute partie bornée de ces domaines.

7l1 +7/

Si le point double est a distance finie, on a alors le résultat
géométrique suivant : soit D un domaine élémentaire de conver-
gence uniforme relatif aux conséquents d'un point; si AB est
un arc de courbe de longueur finie contenue dans ce domaine
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et ne contenant pas le point double^ la somme des longueurs
des arcs conséquents/orme une série convergente; en particu-
lier^ les courbes invariantes aboutissant au point double et
formées d^une c/iaine d'arcs conséquents AA,, A ^ . A a . . . ont
une longueur finie. Si OA est un arc de longueur finie contenu
dans D et terminé au point double 0, lès arcs conséquents de OA
ont des longueurs qui tendent vers zéro ; car une partie OB de
OA de longueur e a des conséquents qui sont tous de longueur
inférieure à k s, tandis que les conséquents de AB ont des lon-
gueurs qui finissent par devenir inférieures ^ e. Ces résultats s'ap-
pliquent également à la substitution inverse, c'est-à-dire aux anté-
cédents d'un arc dans un domaine D' analogue à D.

74. Soient z\ == R(^) une substitution rationnelle avec un point
double a de multiplicateur -|- i , Da son domaine immédiat, f la
frontière de Da ; /est l'ensemble limite des courbes antécédentes
de la courbe présentant en a un point anguleux et qui limite un
domaine de convergence élémentaire, en ne prenant que celles de
ces courbes antécédentes qui sont intérieures à Da, sauf aux points
antécédents de a qui appartiennent a /. Il y a des cas où l'on est
certain que cet ensemble limite/* ne sera pas modifié si l'on sup-
prime deux bouts de la courbe initiale terminés en a. En efïet,
soit À un arc de cette courbe d'extrémité a et contenu dans un
domaine de convergence élémentaire D' relatif aux antécédents
d'un point, c'est-à-dire aux itérées de la fonction R^^), égale
à a pour z == a. Nous savons que R_^(^) se ramifie autour de
certains points critiques intérieurs à Da ; il y a ainsi sur f des
antécédents immédiats a_< de a, distincts de a. Nous supposerons
que les fonctions R_^(,5) restreintes à Da n'ont pas de points
Critiques autour de ces points a... < . Considérons une suite- d'anté-
cédents de l'arc À; un antécédent de rang/î s'obtient en appliquant
d'abord n fois la substitution ^_ i==R^(^) , la (n ^i)1'"111 étant
définie par une autre branche de R_.< (-s) ; la première série d'opé-
rations nous fournit un arc dont la longueur reste inférieure à X:X,
en désignant les longueurs des arcs par les mêmes lettres que les
arcs eux-mêmes ; de plus, \.^ tend vers zéro si n croît indéfini-
ment ; la (n -4- i'®"1®) opération nous fournit un arc terminé en un
point a_^ de longueur inférieure à A" À_^ et qu'on peut supposer

XLVIIl. 20
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intérieur à im cercle de rayon r et de centre a_i où .les fonctions
R.^(^) sont holomerphes et forment une famine normaîe à fonc-
tions limites constantes et bornées (/étant supposé bornée ; il suffit

de prendre î. <: -,-,, ; dans ce cercle, les fonctions dérivées des

R-^(^) sont bornées dans leur ensemble et tendent uniformément
vers zéro quand l'indice d'itération croît indéfiniment ; or, si H
croît indéfiniment, l'un au moins des nombres R et n - /(' croît
indéfiniment; dans les deux cas, \_n tend vers zéro; l'easemUe
limite des courbes antécédentes de la courbe eott&idérée n'est donc
pas modifiée si l'on en supprime deux bouts de part et d'autre de a :
il reste alors une courbe non fermée complètement ilUériewre a Day
de manière que dans un domaine convenable contenant cette courbe
les fonctions R_,,(J) forment une famille normale à fonctions
limites constantes et que l'ensemble limite / coïncide avec l'en-
semlïle dérivé des antécédents d'un point de la courbe, ou mé-me
d'un point arbitraire du domaine Day ou encore d'un point de /
pourvu que ce point ne soit pas limite de points critiques des
R-- - n ( ^ ' ) j ^ qui a lîeu par exemple pour les a _ < .

Mous voyons quey le point a étant sur/, pour pouvoir ohlenir
le mode de génération de la frontière qui nous a servi dans le eay
d'un point double attractif, nous avons dû faire des hypothèses
supplémentaires concernmil la distril>ulion des points critiques
des fonctions inverses, hypothèses qui sont proixtbiement super-
tlues.

Remarquons (pie le résultat obtenu subsiste si tes points a. i
sont critiques pour certaines fonctions R_ „(:;), mais sans. être
limites de conséquents de'points critiques de R_,(;s^ de sorte qtte
les surfaces de Riemann correspondantes ne se ramifient pas à'
l'infini en ces points ; c'est ce qu'on voit, par exemple, en rempla-
çant R( s) par R^(^), A étant un entier come-nablemeilt choisi.

Le résultat obtenu aux n^ Sl-3â concernant la non-existence
des. tan^c-nles hf, quand cette frontière e-st continue, es.1 applicaUe
ici moyennant les «Hèmes kypo-thèsffs. Si ç est un p<M«nt de E^. situé
sur/, on ne1 peut avoir Ç == x..p^. a, que s'il y a une infinité de
points ^ sur/; en ett^t, si a_p est limite de conséquents d'un
point c, a est aussi hmile de coiiséqireiils de c et les Cn ont alors
une infinité de |t>«wnls limites distincts ( n" i3) ; doii/c si les points ç
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sont en nombre iini, ils ne coïncident pas avec les v.__p autour

desquels les fonctions R_,/(^) ne peuvent se ramifier indéfiniment.
L«i discussion du 11° 32 est don'c applicable smis nouvelles hypo-
thèses. La courbe frontière n'a de tangente qu'en une infinité
dénombrabte de points, parmi lesquels se trouvent les antécédents
de a | du moins si R' '(a)^o(. Ce seront les seuls points pourvus
de tangentes, si a est le seul point S situé su t'y.

73. Considérons maintenant la fonction ¥ { : - ) qui vérifie l'équa-
tion fonctionnelle d'Abel et que nous avons considérée pisqu'ici
dans un domaine élémentaire au voisinage de a ; cette fonction est
la limite d^une suite de fractions rationnelles qui converge unifor-
mément dans Da. Elle est donc.holomorphe dans ce domaine. Je
ne peux pas affirmer d'une manière absolument générale que tous
les points frontières sont des points singuliers essentiels de cette
fonction $ mais il en est certainement ainsi lorsque F h > pothèse
faite sur les points a_< est vérifiée. En effet, dans ce cas., tout point
d e / e s t limite d^antécédents de a situés eux-mêmes su l'y, et même
limite d^antécédents d'un domaine élémentaire de convergence S
ayant une pointe en a; dans ce domaine 3, îa fonction F( s) prend
des valeurs qui forment un .domaine A décrit précédemment ',
A comprend notamment toute une région du plan des % définie par

.^(Z^Xo (Fx excepté).

En vertu de l'équation fonctionnelle

F|R^)J=F.[K(.5)l-+-7?a,

la fonction F (-s) prendra dans le domaine o_p intérieur à Dgi avec
une pointe en a_^, toutes les valeurs Z—pOyaù^X^X^ c'est-
à-dire to-Htes les valeurs dont la pcWtie réelle est supérieure ù
X^— pa ; a étant positil et des domaines û_^ p aussi grand qu^on
le veitl, existant dans le voisinage de tout point m de y, on voit
queF(^) prend loutes les valeurs, sauf l'infini au voisinage de
tout point de/.

Ceci s'applique notamment aux substitutions singulières admet-
tant un cercle fondamental et à tous les exemples que Von sait
pratiquement étudier, entre autres R ( ^ ) = = = ^ — 52.
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Dans les mêmes conditions, la fonction Q[F(^)] , û étant une
fonction entière de période a, représente une fonction invariante
parla substitution donnée et holomorphe dans le domaine Da.
G est un invariant absolu du groupe G qui est proprement discon-
tinu dans le domaine Da et admet comme domaine fondamental,
par exemple, le domaine û — Oi compris entre un domaine élémen-
ta i re de convergence et son conséquent immédiat ; mais ici cette
fonction invariante prend nécessairement une infinité de fois la
même valeur dans un domaine fondamental.

On peut former des solutions uniformes dans Da d'autres équa-
tions fonctionnelles simples ; mais il n'est pas toujours facile de
prouver que tous les points frontières sont singuliers pour ces
fonctions. En voici un exemple. Posons

R ( z ) = z 4- a -+- - -h . •. . ( a > o},

et soit

* ( ^ )=^-••^+ • • •+^+ • • • '
y. étant un entier ^2. Cette expression définit une fonction méro-
morphe dans le domaine du point doable à l'infini ; elle est continue
dans le domaine de convergence élémentaire D, même à l'infini et
cette dernière propriété la distingue des autres solutions de l'équa-
tion fonctionnelle

4*(^)=4>(^)-^.

Il n'y a donc pas de singularité apparente au point à l'infini pour
la fonction ni pour sa dérivée :

-,, , y R , ( 2 )<!>(.) =-^^-.
n

II est vraisemblable cependant que tous les points frontières sont
singuliers. Il y a des cas où ce fait apparaît facilement; par exemple
lorsqu'il y a un point double répulsif (3 sur/; l'équation fonction-
nelle montre en effet que la valeur limite de ^ ( z ) en ce point est
infinie ou indéterminée; il en sera de même aux points antécédents
de ^ qui, au moins dans les cas les plus simples sont denses sur/.

76. iNous allons encore, comme application de ce qui précède,
cmipléter Fétude de cet ensemble frontière /, en montrîint que
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dans certains cas c'est une courbe susceptible du même mode de
représentation que celui que nous avons obtenu au Chapitre 111,

notamment pour la substitution Z, = -̂t-3!. Supposons qu'il y

ait outré le point double a de multiplicateur +1, un point double
attractif j3, le domaine total de chacun de ces points étant d'un
seul tenant et simplement connexe. On peiit alors, comme dans les
cas déjà traités, enfermer/entre deux séries de courbes d'un seul
tenant, antécédentes de deux courbes C et C' qui appartiennent aux
domaines respectifs de a et [3; C^ est intérieure a C_^_^, Ç_ „ est
extérieure à G_^_I ) sauf au point a qui est un point anguleux
commun à toutes ces courbes. Pour pouvoir appliquer l'analyse
du n° 24 il faut démontrer l'existence d'une ligne sans points
doubles et invariante, terminée en y et jouant le rôle de coupure de
la couronne (C, C')(1). Joignons a à un point P de C par une ligne
sans points doubles qui soit intérieure à cette couronne sauf en a
et P ; on peut supposer que cette ligne a P ou L est tangente en a
a la bissectrice de la pointe de C {fi§\ 5). Soit R^i (2) la fonction

Fig. 5.

inverse égale à a pour z = a; les transformées de Lpar les itérées
de cette fonction tendent vers le point a; cela est vrai pour la partie
de L suffisamment voisine de a; c'est encore vrai pour la partie res-
tante qui appartient à un domaine où lesR_^ ( z ) sont holomorphes

(') Signalons ici que l'analyse présentée à la fin du n° 24 est incorrecte
sur quelques points de détail ; on la corrigera aisément en tenant compte
de celle qui est développée ici.
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et bornées dans leur ensemble, les point s critiques de ces fonctions
étant intérieurs à C ou extérieurs a C ; sur ces lignes /_,< Far^u-
ment de ,; — a tend vers la limite co, qui correspond à la bissectrice
de la pointe ; elles seront donc à partir d'un certain rang intérieures
à un angle rectiligne A de sommet a et aussi petit qu^on le veut.
Nous supposerons donc pour faciliter rintuition et bien que ce ne
soit pas essentiel qu^on a remplacé la courbe Cf par une antécé-
dente et de même la ligne L, de manière que L et son antécédente
immédiate L_| sont comprises dans un angle A inférieur par
exemple à -; ces lignes sont tangentes entre elles en a et continues

respectivement d'ans les couronnes (C, G ) et (G, C^); elles sont
simples mais peuvent, se traverser mutuellement; dans ce dernier
cas on peut joindre a a P et à P_( par deux autres lignes aMP et
a î \P_i simples et ne se traversant pas mutuellement, comprises
dans l'angle A et comprenant entre elles L et L_|.

Ceci posé, joigne ns P à P_, par une ligne simple intérieure a la
couronne (C\ C^ ) et ne traversant pas y. MP; ces chemins sont de
.deux sortes; on en choisira un sur lequel l^argument de z.— a varie
d'une quantité inférieure à A, c^est-à-dire tel que le domaine sim-
plement connexe limita par les trois lignes aMP, aNP._i et PP_|
ne contienne pas C. Soit S le triangle ainsi formé à rintérieur-
duquel les R_,, (;?) sont uniformes; dans ces conditions il est
visible que les triangles antécédents 8, o_i,o_.>, . . . ,o_ / / , . . « obtenus
successivement par z_^ === R°, (^) ont pour côtés opposés à aies
arcs PP_( , P_( P_2, . . ., P.-rt.P_(//4-i) formant une chaîne continue;
ces arcs sont simples, ne se traversent pas mutuellement, tendent
vers le point a en vertu du raisonnement fait pour les lignes / ,/ et
constituent par leur réunion une coupure invariante de la cou-
ronne (C, G') qui est même de longueur finie et a une tangente en a.

(Ce qui précède est tout a fait intuitif, mais l'omission de cer-
taines précautions peut conduire dans des cas analogues à des
résultats erronés, par exemple dans le cas d\in point double
répulsif à multiplicateur négatif; on pourra étudîer par exemple ce

qui se passe au voisinage du point double z == - de la substitution

^^a;;2—!.)
H n'y a plus maintenant aucune difficulté gour appliquer la

méthode du n° 21-. On devra montrer que les longueurs des côtés
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des domaines antécédents de la couronne (C, G') rendue simple-
ment connexe par la coupure que nous venons de tracer tendent
vers zéro ; pour cela on décompose le domaine coupé A en plusieurs
parties: celles qui sont contenues dans un cercle de centre a et de
ravon suffisamment petit auxquelles on applique exactement le
raisonnement du n^ 74 et la partie restante pour laquelle la démons-
tration a été donnée a plusieurs reprises.

On pourra donc dans ce cas et même dans certains autres un
peu plus généraux représenter la courbe/par une équation de la
forme

^ - ^ ( / > .

y ( ^ ) étant une fonction imaginaire de la variable réelle t qui ne
prend qi^une fois chaque valeur dans Fintervalle (o, i) et qui est
continue. De plus, on a

^ { d . t ) = K [ ® ( n ) .

d étant le degré de R [ z ) . Ceci s'applique notamment a la substitu-
tion -î, == ^ — s2.. On verra facilement que la démonstration s^ap-
plique avec des modincations insignifiantes dans le cas où il y a
deux points doubles de multiplicateur -+-1.

77- Nous allons terminer cette étude en établissant certaines
propriétés d^une classe de fonctions méromorphes très intéressantes
qui se rattachent à Inéquation fonctionnelle d^Abel et qui s^ob-
tiennent de la même manière que la fonction de Poincaré <lans le
cas d'un point double répulsif.

Soient comme toujours

z\ == 5 + <t -+- - -4-... (a > o)
.5

une substitution rationnelle avec un point double de multipli-
cateur 4-1 à rinfini, et

, _ - b

" l ~' ^ 3

la substitution inverse à laquelle correspond, en tenant compte du
changement de signe du terme constant <y, un domaine élémentaire
de convergence D' limité par deux demi-droites partant d^un point
de l'axe réel et faisant avec Ox les angles ± co ; co est aussi petit
qu'on le veut et nous le supposerons inférieur à i-; D' contient le
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domaine antécédent D^ obtenu par la branche considérée ici de la
fonction R_i (^), et dont les itérées convergent uniformément vers
l'infini dans le domaine non borné D' qui comprend entre autres
tous les points de l'axe réel dont l'abscisse est infinie négative; ces
fonctions itérées donnent naissance à une fonction holomorphe
dans D\ infinie à l'infini, et vérifiant l'équation d'Abel

<î . [R^(^)J=^(5) -a

avec les conditions asymptotiques

4> ( z ) == z -i- o(Io, | z |),

^^•-^(i-h-)-
Cette fonction n'est pas la même que celle déduite des itérées de
R(^) qui est définie dansD. <t>( ' z) == u ne prend qu'une fois chaque
valeur dans D7 et fait la représentation conforme de D' sur un
domaine A' du plan des u^ limité par deux courbes analytiques
s'étendant à l'infini et ayant respectivement les directions asympto-
tiques 4-(0 et — G) ; A' comprend donc tous les points du plan des u
dont l'abscisjse est négative et infiniment grande, et plus générale-
ment tous les points dont l'argument est compris entre <o -j- s et
2 T C — < o — £ ( £ ^ > o ) et le module supérieur à p ; A' comprend
notamment toute la région du plan définie par l'inégalité Jl ( /< )<< X,
au moins pour X négatif et suffisamment grand en valeur absolue.

Dans A', z est inversement une fonction uniforme de u qui
vérifie l'équation fonctionnelle

ou
Q(u—a)== R-i[6(M)J

0(M+a) == R[0(a) ] ,

pourvu que u et u-}-a appartiennent tous deux à A'. Mais cette
équ-ation fonctionnelle elle-même donne immédiatement le prolon-
gement analytique de 9(«) dans tout le^plan sous forme d'une
fonction méromorphe. En effet, 9 (a) , étant bien définie et holo-
morphe pour ^(it) < X, seca définie par l'équation fonctionnelle
et méromorphe pour ^{.(u) < X-4-a, et de même en général pour
c^ ( u ) <^ Y + pa^ quel que soit Rentier positif/?. Elle est donc méro-
morphe dans tout le plan, tandis que la fonction inverse y (^ ) qui
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existe dans tout le plan des z présente naturellement des points
critiques (algébriques et transcendants). On voit que'tout se passe
ici exactement comme dans le cas d" un point double répulsif,
l'équation d'Abel remplaçant celle de Sch rôder. Remarquons à ce
propos que ces deux équations fonctionnelles, celle de Schrôder et
celle d'Abel, sont identiques au fond puisqu'on passe de l'une à
l'autre en prenant les logarithmes des deux membres; mais quand
on les étudie au point de vue de l'uniformité des solutions, il y a
lieu de ne pas les confondre.

Ainsi donc, lorsqu'une substitution rationnelle présente un point
double de multiplicateur -(- i, l'itération de cette substitution est
susceptible d'une représentation paramétrique

.3 ==.0(M),

^= Q(u-^-na),

9 étant une fonction méromorphe qui, dans un domaine comprenant
tout le plan sauf un secteur d'angle aussi petit qu'on le veut, est
représentable par une expression de la forme

M+o(log| u\),

pour les grandes valeurs de «.Cela résulte de ce que nous avons
dit sur la structure du domaine A', et du fait que la formule

u = z -+- o ( I o g [ ^ |)

est réversible. Dans les mêmes conditions la dérivée 9' ( u ) est infi-
niment voisine de l'unité.

78. Nous allons obtenir d'autres propriétés de ces fonctions en
étudiant la correspondance entre le plan des z et le plan des u tout
entiers. Remarquons d'abord que les deux domaines D et D' du
plan des ^, limités par des demi-droites faisant les angles ±: co et

± (TT — co) avec Ox( co <; - ) » ont en commun deux domaines non

bornés-comprenant tous les points dont l'argument est compris
entre co et TC — co, ou entre — co et — (TC—co), et le module suffi-
samment grand. Considérons dans .V un rectangle de hauteur
infinie limité par deux parallèles à l'axe des Y distantes de a, et un
segment d'ordonnée H parallèle à l'axe des X, H étant positif et
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très grand. 11 lui correspond dans D' un domaine limité par deux.
courbes s'étendant à rinifm< dans le demi-plan supérieur .avec Oy
connue direction asymptotique, et par un arc borné ; si H tend vers
riufini., les points du rectangle E tendent uniformément vers riniini
et leurs arguments ten'dent uniformément vers zéro; il en est de
même pour le domaine image du plan des z ; donc si II est suffisam-
ment ^ran<l, ce domaine image est dans la partie commune à D et à IV

Omsi-d-étxms alors le demi-plan

J(^;-H,

nous jïouvons tracer une demi-droite taisant avec Ox un angle <o

compris entre (Q et r et qui divise ce demi-pkm en deux secteurs;

dans le secteur de gauche 9(^) tend vers rintini uniformément
quand u tend vers rinfîni sur un chemin quelconque. Je dis qu^il
en est de même dans le secteur de droi te^ en efÏet, on peut le
diviser par une suite inunie d'ordonnées distantes de a en trapèzes
qui se déduisent par les trfinslations

//„ = H -h na

•des trapèzes congruents compris dans le rectangle illimité E; pour
que M,, tende vers l'infini en restant dans ce secteur, il faut que n
tende vers r inf ini ; les formules

s == 0 (< f ) ,
2^ == {{„ < 5 ) = 9{« -(- na )

montrent alors que 9(/ / + ̂ ^) tend vers rinfîni uniformément, car
u étant dans E, z est dans l) i?t nous savons que R,, ( z ) converge
uniformément vers rinfini dans D. Le même résultat s^obtientpour
le demi-plan

J(M)<;-H.
En outre., on aura

H;,(:3)e'(/()== O^-^- na).

Nous savons que, dans A\ î ' ( « ) tend uniformément vers la
vîdeur i à Pinfini ; en outre, dans D les R^( z ) sont bornéesd ans leur
ensemble; donc dans les demi-plans J < < ( ) > . Il o u J ( f f ) ^ — H , la
fonction 8' (i(} est boi'née à Finimi.

On a donc renoncé suivant : I I existe une bcmde de largeur
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finie parallèle à l'axe réel^ telle que clans /es parties du plan
extérieures à cette bande, & ( 1 1 } tend uniformément rers Vin fini
et V { a) reste uniformément bornée pour les valeurs infiniment
grandes de u.

On peut évidemment n'enlever du plan que Ici moitié (le celte
bande s'étendant a l'infini vers les x positifs et l'énoncé qui précède
est valable dans le domaine d'un se/ul tenant ainsi obtenu.

79. Soit maintenant z^ un point du plan des z\ l'équation
H { u } = z^ a une infinité de racines sauf au plus pour deux vîdeur.s
de 5ft. Si ,̂, n'Oî-it pas un point exceptionnel, du sens du 11° ?î,
c'esl-ti-d ire s'il aune infinité d'antécédents distincts, il y a au moins
un de <'es antécédents 2_p pour kqiiel l'équation

lïdiiiet une infinité de racines: soit « lune d'elles, ou aura

^o= R^(^-,,)=R,,[8(MT)] =^(uf-^pa).

f/équation ^ == ^< u} a donc mie infinité de racines. Si ^n n5»
([u'im nombre fini d'antécédents distincts,, ces antécédents sont tons
confondus avec Zo lui-métiie ; un Ici point ;?,» est unique, le cas oà
il ^ en aurait deux ne peut pas se présenter ici, la substitution ayant
un point double de multiplicateur -(- i ; on a alors

^0

1

^-STTT^'

P(Z) étant un polynôme, et généralement :

w--^^-
Si l'on pose

il vient

——-——- .= ©(a),
O(M)—.SO • v "

%==?(«),
- T(Z)= (&<w-4-<i>.

Ï < M ) est alors'uiie fonction entière, car éiant holomorphe pour
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^(^y^X, Inéquation fonctionnelle

^(u -+- a) == P[<f(u')

montre quelle est holomorphe dans tout le plan. Ainsi^ sauf dans
le cas où la substitution se ramène à la forme polynomiale par une
transformation homographique, la fonction 9 (u) n'a pas de valeurs
exceptionnelles.

Considérons l'ensemble S des points du plan des Z où les fonctions
R,,(^) ne forment pas une suite normale; cet ensemble parfait n'est
nulle part dense superficiellement, car il y a des régions où les
R,,(^) convergent uniformément vers le point double à l'infini. A
tout point z de S correspondent une infinité de points M, car le
point exceptionnel ZQ s'il existe n'appartient pas à ^. A l'ensemble
S correspond ainsi un ensemble ̂  dans le plan des u ; on démontre
bien facilement que c? est parfait; il n'y a qu'à le porter au n° 41
où la démonstration a été donnée à propos d'une représentation
paramétrique analogue; § notant pas dense superficiellement, ^ ne
l'est pas non plus. Si u appartient à c?, il en est de même de
u ± na\ c'est la traduction du fait que S contient les conséquents
et antécédents de tous ses points ;c? est donc invariant par la trans-
lation (^ [ (z 4- a) et contient par suite le point à l'infini. Si u' appar-
tient à ^, la fonction ^(u) prend dans un cercle de rayon s arbitrai-
rement petit et dé centre u -\- na toutes les valeurs sauf celles qui
sont contenues dans un cercle de centre ZQ et de rayon quelconque r,
Içrsqu'il y a un point exceptionnel z^ : cela pour toutes les
valeurs de ̂ .supérieures à un entier positif convenablement choisi/?.
La fonction O ( ^ ) est donc indéterminée à l'infini et prend une
infinité de fois toutes les valeurs sauf une au plus dans une bande
parallèle à l'axe réel, de largeur aussi petite qu'on le veut compre-
nant u à son intérieur : plus précisément, dans la moitié de cette
bande qui s'étend à l'infini vers la droite. Tout cela n'est que la
traduction des propriétés de ̂ développées au Chapitre IV. Au con-
traire, si u n'appartient pas à ̂  les valeurs de 9( (/), dans les cercles
de centre u-\- na et de rayon convenablement choisi, sont bornées
dans leur ensemble ou convergent uniformément vers l'infini quand
n croît indéfiniment; en général les valeurs-de d (^ ) dans ces cercles
convergent vers une valeur limite constante ou tendent périodique-
ment vers un nombre fini de constantes. L'ensemble ^ est naturel-
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lement compris dans la bande de largeur finie parallèle à Ox con-
sidérée plus haut.

Si S est partout discontinu, il en est de même de $; on peut en
effet entourer un point z de cî d'une courbe simple formée d'arcs
de cercle ne contenant aucun point de c^, et aussi voisine qu'on le
veut de z ' ; il y a d'autre part correspondance continue entre un
cercle du plan des u entourant un point-racine u de l'équation
^ ( u ) = z\ et un élément d'aire du plan des z (ou un élément de
surface de Riemann ramifiée en 5'), de sorte qu'à la courbe entou-
rant z correspondra une courbe entourant u\ infiniment voisine
de ce dernier point et ne contenant aucun point de ï1; Ï est donc
partout discontinu. Réciproquement, si $ est partout discontinu, il
en est de même de ̂ . Si ̂  est continu, il en est de même de ^ : sup-
posons qu'il en soit autrement et soit alors u un point de 9 qui
n'est pas bien enchaîné dans $ avec le point à l'infini ; l'ensemble ^ '
des points de ^ qui sont bien enchaînés avec u est un ensemble
parfait bien enchaîné, à moins qu'il ne se réduise au seul point u ;
^ ne contient pas lé point à l'infini, il est donc borné ; tout ensemble
contenant ̂ ' et contenu dans ̂  est discontinu ; l'ensemble 9" déduit
de ^ par la translation—pa jouit des mêmes propriétés; on peut
choisir p de manière que Ï ' soit contenu dans A\ On peut entourer
^" d'une ligne simple contenue dans A\ ne contenant aucun point
de ^ et dont tous les points sont aussi voisins qu'on le veut d'un
point de ^" ( f ) . A cette courbe, il correspondra dans le plan des z
une courbe tout entière à distance finie, ne contenant aucun point
de J, mais limitant un domaine qui contient des points de ^; ces
points sont séparés du point à l'infini par une courbe ne contenant
aucun point de S. S ne serait donc pas continu.

La réciproque paraît plus difficile à établir; nous la laisserons
de côté.

Prenons comme exemple le cas d'une substitution à cercle fon-
damental singulière et de deuxième espèce, laissant invariant le

( 1 ) Z.ORETTf, Sur les. fonctions analytiques uniformes qui possèdent un
ensemble parlait discontinu de points singuliers {Journal de Liouville^ 1905,
p. 10) .

MONTEL, Leçons sur les séries de polynômes à une variable complexe^ Paris,
Gauthicr-Villars, 1910, p. 7.
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demi-plan supérieur , ï (^ )^ o'; par exemple

5l= R(5)= ^ - ^ - 1 — i.

Les fonctions R _ / < ( ^ ) étant réelles pour ^ réel, il en est de même
de la branche de fonction u == ^{z-} dans te domaine!)'; an ser-
ment ( . ro?—°°) détaxe réel contenu dans D' correspond le se^-
meni ( \o? oc) de l'axe réel contenu dans A el réciproquement ;
^ étant un ensemble parfait el discontinu situé sur l'axe réel, ^est
aussi partout discontinu et sa section par A' n'a que des po-inis
réels; donc ^ tout enlîer ns\ que des points réels. l^i Ixinde du
plan des u dans laquelle ^ [ f / } ne tend {>»s uniformément vers l'in-
fini en même temps que // est ici une bande aussi mince qu^on le
veut comprenant Faxe réel ; dans cette bande 9( u) est indéterminée
a rinfîni vers les x positifs et prend une infinité de fois toutes les
valeurs; rindétermination n'a îieu que dans les cercles de rayon s
ayant pour centres les points de l'ensemble discontinu ^ Les
régions d'indétermination a l'inlini ont donc une densité extrême-
ment faible.

Si Ton prend
Zt == R(.s) = z 4- - -+- a,

substitution'qui laisse invariante le. demi-axe réel négatif et te
domaine extérieur à ce demi-axe, on est conduit à une fonc-
tion tt(t^ pour laquelle l'ensemble •parfait.^? se réduit à l'axe réel.

80. Examinons maintenant le cas où il y a un point exceptionnel,

c'esl-ù-dire où la fonction ,——-—— est une fonction entière^ ^'{ u }0 ( u ) — c y • • •
qui vérifie l'équation fonctionnelle

^ ( M + a ) = P [ y ( ^ ) | .

où P est un polynôme: ^{u) tend alors vers une valeur finie
e t îp ' (u )ve r s zéro quand u tend vers rinfini en restant dans les
domaines précédemment décrits. Je vais montrer que © ( u ) est de
genre infini. Soit

P(^)== A^-hAi^ i-}-...-t-Arf.
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Ponr ;J ^ s, on aura

| P ( 5 ) | > ( | A 1 - - £ ) ^

€ étant aussi petit qu\»'ii le vewl pour p suffisamment ^rand. On
peut donc supposer £ << '—• et, par suite,

i'^)»1^1-?".
i

/ 9 A^ - !
Le second meiMbre est >> p si ^ >> ( -̂ 7 J » ce que nous suppose-
rons. On prouve alors, par récurrence^ l'inégcilitlé

Si B < i , (»n a
|P^) |>(Bp^);

Si B ^ i , il suffit de prendre p > i pour avoir

| P / < ( ^ ) 1 > F • / " •
Dans tous les cas on a

[^(.OIX^" (Oi;.

Soient ^y r^pr^e l //o une solutl(m del 'equalion S ( / / ) === ^ < » . On aura

|y(M^-+-/l«)[> C '̂.

Soient r un nombre quelconque compris entre j/<o-t-/<6?| e(
\HQ-}-(n-}-i}a\. Le module niaximum de ^ ( f f } pour | / z | = = / ' esl
supérieur a C^'; d'ailleurs, /^ e t / ' tendent vers l 'infini en même
temps et l'on a, pour / i suffisamment grand,

// "> kr { o <' k <^ — ) •
\ ^ ' a /

Donc finalement ;

Jïl(r) > 0^'"== e11^-'̂ ^ ^Kd.^10^^ ^lopc.^
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en posant m=Â-log(/. Pour r suffisamment grand, on aura aussi,
si 0 <^ C <^ 771,

OïLCr):^^ (c>o).

Le module maximum de ^ ( u ) croît donc plus vite qu'une exponen-
tielle itérée : la fonction ® ( ^ ) est de genre infini.

Je vais d'ailleurs montrer qu'on aura aussi

^•L(r)-<e^\

Soit / / ' le point de la circonférence de centre 0 et de rayon r où
©(a) atteint son module maximum ; u\est situé sur Parc compris
entre les deux droites Y ===L A et qui coupe la partie positive de
Faxe réel, du moins dès que /' dépasse une certaine limite, car sur
le reste de la circonférence ^ ( u } tend uniformément vers a, affixe
du point double de multiplicateur +1 que nous avons ramené à
distance finie. En effectuant sur cet arc la translation —na nous
obtenons un arc compris dans le rectangle :

o^X^,
— H i Y ^ - + - H.

Dans ce rectangle, <s(u} est inférieure en module à un nombre
M ^ i . Soit K un nombre au moins égal à

| A | -4- | Ai | -+-. . . •+- | A^_i [ -+- [ A^ /1 ,

et tel que KM^^i . En posant z=^{u), u étant un point du
rectangle, oh obtient :

M <M,
|^i | <KM^,
|^| < KI-^M<

/ _^_ y
J Zn \ <^l^({^•'•+(/n~iMflf1<{K<l-iM) == L<

| ̂ (u') = [ ̂ (u -+- na) | < L^",
r = | u, -h na \ > na — \ u' \ ̂  na •

n ^ k ' r (À '>o)

On obtient finalement pour , t)tL(/')

^(rXe10^-^"',

ï)\1(r) <e('c>r
d^où l'on déduit

Faisons voir maintenant que co( u) est non seulement de genre, mais
d'ordre infini. Si ZQ est un nombre fini quelconque, et // un point
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de Fensemble parfait û?, il existe des points racines de Inéquation
y(^ )== ZQ dans un cercle de centre u'-\-pa^ et de rayon arbitraire l
pourvu que Rentier p soit suffisamment grand ; en effet, les valeurs
de f(u) dans ce cercle sont représentées par un domaine du plan
des z qui, pour une valeur convenable de jo, couvre le cercle
r( |5|^p). Nous supposerons p assez grand pour que p ^ > J ^ o | et

que d^autre part Pinégalité \z\ ̂ p entraîne [ P ( ^ ) [ ^> \z\.
Dans le cercle de centre u = u -\- pa et de rayon /, la fonction

y (u) prend ainsi au moins une fois la valeur z^. Dans le cercle de
centre u"-\-a et de même rayon, elle prend au moins d fois la
valeur ZQ\ car lorsque z = <f(u) décrit F, R(-s) décrit un domaine
multiple qui couvre d fois F; de même R^(s) prend d2 fois,
R/i^rf" fois chaque valeur de F; ^(u-{-na) prend ainsi
(i -h d-{-d^-\-\. .+û^) fois la valeur z^ dans un cercle de rayon
r tel que

r<[ u" \ -+- na •+- /, lim — = a.
n==ao /ï

On a donc n ^> kr pour r suffisamment grand et le nombre N(r )
de racines de Inéquation O ( ^ ) == ZQ dont le module est inférieur à r
vérifie 1 inégalité

]\(^)^I-(-^^-...-4-^> ̂ >rf^== e(A"l°trf)r.

De plus, la série ^ -̂ - étendue à ces racines est divergente quel que
t' p

soit X. Nous avons- en effet d11 racines dans le cercle de centre
u '+ na et de rayon /, racines dont le module est inférieur à , et
qui donne dans la série précédente une contribution supérieure

/k\^à ( — ) d11^ quantité infinie en même temps que n.
Revenons au cas d^une fonction méromorphe sans valeurs

exceptionnelles. Dans ce cas, les valeurs de cette fonction O ( ^ )
dans la suite des cercles considérés plus haut couvrent une fois,
d fois, ..., d11 fois, ... le plan des z tout entier; le même raisonne-
ment supplique et la série ^,-^> étendue aux modules des zéros
ou des pôles de la fonction O ( ^ ) — Z Q est divergente quel que
soit X. Cette fonction est le quotient de deux fonctions entières
qui sont toutes deux d ordre infini (1) .

( 1 ) Nous nous sommes placés dans le cas où R^a) n'est pas nul au point
XLVIII. 21
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81. Telles sont les propriétés les plus importantes de ces fonctions
méromorphes. Nous pourrions également rechercher les points
critiques des fonctions inverses; cela se fait exactement de la même
manière que dans le cas de la fonction de Poincare et il n y a pas
lieu d y insister.

Remarquons quelorsqu'on recherche quelles propriétés de la fonc-
tion dé Poincare, vérifiant l'équation fonctionnelle 9(S^) = R[9(^)]
où S^>i , correspondent à celles de l'ensem blé parfait ^, on est
conduit à des résultats qui, dans ce qu'ils ont d'essentiel, appar-
tiennent à toutes les fondions méromorphes ou entières ainsi que
Fa montré M. Julia dans des recherches récentes. Les fonctions que
nous venons d'étudier présentent au contraire des propriétés sin-
gulières; si l'on ramène en effet le point singulier à distance finie

par le changement de la variable w = -> on obtient une fonction

pour laquelle l'indétermination en ce point n'existe que suivant les
chemins compris entre deux arcs de cercle tangents entre eux au
point singulier et terminés en ce point. Des fonctions de ce genre
ne seraient peut-être pas faciles à obtenir par les procédés généra-
lement utilisés pour construire des fonctions méromorphes ou
entières ayant des propriétés spéciales.

Il nous resterait à étudier les courbes analytiques invariantes par
une transformation rationnelle et dont l'étude est intimement liée
à celle des fonctions étudiées dans ce Chapitre. Nous espérons y
revenir bientôt. Si incomplète que soit cette-étude des transcen-
dantes uniformes définies par des équations fonctionnelles itératives,
nous pensons qu'elle suffît à montrer l'intérêt qui s'y attache; cer-
taines de ces fonctions jouissant de propriétés simples et présen-
tant des singularités d'une nature différente de celles rencontrées
jusqu'ici mériteraient, semble-t-il, de prendre une place impor-
tante en Analyse, à côté des fonctions elliptiques et aulomorphes
avec lesquelles elles ont d'ailleurs une parenté évidente.

double a[R'(a) =4-»]. Si R"(a)==o, on est ramené au premier cas par
l'emploi des deux représentations conformes auxiliaires utilisées précédem-
ment. On verra facilement que rien d'essentiel n'est changé aux résultats.


