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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES ;
Par M. P. Farou.

(TRrRo1siiME MEMOIRE.)
)

CHAPITRE VI.

38. Considérons un domaine invariant par une substitution
rationnelle et contenant a son intériéur un point double attractif a;
si-ce domaine D ne contient pas tous les points-du plan, il coincide
alors avec le domaine immédiat du point x, tel que nous I'avons
défini dans les Chapitres précédents. Si D est simplement connexe
(c’est-a-dire, comme on I'a vu précédemment, si les branches dela
fonction R_, (z) restreinte au domaine D se permutent circulaire-
ment entre elles 'le long d’un chemin simple intérieur a D et infi-
niment voisin de sa frontiére), on peut en effectuer.la représenta-
tion conforme et biunivoque sur un cercle du plan de la variable ¢,
ayant pour centre I'origine et l'unité pour rayon, de maniére que
le point double 7 = « corresponde a ¢ = o, et que deux directions
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de droites arbitraires issues de ces deux points homologues se
correspondent également. L’étude approfondie de cette représen-
tation conforme conduit a des propriétés remarquables de la
frontiére de D qui feront I'objet de ce Chapitre: Nous supposerons,
pour plus de commodité, que D ne renferme pas le point a I'infini
a son intérieur. Soient ¢t = g (z) et 3= A(¢) les fonctions, holo-
morphes respectivement dans D et dans A (|¢| < 1), qui effectuent
la représentation conforme de D sur A et réciproquement. A la
substitution 3, =R(s), qui transforme D en lui-méme, corres-
pond la substitution ¢, = o(¢) qui transforme A en lui-méme. La
fonction ¢(¢) =g(z.)=g|R[A(¢)]} est holomorphe dans 4,
puisque R(z) est holomorphe dans D; on a, en outre, o(0) =o,
puisque R(a)=0a. A un point z, intérieur a D, I'équation
s, = R () fait correspondre v points z intérieurs a D (v > 1); corré-
lativement, I'équation ¢, = ¢(¢), le point ¢, étant donné et inté-
rieur & A, admet v points racines intérieurs a A; ces v points repré-
sentent les v brancheés d’'une méme fontion ©_,(¢,) qui se per-
mutent entre elles dans D; elles se permutent circulairement le
long d’une circonférence infiniment voisine de la frontiére de A.
Les points critiques ‘de la fonction ¢_1(t) dans A sont les homo-
logues des points critiques de la fonction R_, (5) restreinte aD;
ils sont donc en nombre fini. Remarquons que [¢]| et |o(t)]
tendent en méme temps vers 'unité, et enfin que le multiplicateur
de la substitution ¢, = ¢(¢) au point double ¢ = o est égal au mul-
tiplicateur de la substitution 3, = R (3) au point double a.

Ces remarques faites,- qui sont a peu prés évidentes ou facilément
vérifiables, nous allons démontrer une proposition plus cachée,
a savoir que ©(¢) est rationnelle. Considérons une circonférence ¢
de rayon 7 <1, concentrique’a A et contenant a son intérieur les
points critiques de ¢ ,(¢); les v branches de cette fonction sont
donc holomorphes en chaque point intérieur a la couronne

T(r<|e| <),

et d’ailleurs bornées dans cette couronne; donc, en tout point de
la circonférence C(|¢| = 1), sauf au plus aux points d’un ensemble
de mesure mnulle,. ces fonctions prennent une valeur déterminée
suivant les chemins faisant des angles finis avec C; il y a-donc
dans tout intervalle de C des points pour lesquels cette propriété
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existe (.' ); il y en améme pour lesquels les valeurs limites obtenues
différent de valeurs données a 'avance en nombre fini (2). Soit @
un tel point sur C, et tragons dans la couronne T la coupure
radiale ab qui la transforme en un domaine simplement con-

nexe I'; les v branches de ©_,(t) donnent comme images de T
v domaines distincts juxtaposés dans la couronne comprise entre
la circonférence C et la courbe c¢_, transformée de la circonfé-
rence ¢; 'un de ces domaines aura une frontiére constituée par un

arc pq de C, un arc rs de ¢_, et deux courbes rp et sg analytiques,
sauf peut-étre en p et ¢, mais aboutissant en ces deux points de
maniére (ue tous les points de cette frontiére sont dés points

simples et accessibles. Appelons T_, ce domaine: soit m un point
de Yarc Pg etk un chemin continu, formé par exemple de segments
de droites, aboutissant au point unique m cn restant a Uintérieur
de T_,: le point ¢ décrivant A, le point ¢, = o(t) décrit un
chemin %, intérieur a T et tendant vers la circonférence C: si 7.,
avait au moins deux points limites distincts m, et mj sur G, en
décrivant des points m, et m comme centres, deux petites circon-
férences extérieures I'une a lautre, on voit que A; comprendrait
une infinité d’arcs joignant un point de.la premiére a un point
de la seconde et tendant vers (i; ces arcs auraient pour limite tout
un arc ¢ de C et tout rayon aboutlissant en un pu'inl de & coupe-
rait A, en une infinité de points tendant vers C. Or, on peut tou-
jours choisir un tel rayon g, de maniére que la fonction o_,(t,),
quand ¢, décrit p,, tende vers une valeur déterminée et méme
distincte d’une valeur ‘donnée a I'avance; le point ¢ décrira alors
dans T_, un chemin p aboutissant en un point uniqué n de G
et distinct si I'on veut de m; or ceci est impossible, car g, ren-
contre une infinité de fois '}\. en des points infiniment voisins de C;
donc 5 rencontrerait A en des points infiniment voisins de C, ce
qui est incompatible avec le fait 'que heto intérieurs a A abou-
tissent respectivement en deux points m et n distincts. Il en résulte
que %(t) prend une valeur unique et bien déterminée en tout

(') P. Farou, Séries trigonométriques et séries de Taylor (Acta mathema--
tica, t. XXX, 1906, p. 371).

() 7bid.,p. 394. Yoir également : F. et M. Riesz, Ueber die Randwerte einer Ana-
Iytischen Funktion (}* congres des mathémaliciens scandinaves, Stockholm, 1916).
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point m de T'arc pqg distinct de p et ¢; le méme raisonnement
s’applique d'ailleurs aux v arcs analogues a pg; quant aux extré-
mités de ces arcs, on peut toujours disposer de la coupure ab de
maniére a les rémplacer par d’autres qui soient toutes distinctes
des premicres, en vertu de la remarque faite’ plus haut et extraite
de notre Mémoire déja cité, On voit done (ue »(¢) prend une
suite continue de valeurs sur (i, dont les points représentatifs
appartiennent cux-mémes & C. Le mode de démonstration pré-
cédent est da a M. Carathéodory ().

Ce point étant acquis, le principe de prolongement par symé-
tric donne immdédiatement le résultat annoncé. Au point ¢ inté-
ricur a A, faisons correspondre le point ¢'= —;l-, ¢ étant V'imaginaire

conjuguée de t; ces deux points sont I'image 1'un de 'autre par
rapport au cercle, c'est-a-dire -deux points homologuies dans
I'inversion de centre o et de puissance égale a 1. Considérons alors
la fonction de ¢ définie par ®(¢') = g—(lss c‘;(t) étant la quantité
imaginaire conjuguée de » (). La fonction ®(¢') ainsi définie a
['extérieur du cercle st une fonction analytique uniforme n’ayant
comme singularités a distance finie ou a l'infini que des poles qui
sont les images des zéros de ¢(t). D’autre part, elleprend sur la
circonférence unité une suite continue de valeurs qui sont les
mémes que celles de la fonction ¢ (¢) aux mémes points. Il s’ensuit
que cette” fonction est le prolongement analytique de o(#) a
Iextérieur du cercle; on sait, en effet, qu'une fonction continue
dans un domaine et analytique en tout point de ce domaine, sauf
peut-élre sur une droite, est encore analytiqué aux points de
cette droite (Painlevé).

Il résulte de cette analyse que la substitution ¢, = ¢ (¢) est une
substitution rationnelle a cercle fondamental de premiére espéce.
En effet, elle est rationnelle puisque »(¢) n’a d’autres singularités
(ue des poles dans tout le plan; elle laisse, d’autre part, invariants
I'intérieur, I'extérieur et la circonférencé du cercle A. Enfin,
elle admet un point invariant intérieur qui est l'origine et par

(') CArATHEODORY, Untersuchungen iiber die Konformen ‘Abbildungen
von festen und verdnderlichen Gebieten (Math. Annalen, t. LXXII, 1912,
p. 107-14%).
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suite également un point invariant extérieur qui est le point a
I'infini.
La démonstration précédente peut étre rendue plus élémentaire
“dans le cas particulier qui est d’ailleurs le plus important au point
de vue des applications qui suivent, ou I'on suppose @ priori que
le domaine D est limité par un contour formé d’un nombre fini
d’arcs réguliers de!courbes analytiques. Dans ce cas, on sait
démontrer d’'une maniére élémentaire que les points frontiéres se
correspondent un A un dans la représentation conforme de D sur
un cercle ('). Si Fon fait décrire a ¢ un chemin aboutissant en un
point de C, z = h(¢) décrit un chemin aboutissant en un/point
déterminé de la frontiére de D; il en est de méme pour 3, = R(3),
puisque R est rationnelle; donc ¢, = g(z,) décrit aussi un
chemin aboutissant en un point bien déterminé dela circonférence ;
o(t) est donc continue sur C et Fon achéve la démonstration
comme plus haut.

39. Nous allons maintenant considérer le cas ou le domaine
invariant D est le domaine immédiat d’un point double « de
mult.iplicateljr égal a +1. Dans ce cas, a appartient a la frontiére
de D qui n’a pas de point invariant intérieur (on suppose tou-
jours D simplement ‘connexe). On fera donc correspondre le
centre du cercle A a un point quelconque intérieur & D. La
démonstration précédente est toujours valable, et 'on’a encore en
posant z = h(t) 'équation fonctionnelle

R[A(2)] = h[e()],

la substitution ¢, = ¢(¢) étant cette fois une substitution ration-
nelle qui admet le cercle fondamental A, mais sans point invariant
intérieur. Le point « est un point accessible de D auquel abou-
tissent des chemins intérieurs 4 D et de plus invariants par la
substitution z,=R(z). Soit un chemin de cette espéce L qui
contient les conséquents zy, 23, ..., Z,... d'un quelconque 5 de
ses points, lesquels tendent vers a; a ce chemin L va correspondre
dans le plan des ¢ un chemin / intérieur a A et aboutissant en un
point déterminé § de C, de sorte que { contenant ¢ contient aussi

(') Picarp, Traité d’Analyse, t. 11, p. 276-77.
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H=0(t), ..oy ta=(tn_1)y -yt Ly, ..., L, ayant pour limite 6,
Il s’ensuit que § est un point double de la substitution ¢, = ¢(¢);
de plus, c’est un point limite de conséquents de points intérieurs
a A; c’est donc le point double unique de multiplicateur inférieur
ou égal a 1. (On peut disposer des constantes arbitraires de la
représentation conforme de maniére que 6 =+ 1.) Je dis que 0 ne
peut pas étre un point double attractif; en effet, on peut aussi
tracer dans D un chemin simple L’ aboutissant en « et contenant
les antécédents de tous ses points obtenus par la branche de fonc-
tion inverse R_, (z) égale a a pour z = «. Pour le voir nettement,
reportons-nous a ce qui a été dit au Chapitre II, en nous placant
d’abord dans I'hypothése R’(a)s£0. Si l'on rejette le point
double a l'infini par une transformation homographique, comme
nous l'avons fait maintes fois, de maniére i ramener la substitution
i la forme

b
R(z)=z+a+z+... (a, réel, > o),

et la substitution inverse a la forme

b
R..,(z):z-a—;—...

on sait que les R, (z) et les R_,(z) convergent vers I'infini simul-
tanément dans la région du plan extérieure a deux courbes de forme
parabolique P et P’ dont les directions asymptotiques sont celles
de Oz et de Oz'. Prenons un point z dans la partie de cette région
située au-dessus de l’axe réel, par exemple, avec un argument

.. 3r . c . .
voisin de — pour fixer les idées; si 3] est suffisamment grand, le

point 5_, ‘qui se déduit de s par une transformation asympto-
tiquement équivalente a la translation — a sera encore dans la
méme région et par conséquent dans le domaine immédiat du point
a Pinfini. Il en sera de méme pour le segment de droite z5_,, ainsi
que pour lademi-droite allant de z a I'infini dans le prolongement
de Oz; la transformée de cette demi-droite sera la ligne z_, % qui
ne coupe pas Oz, puisque 'argument de 3_, est plus grand que
celui 'de z. Cette ligne sera d’ailleurs encore dans le domaine D
et voisine d’une paralléle a z00. On limite ainsi un domaine z_, zoc
ou S qui appartient a D et dans lequel les R_,(z) convergent,
nous le savons, uniformément vers zéro. Soit S_; l'antécédent
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immédiat de ce domaine; on voit de suite que S_, et S qui sont
contigus suivant la ligne 5_, ne se recouvrent pas; en prenant
les antécédents successifs de ce domaine, on obtient des domaines
contigis deux a deux qui forment par leur réunion un domaine
simplement connexe limité d’une part par le rayon zx, d'autre
part par la courbe s5_,z.,..., s'étendant a L'infini; tous les
points de ce domaine appartiennent a D). W est uatile de remarquer
qu’en prenant le point s au contraire dans le demi-plan inférieur,
dans la position symétrique de celle de tout i 'heure, on obtien-
dra un domaine analogue n’ayant aucun point intérieur commun
avec le premier, et pas d’autre point fronti¢re commun que le point
a I'infini. Les mémes considérations s’appliquent aux conséquents
d’un point 5 qu’on pourra prendre, par exemple, dans la méme
région avec un argument voisin de %’et a partir daquel on pourra

tracer une ligne simple =35,z,... 5,.... aboutissant au point i

Fig. 1.

P’

\

h ]

N

/

ViR
\\

Pinfini de maniére que cette ligne et le rayon so0 limitent un
domaine intérieur a D, sauf au point frontiére & I'infini (*). Le cas

(') On doit supposer pour cela que les R,(z) ne prennent qu'une fois chaque
valeur dans le domaine élémentaire de convergence qu'on a choisi: un tel choix
est toujours possible.
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de R'(2) =o se raméne au premier par la transformation con-
forme (]5]3P), comme au Chapitre II.

En ramenant le point « 4 distance finie, on a I'énoncé suivant qui
va nous étre trés utile pour l'objet que nous avons en vue : Etant
donné un point double « de multlplu,ateur égal & +1, d’'une
substitution rationnelle, on -peut tracer deux lignes L et L’ inté-
vieures au domaine immédiat D dé 2, sauf en leur extrémité com-
mune a, telles que L + L’ limite un domaine simplement connexe E
intérieur 4 D avec le seul point frontiére commun «, L contenant,
#n outre, les conséquents d'un de ses arcs, et L' une infinité d’anté-
cédents d'un de ses arcs terminés en «. De plus, on peut choisir
ces courbes de deux maniéres différentes et de telle sorte que les
deux domaines E et EM ainsi obtenus n'aient aucun point intérieur
commun.

Ceci posé, revenons a la’ représentation conforme de D. Au
chemin L va correspondre dans A un chemin aboutissant au point
double §, au chemin L’ un chemin aboutissant au méme point §;
en effet, M. Montel a montré, dans son Mémoire déja cité sur la
‘représentation conforme, que : « Pour que deux chemins aboutis-
<ant 4 un méme point accessible x fassent correspondre i % un
méme point de la circonférence, il fautet il suffit que le domaine
limité extérieurement par ces courbes ne contienne que le point
frontiére o (*). » C'est bien ce qui a lieu ici. Mais L’ contenant une
infinité de points R_,(3,), la ligne correspondante dans A conticn-
dra une infinité de points ©_,(¢,), £, étant un point de A 6 étant
limite d’'antécédents d'un point de A ne peat donc pas étre un
point attractif.

Je dis que la substitution ¢;= $(¢) ne peut étre non plus une
substitution singuliére de seconde espéce. S'il en était ainsi, on
anrait 2"(6) £ o et les conséquents ¢,=0,(¢) convergeraient
vers § sur tout un arc 8% de la circonférence. Soient alors et I’ les
lignes correspondant a L et L' et aboutissant en §; un élément
de /, contenant les conséquents de tous ses points, sera tangent
en 9 a la circonférence dans le sens de 8 vers §; un élément de /',
contenant les antécédents de tous ses points | obtenus au moyen de

') Cette proposition est d'aitleurs implicitement couteaue dans le Mémoire
anteneur de M. Lindelof (Sur un principe genéral de ’analyse, Acta Societatis
scientiarum Fennicee, Helsingfors, 1915).
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la fonction ©_, (t) égale a 6 pour £ = 8], sera également tangent a
la circonférence, mais avec une direction de tangente opposée
a 88 ('). Le domaine E, limité par L + L/, aura donc pour image
un domaine e tangent en § a la circonférence. Mais on peut rem-
placer L, L/, E par L), L'" E() jouissant des mémes propriétés,
E et E® n’ayant aucun point intérieur commun ; I'image de E
sera alors le domaine e(*’ ; les deux domaines simplement connexes e
et e'!) limités par des courbes de Jordan formées d’arcs analytiques
et tangentes i la circonférence au méme point et dans les deux sens
ont nécessairement des points intérieurs communs, par exemple sur
le rayon. Or, ceci contredit ’hypothése que E et E(*) n’en ont pas.

Il est clair que cette démonstration deviendrait parfaitement
inutile si I'on supposait h(t) continue; mais il nous a paru inté-
ressant de la faire dans le cas général pour étre complet, la repré-
sentation conforme d'une aire sur un cercle paraissant étre I'un
des moyens les plus puissants que I'on posséde pour obtenir des
propriétés des domaines étudiés dans ce Mémoire.

En résumé, si Uon fait la représentation conforme sur un cercle
du domaine immédiat d'un point double de multiplicateur infé-
rieur en module a 'unité ou égal a 41, ce domaine étant supposé
simplement connexe, la fonction A(¢), inverse de celle qui effectue
cette représentation, vérifie I'équation fonctionnelle

R{A()] = h[e(0)],

2| R(s)] étant la substitution donnée dans le plan des 3, et o (¢)
une fonction rationnelle telle que la substitution correspondante
dans lé plan ¢ posséde un cercle fondamental ; cette substitution
est toujours de premicre espéce; elle est singuliére dans le cas
-du multiplicateur égal a+- 1.

40. Supposons maintenant que / (¢) soit méromorphe sur la
circonférence C. Nous allons démontrer qu’elle est rationnelle.
Placons-nous d’abord dans le cas ou (¢t) correspond a une substi-
tution non singuliére admettant le point invariant ¢t = o. CGomme

(') On a vu, en effet, au Chapitre Il'qu’au voisinage d’un point double de cette
espéce,‘ placé a l'origine, les conséquents d’un point ne peuvent tendre vers zéro
qu’avec une valeur limite déterminée v de I'argument, et les antécédents avec la
valeur limite w + = de 'argument.



— 95 —

. ,os(l) s
nous l'avons déja remarqué, - nayant pas de poles dans A et

étant égale a 1 en module pour | (]| = 1, et plus petite que 1 pour
{ =0, on aura, pour | #|S¢ < r, linégalité

le(@)] < kle]  (A<a)
De méme, a l'extérieur de A, Pinégalité [¢|2 o > 1 entraine
o) >t (x>0).

Ceci posé, b () estparhypothése méromorphe pour | ¢ Sg (o> 1).
Je dis qu'il en sera de méme pour |[£]|Zxz, % étant le nombre
que nous venons de définir. Considérons la fonction

F(1)=R[A(0)],

qui est également méromorphe dans le cercle T'([¢]23). On a
d'ailleurs, dans A (circonférence comprise),

F(t) = h[e(N)].

II sensuit que Flo_,(1)], ot o_, (¢) désigne 1'une quelconque
dex v détermination de la fonction inverse de's( 1), est égale a h(¢)
et par suite uniforme dans A et sur C.

Je considére dans le domaine T (|¢]|Sx 5) la fonction

H(?) =F[e-1(D)],

en choisissant une valeur bien déterminée mus quelconque de
z_((¢) en un point de G. Tant que ¢ veste dans Ty, 0_(¢) reste
dans I', car si I'on avait |5_, (£)|2p, on en déduirait |¢]>xg.
On aura donc en chaque point une valeur bien définie pour H |¢|
puisque F(¢) est bien définie et uniforme dans T'; H(¢) ne pourra
avoir comme singularité dans I’y que des poles ou des points cri-
tiques algébriques, ces derniers ne pouvant étre que ceux de o_, (¢).
Mais si ¢ partant d'un point ¢, de C et demeurant dans la couronne
(I'y — 3) décrit' un lacet tournant autour d’un point critique
de z_,(t) pour revenir a son point de départ; o_, (¢) reste dans la
couronne (I' ~A) et part d'un point ¢, de € pour revenit a un
autre point ¢ de G, en sorte que H(¢) part de la valeur F(£_,)
pour arriver a la valear finale (¢’ ). Mais on a pour tout point 1,
de €
F(t ) =Fit )= h(t).
XLVIIL. 15
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Il s’ensuit que H(t) revient a sa valeur initiale. D’ailleurs.
H{t)=/h(¢)dans A.H(¢)est doncuniforme et méromorphe dans I,
et est le prolongement analytique de A (¢) dans ce domaine. On
voit de proche en proche que /. (t) est méromorphe pour | £|Sx" 2.
quel que soit I'entier n. Donc /i (t) est méromorphe dans tout le
plan et y vérifie toujours I'équation fonctionnelle,

RIR(0)) = h{9(L)],

puisque les fonctions analytiques des deux membres sont bien défi-
nies et de plus égales entre elles dans A. Si ¢ (¢) admet un pole a
distance finie, /(¢) sera rationnelle, en vertu de cette équation
fonctionnelle; en effet, a I'extérieur d’un cercle de rayon infini-
ment grand, une branche de la fonction o_, (¢) (ramifiée ou non i
I'infini) fera correspondre un domaine infiniment petit entourant
le pole t =w, ou la fonction RiA[p_, ()] prendra des valeurs
infiniment- voisines de la valeur bien déterminée (finie ou infinie)
R/ (m)]. Done h(é) n'aura pas de point singulier essentiel
Vinfini. Pour que () possede un pole a distance finie, il suflhit
qu’elle ne soit pas de Ia forme .

c‘c(l):-At’/,

oA est une constante.

#1. Nous devons maintenant examiner a part ce cas particulier.
Mais awparavant nous remarquerons que la démonstration que
nous venons de fatre ne suppose nullement que la fonctiﬂn‘ fogey
fait Ia représentation '(:ont'dl';llé dé A sur une aire sunple et simple-
mnent eonnexe. mais seulement que cette fonction est méromorphe
dams un cerele de rayon plus grand que 'unité. Nous allons de
méme démontrer que I'équation fonctronnelle

h(\tr) =R[h(¢)]

ne peut étre vérifice par aucune fonction méromorphe ou entiére
non rationnelle. La démonstration supposera toutefois que R(z)
n’est pas du premier degré, ce (ui n'était pas nécessaire tout a
Pheure. '

Nous éerirons notre équation sous la forme

h(tr)y=R{hit)} (¢ >1),
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puisque |A| doit étre égal a 1, et qu'on peut orienter les axes de
maniére (ue son argument devienne nul. On peul supposer que
Porigine n’est pas un pole de /i (¢), sinon on vemplacera /i (£) par

1 . , e . . N >
woe A vérifie une équation de méme forme. Posons

hio)==.

On a R(2) =2, ctun calculimmédiat montre que le développement
de R(z) autour de 3=10a commence par un terme en (5—oa)?;
« est donc un point double de multiplicateur nul de la substitution
correspondante. Si 'on pose s = A (t), ona
Ru(s)=hti)
et
limR,(3) =12 pour Jt| <1,
n-—w
c'est-d-dire (ue les points correspondant i ceux de A sont inté-
rieurs au domaine immédiat 1) de 2, ce que nous n'avions pas
supposé a priort.
Ceci posé, deux-cas sont i distinguer :

1* L’équation A(¢) = » admet une racine ¢, autre que zéro. Ona
évidemment, quel que soit n,

h(t9")Y =R, [h(ty)] = R, (2) = 2,
et si w désigne une racine quelconque de I'équation w?” =1,
hi(wty)?"] = Ru[A(wto)] = 2.

Donc A(wt,) est un antéeédent de a. Les points o ¢, ot
2iMN

w=¢ 7, forment un ensemble dense sur la circonférence
[t] = [to]- A un arc de cette circonférence contenant ¢y, la fonction
5 = h(t) fera corvespondre un arc de courbe contenant a et une
infinité  d’antécédents ayant ‘o pour point limite, ce qui cst
impossible puisque 2, point -double attractif, n’est pas limite de
ses propres antécédents autres que lui-méme.

Remar‘q_uons que I'équation A (¢) == aura toujours des racines
non nulles, si dans le plan des z le point.a a des antécédents dix-
tincts de lui-méme. En effet, on pourra en trouver un pour lequel
I'équation

hity==_,
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aura une solution ¢’ (théoréme de Picard); or, h(t)=12_
entraine
R(17") =R, [h(t)] = Bp(a.p) =1,

et ¢ élant différent de zéro, il en est de méme de 2'7".

2° Supposons (ue /(¢) = 2 n’ait pas de racine autre que zéro et
(ue par conséquent, dans le plan des 3, le point double « n’ait pas
{‘autre antécédent que lui-méme : c’est dire que-la substitution
5, =R(3) se raméne a la forme polynomiale par une transforma-
tion homographique qui rejette « a I'infini.

Soit § I'ensemble parfait caractéristique qui se confond ici aver
la frontiére du domaine immédiatD de « dans le plan (les 5. Nous
.lppulloronc points- les. pmnts deF. L’équation A (¢) = Za toujours
des racines, car les points S ont toujours une infinité d’antécédents
distincts et I'on en déduira (en vertu du raisonnement fait préce-
demment pour a) I'existence de ces racines. Nous appellerens ¢
I'ensemble des points 0 du plan des ¢ qui correspondent aux
points 3 de . G est un’ ensemble parfait constitué par un ensemble

de cercles concentriques i A. En effet :
2ixN

. St ) appartient a ¢, il en est de méme des points 0e 7 ,n, N
entiers quelconques ¢t ces points sont denses sur la circonférence
el =1].

b. Si ¥ corvespond a3, il y a une infinité de points { autour
de £, donc une infinité de points 8 autour de 0', puisqu’il y «
un‘rf’spnnd.lncc continue entre un élément d’aive du plan des 3
entourant ' et un élément de surface de Riemann i un nombre
fini de feuillets du plan des ¢ autour de §'.

c. Si des points § tendent vers le point limite 0', / (0) tend vers
h(%); % tend vers ' qui est de §; donc 8 est de .

La section de ¢ par un vayon issu de 'origine est un ensemble
fermé. Soit alors z, un point intérieur au domaine D de o tel que
I’(-([‘mlli()n h (¢) = =4 ait une infinité de racines; il'y en aura une ¢,
extéricure @ A. Je mene le vayon O ¢, et soient ¢ la section de G par
ce rayon, mn I'intervalle contigu a & qui contient ¢,, T'la couronne
engendrée par la rotation de mn autour de lorigine. Quant ¢
déeritl', le point 3= A (¢) décril un domaine d’un seul tenant dont
tous les points frontieres proviennent de la frontiére de T et par
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suite appartiennent a § ; ce domaine contient 3, puisque I' con-
tient ¢,. 11 doit donc coincider avec le domaine D' du point a, et par
suite contenir a. Or T ne contenant par hypothése aucun point
racine de Péquation A (¢) = 2, la contradiction est manifeste.
On peut donc énoncer le théoréme suivant : « ['équation

h(t7) = R[h(0)].

od R est une fraction rationnelle de - degré plus grand que t et
h(t) la fonction inconnue, n’admet aucune solution méromorphe
ou enti¢ére qui ne soit pas rationnelle. » Une discussion élémentaire
que nous omettons montre que les seules solutions rationnelles
s'obtiennent par I'identité

(tq)m —_ (lln )r]'

42. Nous avons enfin a examiner le cas du . point double de
multiplicateur égal a 41, c’est-a-dire de I'équation fonction-
nelle

R[_h(l)] = h[o(t)],

ou z(t) correspond a une substitution singuliere de premicre
espéce.

Il est commode de supposer que la représentation conforme
de D a été faite non sur le cercle unité, mais sur le demi-plan-
A(t)=>0, et de maniére que.le point double 2 corresponde au
point a Uinfini du plan des ¢. 5(t) est alors de la forme

9(’)='t"21—Aa’

les @ étant réels et les A positifs. . En posant ¢ =z + iy,
=o(t) =, + £y, on obtient

o A(r——a) .
'x‘_’x—Z(x——a)’+y=’

N=y+ y

On a toujours '? >> 1. Pour z mifiniment grand, z, est infiniment

(2~ a) +y? a)‘+.7’

voisin de .z et plus peut que z envaleur absolue; y, est infiniment
voisin de y. Considérons alors dans le de 'mi-plan supérieur le
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contour (fig. =) formé par deux droites z == = et ladroite y = =.

Si € est su“lsammem grand on constate aisément gue le domaine E
extérieur a ce contour est contenu dans son umqum nt ft l',).
On a ensuite

..M _ TA ) = .
=y -+ ;y M 2(‘2_“"_‘—],_ ZASID w,

les w étant les arguments des (llld[llllt' s —a. Quand ¢ est intérieur
a la bande POQRS. M a un minimum non nul. Jappelle uoun
nombre posmf au plu~ égal & ce minimum et au plus éaal d’autre

part a2 Je définis ensuite les nombres 7,7,. .... e Par ré-
currence, comme il suit : '
:J.
TMW="71 -+ —)
L)
"
2= 1) >
[

Fappelle EJEM .. E0) .. les domaines limités tonjours
par les deux droites £ = == 3 ¢l successivement, par les droites

Y = 1. Y =12, ey Y = "tn-

Je dis que si ¢ est dans EO oy (1) sera dans E (_quv‘llc (ue soit la

Fig. 2.
7/// [ 4 Y S%//Z
=
= =
[} L R

A\

2

e

i
“wt
|
H
\

\
\
\

b

.____‘______-' N x

branche de cette fonction que I'on considére). Sinon z_, (¢) serait
dans la bande PQRS, et y_, serait supérieur a v. On aurait donc,
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en remarquant que )'—}—‘}—, est une fonction crowssante de » pour
¥ > (iccause de w_n?),
Yo=y M N . il
=Y o Y o >+ = =)

yo Ty T
De méme les antécédents des points de E(2) sont dans E()
et ainsi de suite. Ces domaines fifissent par comprendre un point
quelcongne du plan adistance finie, car les v, tendent versinfini

ey

( comme \/; ). Or, st h(e) e\st méromorphe dans le demi-plan infé-
rieur et sur I'axe réel, elle sera méromorphe dans un domaine tel
que E. Le raisonnement fait dans le cas d’une substitution non
singuliére est alors applicable : A(¢)

rationnelle, car. par
hypothése, le point & T'infini est un point ordinaire ou un
p(‘nlr‘.

On peut done maintenant énoncer le théoréme geénéral qui
suit : 8¢ t, =9 () désigne une substitution rationnelle admet-
tant le cercle fondamental A et de premiére espéce, et R(z)
nne  fraction rationnelle quelconque, U'équation . fonction-
nelle .

hle(e)]|=R[A(t)]

n'admet aucune solution méromorphe dans le cercle A et sur
sa circonférence qui ne soit une fonction rationnelle.

On vérifiera aisément que cet énoncé. est encore exact quand
R z) est du premier degré.

#3. Supposons, maintenant, que A(¢) soit réguliére sur un arco
de C: la fonction z_, (¢) n'ayant pas de point critique sur G, la
. ot ) v ' ’
velation
h(t) =R} h(e-1(2)]|

montre que hi(z), méromorphe dans A et régulicre sur Lare o,
sera méromorphe sur 'are 5, = ¢ (o) et de méme sur oy, oy, ...
Or g, recouvre towe la circonférence pour une valeur fimje de p.
On peut done encore dive que toute solution de Uéquation fonc-
tivnnelle précidente, méromeorphe a Uintérieur de A et qul
n'est pas une fonction rationnelle, admet G comme lign
singulicre essentielle.

Nous allons mantenant vechercher guelles peuvemt étne les



fractions rationnelles vérifiant cette équation, en nous bornant au
cas le plus intéressant ou & (¢) fait la représentation conforme de A
sur le domaine simplement connexe D du point double o de la
substitution 3, = R(s).

h(t) étant rationnelle, quand ¢ décrit G,z = A(t) décrit une
courbe algébrique unicursale dont certains arcs peuvent étre par-
courus plusieurs fois et admettre des points de rebroussement;
si ¢ est un domaine aussi petit qu'on le veut, entourant un point £,
de G, les domaines conséquents G, Gy, ..., 8, .. . COuvrent, a partir
d’une valeur finie de n, tout le plan de la variable ¢, sauf peut-étre
I'entourage d’un ou de deux points doubles exceptionnels :. par
conséquent si 5, = /i (¢,), un domaine arbitrairement petit entou-
rant 3, aura pour conséquents des domaines du plan des s qui, a
partir d’un certain rang, le recouvriront tout entier, sauf peat-étre
I'entourage d'un ou de deux points exceptionnels; il y a, en effet,
correspondance continue entre le plan simple des ¢ et une surface
de Riemann & p feuillets couvrant le plan des z, en appelant p le
degré de h(¢); 3, sera donc bien, comme il fallait 'y attendre, un
point de I'ensemble parfait § relatif ala substitution z, =R( ). Si.
maintenant ¢ décrit 'intérieur du cercle A, 5 décrit un domaine D
qui est. bien un domaine immédiat du point @, car, autour d'un
point de A, la suite des v, () converge uniformément vers a
(a étant le centre de A ou unpoint de la circonférence suivant qu'il
s'dgit d'une. substitution ordinaire ou singuliére); don¢ autour de
chaque point de D les R, (3) convergent uniformément vers .
Si'enfin ¢ décrit I'extérieur A' de'A, 5 décritun domaine D'; dans A’
les'o,(t) convergent vers b(b =o0 ou b =a =1 suivant les cas);
donc dans D' les B, (3) convergent vers 3 = A(b); T'ensemble des
domaines D, D’ et dé la courbe 4 (C) couvre toutle plan des s et
I'on voit bien ainsi (ue la courbe transformée de C est identique a
I'ensemble ¥.

Ceci posé, si h(t) n'est pas du premier degré, les domaines D
ct D', contigus a %, ont des parties communes, sinon un point de D
aurait plus d’'un homologue dans A. Donc. ces deux domaines D
ct D’ coincident; par ‘suite, le domaine fermé D+ ¢ -comprend
tout le plan. 11 y a donc deux cas a distinguer :

1° Le domaine D avec ses points frontiéres ne couvre pas tout le
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plan; & (¢) est alors une fonction homographique, et 3, =R(3) est
elle-méme une substitution a cercle fondamental de premiére
espéce.

2* Le domaine D avec sa frontiére-§ couvre tout le plan; /(¢)
ne peut pas étre du premier degré; je dis qu’elle sera du second
degré. Soit 54 un point de § distinct des points critiques de la
fonction ¢(z); les p points corpespondants ¢,. ¢y, ... sont dis-
tincts et situés sur G; si a partir de 54 on déplace le point = infi-
niment peu sur la normale a 7, les p points ¢ correspondants vont
subir des déplacements normaux a C & partir de. ¢y, £}, &, ..., les
uns yers l'extérieur, les autres vers 'intérieur. Mais a deux dépiu—
cements élémentaires, de sens contraire de 3, vorrespondent des
déplacements de sens contraire pour chacun des ¢; donc si 'on
avait p > 2, a un point 5 de D situé dans le voisinage de z, d'un
certain coté de § correspondrait plus d'un point ¢ intérieur a A.
On a donc p = 2 et les deux points critiques de &_, () sont les
deux extrémités de § correspondant aux deux zéros de £/(t)
situés sur C.

Pour achever la détermination de /(¢), on peut supposer qu'on
a transformé la relation 5, = R(3) par une transformation homo-
graphique pfé:'\lal)le,'de maniére que les deux extrémités de la
courbe F deviennent les ‘deux points 3 =0, 3 = . En outre, on
peut faire la représentation conforme, non pas sur le cercle unité,
mais sur le demi-plan supérieur, de maniére que les points ¢ = o,
t = o correspondent aux points z = v, 3= . Larelation s = A(¢)
devient alors 5 = A¢2. On pourra méme prendre A = 1. La subst-
tution 5, = R(3) est donc I'une de celles étudices au Chapitre 111
«n° 23) qui laissent invariants un arc de cercle et le domaine exté-
rieur a a cet arc. :

Soit maintenant D le domaine d’'un point double « de multipli-
cateur <1 en module ou égal a 4 1. SiD est simplement connexe
¢t si sa frontiére - posséde un arc analytique isolé¢, la fonction
! = g (3) qui fait la représentation de D sur A est annlyliquc'sur
cet arc; réciproquement, 5= A (t) sera analytique sur un arc
de G. On peut.donc énoncer le théoréme suivant :

Soitz un pointdoublede la substitution rationnelle s, =R (s)
avec la condition |R' (a)| <1 ouR'(a) =+ 1. Si le domaine
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inunédiat 1 de 2 est simplement connexe, et si sa frontiére
presente un arc analytique isolé ('), cette frontiére est lout
entiére constituée par une circonférence ou une droite; ou bien
par un arc de circonférence ou wn segment de droite.

La substitution est alors ou bien une substitution a cercle fon-
damental, ou bien 'une de celles qui s'en déduisent par une
transformation du second degré.

4%. Revenons maintenant au cas général, ou 'on ne suppose
pas. que A (t) soit analytique en qﬁelqnc point de C. Faisous
Q'abord quelques remarques au sujet, de la détermination etfective
de cette fonction. Si nous nous plagons dans le cas non singulier,
en prenant /i (0) = a, 'égquation fonctionnelle que véritie A (r)
permettra d’obtenir par identification tous les coeflicients de son
développement en série de Mac-Laurin quand on se donne le
coetficient de £ [4'(0) 52 o], mais & condition que les: coefficients
de fa fonction rationnelle ¢ (£) soient connus, et que R'(a) ne soit
pas nul. Dans le cas général, on n'aperg¢oit ancune méthode simple
pour déterminer cetie fonction o (1); mats il v a un cas pérlimllier
ot la solution est immédiate; ¢’est celui-on 2 est un point double
de multiplicatenr nul n’ayant pas d’autre antécédent que lui-méme
dans D, ce qui implique.que la fanction R_; (5) restreinte a0 n’a
pas d’awtre point critique que 2. Le domaine 1) est alors simple-
ment connexe et o (£) est égal a 145 Uéquation fonctionnelle

h(t1) = R[h(2))]
permet alors de déterminer les coefficients de £ (£). Si T'on pose.

h(t)=o—+ uit - ust?+,.. (uy== 0).

Re)=sw+a(s—a)+...,

) , ., ., . . 7]
on_verra que u, est déterminé par lequnlmn Il"/ '— T et que

W2, Ugy +.. Sobtiennent ensuite par des équatwons du premier

(*) D'une manicre plus précise, nous devons supposer quon peut tracer a
I'intérieur de D une coupure L aboutissant en deux points frontiéres accessibles
distincts et divisant D en deux domaines partiels D’ et D", dontTun D’ est limité
par L et par-un arc analytique faisant partie de 1a frontiére de D.
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degré. 1l est inutile de s'étendre sur ces formules d'identification
dont il n’y a pas grand'chose a tirer; mais il est intéressant de
noter qu'on peut déterminer les coeflicients de k() par des
opérations élémentaires. On peut prendre comme exemple la fone-
ton R (z)=3 z2-- 33; le domaine immédiat du point double : =0
est ici simplement connexe, car parmi les trois points critiques
3=o0, 5=0w, =4, de la fonction R_,(3), le premier seul
appartient au domaine D, (le point z = 4 appartient & D, quiest

d’ordre de connexion infini); on aici o () =1t et

hit) = ;;t—o— ;:%;t!+ ;;%l:‘+.....

Dans 'exemple actuel, analogue a d’autres étudiés au Chapitre V',
la frontiére de D, est une courbe de Jordan simple. 11 s'ensuit
que A (t) est continue sur son cercle de convergence; elle v est
done uniformément convergente, e domaine D, étant borné,
comme i vésulte d'un théoréeme de M. Fejér (1). On pourra donce
représenter la frontiere en question pav les sévies uniformément
convergentes : i

2= \g+ Ajcoso + By sine +.. .+ N\, cosng + B, sinng+...,

Y =Bo-- \y sing — By cose +.. .+ \psinng—B,cosny +....

les coctlicients A et B étant caleulés exactement par des opérations
élémentaires. Dans le cas général, nous ne savons pas si une telfe
représentation est possible, A (¢) [)Ol;vant n'étre pas continue sur
son cercle de convergence, par exemple si la frontiére étudiée a
des points inaccessibles. Enfin, si I'on sait d’avance qu'une telle
veprésentation est possible, il manque un moyven de calculer sum-
plement les coefficients, tant qu'on ne sait pas déterminer effecti-
vement la fonction rationnelle ¢ ( ) (2). H se pose donc un certain
nombre de questions qu’on devia résoudre pour qu'on puisse
considérer ces courbes frontiéres comme effectivement connues.

)

(') L. Friin, La convergence sur son cercle de convergence d’une serie de
purssances effectuant wune representalion conforme du cercle surle plan simple
(C. R. Acad. Sc., t. 136, 1913, p. 46-49). :

(?) Dans l¢ cas ou R’ (a) n'est pas nul, il faudrait uussi caleuler préalables
ment [A'(0)]. ;
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45. Laissant de coté ces difficultés, nous allons essayer d’obtenir
quelques propriétés de la frontiére f de D. Je considére sur la
circonférence C un point double ¢ de la substitution ¢, = (¢):
¢'est un point double répulsif a multiplicateur réel et positif (en
laissant de c6té, dans le cas d'une substitution singuliére, I'unique
point double de multiplicateur —+ 1). Par un point intérieur a A et
voisin de ¢, on peut faire passer une courbe invariante et méme
analytique aboutissant en ¢'; il lui correspondra dans le plan des s

. une courbe continue intérieure a D, formée d'une chaine dares
antécédents (3¢ 5_yy 5_45_ay -..)y l'arc s,y 5_, se déduisant
de I'arc 5_y 5_;n4r) par la substitution [z|R(3)]. On a démontré
(Chap. V, n°33) qu'une telle courbe aboutit en un point fron-
liére unique ui est un point double de la substitution. A toul
point double ¢’ correspondra ainsi un point double z', mais a deux
points ¢’ distincts peuvent correspondre deux points 5 confondus
en un seul, les deux chemins qui aboutissent en ' étant séparés
par la frontiére (). Voici un exemple ou cette circonstance se
produit; posons

' R(2) =2z + 33,

et faisons la représentation conforme du domaine du point a l'infini
qui,‘nn le verra facilement, est simplement connexe; pour 5 réel
ou purement imaginaire mais non nul, 3, 54, 35, ..., 3p, ... croissent
en valeur absolue et tendent vers l'infini; le domaine D, comprend
donc les axes de coordonnées. sauf I’origine. D’autre part, le point
5= o est un point double de multiplicateur +1, mais qui compte
pour quatre points de cette espéce réunis en un seul et donne lieu
a une étoile i quatre branche, ¢’est-a-dire a quatre domaines
immédiats distincts assemblés’ autour de l'origine et d’ailleurs
symétriques chacun par rapport a 'une des bissectrices des axes
de coordonnées. L.'ensemble ¢, qui est continu et se confond avec f,
aura donc- des i)oinls au voisinage de l'origine dans chacun des
quatre angles des axes; donc les quatre chemins 0O, y0, 'O, 'O, .
qui aboutissent au point double origine, sont séparés deux a deux
par des branches de la courbe f. La fonction ¢ (¢) sera ici égale
a0 ctl'équation ¢3 =t donnera les quatre points doubles répulsifs

(') Voir, par exemple, MoNTEL, Sur-la représentation conforme, p.-43.
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sur G, t === 1, t = ==/, auxquels (orrespond le seul point z =0
qui peut étre regardé comme la réunion de quatre points frontiéres.

De méme aux points périodiques d’ordre p sur C correspondront
sur f des points périodiques d’ordre p ou diviseur de p. 1l est
probable que parmi les points périodiques en nombre infini qu'on
obtient ainsi sur f il y en a une infinité qui sont distincts, mais je
ne sais pas le démontrer dans le cas général.

46. Supposons maintenant que / (¢) soit continue sur un arc ¢
de C et de maniére qu’a deux valeurs de ¢ dlsunctes correspondent
deux valeurs de z distinctes; on aura alors un arc f* de f constitu¢
par une courbe simple de Jordan et qu renfermera une infinité
dense de points périodiques; tous ces points, sauf ‘un nombre fini
d’entre eux, seront répulsifs (Chap. 1V, n° 30). lI's ensult comme
nous allons le voir, que, sauf dans les deux cas simples ‘examinés
au n° 43, la courbe f aura une infinité partout dense de points
sans tangente. Démontrons pour cela le lemme suivant :

S¢ o est un point double répulsif de la substitution ration-
nelle sy =R(3) et si ol est un arc de courbe de Jordan simple
invariant par cette substitution, cette courbe n’a pas de tan-
gente en o sauf dans le cas ou le multiplicateur étant réel et
positif, ol est analytique en o.

Tragons un cercle de centre C dans lequel la fonction R_, (),
nulle a Porigine, soit holomorphe et vérifie la condition

|Roy(3)| < K|3| (k<)

Il existe une fonction holomorphe dans ce cercle qui vérifie
I'¢quation fonctionnelle de Schrider :

F[R(2)]=gF(3) [IS]=|R(0)|>1, F(o)=+1].

La fonction Z =F (s) fait la représentation conforme de ce
cercle sur un domaine du plan des Z entourant l'origine. A la
courbe a/, qu’on peut supposer tout entiére intérieure au cercle,
correspondra dans le plan des Z une courbe OL invariante par la

o ’ Z . . o .
substitution 7Z_, =g et par suile formée d’une chaine d'arcs
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Lot v h \F g, L 1L ,, ... déduits de Tarc mitial par les puis-
: G e , : .
sances de cette substitution. Soit » 'argument de § compris entre

o et 27 Quand Z décrit Vare initial, son argument varie de 3
a 3+ w; quand Z décrit le deuxiéme arc, son argument varie
de B+ wa B +20; quand Z décrit le n™"® arc, son argument
varie de 54 (n—1)w & 3+ nw; si donc © n'est pas.nul, la
courbe OL s’enroule en spirale autour de lovigine et toute droite.
passant par O larencontre en une infinité de points tendant vers O.
Si @ est nul, cest-a-dire S réel et positif, Z, et Z_, ont mhéme
argument; mais si 'arc Zy Z_, ne se confond pas avee un segment
de droite passant par l'origine, Z a sur cetare une osciltation § non
nulle, et tous les ares homothétiques Z_(,_y) Z_, qui tendent vers
Forigine sont vus de ce point sous le.méme angle §. 1l n’y a donc
de tangente en O que si OL est un seginent de droite aboutissant
en Q. Enrevenant au plan des 5, onvoit qu'il n’y aura de tangente
en o0 a la courbe o/ que si v"l est un are de courbe analytique inva-
riante passant par o.

Ce lemme démontré, la proposition annoncée est immédiate ; car
Farc de courbe f' considéré est invaviant par la substitution
sp=R,(3) el passe par. un point double répulsif 3 de . cette
substitution, correspondant a un point double vépulsif § de la
substitution 1, =9, (t). A un é¢lément d’arc §X de C correspond
un élément d'ave §4 de I auquel s'applique la démonstration pré-
cédente. Or, les points tels que £ sont denses sur f7, (ui a ainsi
une infinité dense de points sians tangente A droite ni a ‘gauche.
Le fail est encore exact pour la courbe f tout enticre, qui résulte
de 7 par itération jusqu'a un ordre fini, comme il résulte de
I'équation fonctionnelle

Rulh(t) ] = hlon(t)].

et du fait que 9, () décrit toute la civconférence quand t décrit =
deés que n est suffisamment grand. La proposition ne serait en
défaut que si h(t) était amalytique sur un arc, ce qui ne peul
arriver, comme nous le savons, que dans lesdeux cas simples déja
examings.

Sup})osons, par cxcmple, que I"'on pu 1sse tracer dans le domaine DD

une coupure abontissant en deux points distinets et divisant ce
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domaine en deux domaines partiels, dont I'un soit un domaine
convexe Y. Cette coupure a pour image, dans le plan des t. une cou-
pure aboutissant en deux points distincts de € et divisant A en deux
domaines, dont 'un A" correspond a 1)'. Les comtours de D' et &' se
correspondent point par point d’une maniére continue (Painlevé,
Carathéodory); h(t) est donc eontinue sur un are ¢ de & auquel
correspond pomt par pomt un are f’ de f; on-peut appliquer le
théoréeme précédent; mais, sauf Jans les deux cas simples dépa
mentionnés, /' est coupé en uwne imhinité.de points infiniment
voisinsde A par les droites qui passent par certains de'ses points A;
J ne peut done pas limiter un domaine convexe. On a done e
théoréme suivant :

Si la substitution rationnelle s, =R (s) admet le point
double o (|R'(2)] <1 ou R (2)= 1) ayant un domaine
éimmédiat D simplement connexe, aucune coupure tracée
dans D ne peut le diviser en deux domaines, dont Uun soit
convere, a moins que la substitution n’admette un cercle fon-
damental ou un domaine invariant dont la frontiére est un
arc de cercle, ce cercle fondamental ou ce domaine illimite
coincidant alors avec D.

- 47. Revenons au cas général, et soit P() une coupure ([uclumquv,
de D aboatissant en deu\ points frontiéres accessibles distincts; il
lui correspond unme conpure pg de A (p, g distinets) qui d:ve;e A
en deux domaines partiels A" et A" correspondant a D' et D”. Un
conséquent de rang 2 de A’ (ou de A”) couvre A entiérement (sauf
peut-étre Pentourage de Porigine). Done, dans le plan des z, un
conséquent de rang fini de D7 ou de D7 couvre D entiérement,
sauf i)f?llt—é(l‘(' Ientourage de o. Ce résultat n'est pas, en général,
équivalent & celui du n 26 (Chap. 1V ). Daillenrs, on n'est pas
certain que PQ étant, par exemple, un are de cercle de rayon infi-
niment petit, 'un des domaines D' ou D" soit lui-méme inté ricur
aun cercle de rayon infiniment petit, / }muv(ml avoir des pomh
inac cessibles. Nous ne pouvons done pas affirmer que tout puml
de f soit limite d’antécédents d'un point quelconque de-f si Fon
ne considére que les antécédents apparlenant eux-meémes a f. Tant
que Pon-n’aura pas vésolu la question de savoir sices points
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inaccessibles existent ou non, il y a peu de chances pour que la
aeprc*sentallon eonforme conduise a des propnetes précises de f, a
part celles que nous venons de démontrer et qui ont d'ailleurs un
¢ .u-aclere purement ncgauf.

48. Nous allons obtenir au contraire d’autres propnc és de f
par une autre méthode reposant sur 'emploi des suites normales,
mais & la condition de faire des. hypothéses particuliéres sur la
distribution des points critiques des fonctions R_, (5). Nous allons
pour cela (-xpus'.-r‘ tout d’abord quelques propriétés des suites nor-
males dont nous allons avoir hesoin, et qui sont faciles a déduire
des propositions de M. Montel, extraites de son Mémoire « Sur les
familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs excep-
tionnelles dans un domaine » (4. E. N. 8., 3° série, . XX\ ig12.
p- d06-307).

Considérons dans un domaine D slmplement ou multiplement
comme ensemble des f()ncnonsf( ) qui satisfont aux conditions
su_lvl\ntes :

. Elles sont holommphm en chaque point intérieur a D
. Elles sont uniformes;
_ Elles prennent des valeurs distinctes pour des valeurs
«lislinctes de 3;
d. Elles ne prennent jamais la valeur finic.a.

Si- 'on désigne par M et m Je maximum et le minimum de
|f(5) — a| dans un domaine-fermé complétement intérieur a D

on a
m > Mgy,

q étantun nombre positif, qm ne dépend pas de la fonction f, mais
seulement de la figure.

En effet, M. Montel a démontré dans le Mémoire cité” que les
fonétions qui sont holomorphes ¢t uniformes dans un domaine o
elles ne pl'enilent jamais la valeur zéro et pas plus de p fois la
valeur- 1 y forment une famille normale. 11 suffit alors d’employer
le mode de raisonnement suivant dé au méme auteur.

M étant le module maximum de | f(z) — a| dans D', les fonc-

. 3)—a - .
tions 9 (3) = &'—zl——— sont holomorphes ct uniformes dans D ou
o



c)')‘;

=t

elles ne prennent jamais la valeur zéro et une fois au plus la
valeur 1. Elles y forment donc une famille normale. Elles sont
d’ailleurs bornées dans leur ensemble (au plus égales a 1 en
module) dans D’ et de toute suite infinie de ces fonctions on peul
en extraire une autre ui converge uniformément dans un domaine
renfermant D’ et intérieur a D vers une fonction limite holomorphe
et bornée. Si la proposition annomcée n’était pas exacte, on pour:
il trouver une suite de points 5, 3g, ..., 25, ... de D' tendant
vers le point limite 5, et une suite de fonctions ¢,(z) telle que les
nombres 9, (3,) tendent vers zéro. Extrayons de cette suite une
nouvelle suite qui converge uniformément vers 9 (z) dans D' et
pour laquelle nous conservons les mémes notations. Les quantitéS
2u(3u) tendent vers zéro par hypothése et les différences
©(5p) — Pn(3a) & cause de la convergence uniforme; il s’ensuit
(que 9 (3,) tend vers zéro el parv suite que ©(5o) =0, 5 ¢tant le
point limite des 3,,. Mais 2(z) ne peut prendre la valeur zévo en s
‘qu st les fonctions @, (5) prennent toutes la valeur zéro dans Ic
voisinage de z,, ou si ©(3) est identiquement nulle (Monter, loc.
cit.. p. 490). Ces deux hypothéses sont impossibles, car ,(3z)
n’'est jamais nulle dans D et prend d’autre part au moins une fois
une valeur égale a 1 en module sur le contour de D'. La proposi-
tion est donc démontrée. On peut aussi 'énoncer en disant que si
3y et 3, sont deux points quelconques intérieurs a D'; on a

/'/(z,)—a

7 S f(z)—a <

1
q

19. La méthode employée permep de démontrer trés simplement
un théoréme important et tout a fait analogue a celui-ci, da a
M. Kceebe.

Le théoréme de Kacbhe s’énonce ainsi (') :

« Considérons les fonctions f(3) qui ne prennent jamais deux
fois la méme valeur a Vintérieur du cercle (] 2] << R), ot elles sont
holomorphes. Soit 0 << § < 1. Il existe une fonction positive de 6.

(') Yemprunte cet énoncé a l'ouvrage de M. Landau: Darstellung und
Begriindung einiger neuerer [Ergebnisse der [Funktionentheorie (Berlin,
Springer, 1906, p. 102).

XLVIL. 16
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Q(H) telle que si sy et 3, désignentdenx points du cevele (| 3] Z0R).
on ait

r -
! /&_‘_)<g_)(0'),

Q) T fis)
P!)S()ns

S(3)=ay+a,3+ a3+ ..

_ f(R3)—a,
a R

=34+... tay=0).

F(3) ne prend jamais deux fois la méme valeur dans le cevele
Cs] <) f'(zret F'(z) ne sont jamais nulles pour [ 5] <R et
|21 <1 respectivement. On a dhaillears

1is)=LBE),
ay

»

Appliquons le théoréme que nous venons de démontrer & la
fonction I (3), le domaine D étant par exemple le cevele ([ z] <.
On aura. pour | 3| =6,

min | F(3)]| > ¢(0)max|F(z)]
ou, ce gqui st Ja méme chose.

F(s)

min | —— l> g (%) max

~

l*’(’z)l
’
3

(3) . - ..

—=2, qui est holomorphe et non nulle pour [ 2] 26 aneignant son
<.

minimum sur le conour |3] =4, on aura

L(s)

_—=1>min"——, -
= lz1=0

ll"(o;

0

<n combinant les deux dernieres inégalités, il vient

max Fea < —
s .II:-|='J\‘I(‘“
on
[F )] _ 0 N
max [ (35) 5.0 << —— = A(V).
iz 706

I s'ensuit que les F (3} sont hornées dans leur ensemble dans
: A

out cevele de vavon mfériene a v, Hoen sera de méme pour les
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fonetions dévivées, en vertu de la formule de Cauchy

L 1 (s—u)
F(3)= - L du.
20w 0, Flu)

qui donnera, pour § > 6,
™M . - - 0’
|l<1z)|‘:_|=t,- nmx]l(a)]l:lztyx m.
, 1 =00 .
Par exemple, en prenant § — — il vient
1+0
. P+ 0 2
| (zb{|;‘:|)-< A ~ > 2:“(0).

()

Les F'(3) forment done dans G oune famille normale dont les

fonctions limites ne sont pas infinies. Elles ne peavent non plus
étre nulles en aueun point, car ¢ 3) étant différent de zéro dans C,
ame fonetion limite ne peat ére nulle en un point que.si elle est
wentiquement nulle, ce (qut est imposéil)l«- |mi.~‘(l|w " (o)=1.0On

en conclura, en vertu d'un eaisonnement employvé plas haat,
mén | l”(’:)[I_K0 >C(8)>o.
On a done pour | 3] S0 la double inégaline
CO8) < | F(3), ___If_(f:‘_)| SB(H),
oy
c’est-a-dive, pour || ZRH,
o< L2 ),
Qa,
Cob) LJL”’_)I “B(H);
wy
dPoun

C)  f'(z) B
B(D) ~ f(z) ~CiH)

La proposition est done dénmonteée pour un domaine de forme
circulaive et s'é¢tend facilement par la méthode des chaines de

cereles a un domaine de forme q\'u-lc("mqlw.

30. Considérons maintenant une suite infinie de fonctions
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J1(z)s fa(3), ..., holomorphes dans le domaine D que nous
supposerons simplement connexe, tendant uniformément vers la
conslante a et satisfaisant encore a la condition ¢, mais pas néces-
sairement & la condition d.

De toute suite des fonctions f,,. on peut en extraire une autre
pour laquelle on a

Ju(z)=a-+ [ f(3)+eu(3)],

les w, étant des constantes qui tendent vers zéro, f(5) une fonction
holomorphe dans D, jamais identiquement nulle, et les ¢, () des
fonctions qui tendent uniformément vers zéro. S (2) peut éirve une
constante non nulle; hormis ce cas, elle ne prend jamais deux fois
la méme valeur dans D.

En effet, si f,(z) n’est jamais nulle dans D, posons

= f(30) — a,

. e \ ' o (3)—a
3o ¢tant intérieur a D ; les fonctions '—f—"(-g)——— ont dans tout
n

domaine D' intérieur a D leurs modules compris entre g et
(l— (g =>>0); elles forment donc une famille normale dans D, et de
l/nul«- suite de ces fonctions on peut en extraire une autre qui
converge uniformément dans e domaine D’ (qui contient 3,) vers
une fonction holomorphe et bornée ©(z): 2(3) n'est pas identi-
quement nulle, puisque les fonctions considérées ont toutes la
valeur 1 au point 5,. Elle n'est donc jamais nulle puisque les
fonctions dont elle est la limite ne sont jamais nulles dans D.
Elle peut se réduire a une constante non nulle; sinon elle ne
prend jamais deux fois la méme valeur dans D, étant limite unifor-
mément atteinte de fonctions ui jouissent de cette propriété. La
proposition annoncée est donce exacte dans ce cas.

Supposons maintenant que les f,( 3) s’annulent dans D.

Comme elles prennent chacune une fois au plus la valeur zéro,
on peut de toute suite de ces fonctions en extraire une autre telle
(ue les zéros zy, 5, ...y 5, ... des fonctions f,(z) — a aient un
point limite unique §. Si 2 n’est pas intérieur 4 D, on est ramené
au cas précédent. Si & est intérieur @ D, on peut décrire de §
comme centre un p(‘tit cercle ¢ renfermant tous les poinls Zp, au
oins & partir d'un eertain rang, et de plus intérieura D. Soient D
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un domaine limité par un contour simple, intérieur a3 D et conte-
nant ¢, et-5, un point de la couronne (D’ — ¢). Dans cette couronne

. 3)—aQa L. o .
les fonctions —f"(——)—z satisfont aux conditions du lemme de

Jn(30)

JY . . 1
tout i I'heure et restent comprises en module entre ¢g-et 7 (g <)
Elles sont donc¢ encore inféricures a 7 a l'intérieur du cercle ¢

puisqu elle> y sont holomorphes %t atteignent leur maximum sur
la cnrconf«»rence Elles forment donc¢ une famille normale, et de
toute Sllllt‘ de ces fonctlons, on peut en e\luure une autre qlu
converge uniformément dans D’ vers la fonction limite holomorphe
%(3); ¢(3) n'étant pas identiquement nulle dans la couronne
<D — ¢) n’est pas non plus ldenuquement nulle dans ¢ ; mais elle
est nulle au point £, D’ailleurs cette fonction, n’étant pas une
constante, prend une seule fois chaque valear pour la raison
mdiquée plus haut et 'on a.la méme ¢galité asymptotique que
tout a 'heure, o (3) étant certainement une véritable fonction.

On pourra:t prendre pour les nombres 1, au lieu de [ £, (50) —- @ |
les maxima des fonctions [ f,(z).— a] sur certains contours conve-
nablement choisis, ou. encore les valeurs des dérivées f,(3,) en
un point intérieur a D.

51. Dans les applications, le' théoréme précédent fournit, a
défaur d’une expression asymptotique des f, souvent difficile a
obtenir, .des indications sur les valears asymptotiques pouvant
conduire a des résultats importants. Nous en donnerons deux
exemples relatifs aux problémes qui nous occupent actuellement.

Considérons un point- double attractif « d’une -substitution
-ationnelle et son domaine immédiat D supposé simplement
connexe et limité par une courbe f. Nous allons démontrer que,
du moins dans des cas trés étendus, f n’a de tangente en aucun
point ou seulement en une infinité dénombrable de points.

Nous savons que f, qui est la courbe limite des courbes antécé-
dentes intérieures a D d’une circonférence entourant «, peut aussi
étre regardée comme I'énsemble dérivé des antécédents intérieurs
& D d’un point quelconque de D autre que  ; e est méme I'ensemble
des points limites des domaines antécédents d’'un domaine A aux
conditions suivantes : A doit renfermer des points intérieurs & D
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el ne contenir aucnn point critigque ou lindite de points critiques
des fonctions R_,(3); enfin les domaines antécédents de A doivent
¢tre choisis parmi ceux qui renferment des points intérieurs a D,
S"il en est ainsi, lés branches de fonetions R_, (3), restreintes au
domaine D, forment dans A une famille normale a fonetions limites
constantes, ces constantes avant pour allixes tous les points de f,
Nous supposerons (uon peut choisir A de manicre qu'il renferme
a la fois des points de D et des points de £ Soit alors une suite de
fonctiotis I{ NEIN ]{—_11( 3 o tendant uniformément dans A
vers la (‘OII.\l«llll(‘ a. Il est possible d'extraire de La saite de ces
fonctions une nouvelle suite que nous désiguerons par fy(3),

Srls ooy fu(3)y oo pour laquelle on aura
f.n(:',v“ a=p,| 'f(:) = 20(2)],

Yy 203, g, (3) avant les signilications indiquées plus haut. Fn
effet, on suppose que les fonetions R_,(3) sont uniformes dans A
on voit facilement qu'il est permis de supposer qu ‘elles n'y ont
pas de pole. Elles satisfont done aux conditions d'application du
théoreme |,)reu~4h'nl. Pour que 2(3) ne soil pas une constante, il
suflit qu'elle ait e zéro dans A cCest-a=dive que les fo,(3)—a
atent des zéros ay ant un point limite intéricar-a A, Pour qu'il en
soit aiusiy il suffit que le domaine A rvenferme un point limite des
(;mlsc‘qn«_',nt.s de @. Soient done K, T'ensemble dérivé de ces conse-
(|m'nls‘. O un |miul de cet ensemble qui_natwrellement appartient
afisi,en outre, b n app.utu ul pas a lensemble B+ 15 forme
par les points ¢ ululuc s de Ta fonetion R_, (3). leurs conséquents
et-leurs points limites: un cevele de cemtre b et de ravon conve-
nable pourra étre choisi comme domaine A dans lequel toutes les
£05)

prenant la valear zéro pom' 3=20 el faisant la représentation

conclusions qui précédent sont valables, la fonction 3’

conforme de A sur un domaine .8’ du plan des 3" entourant Pori-
gine. Soit y-la section de f par' A, Si 3 est un point de v, Lo point
Su(3) appartient a la courbe £ en raison du caractéve mmu.u_ll de
cette frontiére et de la signification de £, (3).

Appelons o Pune des limites d'indétermination de Fargument
de py pour n infini ct ¢ Vavgumemnt de 3" = ©(3) 5 flant un point
de v distinet de b5 en vertw de Féquation

Jul(3)—a=pp|0(3)+z4(3)],



- 230 —

il en rvésultera pour argument de f,,(3)-— @ une valear limite
egale 4 w 4+ 3: comme  est indépendant de 3, pour que Fargument
limite de fo,0z) - a n'ait qu’an nombre fini de valeurs distinetes,
ik faut que b n'ait qu'un nombre fini de valeurs distinetes quand 3
varie sur . Sl en est ainsi, Fimage v de » dans le domaine A est
formée de points situés sur un nombre imité de droites issues de
Porigine : si +" était partout discontinu, il en serait de méme de ¢
etde [ or, festcontinu: % contient done un segment de droite
et de plus, puisque v est sur an nombre fini de droites, un segment
isolé (dont les points intéricurs ne sont pas limites dautees points

de = extérieurs ace segment). Comme 5 est une fonction analytique

de 2 dans A% il en résulte que v contient un ave isolé de courbe
analytique. Ceein'est possible (n® 43) que sila courbe ftout entiére
est une courbe analytique qui ne peut étre qu'une circonférence
ou unc droite (cas des substitutions a cevcle fondamental), ou
cncore un arce de circonférence ou an segment de droite (substitu-
tions qui possedent un domaine invariant illimité ayant pour
frontiere un are de courbe de cette natave).

Ecartons ces deux cas particulices simples. On voit qu'il existe
alors sur fdes points & infiniment voisins de « tels que F'argument
de 2o a ait une mlinit¢ de valeurs lmites distinctes (modat).
La courbe /; quelle que soit sa nature, n’a done pas une tangente
unique au point ¢ et ne peut pas non plus étre formée d'un
nombre fini de courbes avant chacune une tangente en a.

92. Nous allons voir que, dans les cas les plas simples. les
points @ constituent tous les points de f, sauf peut-étre une infinité
dénombrable d'entre cux. Considérons les points de / qui sont des
points (‘ritiquf's ou limites de points eritiques des fonctions R_,3),
c'est-a-dive qui appartiennent a 'ensemble E.+ E_,. Nous suppo-
SCerons qﬁ(- ces points § de fsont en nombre fini; comme le consé-
quent d’un point § est encore un point £, ces points sont done des
points périodiques ou antécédents de points périodiques. Soit
maintenant @ un point de £ si ensemble dérive K des conséquents
de @ renterme une infinité de points, il y en a qui sont distinets
des points 2. Le résultat qui précéde est applicable a a. Si E., qui
est un ensemble invaviant, ne rvenferme qu'un nombre limité de
points, ces points appartiennent tous a des cycles. Supposons que
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les points de E}; soient tous des points £. Si un tel point périodique
n’a pas un multiplicateur de la forme e?, § étant incommensurable
a 2, la chose n’est possible que si @ est un antécédent de Z. En
effet, d’'une part un point double répulsif ne peut étre point limite.
unique des conséquents d'un point que si ce point est 'un de ses
antécédents ; la méme propriété a lieu pour les points doubles dont
in
le multiplicateur est de la forme e—’7£, sauf pour les points 3 qui
appartlennent aux domaines de convergence vers ces points doubles
et qui, par conséquent, n’appartiennent pas a f; d’autre part; nous
avons démontré ( Chap. II, n°135) que si un point double non attractif
est limite des conséquents d’un point 3, mais n'est pas leur seul
point limite, ces points limites sont en nombre infini. Ces propriétés
s’étendent d’elles—mémes aux points périodiques. Par conséquent,
si les points £ de £ sont en nombre fini et ne sont pas des points
périodiques dont le multiplicateur soit de la forme e, o § est
incommensurable a 2w, tous les points de f sont des points sans
tangente sauf peut-étre une infinité dénombrable d’entre eux. a
savoir les antécédents des points §. En particul'ier, s'il n’y a aucun
point £ sur f, cette courbe n’a de tangente en aucun point.
On peut donc énoncer le résultat suivant :

Soient o un point double attractif delasubstitution z,=R(z)
et D son domaine immédiat supposé simplement connexe; si la
frontiére f deD ne contient aucun point qui soit un conséquent
ou limite de conséquents de points critiques de la fonction
R_,(z), cette frontiére n’a de tangente en aucun point sauf
dans les deux cas simples mentionnés au n” 43.

53. En général, dans ce cas, f est une courbe simple de Jordan;
du moins il en est toujours ainsi quand le domaine complémen-
taire de D est celui d’un autre point double attractif. Cette courbe
non seulement n’a pas de tangente unique en un point, mais n’a
pas non plus une tangente a droite et une tangente 4 gauche; on
peut méme démontrer qu'elle n’a de tangente ni a droite ni a
gauche. Comme exemple, nous pouvons prendre la courbe de
separatlon des domames des deux points o et o pour la substi-

tution g, =212 ( 122).
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Supposons maintenant qu'il y ait des points £ sur la courbe f.
Elle pourra avoir alors des tangentes en certains points. Suppo-
sons, par exemple, que f contienne un point déuble § pour
lequel R'(B) =1 et R"(8) 3£ 0. Au point'? il y aura une tan-
gente de rebroussement. En effet, nous avons appris A tracer une
courbe ¢ passant par ce point 3, y poss¢dant une tangente de
rebroussement et limitant un domaine avec une point¢ rentrante
qui fait partie du domaine du point 3; par conséquerit, les points
de f voisins de § sont extérieurs a cette courbe ¢ et toute branche
de f passant par (3 sera tangente a ¢, avec un rebroussement en ce
point. Il en sera de méme en tous les points antécédents de 3.
D’ailleurs, si, prenant 3 pour origine, nous considérons les
branches des fonctions R_,(z) nulles en ce point, nous savons
qu'elles ont pour expression asymptotique, dans un certain secteur
qui renferme des points de f,

1
An+BEn+ F(z)+en(3)

R_,(3)=

. , B ¢ .
. (3) tendant vers zéro avec = Cette expression est de la forme

#a[C 4+ na(2)],

en prenant, par exemple, @, =

‘ et C=r. Lafonction ¢(s),

1

A, +BE,
qui nous a servi dans la démonstration précédente, est ici une
constante et 'on voit bien ainsi pourquoi cette démonstration ne
s’applique pas dans le cas actuel. On peut prendre comme exemple
la courbe de séparation des deux points doubles z =0, z =0 de
la substitution z,= 2z — z*. On peut démontrer que c’est une
courbe de Jordan sans points doubles. Elle a une infinité de points
de rebroussement qui sont les points antécédents de lorigine.
Partout ailleurs elle n’a pas de tangente. ‘

Nous devons remarquer que I'analyse qui nous a conduit a ces
propriétés plutét négatives de la courbe f nous fournit en méme
lemps une propriété positive, a savoir qu’autour d’un point a il
existe une infinité d’arcs appartenant a la courbe, tendant vers ce
point et représentables par Ja formule

Z=a+ pu[¢(3)+cn(s)],
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les u, Glant des constantes qui tendent vers zéro, z( 3) une fone-
ton analytique a dérivée non nulle, les ¢,(3) des fonetions qui
tendent vers zéro et z déerivant un are de celte méme courhe. On
constate facilement que ¢’est une propriété banale ( facile a traduire
en langage gémm‘ﬁiquo ) ¢qui appartient, par exemple, a toutes les
courbes analy tiques et a beaucoup d'autres: mais ¢'est grice i elle
que nous avons pu étudier la « (‘(ln.(]tfllSilti(lll des singularités » qui
se produit en chaque point de la courbe, et conclure de Ia non-
amalyvticité de certains ares. la non-cexistence des tangentes en
chaque point. La démonsiration employée n'est d'aillears gu’une
généralisation de celle du n® 46. On peut aussi remarquer qu'en
chaque point @ pour lequel cette démonstration est valable, il
existe des domaines infiniment petits imtérienrs a D et tendant
vers a et gui, de plus, sont asymptotiqaement semblables entre
euvavee un centre de similitude commun en a@, de sorte qu'ils sont
vus de a sous un angle qui tend vers une limite non nulle. 11 est
clair quune telle propriété. quoique assez hanale. n’appartient pas
& tous les points frontiéres, notamment aux points de rebrousse-
ment, avee une pointe divigée vers Uextéviear du domaine; ¢'est
précisément ce qui se produit pour les points doubles de multipli-
cateur -1, pour lesquels la démonstration est en défaut.

Voict entin une deeniére remarque @ placons-nous dans le cas
ot [ est une courbe de Jordan sans points doubles. Comme elle n'a
de tangente en aucun point (ou seulement en une infinité dénom-
brable de points), il résulte des vecherches de M. Lebesgue quelle
n'est pas rectifiable. et que les fonctions d’on parameétre réel ([ili
la représentent sont a vaviation non hornée dans tout intervalle.
Ces courbes ont daillears Tes plus grandes analogies avee celles
de M. Helge von Roch: mais les courbes étudiées par cet auteur
sont déhinies par une méthode constructive de maniére a leur
donner certaines propriétés assignées a I'avance. Il nous afallu, au
contraire, pour analyser le mécanisme de construction de nos
conrbes, e longues et patientes vecherches comportant notam-
ment 'étude analytique approfondie de cevtaines ¢quations fone-

tonnelles (n* 40-42).

34. Nous allons donner maintenant une autre application des
mémes principes concernant les points doubles dont Ie mulupli-
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cateur est de la forme ¢, § incommensurable a 2=, et démontrer
qu'il ne peut exister de domaine incariant al'intérieur duguet
les conséquents d'un point tendent réguliérement vers ce point
dohle. Son, le point double étant i Corigime,

si=R(s)=3eM4 Az2n ..,

I existe un cercle Gode centre O dans lequel R s) estholomorphe
et ne prend quune fois chaque valeur: si | z] est infiniment petit,
ona

arg sy = arg 3+ D 4o(] 32]).

mod 5, = mod 5 4+ o] 32,

oc]z2]) désignant une quantité ui est au plus de Cordre de | 32];5
fa transformation est donc équivalente, au second ordre prés, aune
rotation de Pangle § autour de Porigige. On aura de méme

arg s, = arg s+ nl +o( 32]).

mod s, = mod 3 +o(] 32]),
les diverses quantités o] 32]) qui figurent dans ces égalités étant
plus petites que A z22]0 ot A peut étre supposé fixe tanl que n
reste inférienr @ un nombre lixe p et | 3| inférienr i r.

Supposons que les 'z, tendent régulierement et uniformément.
vers zéro dans wn domaine fermé D fauisant partiec d'un domaine
invariant. ®. Les domaines D et D, == R(D) étant tous deux inte-
rienrs i @, il existe un domaine qui les contient tous les deux
el oqui jouit de laméme propriété que DL est done permis de
supposer que D et Dy, et en générat D, et D,y ont des points
intériears communs. Ces domaines sont tous, & partir d'un ('t‘_!‘mill-
rang, mtérieurs au cercle €1 on peat supposer qu'il en est ainsi
a partir du prvmi(-r. ‘Les fonctions R, () ne prennent alorsqu’um-
fois chagque valeur dans D. D peut d'ailteurs étre supposé simple-
mment connexe et limité par une courbe formée d’arcs analviiqoes.
Nous savons, en outre, ‘que les R, () ne peuvent pas converger
unilormément vers zéro dans un domaine contenant origine;
les Ry, (5) n'ont done pas de zéros dans D.

Soit 2 an point intérieur @ D. Les fonctions %"((f))

n\s
telles que de toute suite de ces fonctions, on peut en extraive unc

=/l 3) sont

amire (ui converge uniformément vers une f(onction limite f(z)
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holomorphe ‘et non nulle dans D, en vertu des lemmes que nous
avons établis.. Aucune des fonctions limiles n’est une constante,
car si 'on avait, pour certaines valeurs infiniment grandes de n.

zn‘; ‘Ru( z) =2n [C -+ E,,(S)]
[ C constante non nulle, &, =R, (£)], on en déduirait
arg 3, = arg £, + arg C + inf. pet.

I.e domaine D, serait donc vu de l'origine sous un angle infini-
ment petit. Ox;, le domaine D, se déduisant de D, par une subs-
titution qui- équivaut asymptotiquement a une rotation de 'angle
fini 8(o <8 <<2w) autour de_l'origine; a partir d’un certain
rang D, et D,,,, n’auraient aucun poillt commun.

Les fonctions . f,, () n’ayant aucune fonction limite constante
el prenant toutes la valeur 1 aun point &, il en résulte que les
domaines qu’elles représentent, quand s décrit D, ont en commun
un cercle de rayon non nul ayant pour centre le point,v 1. Suppo-
sons qu’il n’en ‘soit pas ainsi, et soient L un contour simple tracé
dans D- emou;'ant £, l, I'image de L par f,(5). 1l existerait alors
une suite defonctions fy ; fu, - -+ Jans - telles que la plus courte
distance du point 1 aux contours snmples la,y Ly, --- tende vers
Zéro. On peut supposer, puisque les Jan forment une famille nor-
male, que les fonctions foy for - vy fap - - convergent uniformé-
ment vers f dans D; l,, tend alors uniformément vers ¢ image
de L par f(z). Le point 1 serait done sur L. Or la fonction f(z),
limite non constante de- fonctlons qui ne prennent jamais deux
fois la méme valeur dans D, Joun de la-méme propriété et fait la
représentation conforme de D sur une aire sunple le point 1 ne
peut donc pas correspondie a la fons au point § et & un point de L.
Le lemme énoncé est donc exact

Y t

Ra(z)

Les domaines représentatifs des fonctlons 5 ayant ainsi un
n

cercle intérieir commin de centre 1'el de rayon non nul, ont
aussi’ en commun un.secteur circulaire ¥ compris éntre deux
cercles de rayons 1+ h et 1—'h ayant pour centre l’ori'gine;
et deux rayons qui font entre eux l'angle w 3£ o.-Il correspond a
ce secteur une ;partie du domaine D,, qu’'on peut appeler §, =
ét qui est un secteur circulaire.semblablé, de rayons [E,,l(l +h)



— 245 —

et |&,|(1 — k), d’ouverture w et contenant le point &, (quti est le
milieu du rayon médian).

Transformons ce secteur successivement par R(z), R)( Yy -
R, (5), p étant un nombre fixe (indépendant de n) que nous
déterminerons tout a I’heure. Nous obtenons ainsi p domaines qui
sont voisins chacun d'un secteur circulaire égal au premier,
puisque le secteur initial étant voisin de 'origine, ces p —1 trans-
lormatlons sont approxnnatn ement des l'otauons de 9, 20,.
( p—1)%autour de l'origine. Je dis que la somme de ces p domame>

comprendra toute une couronne cire ulalre de rayons- |E,,|( + ;

h .
ct [E,,l( 2), au moins dés que n dépasse une certaine limite.
Nous allons choisir p de maniére qu’il en soit bien ainsi. Suppo-
sons d’abord que la substitution se réduise a -

z = 3z eif,

¢’est-i-dire i une simple rotation de I'angle §. Le choix de p est
alors une simple question d’approximation’ des incommensurables
dont nous rappelons la solution pour plus de clarté. Cherchons
a déterminer I'entier z de fagon que le point ¢*® soit aussi voisin
que possible d'un point e® de la circonférence, e’est-d-dire i
résoudre approximativement en nombres entiers I'équation

r—amy =8.

) e ) ’ f . .
Soit % une réduite du développement de oo en fraction conti-

nue :
] m :
2—;—;-‘-1; (Jel<m)
el '
q+c ; ,
'1%—11’ (Je'| <1, ee'20)

L’équation a résoudre devient

’

mr+py—q € ex
2 AN
m et p étant des premiers entre eux, on peut déterminer deux
entiers z et p, x étant pris dans la suite (o, 1, 2, ..., p—1), tels
que
mx —py —q =o.
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On anra, pour ces valeurs de 2 et de y,

P

< (en valeur absolue).

I
p
L. N 1 LW y . .
Si nous prenons p de maniére que}; < =y les ares d amplitude o
. ‘2

avant pour milieux les points 1, e® .. e~ conuvriront toute la
. ., ‘e . I _ W N . w
circonférence. Si nous premms; < T les ares damplitude—
2

¢t ayant toujours pour milieux les points 1, e elr—uib
y 3] p )

yernn cousri-
vont la circondérence; les ares d’amplitude o et de mémes milicux
convriront la ctrconférence de manicre que deux ares consécutifs
.y . . [0} o e . .
cmpietent d'au moms—. S1 nous revenons aux secteurs circulaires
i

déerits. plus haut, on voit qu’ils seront tranformés en secteurs
égaux empiétant les uns sur les autres d'au muinsi,:angulair«—
ment, leur ensemble constituant une couronne unique de rayons
I AR ]E,,I\l — M.

St maintenant nous ne supposons plus que fa fonetion Rz se
réduise a ez, les conelusions subsistent, Pentier p étant toujonrs
détermine de la meéme maniere, ¢ est=i=dire en fonction de la seale
constante o ¢l indépendamment de p. En effet, daprees la remarque
faite au débyt de cette démonstration. nous obtiendrons, au licu
des psecteurs circulaires que nons venons de déerive, p domaines
qui s’en déduisent par une transformation infiniment petite da
second ordre (2, dant regardé comme Vinfiniment petit prineipal i,
les modules et les arguments vartant de moins de /.']’::,,i'-'. Done,
si |&a| est suffisamment petit, ¢’est-a-dive n sup«'-rieur aunce certaine
valeur N, les p domaimes obtenus formeront encore un domaine

coronal "un senl tenant comprenant ane couronne cireulaive de
) Vv ( h - h> . . .
ravons |,,,, | \1 —+ 5 ol |,,,l} - ;) qu .||»|).utu nl pir conseque nt
au domaine D, D, i+ .. .4 Dypp oo La somme des domaines
Duyp+Douspoi+ oo 4+Dupspy venfermera de méme une courvonne
. . /A
circulaire dont les ravons auront pour valeur IE”+II| <1—+— :)
»r h ~ ., . .
et S pl(1— <) Ces deax couronnes empiéteraient 'une sur
Fautre au moins a parter d'une certaine valear de n, car 15115

X Loy, . Ly \ .
tendant vers zéro avee o il résulte immédiatement de Pexpression



de Rz etde Ry, (3) que

£

H-+-p . ., “
17—’| tend vers I'unité et peuat etre sup-
n

| S _h

et ouz< -,
g I € )

posé compris pour > N’ entre les limites — -
de sorte que E,,_,_, est intérieur a la couronne de rang précédent.
En continuant ainsi indéfiniment on obtient des conronnes suc-
cessives empiétant les unes sur les autres et couvrant, puisqu’elles
tendent vers origine, toat un cercle G intérieur et concentrique
a C, a Pexception de T'origine. Dans C', les fonetions R, () con-
vergent vers zéro et uniformément dans toute partie de €' qui ne
contient pas l'origine; mais ces fonctions sont_bornées dans leur
ensemble dans €' puisque les domaines 1, ne sortent pas de C.
La convergence uniforme a done lieu dans tout le cercle ¢, Or,
nous savons que les fonctions R, (2) ne peuvent converger unifor-
mément dans un domaine comprenant Porigine ue vers des fone-
tions limites non constantes. Le théoréme est done démontré.,
D’autre part, la substitution z,— R,(s) a pour mualtiplicateur
a lorigine e’ dont I'avgument est toujours incommensurable i 2.
Par conséquent, deux domaines quelconques D, et D, ,(p21),
conséquents d'un domaine D o les R, (3) tendent uniformément
vers zéro, ne peuvent jamais faire partie d'un méme domaine d'un
seul tenant (lui posséde la méme propriété. Si R z) est rationnelle
et si © désigne une région, contigué a 'ensemble parfait 3, on
les Ry 3) convergent uniformément vers le point double (i suppo-
ser que la chose soit possible). les réginhs conséquentes Dy, Doy
D,. ... seront done toutes distinctes. Cette ln‘npri(}l(’* n'a rien de
surprenant. En effet, dans le cas on le multiplicateur est de la

I)

forme sz—’;, petyg premters entre eux, les régions de convergence
vers le point double, contigués a g, forment un ou plusicurs excles
de 7 r'éginns W, W,y By qui sont p(-rmnl(-,es circulairement
entre clles par les puissances de la substitution donnée (on devra
y ajouter éventuellement  d’autres  végions  antécédentes de
celles-ci). En faisant croitre ¢ indéfiniment, on esl conduit a
admettre que dans le cas oa Pargument du multiplicatear esi
incommensurable & » =, on obtient des régions ®, Wy, ... toutes
distinctes. Mais ve n'est la qu'une méthode heuristique et la
démonstration précédente, dhaillears plas Tongue a exposer (quia
concevoir. ne parait pas pouvoir étre ¢vitée.
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35. Ce résultat va nous permettre de préciser certains résultats
antérieurs. Nous avons démontré (n°® 33) que sur la frontiére du
domaine immédiat D d’un point double attractif, il existe toujours
un point double auquel aboutit un chemin intérieur a D et forme
d’vne chaine d’arcs (3931, 3_¢5.2y+++) B_uS_(ngpap---) tels que
i_m_n)s..a=R(3_n35_nyr)). On peut J’ailleufs, au lieu d'une
chaine d’arcs de cette nature, obtenir une chaine de domaines
jouissant de la méme propriété, comme il résulte de la démons-
tration que nous avons donnée. Ceci n’est pas possible, en vertu
de.ce qui précéde, si le point double considéré sur la frontiére

. . i0 0 A .
a un multiplicateur de la forme e”, — étant incommensurable;

T

car'la démonstration ne suppose pas que R(z) soit rationnelle dans
‘un certain voisinage du point double. On voit facilement d’autre
part que le multiplicateur ne peut pas étre non plus une racine
¢*é™ de l'unité .autre que + 1. On peat donc énoncer le résultat
suivant.

Sur la f/'onliél'e du domaine immédiat d’'un point double
attractif a, il y.a toujours au moins un point double 3 pour
lequelon a |R' ()| >10u R'(8) =—+1.

56. Précisens maintenant quelques notions. relatives aux
domaines invariants. Si un tel domaine a plus de deux points
frontieres, -les fonctions R,(s) y forment une famille normale.
Par conséquent, ce domaine ne renferme a son intérieur aucun
point de I'ensemble parfait §. C'est donc soit un domaine contigu
a F, soit une partie d’un tel domaine.

Supposons que ce domaine invariant ® ne fasse pas partie d'un
.domaine singulier ou les R, (3) auraient des fonctions limites non
constantes. Soit D un domaine complétement intérieur a ®, D,
son conséquent immédiat; 1) et Dy étant tous deux intérieurs
a @, il existe un domaine A également intérieur a D, qui com-
prend D et D,. La chaine des domaines conséquents A, A, ...,
Ay, ... forme alors un continu, A, et A,,, ayant des points inté-
rieurs communs: les R,(z) n'ayant que des fonctions limites
conslantes, le diameétre de A, tend vers zéro. Si les domaines 4,
tendent vers le point @, les domaines 4,4, tendent vers R(a);
comme ces deux domaines, qui empiétent 'un sur 'autre, ont des
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diamétres infiniment petits, 4,4, tend aussi vers a; donca=R(a);
@ est un point double de la substitation. Supposons que les
domaines A48, tendent vers b distinct de a. La chaine des
domaines conséquents de A dont les indices sont compris entre o,
et 2,4 3, forme un continu G, qui a deux points limites distincts
@ et b pour p infini; G, a donc un continu limite G; or tous les
points de € sont comme a et b des points racines de I'équation
:=1R(3), qui ne peuvent former un continu. Donc a =b. On
voit que la démonstration est valable, pourva que R(z) soit holo-
morphe dans ® et continue sur la frontiére.

Les fonctions R,(s) ont donc pour limite un point double
anique a. D'aprés ce qui précéde, a ne peut pas avoir pour mul-
tiplicatear un nombre de la forme € qui ne soit égal a + 1. Par
conséquent, dans tout domaine invariant ayant au moins trois
points frontiéres les fonctions itérées R, (), si elles n’ont pas de
fonctions limites non constantes, tendent vers @, point double
attractif ou de multiplicateur + 1.

IR étant rationnelle, supposons que F divise le plan en un nombre
fini de régions: nous savons que ce nombre ne peut étre que 1 ou »
et qu'il n'y a pas de fonctions limites non constantes (n° 27). S'il
n'y a qu'une seule région contigué a &, elle constitue un domaine
invariant qui est celui d’un point double attractif ou de multipli-
cateur +1. S'il y a deux régions, ces régions peuvent étre per-
mutées par la substitution’ et constituent alors les domaines atta-
chés aun couple de points attractifs, ou i un point double unique
de multiplicatear — 1, Ou bien encore ces deux régions sont
complétement invaviantes et constituent les domaines respectifs
de deux points doubles attractifs ou de multiplicateur —+1, ou
encore les deux domaines distincts attachés a un point double
unique de multiplicateur -1, mais qui, compte pour deux
(R"a) = o).

Ces préll)isse‘s'posé(:s, nous allons rechercher dans quels cas
I'ensemble § peut contenir un arc isolé de courbe analytique. La
section de ¥ par un domaine convenablement choisi, par exemple
un cercle avant son centre en un l)oint de cet arc et un rayon
convenable se conipuse done d'un seal are régulier de courbe ana-
Ivtique; soit 5 cet arc. ¥ tout entier résulte de s par la transtor-
mation rationnelle Z=R,(z), p ¢tant convenablement choisi.

XLVIIL. 17
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J est donc une courbe analytique continue dont certains ares
peuvenf avoir des points doubles ou des points de rebroussement
ou ¢tre parcourus plusieurs fois; mais on petft considérer §
comme une courbe simple sur une surface de Riemann a d? feuillets
au plus. Si1 7, est distinct d'un point critique de la fonction
R,(Z), deux arcs de § me peuvent pas se traverser sur le plan
simple au point Z,. On a Zy=1R,(z,), 5o ¢tant un point de 5. Si
I'on avait deux arcs distincts passant par Z,, il leur correspondrait
deux arcs distincts, antécédents de rang p des premiers et passant
parle point z, de o. Ces denx derniers arcs appartiennent encore
A §, ce qui est contraire a 'hypothése que = est un arc isolé. ¥ n'a
donc qu'un nombre fini de points doubles et divise le plan en un
nombre fini de régions qui ne peut étre que 1 ou 2. Done [en
remplacant au besoin R(z) par Ry(3)| o appartient, d’aprés ce
qui précede, a la frontiére d’un point deuble attractif ou de mul-
tiplicateur -+ 1. ¢ ¢tant un arc isolé de courbe analytique, cette
circonstance ne peut se présenter que dans les deux cas simples
considerés au n® 43.

Appclohs, pour abréger le langage, substitutions G celles qui.
donnent lieu a un ou deux domaines limités par un are de circon-
férence ou une circonférence entiére. Nous avons Ténoncé sui-

vant :

Sanf dans le cas des substitutions, G, lensemble. § ne com-
prend aucun arc isolé de courbe analytique.

On verrait de méme que F ne comprend aucun arc isolé de
courbe de Jordan simple avant une tangente en chaque point.

87. 1l est remarquable que ¥ peut comprendre néanmoins une
infinité¢ de courbes analytiques (algébriques), mais qui alors ne
sont pas isolées.

Considérons la substitution

1

21 =03 — re)

~3
, , . | . . . v
¢ étant réel et compris entre + S et 1. Le point a I'infini est un

point double répulsif de multipticateur £> 1. Nous allons faire

voir que tous les points de l'axe réel apparticnnent i et méme
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d’une manicre plus précise que les conséquents d'un segment
queleonque de Taxe réel finissent par le recouvrir tout entier.
C’est 1a une discussion ¢lémentaire analogue a celles que nous
avons faites au Chapitre ILI a propos des substitutions a cercle
fondamental.

Etudions les variations de R(s) pour 5 réel, en remarquant
que R(z) est une fonction impaire. R (z) est infinie pour 5 =o,

nulle pour s == \/; . Sa dérivée
, 3
R (z) =C—+ —
z"
est toujours positive. On a alors le Tableau suivant :
. 7’2 — 4// .
Ve Ve —s
_ , _
/1 4 1 1 .
R(z)..... —= —\/— o +\/- - +V/— +-‘£.~|l
< ¢+ ¢ |
Siaeeas 0. + 2. +\/ 1 \/— “+ +=.

Riz)..... ii—f —\/ —\/ c:-l © "'\/(T e

Le point 5= o est un pole de R(z), z === C/% sont des poles
de Ry(z); s === aet == sont des poles de R, (z).

On:a ensuite

Sessanne — L.

]
=C— —

4

1Y [_';‘

y

<1 1

| <1 pour | z| > ———
H pour [ 21> e
'
é/(:—‘—l

| -
E—z—‘>1 pour | 3] <

Soient z un point réel distinct des antécédents du point a U'infini,

€L 3y, 82y o2 .y Sy .-+ la suite de ses conséquents. Cette suite a

des limites d’oscillation finies et méme au plus égales i /== r¢n
(4 I

valeur absolue, car si |z,]| est > V—c_%, [2p41] est <l:,,[. On

aura méme certainement || £ ;—— pour une infinité de¢ valeurs
‘¢ 1
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4

. o/ . .
de n; en effet, les points == \/ETI forment un couple répulsif.

de multiplicateur (4¢—+-3)%; donc |3,| ne peut tendre vers

\/‘/ ! _que si I'on a constamment, a partir d'un certain rang,.
o ¢

*
<p = :i:

1
c+1

Ceci posé, soient ab un segment de l'axe récl, a, by, asb., ...
ses conséquents. Je dis que a,b, finira par comprendre le point
d l'infini a son intérieur ou a 'une de ses extrémités. Supposons
qu'il n'en soit pas ainsi; les points de a, b, seront done toujours
distincts du point al'infini et aussi des points o, == \‘/Z’ o, =f.

Or on a une infinité de fois

apls ——-
| n|~€/C+I

Le segment a, b, sera donc une infinité de fois intérieur a I'un
o s /1 s /1 . o i
des segments (0, \/5> ou (0, — \/Z'> Comme < , L

. . “
segment a,b, sera alors ou bien dans le segment ((‘J, \/‘\ ou
\ : ¢

dans son symétrique, ou bien dans le segment (0, 8) ou dans son
Y {ue, 9
symétrique. Dans ce second cas, le segment a,_,b,_, sera int¢-

C—+1

. . L e, . v /1
rieur a un segmen( ayant une extremite au pmnt -+ \/—c- et ne

pourra pas dépasser = a ou == 3. Donc, dans tous les cas. a, b,
sera une infinit¢ de fois intérieur & 'un des segments (2, 3) ou
(— =, -~ 3) c'est-a-dire a un segment borné n’ayant pas d’extré-
mit¢ a Porigine des coordonnées.

Ceci posé, on a

sR'(3) 3+

R(z) :c——L.

Pour s réel, le second membre est toujours plus grand que 1 en
valeur absolue; il tend vers 1 pour 3 infini, mais pour |z]|<<a, on
aura

zR'(3)! -
Ry k>



ou

En intégrant dans un intervalle oo R(z) reste fini, on a

R(a)

log =—— R(D)

-

log%'-

Nous aurons donc pour nos intervalles a, b,

a G
log = \10" 2 'l
, 85,17 1'% B0y
c¢onstamment, et )
a
log 52 b lofrb" ! (k>1)
une infinité de fois. Par suite,
lo ai > et | log &
S R D)

b,
z(n) tendant vers I'infini avec n. Donc —= a pour scules limites
Il

(l indétermination o et w. Ceci est incompatible avec le fait' que
«, b, est une infinité de fois intérieur au segment af3.

On doit donc admetire que a, b, finira par comprendre le point
a l'infini a son intérieur ou a I'une de ses extrémités, Mms sil’ ona
un segment tel que (a,,+ ), comme les points a,,+,, Auyay + -

ﬁmc\f‘nt par depasaer vers la drone, on aura des segme nts

=
C
ronsequents comprenant l'origine et finalement tout I'axe réel,

On voit_donc bien que tout point de I'axe réel appartient & J,
auncune suite des fonctions R,(z) ne peul converger sur un
segment de cet axe. I’ autre part, I'axe imaginaire uppzn‘lit‘nt
aussia ¥, car la substitution ne chanwe pas si 'on remplace z par i5

zy.par i3,. Il en sera de méme pour toutes les courbes antécé-
denles des deux axes de coordonnées qui sont des courbes algé-
briques en infinit¢ dénombrable. Cherchons, par exemple, les
courbes antécédentes immédiates de axe réel. Posons

z = ‘P‘e"'“’, ‘
sin 3!,)\
]

P

cos3m

. 1 . . .
:.,=cpe“"——§e_““’=(,CPCOS“’.— o )+t(cpsnnw+
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En exprimant que 3, est réel, il vient
cptsinw + 3 sinw — 4sindm = o.

il

En supprimant la solution sinw = o; ¢ui donne Vaxe réel,
vient

-

B

cot+ 3 —4sintw =0
ou, en coordonnées cartésiennes,
clxrt+4y?)4 32— y2=o,

courbe du sixiecme degré ayant un point double a I'origine. Toutes
ces courbes ont, du reste, des points doubles.

Ainst § comprend ici des courbes algébriques. On pourra véri-
fier qu'il ¥ a des points de § (notamment des points périodiques
d’'ordre 2 non situés sur les axes). qui n’appartiennent pas a
ces courbes. On constate aisément qu'il ¥ a (uatre pdints doubles
attractifs. Ce sont les points

1

z‘=~—, n »
1—cC

placés sur les bissectrices des axes de coordonnées et dont les
multiplicateurs sont la valeur (4¢ — 3). Les points critiques de la
fonction R_,(3) sont le point a Finfini qui est en méme temps.un

P )
point double répulsif et les points %—c-‘/——- %; ces derniers, placés

sur les bissectrices, appartiennent respectivement aux domaines
immeédiats des’ quatre points doubles attractifs. 11 n'y a pas d’autres
fonctions limites que les constantes (ui correspondent a ces quatre
points (*). Les domaines immédiats de ¢es points sont simplément
connexes et limités par des courbes qui n'ont de tangente en
aucun point; la chose n’est douteuse que pour les antécédents du
point a I'infini. Il n'est pas difficile de voir qu’il n’y a pas de tan-
gentes en ces points. Ces quatre domaines ont des antécédents
distincts d’eux-mémes, en nombrte infini et limités par des courbes

() On pourrait déduire de Ia trés rapidement que i’axe réel appartient & g
Mais la méthode directe ct ¢lémentaire employée s'applique & des'cas ol I'on ne
connalt pas l'ensemble dérivé des conséquents des points critiques de R_,(z).
Pour les substitutions 2 coefficients réels, on peut former de diverses maniéres
des exemples trés généraux ou la méme circonstance se produit. )
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de méme nature. L'ensemble de toutes ces courbes ne constitue
pas tout I'ensemble 7. En effet, elles n'ont en commun avec les
courbes algébriques considérées plus haut qu'une infinité dénom-
brable de points. Je ne sais pas si ¥ a d’autres points que ceux de
ces deux séries de courbes. Dans tous les cas, on voit bien que
les arcs de ces courbes ne sont pas isolés dans §; car tout point
de & est limite d’antécédents des domaines immédiats des quatre
points doubles, les dimensions de ces domaines tendant vers zéro.

Ce méme exemple nous conduit encore & une propriété curieuse
’ 1
qui mérite d'étre signalée. Faisons la tramsformation z,= ¢+,
1 . . .
s ==1t"; on obtient encore une substitution rationnelle

\ 4

tl—t c
L

Les ¢, n'ont pas d’autre fonction limite qlie'la constante ——, qui

représente un point double attractif correspondant aux quatre
points de 1'exemple précédent; les ¢, convergent vers cette cons-
tante dans une infinité de régions distinctes séparées par §. Ainsi
il y a une infinité de régions de convergence des ¢, qui sont les
antécédentes du domaine immédiat d’un point double attractif et
ce sont la les seules régions de convergence.

Pour étre complet, il nous resterait a étudier la frontiere du
domaine immédiat d’'un point double, quand ce domaine est
d'ordre de connexion infini et & étendre pour ce cas les propo-
sitions des n* 43 et 44. On.y parviendrait probablement par la
méme méthode en ayant égard aux travaux récents relatifs a la
représentation conforme des domaines a connexion multiple (Poin-
caré. Keebe, etc.). Mais on doit remarquer que, dans ce. cas,
f, s'il n'est pas partout discontinu, comprend une infinité de
continus distincts; dans tous les exemples que mous avons pu
étudier, aucun de ces continus n’est isolé, tous les points de f
étant limites de domaines extérieurs a D, dont les dimensions
tendent vers zéro. Il en est probablement toujéirs ainsi; mais il
fandrait ¢lucider d’abord ce point avant de rechercher si f peut
renfermer une ligne analytique isolée. Il est dailleurs évident
que si le domaine D est complétement invariant, comme cela a
lieu pour le point a Vinfini dans une substitution polynemiale,
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J coincide avec & et que les résultats qui préceédent lui sont alors
applicables.

CHAPITRE VII.

58. Les développements des Chapitres précédents vont nous
permettre d’étudier les solutions uniformes de certaines équations
fonctionnelles exprimant une relation entre les valeurs d’une fonc-
tion de variable complexe et celle qu'on en déduit en effectuant
sur la variable une substitution rationnelle donnée. Pour étre trait¢
d'une maniére compléte, ce sujet exigerait de longs développe-
ments concernant la convergence des séries ou des produits -infinis
qu’on peut former avec les itérées d’une fraction rationnelle. Cette
étude qui est facile, tant qu’on reste a I'intérieur des domaines de
convergence de ces fractions itérées R,(z), devient au contraire
tres difficile sur les frontiéres de ces domaines, et pour surmonter
ces difficultés quand on ne fait aucune hypothése particuliere sur
la nature des frontiéres, il faudrait compléter sur quelques
points les résultats déja acquis. Nous étudierons d’'une maniére
assez compléte les solutions des équations fonctionnelles de
Schrider ‘et d’Abel et nous donnerons quelques indi sations
sur les solutions d’autres équations un peu plus compli-
quées.

Pour qu'une équation fonctionnelle telle que

AVfIR(2)], f(2), 5| = o,

ou A est une fonction donnée, f(z) une fonction analytique
inconnue, ait un sens précis, il faut que si le point 5 appartientau
domaine d’existence de la fonction, il en soit de méme du point
s, = R(z); ce domaine doit donc contenir ses conséquents. Sil'on
résout I'équation fonctionnelle par rapport a f[R(5)| et quon y
remplace ensuite = par R_,(5), en choisissant une détermination
convenable de cette fonction inverse, on définira f(s) dans un
domaine D_, antécédent du domaine initial D et contenant D. On
définira de méme f(3)dans D_,,D_,,..., D_,,.... Le domaine
limite de D_, est alors un domaine invariant. Si nous supposons
que ce domaine invariant soit un domaine maximum, c’est-a-dire
qu'il ne soit pas contenu dans un domaine invariant plus grand, il
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est alors conligu a &, du moins lorsqu'il a plus de deux points fron-
tieres. Le cas ou ce domaine comprend tout le plan, sauf peut-étre
un ou deux points, ne parait conduire qu'a des fonctions uni-
formes banales quand R(z) n'est pas du premicr degré: il peut
conduire a des fonctions multiformes intéressantes, qui peuvent
étre par exemple des fonctions inverses de fonctions méromorphes;
nous en verrons des exemples. Si, au contraire, ce domaine inva-
riant est contigu a §, il ne peut étre que ce (ue nous avons appelé
le domaine immédiat d'un point double attractif ou de multiplica-
teur égal a 41, ce dernier cas étant, comme nous le savons,
un cas limite du premier, mais dont I'étude est bien plus compli-

quée (1).

39. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces indications
d’ordre général (ui seront précisées par des exemples et nous
allons étudier maintenant les solutions uniformes de I'équation
fonctionnelle de Schrider dans le domaine d'un point double
attractif & de multiplicateur non nul

F[R(z3)]=sF(3) [s=R'(2),0<|s]| <]

M. Koeniges a démontré que cette ¢quation admet une solution
8 q { ,
holomorphe dans un cercle de centre z et de rayon r suffisamment
petit pour (u’on ait en tout point de ce cercle

|R(3)—a| <klz— 2] (k<)

Cette solution qui est nulle et de dérivée égale a 1 en a cst la

.. C . . R,(3)—2 .
Limite pour n infini de I'expression ———=; la convergence uni-
st ) el

forme de cette expression est d’ailleurs facile A démontrer, enl’écri-
p )
vant sous la forme

C'est ce que fait M. Kwenigs dans son Mémoire bien connu.
Si F(z) désigne cette solution fondamentale de I'équation de

(1) Nous laissons de coté le cas qui ne se présente probablement jamais, ou il
v aurait des domaines invariants singuliers dans lesquels les R, (5) auraient des
fonctions limites non constantes.
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Schroder, toutes les solutions holomorphes ou méromorphes
en o de la méme équation ou I'on remplace s par une eonstante indé-
terminée sont de la forme C[F(3)}*», C constante arbitraire et
n entier quelconque. On peut donc se borner a la solution fonda-
mentale, si on laisse de coté celles qui ont en 2 un point critique
ou un point singulier essentiel.

Si mainteniant on suppose R ( z) rationnelle et qu'on fasse varier 5
dans tout le domaine immédiat D, du pomt double, le produnt
infim qui définit F(z) étant uniformément convergent dans tout
domaine fermé complétement intérieur & Dy, F(z) est holo-
morphe dans D, et y vérifie en chaque point 1'équation de
Schrider.

LLes zéros de cette fonclion sont les antécédents de 2 intérieurs
a Dq; vela résulte immédiatement de I'équation fonctionnelle elle-

Rp(z)—a . .
Lsn)—_‘ Ces zéros sont d’ail-

méme ou de I'équation F(z) = lim
leurs en nombre infini; nous savons, en effet, que la fonction
R_,(5) égale a a pour s =a et prolongée a l'intérieur de Dy y
présente au moins un point critique ¢, lequel est distinct de «,
puisque s = R’(a) £ 0; si zdécrit un lacet partant de « et y reve-
nant aprés avoir tourné autour de ¢ en restant a 'intérieur de D,
R_.,(5) décrit un chemin qui part de 2, reste dans D, et aboutit
en a_,, antécédent immédiat de « distinet de x; on conclura de
laalexistence de a_,, 2_3, ..., intérieurs a Dy, distincts entre eux
et distincts de a. Ces points a partir d’un certain rang ne sont ni
point eritiques, ni limites de points critiques des fonctions R_,(3);
on pourra décrire autour de 'un d’entre eux 2" un petit cercle &

intérieur a D, dans lequel les fonctions _ﬁ_,,,(;) restreinte au
domaine D, sont uniformes et forment une famille normale a fonc-
tions limites constantes, ces constantes ayant pour affixes la tota-
lité des points de la frontiére f'de D4. Tout cela estbien connu par
les Chapitres qui précédent. Chaqueé point de f est donc limite de
domaines intérieurs a E, et antécédents de 8. En vertu de I'équa-

tion fonectionnelle
F[R.(3)|=s"F(3),

la fonction F (z) prendra dans F'un quelconque 3_, des domaines.

antécédents de rang n de 3, toutes les valeurs 77 ou Z désigne
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une valeur quelconque de F(3) dans ¢; les points 7 couvrent un
domaine e qui comprend I'origine puisque F(2') = o; les domaines

] . ,. . P .
sembl:lhles;' e rvenferment donc a leur intérieur un point quel-

conque du plan antre que le point a infini a pactic d'une

. . 1 . . .
certaine valeur de 2 puisque — > 1. D’ou cette conclusion :

Is|

La solution fondamentale de [équation fonctionnelle de
Schrider est une fonction holomorphe & Uintéricur de Dy.

Elle posséde a Uintérieur de ce domaine une infinité de séros
ayant pour points limites tous les points frontiéres du domaine;
au voisinage de.chacun de ces points frontiéres la fonction est
complétement indéterminée et prend toutes les valeurs excepté
Uinfini.

60. 11 s’ensuit évidemment que tous ces points frontiéres qui
forment un ensemble parfait, continu ou discontinu, sont des
points singuliers cssentiels de F(z). Le domaine d’existence de
celte fonction coincide donc avec le domaine de convergence du
produit infini qui permet de la définir, ou plus exactement avec la
partie de ce domaine de convergence (ui est d’un seul tenant
avec o. Mais supposons que ce domaine de.convergence ne sott pas
d'un scul tenant. C'est dire que D4 posséde unc infinité de
domaines antécédents distincts et dans chacun d'eux la fonction
Rn(z)"'".l

.8"

rationnelle converge uniformément vers une fonction

holomorphe.. Considérons par exemple un domaine D_, antécé-
dent immédiat de D, et distinct de D,. Nous définirons ainsi
dans D_, une fonction F,(3); z étant dans D_,, R(z) est dans D
¢t I'on a

F[R(3)}=sF(3),

. . 1

Fi(2) = JF[R(3)].
Mais on a aussi, lorsque z est intérieur au domaine immé-
diat, ‘

F(z):%F[R(z)].

De la comparaison de ces deux derniéres équations il résulte évi-
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demment que tout procéd¢ de prolongement analytique générali-
sant celul de Weierstrass, et qui en aurait les propriétés essentielles,
devrait donner I,(s) comme prolongement de F(z) dans D_,.
Mais il faut remarquer que les domaines D, et D_, peuvent
n’avoir aucun point frontiére commun et que, tout au moins dans
les cas simples, ils en ont un nombre fini. Il faudrait donc pour
pouvoir appliquer un procédé analogue a celui de M. Borel, obte-

nir une expression donnant la méme limite que 5"(7;”)-——/ dans Dy
et-ses antécédents, mais convergeant uniformément sur certaines
lignes sortant de ces domaines. Je n’ai pas réussi a former une
pareille expression (').

Toujours est-il que si I'on se limite au point vue de Weierstrass
la fonction F,(s) ne peut pas non plus étre prolongée au dela
de D_,. L'expression de M. Kwnigs définit alors une infinité de
fonctions analytiques a domaines d’existence limités et distincts.

61. Nous allons étudier maintenant la dérivée de F(3) qui
vérifie I'équation fonctionnelle

F'[R(z3)]R'(z)=sF'(z),
et plus généralement
F'[Ry(2)] R}, (z) = s» F'(3).

Comme F n’est jamais infinie dans Dy, il faut et il suffit,
pour que cette dérivée s'annule, qu'on ait R,(z) =0, ce qui

équivaut a
R'(z)R'(2,) ... R'(3p-1) = 0.

"‘Nous supposerons pour éviter une discussion sans grand intérét
que le point a Iinfini n’est pas intérieur & Dy. Alors R'(5) =0
a toujours au” moins une racine dans ce domaine, puisque la
fonction E__; (5) restreinte 4 D y posséde au moins un point cri-
tique c; I'équation R(s)=c ayant ainsi une racine double
dans Dy, ona R'(3) = o. Les racines R, (5)= o sontles 8 etleurs
antécédents jusqu’au rang n — 1 : en faisant varier n et en ne pre-

(') Un tel procédé devra satisfaire i la condition de définir F(z) dans un
domaine ou un ensemble de domaines invariant.
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nant que les antécédents de 3 qui sont intérieurs a Dy, on obtient
les zéros de F'(3) qui sont en nombre infini et ont pour points
limites tous les points de la frontiére f; tout se passe comme pour
les zévos de F(5).

Considérons plus généralement I'équation fonctionnelle

F[R(3)]= (3),

i
el
ot A(3) est une fonction rationnelle donnée et cherchons les con-
ditions pour qu’elle admette une solution holomorphe ou méro-
morphe en 2. Si F(3) est de la forme (z—a)*™. ® (s —a), @
n'étant ni nul ni infini a Lorigine, F[R(2)] sera de la méme forme
avec le méme entier == m puisque R'(2) n’est pas nul; il s’ensuit
que A(2) ne doit étre nt nul ni infini. On obtient ensuite la
condition

A(a) doit donc avoir une valeur qui dépend de I'entier &= m. Si
nous prenons m = o, c¢’est-a-dire une solution holomorphe et non
nulle en o, il vient
A(a)=1.
Cette solution existe effectivement et 2st représentée (en faisant
abstraction d'une constante multiplicative arbitraire) par le pro-
duit infini
A(5)A(51) .o A(30) ...
Ce produit est absolument et uniformément convergent dans D,
puisque A(s)=1+4a(s £ %) + ... et que 3, — o tend vers zéro
comme s». I1 y représente une fonction méromorphe ou holo-
morphe. On sera certain que cette fonction admet effectivement
comme points singuliers tous les points frontiéres de ce domaine
quand A(z) aura un zéro a lintérieur de D, [nous admettons
pour éviter toute discu$sion que les zéros de A(z) ne sont pas
des antécédents des poles de cette méme fonction |. On verra en
effet, comme précédemment, que tout point de fest alors limite de
zéros de la fonction.
Supposons maintenant gne F(z) soit de la forme

(3 —a)=m d(3) [‘b(a) et q)(la) ,co]
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® (z) doit vérilier 'équation fonctionnelle

3—a JFm 1 1
0] = [ | s = e
B(z) n'étant ni nulle ni infinie ¢n ; on est ramené au cas précé-
dent.
Enfin, on pourra faive des remarques anﬁlogucs au sujet de la
série

B(z)A(3)+B(z)A(3)A(3)+...+B(3) A(3)A(2))... AM(3n) +...

qui est uniformément convergente dans tout domaine intérieur
a Dy pourvu que les fonctions rationnelles A et B vérifient les condi-
tions B(a) =0 et A(a) = 1. C'est alors une solution méromorphe
dans Dg de T'équation

®[R(3)] =ﬁ ®(z)— B(z),

qui dans des cas ¢tendus aura tous les points de f comme points
singuliers.

62. Nous allons maintenant revenir a I'étude deé la solution fon-
damentale de I'équation de Schrider, que nous appellerons plus
brievement la fonction de Kanigs et préciser ses propriétés dans
le cas o il s’agit d’une substitution a cerele fondamental de pre-
micre espeéce. Nous supposerons que le cercle fondamental est le
cercle | 5| = 1, le point double intérieur ¢tant alovigine. Il résulte
de ce qu’on a déja démontré que la fonction de Keenigs tend vers
I'intini, quand on s’approche dela circonférence, pourvu-que les
chemins décrits ne traversent pas certains domaines en infinité
dénombrable, mais extérieurs les uns aux autres qui entourent les
zéros de la fonction, c'est-a-dive les antécédents de Porigine. Nous
allons nous efforcer de prendre ces domaines aussi petits que
possible sans que la propriété cesse d’étre exacte. Soit y une circon-
férence intérieure et concentrique au cercle fondamental C et com-
prenant a son intérieur les points critiques de R_, (5) dans C;va
pour antécédente immédiate y_,, courbe d’un seul tenant qui
entoure y, pour antécédente de rang n PYon qui entoure Y,
et tend vers la circonférence frontiére f'; les zéros de I(z) dans la
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couronne (¥, ') sont ceux de la couronne (7 Y-1) et leurs antéceé-
dents. Supposons par exemple qu'il y ait an seul zéro simple de
¥(z) dans (y,v_,); nous allons I'entourer d'une série de circon-
férences ayant leurs centres en ce point et de longueurs respectives

Aogh, giN, ., gt

el

ou ¢ désigne un nombre <1, mais > |5 |[s =R'(0)]; ces petites
circonférences limitent les cercles (), ¢ (%), ¢2(8), ..., ¢~ (8),
intérieurs & (Y, y_ ). Dans la partie'de (y,y_\) extérieure a ¢” (3),

On aura
[F(3)] > Agn.

Si jenléve de (v,v 1) le domaine (8), de (y_i,y-2) les domaines
antécédents de rang 1 de q(o)', en général de (Yo, Y_(nyqr)) les
domaines antécédents de rang n de ¢" (8), en vertu de I'équation
fonctionnelle

F[Rn(2)] =s"F(3),
Jaurai dansla couronne de rang n ainsi ]:)e‘rforéo

A(]"
Ts] ’

quantité qui tend vers U'infini puisque ¢ > | s |

|F(s)1>

11 s’agit maintenant de montrer que la somme des longueurs des
contours des domaines supprimés forme une série convergente.
Les fonctions R_, () n’ont pas de points critiques dans (v, vy ).
ni méme dans une couronne plus élendue comprenant a son inté-
ricur les circonférences v et f; elles sont uniformes dans.cette cou-
ronne transformée par une coupure radiale en un domaine simple-
ment connexe A. On peut alors leur appliquer le théoréme de
M. Kwhe. Dans tout domaine intérieur & A, notamment dans la
couronne (v, f); on aura pourtoutesles fonctions o () =R _, (s)

5)

-6

Q|

/

!

~Q
) et 5 ¢tant deux points quelconques de (v, /); | 2/ (3) ] mesure le
& o K
grandissement linéaire en un point quand on passe du domaine
initial a I'un de ses antécédents; on peut dire que lc rapport des
grandissements linéaires en deux points quelconques est toujours

-G
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compris entre Q et =; il en sera de méme pour le rapport des gran-
dissements de deux lignes quelconques de longueurs finies
letl: '
v, 1, 1
L R A
Q ~ l/ . l ~ Q
Considérons. en particulier, les deux lignes suivantes : la circonfé-
p ’. 8
rence f de longueur 2 et la circonférence de longueur %¢" qui
imite ¢*(2) et soient [_, et v_, les longueurs des lignes corres-
limite ¢™(c) et t {_, et y_, les longueurs des lig
pondantes dans 'un quelconque des domaines antécédents de
rang n de A (ces domaines sont en nombre «*, A étant affecté
d’une coupure).

On aura ainsi
lfn -)\—n

DX YN T

La

-
2T

E 1,

S e S
hd PTQ ’
i

<

I
Q
et, par conséquent,

( 2T

la  sommation étant faite pour les lignes -antécédentes (en
nombre d?) de rang déterminé n; mais les antécédents de rang n
de la circonférence f sont des arcs de cette: méme circonférence
el dont I'ensemble recovvre f-sans omission ni double emploi,

de sorte que
N ,
2 5, =a2m.

i

2 2D, %"

i

On aura donc

Si maintenant on fait varier n de zéro a 'infini, on obtient comme
somme des longueurs des contours qui limitent les domaines qu’on
a enlevés, une quantité inférieure a

).i L
Qe T Q=g
(uantité finie et qui peut étre rvendue aussi petite quion

le veut pour % suffisamment petit, Q et ¢ détant indépendants
de .
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Si au lieu d'un seul zéro de F(z) on en a plusieurs dans la cou-
ronne (v, v_,), on opérera pour chacun d’eux de la méme maniére;
X deiloner alors la somme des longueurs des circonférences limi-
tant les cercles () en nombre fini. Sll on a des zéros multiples on
devra prendre ¢P > |s|, puisqu'on aura |F(3)|> A ¢?, dans la
couronne (Y, v_,) d’oit on a enlevé les (8).

On voit donc que les domaines enlevés sont vus de l'origine sous
des angles dont la somme peut étré rendue aussi petite qu'on le
veut, puisqu’on peut les supposer extérieurs a un cercle de centre o
et de rayon . par exemple On peut donc dire que sur un ensemble
de ravons issus de Iorigine et dont la mesure différe de 2=
@’aussi peu qu'on le veut, I*( ) tend uniformément vers I'infini
quand | 3| tend vers I'unité. En effet, on peut déterminer un tel
ensemble de rayons qui ne traversent pas les domaines enlevés de
C:pour|z|>r,rayondey, 5 est dans une couronne [Yons Yoc=1))
et l'on a |l*(:),> AM” (M >1). Or, il est a peu prés évident
que si | 5| tend uniformément vers 1, n tend uniformément vers
infini, car les couronnes [y_(n_1), Y. | pour n << n' forment un
domaine complétement intérieur a G, et par conséquent a un cercle
concentrique de rayon 1’ <1.

Il est donc démontré que sur tous les rayons issus de l'origine,
sauf peut-étre ceux d’un ensemble. de mesure nulle, |F (5)] tend
vers l'infini quand | 3 | tend vers I'unité.

63. Il n'est pas‘ sans. intérét de préciser l'ordre de grandeur
relatif de l'entier n et de r:ll—:”'_l Nous .poserons | 3| =g. Nous
remarquons ensuite que R’(s) étant bornée dans G et par suite
inférieure en module & un nombre H> 1, on a aussi dans G

|R,(2)|=|R'(3)R'(5.1) ... R'(3p—1) | < H~

Soit toujours [y_p, y- la couronne antécédente de rang n de
J ny Y—(n41)

(vevoi); comnderons sa plus courte distance ala cire onh-wn(‘t‘j‘

c eal un segment & qm a pour nitme conséquent un arc de -courbe

joignant un point de f'a un point de y_, et par conséquent de

longueur au moins égale a la plus courte distance b de y_, 4 f.

Les éléments d’arc ds et ds, étant liés par la relation

ds,=| R, (3) | dc»
XLYIII. 18
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on aura
- b

— e o TS
max | R}, (3)] ~ H»

3>

D’autre part, nous avons. démontré qu'on a sur f et dans une
couronne environnante d’une certaine épaisseur

IR (5)]> K>

imégalité_qu’on peat supposer vérifice entre y et f. Il s'ensuit.

ainsi que nous 'avons déja remarqué, que tout point de y_, peut

étre relié & un point de f par un arc de courbe de longueur infé-
\ .

ricure & +—, b’ étant la distance de y a f. Donc pour tout point de

Kn»
la couronne h’__n, {*3',,+.)], on aura
b by
eSS K

On peut remplacer cette double inégalité par la suivante :

G << Z G'n,

©

G et G étant des constantes plus grandes que 1. Telle est la rela-
tion gue nous voulions obtenir et qui.va nous permettre d’évaluer
le module maximum R (o) de | F (5) | pour.|5|=1p. Nous suppo-
serons ¢ > r; le point = = pe pour lequel | I (pe®)| atteint son
maximum est situ¢ dans une couronne [y, Y_tay1y]; €crivons la
relation

F(z)= o F(3-).

Il s’ensuit que si B est le module maximum de F(3) dans (Yyv=1)s

on a, en ce point,

[F(s)l = IR (p) < B‘%’",

Mais, d'aprés la double inégalité qui précede, on a

| [
Yo
n < ————-—(g ]
logG -’
on a donc
1
log f|

K 1
DM (p)<Be "¢ s (=)
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ou, ¢n pOSﬂlﬂ

I
log| 5.
"= TogG ’
T
M(p) < B——m-
(¢) (I—p)¥
Dautre part, la circonférence | 5| = 7 a certainement des points

extérieurs aux domaines que nous avons supprimés de C au cours
de la démonstration précédente, ou méme plus simplement des
points extérieurs aux domaines antécédents des (8). Car ces
domaines sonl extérieurs les uns aux autres et dans chacun d’eux
Pargument de 5 a une oscillation inférieure a 27. On aura, en un

tel pnint:

: [p e
on a donce
“lf,
! —'.,log
;)11(;,',>A1§ ‘A T =)
P
ou
I
log| -
¢ - A . g5
.)R(P),) m, o= IOgG' .
On a finalement
A ‘ o
T <M< T

p et w étant positifs. Il s’ensuit que la série de Taylor qui repré-
sente I°(z) est d’ordre fini sur son cercle de convergence. Nous
adlons voir en effet que des intégrations successives en nombre
fini la transforment en une fonction bornée. 11 suffit d’observer

qu'on a

. gl
[F(z)d:.‘:\[ F (5 e) e do
o0 0

£ Foodg B’
<" Y .
[ m(‘o)d‘9<l.,., (r—g)% =~ (1—p bt

y

Nous obtiendrons donc ainsi aprés N quadratures (N =|u|+1),
une série de Taylor continue ainsi que sa dérivée sur le cercle de
convergence et qui y sera absolument convergente. Les coefficients
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de la série de Taylor de F(5) sont donc tels que

[anl
no

<k,

ce qui caractérise les séries de Taylor d’ordre fini. Nous ne cher-
cherons pas a évaluer cet ordre plus exactement ('). On peut
toutefois remarquer qu’en vertu de la formule

2
1 1

by [F(pe®)|2db=]al?+|ay [2p2+...4+ |, 202+ ...,
0

1

r—p

1.
précéde la série X| a, |? estnécessairementdivergente ; donc ne |an|
ne tend pas vers zéro si e>> o.

II ne résulte pas nécessairement des développements qui pré-
cédent que la fonction F(z) tende vers l'intini sur des circonfé-
rences concentriques tendant elles-mémes vers f. Mais on voit
facilement qu’elle tend vers l'infini sur des courbes qui tendent
vers f en s’enveloppant mutuellement de maniére que leurs lon-
gueurs restent bornées. C’est ce qui a lieu sur des courbes v_,.

En effet, en appliquant le théoréme de M. Keebe comme précé-
demment, mais cette fois aux points des deux courbes y et fde

le premier membre tendant vers 'infini avec d’aprés ce qui

longueurs / et 2w, on trouve de suite, en appelant /_, la longueur
totale de la courbe y._y,

L,<t

-—n Q b

et sur ces courbes F(z) tend vers l'infini puisqu’il n’y a pas de
zéros de I¥(z) sur +.

64. Nous allons maintenant préciser quelque peu le mode de dis-
tribution des zéros de I'(3) autour d’un point déterminé a de f.
Reprenons le raisonnement du n°® 51 (Chap. VI); b étant un point
de f, limite de conséquents de @, nous considérons un domaine A
contenant b et les domaines antécédents de A qui tendent vers a;

(') En €tudiant F(z) au voisinage d’un point double répulsif, on verra que
par un choix convenable des multiplicateurs on peut rendre cet ordre aussi grand
qu'on le veut, R(z) étant par exemple du second degré. Mais c’est I'ordre
minimum qu’il faudrait trouver.
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de lasuite des fonctions R_, (z) correspondantes nous en extrayons
une autre pour laquelle on a Pexpression asymptotique

Su(3)—a = pa[o(z) + ea(3)].

On a 9 (b) = o et lafonction z'= ¢ (z) fait lareprésentation de A
sur un domaine A'; nous sommes ici dans le cas exceptionnel ou f
est analytique et arc A de f contenu dans A est représenté dans A.
par une droite )’ passant par l'origine. Soit p un zéro de la
fonction F(z) contenu dans A auquel correspond un point p’ dans A'.
Prenons- maintenant les antécédents de A au moyen des fonc-
tions f, définies par la formule qui précéde; a l'arc ) de f il va
correspondre un autre arc de f passant par a; si z est un point
de %, Vargument de f,,(7) — a tend donc pour 7 infini vers une
valeur déterminée w qui.correspond a la direction de la tangente
en a; dans les mémes condltlons l’argument de fn(p)—a tendra
vers la valeur © —+ 4, 4 étant 'angle de O'p’ avec la droite )’ dans
le plan des 5'; ¢ n’est pas un multiple de =; les points f, (p), ¢’est-
a-dire les points antécédents de p qui tendent vers a sont donc sur
une courbe qui fait un angle déterminé et non nul avec la circon-
férence; ces points sont encore des zéros de F(z). Ainsi par
chaque point @ de f il passe une courbe faisant un angle fini
avec f et qui contient une infinité de zéros de F(3) ayant a
pour point limite.

Sur un tel chemin, F(z) ne tend pas vers une valeur déterminée’;
d’une part, elle a la valeur zéro comme limite d’indétermination;
d’autre part, on voit de suite que l'infini est toujours une limite
d’indétermination de F(3) sur un continu quelconque tendant
vers f. Ainsi la fonction n’a pas les mémes valeurs limites sur deux
chemins aboutissant au méme point frontiére, 'un normal, 'autre
oblique sur f, contrairement a ce quise passe pour les fonctions qui
ne prennent qu’une fois chaque valeur dans un domaine. Ce qui se
passe ici est au contraire a rapprocher des propriétés de la fonction
modulaire au voisinage de sa coupure; la fonction a d’ailleurs
quelque analogie ayecles fonctions automorphes, puisqu’elle prend
au facteur s” prés les mémes valeurs dans des domaines équivalents
par rapport a un groupe discontinu de substitutions algébriques,

ces domaines devenant infiniment petits au voisinage,de la cou-
pure.
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Je ne sais pas s'il existe effectivement un ensemble de mesure
nulle de rayons sur-lesquels F(5) ne tend pas vers I'infini. Mais
soit un.chemin {_aboutissant en un point.a de f et coupant f sous
un angle determme pour fixer les idées, nous supposerons que L
est une droite ou une circonférence. Nous allons démontrer qu'on
peut remplacer £ par un autre chemin £’ terminé en a et faisant le
méme angle que £ avec f sur lequel f(z) tend vers I'infini. Nous
considérons encore les domaines [¢"(8)]_n -ayant exactement la
méme signification que précédemment et que nous désignerons plus
briévement par e,; £ rencontre le contour d'un e,, qui est une
courbe algébrique en un nombre fini de points; un segment de £
intérieur a e, sera remplacé parl'un des deux arcs.du contour de e,
qui ont les mémes extrémités que ce segment; décrivant £ depuis
un point intérieur i G jusqu’a @ nous répétons cette opération suc-
cessivement sur tous les segments 5nalogues que nous rencontrons;
mais les domaines e, ainsi rencontrés tendent vers a puisque leurs
dimensions tendent vers 2éro (il en est de méme d’ailleurs pour
les _, qui renferment ces e;). La courbe . ainsi modifiée, soit £,
tend donc toﬁjou.rs vers a. Je dis d’autre part que les contours de
ces e, sont vus de a sous des angles qui tendent vers zéro. S'il
i’en est pas ainsi, considérons tne suite de ces e, pour lesquels cet
angle ne tend pas vers zéro; de la suite des fonctions R_,(z) qui
font la représentation conforme des ¢, (2) sur ces e;, ou de 3 sur
ces Gp, NOUS pouvons -en extraire une autré (ui est représentable
par la formule asymptotique

Su(z)—a= (-'-n[‘?(’z) +en(3)];

¢ () n'est pas une constante, mais n'est pas nulle dans 8. La dif=
férence des arguments de deux valeurs de f,(z)—a ne change
évidemment pas si 'on supprime la constante muhiplicative o du
second membre. Soit z, le centre de 3; la cnrconference de ¢ (%)

est représentable par
o+ ZTp eiw"

. N , ) . . ]
w variant de o a 2w et ., étant le rayon qui tend vers zéro avec .

Le second membre de I’égalité précédente, divisé par un, devient,
qunnd on y remplace 3 par cette valeur,

¢ (B0+ ¥y ei®) <, (594 x, €i0),
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() tendant uniformément vers zéro dans 3, et o (S0t zneio)
tendant uniformément vers ¢(5,) qui n'est pas nul, Pargument de
cette quantité tend uniformément vers celui de ¢(z,). Il s’ensuit.
que le contour ¢, est vu de @ sous un angle qui tend vers zéro. Le
chemin ' fait donc le méme angle que £ avec f, et d’autre part on
asur £, comme on I'a vu précédemment,

[F{z)|>Mn (M >1),

et I'entier n tendant vers l'inlini quand 3z tend vers a (').

On pourra donc en particulier mener par tout point de f un
chemin normal a £ sur lequel F(s) tend vers I'infini; ce chemin
ne devra ¢tre distinct du rayon que pour un ensemble de points de
“mesure nulle. Mais on voit que deux chemins tangents entre eux et
non tangents a la circonférence ne sont pas équivalents au point de
vue des valeurs-limites de F(z) qtﬁ pourra avoir une mfinité de
zéros sur I'un et tendre réguliérement vers 'infini sur 'autre.

65. Nous allons considérer maintenant la fonction dérivée F'(3).
On peut choisir r de maniére (ue dans la couronne comprise
entre f et le cercle y de rayon 7 on ait

|R(3)|>K>1
L'équation fonctionnelle
F'[R(2)] R (3) =5sF'(3)

montre que les zéros de F'(5) dans (y,f) sont ceux qui sont con-
tenus dans (Y, y_,) etleurs antécédents. Nous pouvons aussi consi-

dérer la dérivée logarithmique F(( ))__CD( ) qui vérifie I'équa-
tion
®[R(3)] = K,é—)rb(:).

Si 5 est un point de (Y, f) de kauteur n par rapport a (v, y_y),
¢'est-a-dire dont le n*™ conséquent est dans cette derniére cou-

ronne, on aura ,
[®(3)] > Kn|®(za)].

(') Il est a peine utile de dire que les conclusions subsistent s'il y a plusicurs
ziéros de F(3), c’est-a-dire plusieurs domaines (§).dans la couronne (v, y_,).
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On pourra donc refaire sur la fonction ® () tous les raison-

. . 1 e
nements faits au sujet de F(s); le nombre — devra ici étre rem-

Isl
placé par K, les domaines & par les domaines-3' entourant les zéros
de F'(z) dans la couronne initiale; le nombre ¢ devra étre pris

T . . .
entre 1 et o On pourra raisonner simultanément sur ces deux
fonctions, en considérant a-la fois & et &, ¢7(8) et ¢7(3'),
g élant > o - et que |s|. Nous pouvons donc résumer comme il

suit les propmétés des fonctions F et @ :

Considérons une substitution a cercle fondamental de pre-
miére espéce avec un point double de multiplicateur non nul au
centre du cercle C. La fonction de Kenigs holomorphe en xest
holomorphe dans C et représentée par une série de Taylor qui
est d’ordre fini sur la circonférence; par tout point a de la
circonférence on peut mener une ligne intérieure a C, faisant
un angle déterminé choisi arbitrairement avec la circonfé-
rence -sur laquelle la fonction et sa dérivée logarithmique
tendent vers Pinfini lorsqu’on se rapproche indéfiniment de a’; -
on peut prendre pour ces chemins les rayons-mémes du cercle,
sauf peut-étre pourdes points a formant un ensemble de mesure
nulle. Les zéros de la: fonctwn ont pour poznts limites tous les
points de la cir conférence; il en est de méme pour les zéros de
la dérivée; par tout point a de la circonférence on peut mener
un arc de courbe faisant avec celle-ci un.angle fini et contenant
une infinité de zéros de Vune quelconque de ces deuz fonc-
tions.

Ces résultats appellent les remarques suivantes. F(3) devenant
infinie sur certains chemins qui tendent vers la circonférence, F_(l?7
(qui a des poles dans C) tend vers zéro dansles mémes_condition's';
il en sera de. méme, au moins dans certains- cas pour la dérivée

F' (z) _5 ’
— PG . En effet la fonction o vérifie I’équation -

F'[R(z,]
FR(z)]

F2(3)

REFTGE)

Pour qu’on puisse lui appliquer la méme analyse qu’aux fonctions
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Fet fF' » 1l suffit qu’on ait dans G
|sR'(z)|< k<1,

Ceci peut avoir lieu. Exemple :

Or

R(z) = ‘%,

3]

qui admet le cercle fondamental | 5|S1. On trouve

1— 503 + 532
R(3) = ——————-

(9 —23)2
Pour | 3|S1, 0n a
14 50 + 5 ;

[R'(z) < G <
|'s R'(z) —‘-‘R"m i
=5 R <5
. . 2 ) . . — F'(=z)
La fonction E,(—z)tend'donc vers 'infini et —F(s) vers zéro sur
: F'(3), F2(3)

les chemins qui satisfont aux conditions que nous venons d’ex-
primer.

D’autre part, il existe aussi une fonction de Keenigs F, (5) holo-
‘morphe a Pextérieur de C, nulle a Vinfini; F et F, prennent des
valeurs respectives imaginaires conjuguées en deux points symé-

. . . _ NV B Tr I
triques par rapport a C. La fonction de 5 égale a TGk I'intérieur

R SN TSN P : s
de C, Ok I'extérieur n’est pas analytique sur f; néanmoins

elle est' continue ainsi que sa dérivée sur une infinité de lignes
traversant f'en tous les points et sous tous les angles, ces fonctions
étant nulles sur ces chemins en tous les points de f. Je ne sais pas
si le résultat s’étend aux dérivées d’ordre supérieur.

On voit par la que I'étude de la fonction de Keenigs sur sa cou-
pure met en évidence certaines particularités d’apparence assez
paradoxale, et notablement différentes de celles qu’'on a pu étu-
dier jusqu’ici sur les fonctions présentant les lignes singuliéres.

66. On peut obtenir des résultats analogues, naturellement
moins précis pour la fonction de Keenigs dans le cas d’une subs-
titution rationnelle quelconquz. Sil’on considére un petit cercle
de centre « -contenant ses conséquents, les domaines antécédents
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de ce petit cercle et qui sont d’un seul tenant avec 2 sont contenus
“les uns dans les autres et s’étendent. de sorte qu’on finit par en
trouver un A, dans lequel se permutent toutes les branches de la

fonction ﬁ‘.(;) restreinte au domaine D, et qui contient ainsi
tous les points critiques de cette fonction restreinte; soit \_, le
domaine antécédent immédiat de N qui contient &. Le domaine a
connexion multiple (f_;<—c\) va jouer le role de la couronne
(v,v_1) dans le cas de la substitution & cerele fondamental. Ce
domaine ne contient aucun point critique ou conséquent de point
critique de R_;(z); les fonctions R-,(3) y deviennent uniformes
quand on I'a rendu simplement convexe par un systéme de cou-
pures;il contient d’autre part, puisque R'(a) 3£ 0, des antécédents
de a qui sont des zéros de la fonction de Keenigs F(z) et qu’on
pourra entourer de petits cercles 8 ou ¢”(¢), ¢ ayant toujours la
méme signification. Dans le domaine A ou (A_; — A,) ainsi affecté
de coupures qui ne séparent pas les cereles ¢, on peut appliquer
aux fonctions R_,(z) le théoréme de Kacbe et comparer ainsi non
pas les lontgueurs mais les aires de domaines images de A et ¢g*(3),
¢n supposant comme il est permis de le faire yue le domaine
(Dy— -4) soit borné, de sorte que la somme des aires A_, a une
valeur finie. On oblient ainsi le résultat suivant : pour que F(3z)
tende uniformément vers Finfini quand 5 tend vers la frontiére
de Dy, il suffit d’enlever de Dy des domaines e, dont les diamétres
tendent vers zéro en méme temps que leur plus courte distance a
la frontiére et dont la somme des aires peut étre rendue aussi petite
qu'on le veut. D’une maniére plus précise, si n désigne la hauteur
d’un _point de D, suffisamment voisin de la frontiére par rapport
a un domaine intérieur tel que (A_, — A ), par s, et 2, la somme
des aires des e, d'une part et d’autre part des parties de Dy qui

) . _ .
sont de hauteur n, le rapport ﬁ tend vers zéro comme ¢*, et | F(;) |

tend vers infint comme |ZII” (g>1s]).

Si a est un point accessible de £, ¢ un chemin intérieur a D,
aboutissant en a, on pcut LOujours remplacev £ par un autre
chemin ¢’ aboutissant au méme point sur lequel F(z) tend vers
Uinfini, la ou les valeurs limites de Fargument de 3 — a étant les
mémes sur les chemins ¢ et (. La démonstration est la méme que

pour le cas déja examiné.



Les résultats relatifs aux valears limites de 1a fonction dérivée ne
s’étendent que si 'on a |R'(3)|> K >1 sur f, ce qui n’a pas
toujours lieu.

Remarquons cncore que st Dy est snmplement connexe, la repré-
sentation conforme de Dy sur un cercle raméne l'étude de la
fonction de Koenigs a celle de la méme fonction relative a une subs-
titution a cercle fondamental. Car si I'on pose, comme au Cha-
pitre VI, s =h(t), 5,=R(z) = h(¢,), équation

F(z,)=sF(3)
devient
Flh(t,))|=sF[h(t)].

ou, en posant F[ /()] =@ (1),
Pl =sD(F).

Nous savons que ¢, = o(¢) désigne une substitution rationnelle
a cercle fondamental; ®(¢) étant holomorphe pour 't =.0 est preé-
cisément la fonction de Keenigs relative a cette derniére substitu-
tion. Aux rayons du cercle correspond un faisceau des courbes
analytiques passant par a, ayant pour équations (en prenant «=o0)
Y

aretang > -+ H(zx, y) =const.,
H étant la fonction associée @ la fonction de Green relative au point
‘double. On peut prendre pour mesure d'un ensemble de ces
courbes celle de leurs points de rencontre avec une courbe du
faisccau orthogonal. Cela étant, sur toutes les courbes précédentes,
sauf sur un ensemble de mesure nulle d’entre elles, F(z) tend vers
Iinfini quand z tend vers la fronti¢re. D’ailleurs toutes ces courbes,
sauf peut-étre celles d'un ensemble de mesure nulles, aboutissent
en un point frontiére déterminé, puisque A (¢) ne prend pas dans C.
les valeurs correspondant au continu f ().

Dans certains cas particuliers on pourra affirmer que F.(3) tend
vers Finfini suivant les rayons issus de «, sauf sur un ensemble de

mesure nulle. Si IR'(i) | > K> sur fet dans les parties de D,

(") P..FaTou, Sur les lignes singuliéres des fonctions analytiques (Bulletin

de la Societé mathematique, 1913, p. 11%). .
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suffisamment voisines de f, il suffira qu’on ait
d
78 <r,

d étant le degré de R(z), et ¢ un nombre quelconque compris
entre 1 et |s|. Comme |K|>1, ceci aura liea si|s|= Exemple :

z+ 32

R(z)=

67. Nous allons rcchercher maintenant les fonctions absolu-
ment invariantes par une substitution rationnelle et uniforme dans
le domaine invariant D, qui contient un point double attractif de
multiplicateur non nul; une telle fonction sera un invariant du
groupe § de substitutions alﬂebmques auquel nous avons déja fait
allusion et dont nous allons préciser quelque peu les propriétés.
On peut décrire ‘de « comme centre un cercle ¢ qui d’une part
contienne son conséquent ¢, et dans lequel en outre R(3) ne
prenne jamais deux fois la méme valeur, ce qui est possible
puisque. R/(a) 3£ 0;les domaines ¢y, €1,..., Cn, ... limités par des
courbes simples et ne se recouvrant pas eux-mémes lendent vers 4.
Je dis que la couronne E comprise entre ¢ et ¢, est un domaine
fondamental du groupe G. Si z et z' sont deux points distincts
de c, 3z, et 5| seront également distincts, de méme s, et 3z,. 3,
et 5,. On ne pourra pas avoir non plus

zn=z,/t+p (netpzo),
si z et 5’ sont deux points distincts de E, car on en déduirait

. R, (2) = Ra(2}),
et par suite

—
Z = Zp.

Or 2’ étant dans la couronne comprise entre c et ¢, 3z, sera dans
la couronne comprise entre c, et c,, enveloppée par la premiére;
si 5% 5/, 'égalité précédente ne pourra avoir lieu que si 3 est sur
le contour extérieur de E et z’ son conséquent situé sur le contour
mterleur, ces deux contours étant naturellement équivalents par
rapport a (. D’autre part, tout point intérieur a Dy a dans c-un
conséquent qui sera par suite a 'intérieur ou sur le contour d’un
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domaine E, = ¢, — c,, et dont un antécédent de rang p se trou-
vera ainsi dans E ou sur son contour.

11 s’ensuit que E renferme un point et un seul équivaleént a un
point quelconque de Dy autre que «; I est donc bien un domaine
de discontinuité du groupe ¢

Soit ensuite A un domame quelconque completement intérieur
a Dqy; il ne contient donc qu’un nombre limité d’antécédents de a,
ces points n'ayant d’autres points limites que les points frontiéres
de Dq«; enlevons de A des petits cercles ayant pour centres les
points a_, qui y sont contenus. Nous obtenons un domaine A dans
lequel le groupe G est proprement discontinu. En effetil existe un
entier p tel que p*™ conséquent A}, de A soitintérieur au cerclec;
d’autre part A’ ne contient pas @ & son intérieur ni sur son contour;
il n’a donc de points communs qu’avec un nombre fini de domaines
conséquents de E. A} ne renfermant ainsi qu’un nombre fini de
points équivalents entre eux, il en est de méme pour A’ puisqu’'un
point n'a qu'un nombre fini d’antécédents de rang p. D’une
maniére plus précise, A n’a de points communs qu'avec un
nombre fini de domaines équivalant’ a E qui sont les domaines
E,E,,...,E,,... etleurs antécédents. Appelons domaines G tous les
équivalentsde E; on voit qu’il y a des domaines G rassemblés autour
du point a et tendant vers ce point et de méme autour de chaque
point antécédent de o; les autres tendent vers la frontiére sur
laquelle ils s’aplatissent. Chaque domaine G renferme un nombre
fini de points équivalant a un point 3 de Dy autre que les antécé-
dents de «; mais pour certains d’entre eux ce nombre est plus
grand que D'unité et devient de plus en plus grand 4 mesure qu’on
se rapproche de la frontiére, a cause de la présence dans D, des
points critiques de la fonction R_,(z) restreinte a ce domaine.
En outre, il peut arriver que 'ordre de connexion de ces domaines
aille en croissant indéfiniment. Pour obtenir des domaines simple-
ment connexes et ne contenant pas plus d'un point équivalent a un
point donné il faut y pratiquer un systéme de coupuresde la maniére
suivante : joignons un point du contour extérieur de E a son
conséquent situé sur le contour intérieur par une coupure inté-
rieure a E et passant par tous les conséquents des points critiques
de R_,(3) quiy sont contenus (il y a en général un conséquent et
un seul de chacun de ces points critiques dans-E, il peut y avoir



— 978 —

exception si ces poinls critiques sont des antécédents de a): la
coupure ainsi tracée A pourra étee formée d’un seul arc régulier
de courbe analytique ou méme algébrique; les arcs consé-
quents Ay, hgy...y hyy... tendent vers a et constituent par leur
réunion un élément de courbe invarviante A passant par a; l'en
semble de tous les arcs antécédents de A, ou, ce qui revient au
méme, 'ensemble de tous les arcs équivalant a A constitue dans D
un réseau invarviant de courbes (algébriques) qui divise les
domaines (+ en domaines simplement connexes G dans lesquels
il 0’y a qu’un point équivalent & un point donné; les antécédents
des paints critiques sont des points de bifurcation pour ce réseau.
e nombre des branches qui y passent restant d'ailleurs borné;
ce sont des sommets pour les polygones G. Je dis que les
dimensions de ces domaines tendent vers zéro lorsqu’on se rap-
proche indéfiniment de la frontiére; en effet ces domaines (abstrac-
tion faite des conséquents de E (ui tendent vers 2) sont ou bien
des antécédents de E, ou bien des antécédents de domaines qui
sont eux-mémes compris dans des cercles entourant les points 2_,.
antécédents immédiats de o distincts de a; or dans E aussi bien
que dans ces derniers cercles il n’y a pas de points limites de consé-
quents de points critiques; par conséquent on peat déterminer
un entier h tel que dans les domaines antéeédents ‘de rang A les
fonctions R_, (3) n'aient plus de points critiques et forment une
famille normale a fonctions limites constantes pourvu qu'on se
borne a des domaines simplement connexes, ce qui est bien le cas
ici d’aprés la maniére dont nous avons tracé les coupures. Nous
voyons par la qu'en nous tapprochant indéfiniment de f nous tra-
verserons des polygones G dont les dimensions tendront vers zéro
ct de telle maniére que leurs angles et le rapport des longueurs
de leurs cotés oscillent entre des limites finies et non nulles, en
vertu du théoréeme de Keebe. Il en sera de méme quand on se
rapprochera indéfiniment d'un point « .

68. Proposons-nous maintenant de trouver les fonctions uni-
formes dans Dy telles que I'on ait

I(z) = I[R(z)],



et par suite
1(z) =1(3"),

lorsque = et z’ sont équivalents parrapport au groupe §. 1l est clair
par ce qui précéde que le point « et ses antéeédents sont des points
singuliers essentiels de 1¢(z); il est bien facile de trouver les
fonctions 1(3) n’ayant pas d'autres points singuliers essentiels
dans Dy. Soit F(z) la fonction de Kewnigs holomorphe en o telle
que

F[R(3s)]=sF(3), [F(a) =0, F'(a)=1].

SiTon pose Z. =¥ (3), on a inversement
s=/[f(Z), R(3)=/f(sL),
S (£) étant holomorphe pour Z =o0. On aura donc
I(z)=H(Z).

H(Z) é¢tant uniforme dans un cercle de centre O avec un point
singulier essentiel isolé a Porigine ct vérifiant I'équation fonction-
nelle

H(Z) = H(sZ),

H(Z) étant uniforme pour |Z|<|Z,| sera uniforme pour |Z

’

< ] L
Sl
quel que soit n, done dans tout le plan et n’aura d’aulres singu-
larités essentielles que I'origine et le point a l'infini.

Posons

z=eW,
§ = ew,

H(cW)=d(W).

La fonction @( W) est uniforme dans toutle plan, n'a d’autres
singularités a distance finie que des poles et vérifie les relations

(W +2in)= d(W),
W+ w) =a(W).

C' est doncune fonction elliptique.

Réciproquement d’une fonction elliptique ® (W), aux périodes
207 et v, on déduit par la substitution W =logZ une fonction
uniforme de Z ayant pour points singuliers essentiels les points o
el o, et invariante quand on y remplace Z par sZ; en remplacant
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ensuite Z par la fonction de Keenigs F (z), qui est holomorphe et
uniforme dans Dy et admet comme zéros les antécédents de a, on
~obtient une fonction I (3) ayant ces derniers points comme seuls
points singuliers essentiels dans D, et uniforme dans ce domaine.
Si la fonction ® (W) est d’ordre m, la fonction I(z) prend en
général m fois la méme valeur dans le domaine fondamental E,
ainsi que dans les domaines G.

Il suit de la et des propriétés connues des fonctions elliptiques
que deux fonctions invariantes I et I; sont toujours liées par une
équation algébrique; ces fonctions prennent toutes les valeurs au
voisinage des points «_, et des points de f.

On obtiendra des résultats analogues relativement aux solations
uniformes de.l'équation fonctionnelle

L[R(3)] =cL(3),

¢ étant une constante qui n’est pas de la forme s*2. On est
alors ramené ‘aux fonctions doublement périodiques de seconde
espéce.

69. Iaisons encore quelques remarques au sujet d’équations
fonctionnelles d’'un type un peu plus général, tel que

F[R(z)] =A[2, F(3)],

ot A (5,y) désigne une fonction rationnelle donnée des deux
variables 3 et ». On peut, dans bien des cas, démontrer I'existence
de solutions uniformes de cette équation autour d’un point double =
ou méme dans tout le domaine Dy, comme pour I'équation de
Schrisder. C’est a quoi on parvient soit. par la formation directe
de séries ou de produits infinis convergents qui vérifient cette
équation, soit par une méthode d’appreximations successives. Mais
la solution obtenue étant, par.exemple, uniforme dans Dy, il n’est
pas toujours facile de reconnaitre si tous les points frontiéres de
ce domaine sont des points singuliers de la fonction. La question
se s-impliﬁe dans le cas des substitutions a cercle fondamental de
premiére espéce. En effet, la démonstation du n° 40 (Chap. VI)
est ici applicable; la fonction A qui joue le role de R dans la
démonstration a laquelle nous renvoyons; R (z) jouele réle de o(t);
A dépend ici‘a la fois de la variable indépendante et de la fonction



— 281 —

inconnue; mais on verra facilement que cela ne modifie en rien les
conclusions. Le cas particulier ou R(z) est de la forme az¢
devrait toutefois étre examiné a part. Si on le laisse de coté, on
peut dire (ue toute solution de I'équation fonctionnelle précédente,
méromorphe a l'intérieur du cercle fondamental, est ou bien une
fonction rationnelle, ‘ou bien une fonction qui ne peut pas étre
prolongée au dela de ce cercle. Mais cette méthode ne met pas en
évidence la nature des singularités sur la circonférence. Enfin,
I'extension de cette démonstration, au cas ot R () est une fonction
rationnelle plus générale, présente des difficultés, provenant
notamment du fait que toutes les branches de la fonction R_; (z)
ne sont pas toujours permutées entre elles a l'intérieur. du
domaine D;. On trouvera facilement certaines extensions sur les-
quelles nous n'insisterons pas davantage ici.

70. Nvus allons considérer maintenant les solutions de l'équzition
fonctionnelle de Schridder au voisinage d’un point double répulsif
que nous prendions pbur origine. La branche de fonction R_, (3),
nulle aI'origine, étant holomorphe pour | 5| <7 sil’on prend rassez.-
petit pour que l'inégalité | 5|<r entraine |R_, (3) | < k[3|(k <1),
il existe dans ce cercle une fonction holomorphe, nulle a I'origine
et de dérivée égale a 1 en ce point, qui vérifie 'équation

®[R.(s)]=g®(s) [S=R(o).

Cette fonction n'est pas uniforme dans tout le plan, mais on
démontre facilement que la fonction inverse de 1'élément de fonc- '
tion analytique ainsi défini est une fonction méromorphe ou
entiére; dont l'existence a été établie par Poincaré dans son
Mémoire sur les fonctions qui admettent un théoréme de multipli-
cation. Cette fonction § (u) vérifie I'équation fonctionnelle

8(Su)=R[0(u)],

et peut servir a étudier I'itération de R (3) au.moyen de la vepré-
sentation paramétrique
z=0(u),
R,(3)=0(S2u).

e " , Y . N .
C'est la méthode qu’a employée Lattés pour obtenir quelques-uns
XLVIII. 19
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des résultats que nous avens démontrés au Chapitre 1V par une
autre voie. En utilisant le théoréme de Picard, on démontre aisé-
ment gue si I'équation 39 = § («) n'a pas de solutions, le point 34
ne posséde que 1 ou 2 antécédents distincts; on est alors ramené
4 une substitution polynomiale en effectuant une transformation
homographique convenable sur les variables s et z, liées par la
velation =, = R (z); R (2) étant alors un polynome, § () est une
fonction entiére qui n’a pzis de valeur exceptionnelle a distance
finie, sauf dans le cas banal z, = a9, qui conduit pour § (u) ala
fonction exponentielle. 11 est inutile d’insister sur ces questions qui
sont faciles et se rattachent a d’autres que nous avons déja traitées
en détail.

1l est plus instructif d'étudier la fonction inverse de § (@), ¢est-
a-dire précisément les solutions non uniformes de I'équation de
Schroder. Nous allons d’abord rechercher les points critiques
algébriques de cette fonction. On a I'identité

Sn@'(Sru) =R, [0(u)]0(u)

seo () =y [0 (g2) ] o (55)

< uy
Si # (uo) = o, on peut prendre n assez grand pour que §' (5_"'),)

(811}

ne soit pas nul, on a alors

. u;
R/, [0 (S—Z)] = o.

0(wo) = 24,

Posons

On-a alors
R}, (5=p) =0,
0= Ru("’—Jl)s

ce (ui exprime que 3y est un’point critique de la fonction inverse
de R, (3), ¢’est-a-dire le conséquent d'un point critique de k
fonction R_, (3).

Réciproquement, les conséquents des points critiques de la

fonction R_, (5) sont en général des points critiques algébriques
de la fonctior inverse de § («). S’il n’y a pas de point exceptionnel.
wous pouvons admettre que le point a I'infini n’est jamais un
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antécédent de rang r des points critiques de la fonction R, (),
ce qui veul dir({ que les fonctions R, (z) n’ont pas de p(‘)leslmul—
tiples; il suffit poar arriver a ce résultat de transformer la relation
5, =R (3) par une transformation homographique préalable,
laissant invariante Porigine, et rejetant a U'infini un point distinct
“des antécédents des points critiques des R_, (z), ces derniers
points ayant naturellement un caractére invariant. Ces points
critiques ¢ s'obtiennent alors tous en cherchant les racines finies s

de I'équation R, (3) = o et posant ¢ = R, (5). L'équation

z3=10 (it->
Sn

donne alors une valeur finie pour «. On a ensuite

S2 0 (u) = R;,u)ﬁ’(%)-

N ’ N ' ‘u o v . .

Comme R}, (z) est nul et que § <S—"> n’est pas infini [plusque
u P

6 <§) = 5 n’esl pas mtml], on a

() = o,
c=R,(z)=0(u),

ce qui montreque ¢ est un point critique algébrique de la fonction
inverse de 0 (u).

S’il y a un point exceptionnel, nous supposerons ce point rejeté
a l'infini, de maniére que R (z) soit un polynome et §(«) une
fonction enti¢re. Les points critiques a distance finie des fonc-
tions R_, (z) sont encore des points critiqués algébriques de la
fonction « (3); le point & I'infini, qui est un point critique pour
toutes les fonctions R_, (), est un point critique transcendant de
la fonction u ().

71. Nous allons montrer maintenant que les points critiques
transcendants de « (3) sont tous des points limites des points ¢,
c'est-a-dire qu'ils appartiennent a I'ensemble dérivé E, des consé-
quents des points critiques de R_, (z). Nous devons rappeler que
nous considérons comme appartenant a E,les points ou se trouvent
confondus une infinité de conséquents d’un méme point, c'est-
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d-dire les points d'un cycle qui sont les conséquents d'un point
critique. Aussi peut-il arriver qu'un point critique transcendant
ne soit pas point limite de points critiques algébriques, par exemple
quand R (3) étant un polynome, le domaine du point a l'infini ne
contient pas d'autre point critique de R_, (z) que ce point lui-
méme, qui est alors un point critique transcendant de la fonction
inverse de la fonction entiére 6 (&), sans étre point limite de points
critigques algéln;iqueé. .

Ces remarques faites, démontrons que la proposition que nous
venons d’énoncer. Soient z' un point quelconque du plan des:z qui
ne soit pas un point exceptionnel, «' une racine de I'équation
fi(u)=3', de sorte qu'il y ait un élément de fonction analytique
u (3), prenant en z' la valeur «’ et holomorphe quand z décrit un
cercle v de centre 3’ auquel correspond un domaine élémentaire ¢

. I . . . L,
entourant u’; ‘les domaines §(8) tendent uniformément vers

I'origine et sont tous pour n > p intérieurs a un cercle de centre O
et de rayon s/ aussi petit qu'on le veut; les domaines correspon-
dants dans le plan des z, qui sont 'des antécédents de v, tendent
é¢galement vers I'origine et sont tous pour n >> p intérieurs au cercle
de rayon r considéré au début de ce paragraphe. Soit maintenant 3"
un autre point du plan des z, et supposons qu'on puisse joindre
5’ 5" par une ligne n’ayant aucun point commun avec l'ensemble
E.+E_; il existe un domaine I' renfermant cette ligne et compre-
nant le cercle y dans lequel les fonctions R_, (5) sont uniformes
et forment une famille normale; il existe, d’autre part, comme on
vient de le démontrer, une certaine suite de fonctions R_, (z) qui
converge uniformément vers la constante zéro dans v; cette suite
:onverge donc uniformément vers zéro dans tout le domaine I'. 11
y a donc un domaine antécédent de T’y soit T'_, qui est entiérement
contenu dans le cercle |z|<r; a ce domaine T'_, I'élément de
fonction u = ® (z), holomorphe et nulle a I'origine, fait corres-
pondre un domaine voisin de I'origine S—ln (A) et qui comprend le

do‘maineSL” (8); quand = décrit T_,, Z =R, (3) décrit T de

maniére que 5 est une fonction analytique de Z quand Z est dans
cc dernier domaine; en posant U= S"u, U décrit A quand e«

déerit S—I" (4); donc, quand Z décrit ', U est une fonction analy-
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tique de Z. qui décrit A, et cette fonction coincide quand s est
dans y avec 1'élément de fonction analytique inverse de § (u) pre-
nant en 3'la valeur «’. On voit donc que le prolongement analytique
de cet élément peut se faire le long d'une ligne quelconque ne
renfermant aucun point de E. +E,. Si cette ligne -renferme des
points de E. n’appartenant pas a E, on sera ramené au premier
- cas en considérant une antécédente de cette ligne sur laquelle le
prolongement pourra se faire par le méme procédé; sur la ligne
initiale, le prolongement pourra se faire au moyen d’éléments
algébriques n’introduisant que des points critiques algébriques.
Donc, les seuls points critiques transcendants possibles sont les
points de E;. Mais la réciproque n’a pas lieu.. Je vais montrer
que certains points de E; peuvent étre des points ordinaires
de «(s). :

Comme I'a montré M. Hurwitz, il faut pour qu’un point a soit
un point critique transcendant de I'inverse d’une fonction méro-
morphe §(u) que a soit une valeur asymptotique de 6 («) sur
certains chemins aboutissant au point a I'infini. Je suppose que la
substitution 5, = R (z) admette un point double attractif z, mais
de sorte que le point double répulsif origine ne soit pas sur la
frontiére /' de son domaine immédiat D,. Je dis que dans ces
conditions « n’est pas une valeur asymptotique. En effet, suppo-
sons que.quand « décrit un chemin £ allant de u, a l'infini, 5
décrive un chemin € tendant vers a, et soit 5, = 0 (#,). On peut

supposer que le chemin € est tout entier intérieur au domaine D, en
u

Sr’
. . .. P . Se
p €tant un entier positif, décrit le chemin. () allant du point -

prenant u, suffisamment loin. Quand H décrit ¢, le point

a l'infini; comme on a. 4
u
B(u) = R,[0<§7)]

' . fu e : .
le point 5_, = (g) décrira un chemin 2_, dont tous les points

resteront intérieurs soit au domaine D, soit a I'un de ses anté-
cédents.. Désignons par 8 I'une des valeurs limites de z_,; on

aura _
Rp(B)=a.

S'il y avait deux valeurs limites distinctes, il y en aurait unesnfinisé
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formant un continu, et comme il n’y a qu’'un nombre fini d'anté-
cédents de rang p de a, on voit que z_, tend vers 'un de ces

.o . . . ., . u
antécédents qui est bien déterminé. Mais comme § <§;‘§) tend vers

zéro pour p infini, et que l'origine n'est pas sur la frontiére de D,,
on peul prendre p assez grand pour que le point de départ du
chemin ©_, soit extériear a Dy; donc le chemin €_, tout entier
sera extérieur a Dy, intérieur & un domaine antécédent de Dy, et
tendra vers un antécédent de a distinct de «. On peut méme
démontrer qu'il en est ainsi pour toute valeur positive de p. Mais
ce poinl 2_, est un point critique transcendant de « (3), car la
réciproque du théoréme de M. Huarwitz est exacte (*). Or, ceei est
impossible, car « est limite de conséquents de points critiques,
mais %_, ne l'est pas.
Prenons comme exemple la substitution (Chap. V, 36)

3 = —lz(z"—i-'l) + 3
4v2

H‘y adeux points doubles attractifs a distance finie z et a séparés
par I'axe réel qui appartient au domaine du point a I'infini, et de
méme deux points doubles répulsifs imaginaires conjugués 3 et B.
Silon suppose § et « séparés par 'axe réel, on aura, en ramenant
Lorigine en B, une fonction entiére 8. (u), pour laquelle le point
a— 3 sera limite de points critiques algébriques de la fonction
inverse (car dans le cas actuel les conséquents de points cri-
tigues contenus dans Dy sont distincts) et en méme temps point
ordinaire de cette Jfonction incerse.

1l découle, en outre, de la démonstration précédente que I'en-
semble des points critiques transcendants est un ensemble invariant-
contenu dans E}, mais que je ne sais pas en général déterminer
d’une maniére précise. Dans un grand nombre de cas particuliers
on peut démontrer qu’il coincide avec I’ensemble des points doubles
attractifs ou de multiplicateur - 1.

11 est, d’autre part, trés facile de voir comment les propriétés de
'ensemble ¥, qui s’introduit dans 'étude de Vitération de R(3). se

(1) F. IvemskN, Recherches sur les fonctions inverses des fonclions méro-
morphes (Helsingfors, rgt4, p. 6-15).
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réflétent dans les propriétés de la fonction § (). Pour cette
(uestion et pour I'étude des autres propriétés de 8 (), nous ren-

verrons i la These de M. Valiron, et i diverses Notes de Lattés et
de M. Julia. (C. R. Acad. Sc., 1918-19, passim.)

72. Nous allons étudier maintenant les équations fonctionnelles
de T'itération au voisinage d'un point double de multiplicateur
égal a 1. Nous ferons précéder cette étude de quelques complé-
ments aux résultats des n® 7 et 8 (Chap. II). Nous considérons
donc une substitution de la forme

s3=3+a+4(3)=R(3).

o a est réel et positif, 4 (3) pouvant avoir & I'infini un point
critique isolé mais satisfaisant a I'inégalité

A

3
3|
z

W(z7|<‘-| )

et R(3) ne prenant jamais deux fois la méme valeur a 'extérieur
d’'un cercle de rayon suffisamment grand. Nous avons déja démon-
tré quon peut, élant donné un angle 2 >> o, aussi petit qu’on le
veut,-obtenir un domaine D jouissant des propriétés suivantes :
D est limité par deux demi-droites issues d’un point A de Oz, et
faisant avec 'Oz les angles = — a et — (7 — a); il s’étend a I'infini
vers la droite; dans D, la fonction R (3) posséde les propriétés
énumérées plus haut, et de plus |J (3)| reste inférieure en module
2 un nombre ¢ < a, d’ailleurs arbitraire; le domaine D contient
ses conséquents; R, (3) tend uniformément vers l'infini dans toute
partie bornée de D et m¢me dans les parties non bornées définies
par z 2 x,.

Nous allons montrer que ces propriétés subsistent dans le
domaine fermé D tout entier. Si nous effectuons sur la demi-
droite AL la translation définie par z, = s + @, nous obtenons
une demi-droite paralléle distante de la premiére de la quantité
asina; si de chaque point de la seconde comme centre on ‘décrit
un cercle de rayon ¢, on obtient une bande de largeur 2¢ dans
laquelle sera comprise la transformée de AL par la substitution
z, =R (z), ¢ étant le module maximum de ¢ (z) dans D si nous
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supposons
e < asina,
el par suite

€

— —_—— o

@ @ sina > o
cette ligne transformée se trouvera ainsi, par rapport a l'origine,
au dela de la droite déduite de AL par la translation «' paralléle

a l'axe réel: pour que cctte inégalité. soit - vérifiée, puisque

Y(z)| < Iél, il suffira de prendre

k
| 3 ] > — )
a sina
¢'est-a-dire
k
op -
> a 5“]1’

OP étant la distance de I'origine a AL ( fig. 8). Le méme raison-

Fig. 3.

o

=

nement s’applique a la droite symétrique AL'. Par conséquent, le
domaine D,, conséquent: de D, sera intérieur au domaine déduit
deD par la translation a’. En itérant la substitution, on parvient a
un domaine D,, intérieur a celui qu’on déduit de D par la transla-
tion na’. La plus courte distance de D, a P'origine, c’est-a-dire le
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module minimum de 3,, quand z est un point arbitraire du domaine

termé D, sera donc supérieure a

22 4 op.

sina

On aura ainsi uniformément dans D
| 3| > Gn. C. Q. F. D.

Nous devons maintenant démontrer que I'expression asympto-
tique obtenue pour la fonction F(z) qui vérifie I'équation fonc-
tionnelle d"Abel est encore exacte dans le domaine D ainsi défini,
autrement dit qu'on aura toujours

F(s)=3+0(L|al).

Si nous nous reportons a la démonstration du n° 9 (Chap. 1),
nous voyons qu'elle sera encore valable pourvu d'une part que
al [ .
| 5| > Cn, ce que nous venons de vérifier; en second lieu, nous
avons admis que |z, | va en croissant avec n; mais il suffit, pour

qque la conclusion subsiste, qu'on ait constamment pour p > o:

>qo.

& Lf‘

Etablissons cette propriété qui est déja démontrée quand 3 est
dans la partie de D définie par z 2 z,. Elle est, d'autre part, évi-
demment exacte dans tout domaine borné faisant partie de D.
11 suffit de I'établir pour les points du domaine LQRST couvert
de hachures sur la figure 4, la droite ORS faisant 'angle a avecO .,
On a évidemment

Yo
Fq

v

L'argument » de s restant compris entre 2 et = — ¢ dans le
domaine considéré, on a

I |sin(o S sinal
[3] y 7ty
Par suite,
3 .
v;p > Yo sina.,




a une borne inférieure non

11 suffit donc de montrer (ue l‘-’;{

nulle ; on pourra, d’autre part, ne donner a p que des valeurs

L://

R

°

A\(@o)

pour lesquelles la partie réelle de z, est inférieure a x,, puisque
ensuile les [z,| vont en croissant avec 'indice. Ceci posé, on a

Zp=23p 1+ a+4(3,4),
p—1

3= %+ pa -+ Zn’,a(z,,),
°

p—1

yp—=rl< 2I¢(zu)l.
0
En vertu des inégalités

. k .
|‘P(5)|<m’ |z,,|>Cn, lzl>(-"

on déduit de ce qui précede
lyp—rI <K&p.
On peut donc écrire
_y*xbKEp
—_—

Yo
e e
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fi ¢tant compris.entre o et 1. On doit donner a p des valeurs telles
que x, ne dépasse pas la valeur z,. Or, on déduit de suite des
inégalités écrites plus haut la suivante :

z,  x+ Bp (B>-o0),
envaleur algébrique. On pourra done supposer
z+ Bp <y,

Ly— T
p< "B + 1.

o . . , . .
Comme l':u'gumcnl de z dans le domaine envisage varie entre o
et w— 2, 0na )
bl
tang =

o] <

d'on

ou plus simplement
h - M|y]+N,
M. N constantes positives.
D’on finalement
Yo, OKEp _ L WKE(MIy|+N)
Y Ty - {7l

(021,

KEM|y|+N)
yl

. . . N > .
clre supposée constamment iférieure a ;—; en faisant cette l}ypo—

La quantité tend vers zéro pour | 3| infini et peut

these, on néglige une partie du domaine LQRST dont les ordon-
nces sont bornées, qui par suite est elle-méme bornée et pour
laquelle-la proposition n’a pas besoin d'étre démontrée. Dans la
partie restante, on aura

|.V_n| S L
Y 2 C. Q. ¥. D.

L’analyse des n> 7 et 8 reste donc applicable dans les conditions
actuelles. La fonction d'Abel F(3) fait la représentation conforme
de D sur une aire illimitée A du plan des Z, limitée par deux
courbes analytiques (ui s’étendent a 'infini de sorte que I'argument
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limite de Z ait, en vertu de la relation
Z=3+0(L1s}),

la. méme valeur que l'argument correspondant du plan des z,
c¢'est-a-dire == (= -— ). On a de plus, pour s infiniment grand,
. d7.
ImF'(3) = lim— =1.

(%) ds
Les courbes qui limitent A ont donc les directions asymptotiques
== (= — a). Elles ne sont rencontrées qu’en un nombre fini de
points par une droite faisant I'angle (= — o), ou — (%= — a') avec
OX, si &'> a. On voit donc que A renferme des domaines analogues
a D, Pangle « étant remplacé par 'angle 2«, pour fixer les idées.
On aura d’ailleurs inversement

s=ZLZ+o0(LI|Z]).

Ceci posé, quelle sera la solution générale de I'é¢quation fonc-
tionnelle d’Abel, en se bornant aux fonctions analytiques et uni-
formes dans D? Si on I'exprime en fonction de la variable Z, on
devra avoir, en appelant ® (Z) cette solution

P(L+a)=a+ P(L),

puisque remplacer 5 par R(z) révient a remplacer Z par 7.+ a.
La fonction ®(Z) — 7 a donc la période a; comme elle est holo-
morphe dans A qui comprend des bandes de largeur a paralléles a
'axe des Y et illimitées vers le haut et vers le bas, c’est nécessai-
rement une fonction périodique entiére :

2NiT

@(2)—Z=0(Z)= Y Axe © (limV[Ax[=0),
(L) =17+ 0(Z).

inremplacant dans cette expression Z.par F(5), on a Pexpres-
sion générale des solutions cherchées.

Par quoi se distingue la fonction F(5) parmi I'ensemble de ces
solutions ? Peut-étre par la condition de ne prendre qu'une fois
une valeur donnée dans D. Pour en étre certain, il faudrait prouver
que si Q(Z) est une fonction périodique entiére, la fonction
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7.+ Q(Z) prend plusieurs fois certaines valeurs dans un domaine
tel que A, 4 moins que Q ne se réduise a une constante. La chosc
est probable, mais non démontrée.

Dans tous les cas, F(s) est déterminée & une constante additive
prés par la condition que F'(3) tend vers 1'unité quand s tend vers
Linfini suivant les chemins intériears a D sur lesquels I'argument
de 5 tend vers zéro. En effet, posons

G(3)=®(Z).
Nous aurons .
G'(z) =¥ (Z)F(3).

G'(5) et F'(3) tendam vers 'unité, il en est de méme de
®(Z)=1-+Q(Z). Q(Z) tend donc vers zéro. On peut supposer
que Z décrit la partie posmvc de I'axe recl car cela revient a faire
décrire & z un chemin de I'espéce indiquée; si Q@ n’est pas une
constante, Q'(Z) reprend périodiquement les mémes valeurs et ne
tend vers aucune limite. Il y a donc contradiction.

Rémarqunns que Q[ F(z)] est’expression générale des fonctions
analytiques dans D et invariantes par la substitution z, = R(3).

73. Lorsque le point double de multiplicateur 41 est a distance

tinie, il suffit de faire I'inversion (t = —l—> pour pouvoir appli-
F il 4

quer les résultats qui précédent ; le domaine D est alors remplacé
par un domaine limité par deux arcs de cercle et présente au point
double un angle 2= — 2%, qui peut étre aussi voisin que I'on veat.
de 27; les domaines de convergence uniforme que-nous avions
désigné par A au n° 10 peuvent donc. étre remplacés par d’autres
d’amplitude angulaire plus grande. On peut méme démontrer qu'il
y en a dont I'amplitude angulaire est égale a 2. Dans le cas ou
l'onaR'(a)=o0, ..., R (2) =0, R (a) £ 0, c'est-a-dire une
étoile a ¢ branches, on étend les résultats obtenus, comme au
Chapitre 11, par I'emploi de deux transformations conformes auxi-

liaires, 'une réguliére au point double origine, Pautre de la forme
1
z3=17.

Nous allons encore revenir sur I'étude des fonctions dérivées

R, (3) dans le domaine D. Nous suppasons que R(3) est dévelop-
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pable dans D en série de la forme
b
T+,

les termes (ui suivent pouvant avoir des exposants fractionnaires,
mais la série étant dérivable terme i terme,

b

- e aee

R(z)=1—

Montrons que les fonctions R), (z) sont bornées dans leur ensemble
uniformément dans D. On a en effel
R, (5)=R(2)R'(3))...R'(3,.),
C
1. - N
IR'(3)| <t s

h2 2, C constante positive. R, (z) est donce inférieure en module

au produit infini
(DI
|4 —
“ < |z,,|/‘) ’
n

qui est absolument et uniformément convergent puisque | z,| > Kn.
~ e . K9 . .
et [3] > K. De plus, nous avons montré que 'T"i a une limite

inférieure non nulle, done que li-, est uniformément  borné
n

dans D. 11 s’ensuit que les fonctions

I
R, (3)2® 24
Ri(z) d_l:

sont bornées dans leur ensemble et uniformément dans 1. On
peut montrer qu’e]les sont inférieares a1 en module dans certaines
parties illimitées de D, On a en effet

T 4
R'(z)s2 3 T A
R2(z) a b e z 32’
I+ :‘—1"‘3—*‘ )

A étant borné. Si z=pel® el |A| < A, cetle expression est infé-



ricure en module a

2a
= celw
b

A /" fa ja® A
+;=\/l—?005w+~—~+'—’
v

ce qui est plus petit qu’une expression de la forme

I

2a B
] — — COSWL) + — -
P o?

Si o reste compris entre 4 3 et — 3, 3 compris entre o et 7—;, ceci
est inférieur a '
1-— zg—l cos3 + ;—35,

et « étant positif, cette expression demeure inférieure a 'unité
pour > . Si 'on méne par le point d’abscisse ¢’ de I'axe réel
deux demi-droites d’argument == 8, on limite” ainsi un domaine
contenu dans D, s’étendant a Dinfini vers les z positifs et qui,
comme on le vérific immédiatement, contient ses conséquents.
Dimns ce domaine; on aura

HR(“I')"/ﬁ — Rln(z)‘-'2
R2(z,) RZ(s)

p==0

Supposons maintenant ue 5 reste dans un domaine borné inté-
viecur a . On aura alors, puisque | 3| est horné et | 3,| > Kn,

~ ﬁ’

|Rn(z)z
R7i(3)

ce ui est le terme géncral d'une série convergente. Nous allons
voir dans un instant quelles sont les conséquences géométriques
“de ces résultats. Mais nous devons d’abord les étendre au cas ou
le point double donne lien a une étoile a ¢ branches, ¢'est-a-dire
oul'on a

_h

I

13

+
4]
3

+

le second membre étant ordonné suivant les puissances descen-
dantes entiéres de g. Si Von fait d’abord une transformation
conforme et réguliere a T'infini, les quotients différentiels
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[ 1

— et —=, w étant la nouvelle variable, différent par un facteur
S
5 w

qui est infiniment voisin de 1 quand les «v, wy, 3, 7, sont infiniment
grands. Posons ensuite

w = Z’I,
1
. w,,='lz.
Il vient
1 1
d— d— 11
Wa _ ln (t ) 7
=— (= .
dl gl Mt
w t

Or, la relation entre ¢, et ¢t étant maintenant de la forme

b
l|=t+a:+?+...,

1
4
les dérivées —I” sont bornées dans leur ensemble dans le domaine
47
de convergence uniforme D, et dans toute partie bornée de D
1 . ta . ,
elles sont de I'ordre de-;z, le. quotient 7" étant alors de 1'ordre
de n; on a donc dans ces conditions
T
d:v— .
[n =0 1 .
d— nl—f—?

En remontant ensuite a la variable s, on voit que dans les

domaines de convergence uniformes qui correspondent a D, le
1
d;_—

Zn

dl
2z

quotient différentiel sera uniformément borné quel que soit n

1

1
14—

n
Si le point double est a aistance finie, on a alors le résultat
géométrique suivant : soit D un domaine élémentaire de conver-
gence uniforme relatif aux conséquents d'un point; si AB est
un arc de courbe de longueur finie contenue dans ce domaine

et de 'ordre de

dans toute partie bornée de ces domaines.
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et ne contenant pas le point double, la somme des longueurs
des arcs conséquents forme une série convergente; en particu-
lier, les courbes invariantes aboutissant au point double et
Sormées d'une chaine d'arcs conséquents AA,, A, A, ... ont
une longueur finie. Si OA est un arc de longueur finie cortenu
dans D et terminé au point double O, lés arcs conséquents de OA
ont des longueurs qui tendent vers zéro ; car une partie OB de
OA de longueur ¢ a des conséquents qui sont tous de longueur
inférieure a "k<, tandis que les conséquents de AB ont des lon-
gueurs qui finissent par devenir inférieares § €. Ces résultats s’ap-
pliquent également a la substitution inverse, c’est-i-dire aux anté-
cédents d’un arc dans un domaine D’ analogue a D.

74. Soient 5, = R(s) une substitution rationnelle avec un point
double o de multiplicateur + 1, Dy son domaine immédiat, f la
frontiére de Dy ; f est ensemble limite des courbes antécédentes
de la courbe présentant en o. un point anguleux et qui limite un
domaine de convergence élémentaire, en ne prenant que celles de
ces courbes antécédentes qui sont intérieures a Dg, sauf aux points
antécédents de o qui appartiennent & f. Il y a des cas ou l'on est
certain que cet ensemble limite / ne sera pas modifié si 'on sup-
prime deux bouts de la courbe initiale terminés en o. En eflet,
soit 2 un arc de cette courbe d’extrémité a et contenu dans un
domaine de convergence élémentaire D' relatif aux antécédents
d’un point, c’est-a-dire aux itérées de la fonction RY/(3z), égale
a a pour z=2. Nous savons que R/ (z) se ramifie autour de
certains points critiques intérieurs a Dq; il y a ainsi sur f des
antécédents immédiats a_, de a, distincts de «. Nous supposerons
que les fonetions R_,(3) restreintes & Dq n’ont pas de points
critiques autour de ces points o_,. Considérons une suite d’anté-
cédents de I'arc ; un antécédent de rang n s’obtient en appliquant
d’abord n’ fois la substitution 5_, =R/ (z), la (n -+ 1)¥me grant
définie par une autre branche de R, () ; la premiére série d’opé-
rations nous fournit un arc dont la longueur reste inférieure a £,
en désignant les longueurs des arcs par les mémes lettres que les
arcs eux-mémes ; de plus, A_, tend vers zéro si n' croit indéfini-
ment ; la (n + 1) opération nous fournit un arc terminé en un
point a_,, de longueur inférieure a k'J_, et qu’on peut supposer

XLVIIL. 20



intérienr & un cerele de rayon » et de centre x_, ou les fonctions

R _,(5) sont holomerphes et forment une famille normale & fonc-
tions limites constantes et hornées (f étant supposé borné) : il suffit

r . . L. .
de prendre X << ek dans ce cercle, les fonctions dérivées des
2 .

' l_’x__,,(:,) sonl bornées dans leur ensemble et tendént uniformément
vers zéro-guand l'indice d'itération croit indéfiniment ; or, si n
croit indéfiniment, 'un aw moins des nombres 2’ et a — n' croit
indéfiniment ; dans les deux cas, A_, tend vers zéro; l'ensemble
limite des courbes anlécédentes de la courbe considérée n'est done
pas modifiée si 'on en supprime deux bouts de part et dauvtre de a;
il reste alors une courbe non fermée complétement mtérienre a g,
de maniére que dans un domaine convenable contenant cette courbe
les fonctions PL,,(:) forment une famille normale a fonctions
limites comstantes et que 'ensemble hmite f eoincide avec Fen-
semble dérivé des antécédents d'un pomt de la courbe, ou meéme
d’un point arbitrdire du domaine Dy, ou encore d'un poimnt de f
pourvu que ee })nﬁqp ne soit pas: limite de points erttiques des
R. n(2), ve gqut a licu par exemple pour les a_,.

Nous voyons que, le point a étant sur f, pour pouveir ohtentr
le mode de génération de la fiontiére qui nous a servi dans le eas
@’un point double attractif, nous avons da faire des hypothéses
9upplém-emaire~> concernant fa distribution des pomts critiques
des fonctions mverses, ]x)pothest-s qur sont probablement super-
flues.

Remarquons que le résultat obtenu subsiste si bes points 2,
sont eritiques pbur certaines fonctions R_ n(:‘), mais. sans étre
limites de eonséquents de points eritiques de Rﬁ.( ), de sorte que
les surfaces de Riemann cm‘wapnmhntes ne se ramifient pas &
I'infini en ces points ; c'est ee qu'on von par exemple, en rempla-
cant R(3) par Rs(3), A étant un entier convenablement chotsi.

Le résultat obtenw aux n* 31-32 concernant la non-existenee
des tangentes a f, quand cette frontiére est continue, est applicable
ici mq)?nnnnl les mémes hypotheses. Si £ est un point de E;, situé
sur f, on ne peat aveoir £ = xz_, 3= 2, que s'il y a une infinité de
points & sur f; en effed, si a_, est limite de eonséquents d'un
point ¢, @ est awssi hmite de conséqwéms, de ¢ et les e, ont alors
une infinité de points limites distinets (n° §3); done si les points 5
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sont en nombre fini, ils ne coincident pas avee les a_p, autour
desquels les fonetions E_,,(z‘) ne peuvent se ramifier indéfiniment.
La discussion du n® 32 est dowe applicable sans nonvelles hypo-
théses.. La courbe frontiére n'a de tangente qu’en une infinité
dénombrable de points, parmi lesquels se trouvent les antécédents
de 2 | du moins si R"(4) 3£ o]. Ce seront les seuls points pourvus
de tangentes, si 2 est le seal point § sitné sur f.

75. Considérons maintenant la fonction F(3) qui vérifie I'équa-
tion fonctionnelle d’Abel et que nous avons considérée jusqu’ici
dans un domaine élémentaire au voisinage de 2 ; cette fonction est
la limite d’une suite de fractions rationnelles qui converge unifor-
mément dans Dy. Elle est done holomorphe dans ce domaine. Je
ne peux pas affirmer d'une maniére absolument générale que tous
les points frontiéres sont des points singuliers essentiels de cetter
fonction; mais il en est certainement ainsi lorsque hypothése
faite sur les points a_, est vérifiée. En effet, dans ce cas, tout point
de f estlimite d’antécédents de « silués eux-mémes sur f, et méme
limite d’antécédents d’'un domaine élémentaire de convergence 3
ayant une pointe en z; dans ce-domaine 4, la fonction F(3) prend
des valeurs qui forment un domaige A décrit précédemment ;
A comprend notamment toute une région du plan des Z définie par

R (Z2)2X, (I'e excepté).
En vertu de I'équation fonctionnelle
F[R,(2)]=F[R(z)]+ pa,

la fonction FF(z) prendra dans le domaine o_p intériear a D, avec
une pointe en a_,, toutes les valeurs Z — pa,on & (1) 2 X,, ¢'est-
a-dire toutes les valears dont la partie réelle est supérieure a
Xo— pa; a éant positif et des domaines ¢_,, p aussi grand gu’on
le veut, existant dans le voisinage de tout point m de f, on voit
que k' (z) prend toutes les valeurs, sauf l'infini au .\f'oisi'nqg« de
tout point de f.- '

Ceci s'applique notamment aux substitutions singuliéres admel-.
tant un cercle fondamental et a tous les exemples que Fon sait
pratiquement étudier, entre autres R(s) =z — 3.
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Dans les mémes conditions, la fonction Q[F(5)], Q étant une
fonction entiére de période a, représente une fonction invariante
par la substitution donnée et holomorphe dans le domaine D,.
C'est un invariant absolu du groupe (i qui est proprement discon-
tinu dans le domaine Dy et admet comme domaine fondamental,
par exemple, le domaine ¢ — &, compris entre un domaine élémen-
taire de convergence et son conséquent immédiat ; mais ici’ cette
fonction invariante prend nécessairement une 1nf1mt¢- de fois la
méme valeur dans un domaine fondamental.

On peut former des solutions uniformes dans Dg d’autres équa-
tions fonctionnelles simples ; mais il n’ést pas toujours facile de
prouver (ue tous les points frontiéres sont singuliers pour ces
fonctions. En voici un exemple. Posons

b .
R(z):z+a+;—+—.-.. (a>o0),
et soil
I | 1
P(3)= — + = et — ...,
(3) i z?—f— . pe

i ¢tant un entier 2 2. Cette expression définit une fonction méro-
morphe dans le domaine du point double a I'infini; elle est continue
dans le domaine de convergence élémentaire D, méme a P'infini et
cette derniére propriété la dlsunoue des autres solutlons de I’ équa-
tion fonctionnelle

D(z

Il n’y a donc pas de singularité apparente au point a Pinfini pour
la fonction ni pour sa dérivée :

R, (2)
+1
3y

P(5) =—p .
Il est vraisemblable cependant que tous les points frontiéres sont
singuliers. Il y a des cas ou ce fait apparait facilement; par exemple
lorsqu’il y a un point double répulsif 3 sur f; I'équation fonction-
nelle montre en effet que la valeur limite de ® (3) en ce point est
mmfinic ou indéterminée; il en sera de méme aux points antécédents
de 8 qui, au moins duns les cas les plus slmples sont denses sur f.

76. Nous allons encore, comme application de ce qui précede,
compléter I'étude de cet ‘ensemble frontiére f, en montrant que
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dans certains cas c¢’est une courbe susceptible du méme mode de

représentation que celui que nous avons obtenu au Chapitre II1,

z—:zf‘ Supposons qufil y

notamment pour la substitution Z,=

ait outre le point double « de multiplicateur 41, un point double
attractif 3, le domaine. total de chacun de ces points étant d’un
seul tenant et simplement connexe. On peut alors, comme dans les
cas déja traités, enfermer f entre fleux séries de courbes d’un seul
tenant, antécédentes de deux courbes C et ¢/ qui appartiennent aux
domaines respectifs de a et B; C', est intérienre a C_,,_,,, C_, est
extérieure a C_(,_,, sauf au point 2 qui est un point anguleux
commun A toutes ces courbes. Pour pouvoir appliquer I'analyse
du n° 24 il faut démontrer I'existence d'une ligne sans points
doubles et invariante, terminée en ¢ et jouant le réle de coupure de
la couronne (C, C') ('). Joignons « a un point P de C par une ligne
sans points doubles qui soit intérieure a cette couronne sauf en a
et P; on peut supposer que cette ligne o P ou L. est tangente en 2
a la bissectrice de la pointe de C (fig. 5). Soit R (3) la fonction

Fig. 5.

inverse égale & 2 pour 3 = «; les transformées de L par les itérées
de cette fonction tendent vers le point o ; cela est vrai pour la'partie
de L suffisamment voisine de «; c’est encore vrai pour la partie res-
tante qui appartient a un domaine ou lesR_, () sont holomorphes

(") Signalons ici que P'analyse présentée a la fin du n° 24 est incorrecte
sur quelqués points de détail; on la corrigera aisément en tenant compte
de celle qui est développée ici.
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¢t bornées dans leur ensemble, les points critiques de ces fonctions
étant intérieurs a C ou extérieurs a (; sur ces lignes {_, 'argu-
ment de 3 — « tend vers la limite w, qui cor respond ala bissectrice
de la pomte elles seront donc a partir d’un certain rang intérieures
a un angle rectiligne A de sommet 2 et aussi petit qu’on le veut.
Nous suppaserons donc pour faciliter I'intuition et bien qué ce ne
soit pas essentiel qu’on a remplucé la mmrl)é C’ par une antécé-
denle et de méme la ligne L., de maniére que L et son antécédente
immédiate L_, sont comprises dans un angle A inférieur par

exemple & Z; ces lignes sont tangentes entre elles en « et continues

3

respectivement dans les couronnes (G, C') et (G, C_,); elles sont
sunples mais peuvent se traverser mutuellement; dans ce dernier
cas on peut joindre « a P et a P_ par deux autres lignes « MP et
2 NP, simples et ne se traversant pas mutuellement, compriscs
dans Pangle A et comprenant entre elles L et L_,.

Ceci posé, joignons P a P_, par une ligne simple intérvieure a la
couronue (C', €', ) et ne traversant pas 2 MP; ces chemins sont de
deux sortes; on en choisira un sur le(luel Pargument de 3. — a varie
d’une quantité inférieurc a A, c’est-a-dire tel que le domaine sim-
plement connexe limit¢ par les trois lignes aMP, «aNP_, et PP_,
ne contienne pas (. Soit ¢ le triangle ainsi formé a 'intérieur-
duquel les R_, (3) sont uniformes; dans ces. conditions il est
visible que les triangles antécédents 8, 6_y,8_s, . . ..6_p, . - . 0btenus
successivement par z_, = R (3) ont pour cotés opposés a = les
arcs PP_,, P_,P_,, ..., P_,P_q ) formant une chaine continue;
ces arcs sont simples, ne se traversent pas mutuellement, tendent
vers le point « en vertu du raisonnement fait pour les lignes £, et
constitnent par leur réunion une coupure invariante de la cou-
ronne (G, C') qui est méme de longueur finie et a une tangente en .

(Ce qui précéde est tout i fait intuitif, mais I'omission de cer-
taines précautions peut conduire dans des cas analogues a des
résultats erronés, par exemple dans le cas d’'un point double
répulsif & multiplicateur négatif;; on pourra étudier par exemple ce

. .o . . 1 . .
qui se passe au voisinage du point double 5 = - de la substitution
5

3y=232—1.)
Il n'y a plus maintenant aucune difficulté pour appliquer la
méthode du n® 24. On devra montrer que les longueurs des cotés-
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des domaines antécédents de a couronne ((, ¢') vendue simple-
ment connexe par fa coupure que nous venons de tracer tendent
vers zéra; pour cela on décompose le domaine coupé den plusicurs
parties : celles qui sont contenues dans un cercle de centre a ct de
vayon suflisamment petit auxquelles on applique exactement le
raisonnement du n® T4 et la partie restante pourlaquelle ka démons-
tration a ¢té donnée a plusieurs reprises.

On pourra donc dans ce cas et méme dans certains autres un
peu plus généraux représenter la courbe f par une équation de la
forme

s=g(L).
z(¢t) étant une fonction inxaéinaire de la variable réelle ¢ qui ne
prend qu’une fois chaque valeur dans I'intervalle (o, 1) et qui est
continue. De plus, on a .
‘ o(d.t) =R[e(t)].

d élant le degré de R( 3). Ceci s'applique notamment a la substitu-
tion 3, = 5 — 5. On verra facilement que la démonstration s’ap-
plique avec des modifications insignifiantes dans le cas owil y a
deux points doubles de multiplicateur 4-1.

77. Nous allons terminer cette étude en établissant certaines
propriétés d’une classe de fonctions méromorphes trés intéressantes

Ry

qui se rattachent a 'équation fonctionnelle d’Abel et qui s'ob-
tiennent de la méme maniére que la fonction de Poincaré dans le
cas d'un point double répulsif.

Soient comme toujours

b o
Z1=3 a4+ -+ (a > o0)

une substitution rationnelle avec un point double de multipli-
cateur 41 a Pinfini, et

[TRAN ]

Iyg=3—a—

la substitution inverse a laquelle correspond, en tenant compte du
changement de signe du terme constant @, un domaine élémentaire
de convergence D’ limité par deux demi-droites partant d’un point
de I'axe réel et faisant avec Oz les angles = w; w est aussi petit

qu’on le veut et nous le supposerons inférieur a ‘;'; D’ contient le
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domaine antécédent D’ | obtenu parla branche considérée ici de la
fonction R_, (3), et dontles itérées convergent uniformément vers
'infini dans le domaine non borné D' qui comprend entre autres
tous les points de 'axe réel dont l'abscisse est infinie négative; ces

fonctions itérées donnent naissance a une fonction holomorphe
dans D', infinie a I'infini, et vérifiant I'équation d’Abel

P[Ro4(3) ] =P(5)—a
avec les conditions asymptotiques
P (z)=2z+o0(lo;]|z]),

'y 1
P (z)= l+0<-|—z—|—>.

Cette fonction n’est pas la méme que celle déduite des itérées de
R (5) quiest définie dans D. @ (5) = u ne prend qu’une fois chaque
valeur dans D’ et fait la représentation conforme de D’ sur un
domaine A’ du plan des «, limité par deux courbes analytiques
s'étendant a V'infini et ayant respectivement les directions asympto-
tiques + wet — w; A’ comprend donc tous les points du plan des «
dont I'abscisse est négative et infiniment grande, et plus générale-
ment tous les points dont 'argument est compris entre w+4cet
27— w—z:(s>0) et le module supérieur a p; A" comprend
notamment toute la région du'plan définie par P'inégalité & () < X,
au moins pour X négatif et suffisamment grand en valeur absolue.

Dans A', 5 est inversement une fonction- uniforme de w« qui
vérifie ’équation fonctionnelle

8(u—a) =R, [0(u)]
ou
0(u+a)=R[0(a)],

pourvu que u et u—-a appartiennent tous deux a A’. Mais cette
équation fonctionnelle elle-méme donne immédiatement le prolon-
gement analytique de 8(«) dans tout le”plan sous forme d’une
fonction méromorphe. En effet, §(«), étant bien définie et holo-
morphe pour & (¢) << X, sera définie par I'équation fonctionnelle
et méromorphe pour & () < X +-a, et de méme en général pour
& (u) < Y+ pa, quel que soitentier positif p. Elle est don¢ méro-
morphe dans tout le plan, tandis que la fonction inverse ¢(2) qui
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existe dans tout le plan des 3 présente naturellement des points
critiques (algébriques et transcendants). On voit que’ tout se passe
ici exactement comme dans le cas d’un point double répulsif,
I'équation d’Abel remplacant celle de Schroder. Remarquons a ce
propos que ces deux équations fonctionnelles, celle de Schroder et
celle d’Abel, sont identiques au fond puisqu’on passe de 'une a
I'autre en prenant les logarithmes des deux membres; mais quand
on les étudie au point de vue de l'uniformité des solutions, il y a
lieu de ne pas les confondre.

Ainsi donc, lorsqu’une substitution rationnelle présente un point
double de multiplicateur + 1, l'itération de cette substitution est
susceptible d’une représentation paramétrique

s =0(uw),
3,=0(u + na),

f étant une fonction méromorphe qui, dans un domaine comprenant
tout le plan sauf un secteur d’angle aussi petit qu’on le veut, est
représentable par une expression de la forme

u+o(log|u)),

pour les grandes valeurs de u. Cela résulte de ce que nous avons
dit-sur la structure du domaine A’, et du fait que la formule

u=3z+o(log|z])

est réversible. Dans les mémes conditions la dérivée §'(u) est infi-
niment voisine de 'unité.

78. Nous allons obtenir d’autres propriétés de ces fonctions en
étudiant la correspondance entre le plan des s et le plan des « tout
entiers. Remarquons d’abord que les deux domaines D et D' du
plan des s, limités par des demi-droites faisant les angles == w et

T .
=+ (m— w)avec Oz(w < ;), ont en commun deux domaines non
\

bornés.comprenant tous les points dont 'argument est compris
entre w et © — w, ou entre — w et — (T—w), et le module suffi-
samment grand. Considérons dans A’ un rectangle de hauteur
infinie limité par deux paralléles a 'axe des Y distantes de @, et un
segment d’'ordonnée H parallele a I'axe des X, H étant positif et
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wes grand. H lui correspond dans D’ un domaine limité par deux
courbes s’étendant a I'tnfini dans le demi-plan supériear avec Qy
comme direction asymptotique, et par an arc borné;si H tend vers
I'infing, les points du rectangle E tendent uniformément vers iafini
et leurs arguments tendent uniformément vers zéro; il en est de
méme pourle domaine image du plan des z; donc si H est suftisam-
mentgrand, ce domaine image est dans la partie commune aDetal)’
Considévons alors le demi-plan

J(u)H.

nous pouvans tracer unc demi-droite faisant avec Oz un angle @
. = . e .
compris entre w et = et qui divise ce demi-plan en deux secteurs;

dans le secteur de gauche 6(w) tend vers linfini uniformément
quand « tend vers Uinfini sur un chemin quelconque. Je dis qu'’il
en est de méme dans le secteur de droite; en effet, on peutle
diviser par une suite infinie d'ordonnées distantes de @ en trapézes
qui se déduisent par les translations

Up= u-+ na

“des trapézes congruents compris dans le rectangle illimité E; pour
que u, tende vers l'infini en restant dans ce secteur, il faut que r
tende vers Uinfini; les formules

3=0(uw),

3p=Rp(3)=0( + na)

montrent alors que §(« + na) tend vers I'infini uniformément, car
« étant dans E, 5 est dans D gt nous savons que R, (3) converge
uniformément vers 'infini dans 1. Le méme résultat s’obtient pour

le demi-plan
J(u)s—H.
En outre, on aura
R, (2)0' (1) = 0'(u+ na).

Nous savons que, dans A', §' («) tend uniformément vers la

!
”n

ensemble; donc dans les demi-plans J (@) ZH ou J(e«)S—H, la
fonction 9'(#) est bornée a l'infini.
On a donc P'énoncé suivant : {l existe une bande de largeur

valeur 1 a U'infini; en outre, dans D les R/, (=) sont bornéesd ans leur
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finie paralléle a laxe réel, telle que dans les partics du plan
extérieures a cette bande 9( w) tend luu_/m mément versl m/uu
et §'(u) reste umformement bor neepour les valeurs infiniment
grandes de u. :
On peut évidemment n'enlever du plan que la wmoitié de ceue
bande s'étendant a I'infini vers les z positifs et I'énoncé qui précede
est valable dans le domaine d’un seal tenant ainsi obtenu.

79. Soit maintenant 3, un point du plan des z; I'équation
O( 1) = z4 a uneinfinité de racines sauf au plus pour deux valeurs
de z4. Sioz, nlest pas un point exceptionnel, au sens du n° 5,
c’est-a-dire 8'il a une infinité.d’antécédents distincts, il v a au moins

un de ces antécédents 5, pour lequel I'équation

Sop=0(u)
admet une infinité de racines; soit «' 'une d’elles, on aura
=R,(3_,)=R,[0(u)] =0(u + pa).

L'équation 3, =8(«) a donc une infinité de racines. Si 34 n'a
(qu'un nombre fini d’antécédents distincts,.ces antécédents sont tous
confondus avee 2z, lui-méme; an tel puinl:.. est unique, le cas oa
il v en aurait deux ne peul pas se présenter ici, la substitution ayanl
un point double de multiplicateur + 1; on a alors

P(Z)= R(3)—z.

P(Z) étant un polynome, et généralement :

()
Pa(2) = Ra(3) — %0
Si I'on pose
i
V) —z o(a),
il vient
’ Z = ¢(u),

"P(L)=o(wu+a).

-z(w) est alors. une fonction entiére, car étant holomorphe pour
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- &(u) =X, I'équation fonctionnelle

o(u+a)=Ple(w)

montre qu’elle est holomorphe dans tout le plan. Ainsi, sauf dans
le cas ou la substitution se raméne a la forme polynomiale par une
transformation homographique, la fonction 8(«) n’a pas de valeurs
exceptionnelles.

Considérons I’ensemble & des points du plan des Z ou les fonctions
R, (z) ne forment pas une suite normale; cet ensemble parfait n’est
nulle part dense superficiellement, car il y a des régions ou les
R, () convergent uniformément vers le point double a I'infini. A
tout point z de § correspondent une infinité de points u, car le
point exceptionnel z, s'il existe n’appartient pas a §. A I’ensemble
§ correspond ainsi un ensemble € dans le plan des «; on démontre
bien facilement que & est parfait; il n'y a qu’a le porter au n° 41
ou la démonstration a été donnée a propos d’une représentation
paramétrique analogue:  n’étant pas dense superficiellement, ¢ ne
Iest pas non plus. Si u appartient a €, il en est de méme de
1= na; cest la traduction du-fait que ¥ contient les conséquents
et antécédents de tous ses points ; € est donc invariant par la trans-
lation (u|u + a) et contient par suite le point al'infini. Si « appar-
tient a %, la fonction §(u) prend dans un cercle de rayon ¢ arbitrai-
rement petit ét dé centre u'+ na toutes les valeurs sauf celles qui
sont contenues dans un cercle de centre 3, et de rayon quelconque r,
lorsqu’il y a un point exceptionnel z, : cela pour toutes les
valeursde n supérieures a un entier positif convenablement choisi p.
La fonction 6(u) est donc indéterminée a Pinfini et prend une
infinité de fois toutes les valeurs sauf une au plus dans une bande
paralléle a 'axe réel, de largeur aussi petite qu’on le v_e'tlxt compre-
nant &’ a son intérieur : plus précisément, dans la moitié de cette
bande qui s’étend a l'infini vers la droite. Tout cela n’est que la
traduction des propriétés de § développées au Chapitre IV. Au con-
traire, si ¢’ n’appartient pas a &, les valeurs de 8(«), dans les cercles
de centre u'+ na et de rayon convenablement choisi, sont bornées
dans leur ensemble ou .convergent uniformément vers 'infini quand
n croitindéfiniment ; en général les valeurs.de 8( u) dans ces cercles
convergent vers une valeur limite constante ou tendent périodique-
ment vers un nombre fini de constantes. L'ensemble ¢ est naturel-
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lement compris dans la bande de largeur finie paralléele 8 Oz con-
sidérée plus haut.

Si ¥ est partout discontinu, il en est de méme de ®; on peut en
effet entourer un point 5’ de § d'une courbe simple formée d’arcs
de cercle ne contenant aucun point de §, et aussi voisine qu’on le
veut de 5'; il y a d’autre part correspondance continue entre un
cercle du plan des « entourant un point-racine u’ de 1’équation
B(wu) =123, et un élément d’aire du plan des z (ou un élément de
surface de Riemann ramifiée en z'), de sorte qu’a la courbe entou-
rant 5’ correspondra une courbe entourant «’', infiniment voisine
de ce dernier point et ne contenant aucun point de ¢; € est donc
partout discontinu. Réciproquement, si & est partout discontinu, il
en est de méme de §. Si§ est continu, il en est de méme de € : sup-
posons qu’il en.soit autrement et soit alors «' un point de € qui
n’est pas bien enchainé dans ¢ avec le point a I'infini; I'ensemble ¢’
des points de ¢ qui sont bien enchainés avec u’ est un ensemble
parfait bien enchainé, a moins qu’il ne se réduise au seul point «';
¢’ ne contient pas le point a I'infini, il est donc borné; tout ensemble
contenant ¢’ et contenu dans ¢ est discontinu ; ’ensemble & déduit
de ¢ par la translation — pa jouit des mémes propriétés; on peut
choisir p de maniére que " soit contenu dans A'. On peut entourer
%"-d’une ligne simple contenue dans A’, ne contenant aucun point
de € et dont tous les points sont aussi voisins qu'on le veut d'un
point de ¢ (*). A cette courbe, il correspondra dans le plan des z
une courbe tout entiére a distance finie, ne conlenant aucun point
de , mais limitant un domaine qui- contient des points de §; ces
points sont séparés du point a I'infini par une courbe ne contenant
aucun point de §. # ne serait donc pas continu.

La réciproque parait plus difficile a établir; nous la laisserons
de coté.

Prenons comme exemple le cas d’une substitution a cercle fon-
damental singuliére et de deuxiéme espéce, laissant invariant le

(1) ZoreTTI, Sur les fonctions analytiques uniformes qui possédent un
ensemble parfait discontinu de points singuliers (Journal de Liouville, 1905,
p. 10).

MoNTEL, Lecons sur les séries de polynomes a une variable complexe, Paris,
Gauthicr-Villars, 1910, p. 7.
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demi-plan supérieur J(z) 2 o par exemple

3.: R(z):z—!-l—-i—.

Ees fonctions R_, (z) étant réelles pour s réel, il en est de méme
de la branche de fonction « = ®(z) dans le domaine D'; au seg-
ment (Z,, — %) de Faxe réel contenu dans D’ correspond le seg-
ment (X, - o) de I'axe réel contenn dansA’ et réeiproquement ;
g étant un ensemble parfait et discontinu situé sur Vaxe réel, @ est
aussi partout discontinu et sa section par A'n'a gue des points
véels; donc € tout emier n'a que des points réels. La bande du
plan des w dans laquelle 6( 1) ne tend pas uniformément vers F'in-
fini en méme temps qué # est iei une bande ansst mince qu’on le
veut comprenant Paxe réel; dans cctte bande () est indéterminée
al'infini vers les 2 positifs et prend une infinité de fois toutes les
valeurs; Findétermination n'a hen gue dans les cercles de vayon =
ayant pour centres les points de 'ensemble diseontinu €. Les
régions d'indétermination & Finfini ont done une densité extréme-
ment faible.
Si Yon prend

1
s=R(3)=3+ -+ 2,

substitution ‘qui laisse imvariante le. demi-axe réel négatt et le
domaine extérieur a ce demi-axe, on est conduit & une fonc-
tion 8(u) pour laquelle I'ensemble-partait, & se réduit a axe véel.

80. Examinons maintenant le cas o il y a un point exceptionnel,

¢’est-a-dire ou la fonetion est une fonction entiére, ¢'( )

1
0(w)—c

qui vérifie I'équation fonctionnelle
9(u-+a)=Plo(w)].

ou P est un polynome: w(u) tend alors vers une valeur finie
et y'(u) vers zéro quand « tend vers 1’inﬁni en restant dans les
domaines précédemment décrits. Je vais montrer (ue ¢(u) est de
genre infini. Soit

P(3)=Azd4 Ayz¢-1 4, ..+ Aq.
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Pour [3|Z 2, on aura
[Pia) | > ([A]—¢€)p4,

€ étant aussi petit gu'on le veut pour g suffisamment grand. On
A :
peul done supposer ¢ < '——;L et, par sune,
A
[Pca)| > J7‘-I~P”-
1
y NTTH
T » €€ (ue nous suppose-

Le second membre est > ¢ si g > <
3 .
rons. Oun trouve alors, par récurrence, Finégahité

o —1

| Pu(z)] > ( | A )‘+tl+...+4n~npdu= <$> ‘_19:/".

2

ou en pns;mt
1

a1
(IAI) =B (Bo>1),

2

I‘)"(;)l\/]i;(ﬁp)tln.
SiB< 1,ma
[Pa(z)| > (Bo");

Si B _ 1, il suffit de prendre ¢ > 1 pour avoir’

I Pu(3)|> P""-
Dans tous les cas on a

| Pu(3)] > Ca" (G >1).
Soient sy =g ¢ ¢l une solution del’équation b(1)=34. Onaura
|e(ug+ na)t > €4,

Soient r un nombre quelconque cqmpris entre |ug+ nal et
| o~ (n 1 )a|. Le module maximum de o (u) pour |
supérienr a C; d'ailleurs, 2 et r tendent vers Pinfini en méme

=1 csl
temps et I'on a, pour n suffisamment grand,

]
n > kr <o <k ——) .
Donc finalement ;

IR () > CA¥ = elor€.uv — glog .ot groge.emr
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en posant m =k logd. Pour r suffisamment grand, on aura aussi,
sto<_c<m,
IL(r) > e (¢ >o).
Le module maximum de o(«) croit donc plus vite qu’une exponen-
tielle itérée : la fonction p(u) est de genre infini.
Je vais d’ailleurs montrer qu'on aura aussi

I (ry< e,

Soit «' le point de la circonférence de centre O et de rayon r ou
o(u) atteint son module maximum; u’ est situé sur Parc compris
entre les deux droites Y === A et qui coupe la partie positive de
I'axe réel, du moins dés que »~ dépasse une certaine limite, car sur
le reste de la circonférence () tend uniformément vers «, affixe
du pnint'double de multiplicateur 41 que nous avons ramené a
distance finie. En.effectuant sur cet arc la translation — na nous
obtenons un arc compris dans le rectangle :
oiX<La.

—HSY <+ H.

Dans ce rectangle, o(u) est inférieure en module i un nombre
M21. Soit K un nombre au moins égal a

[A] Al +eoo | Agma |+ | Aals

d  e— At Ty h
et tel que KM > 1. En posant 5 =o(u), v étant un point du
rectangle, on obtient :

|zl <M,
| 31| < KM¢<,
| 39| < Ki+d M,

1 \dn
130 | < Kitdosrdn=t Mdn & (KHM) = L~
[o(u)=|¢(u~+ na)| < L,
r=|u~+na|>na—\|u|2na—ya:+ Hz
nZk'r (k'>o0)

On obtient finalement pour L (r)
M (r) < elogL.d*r
d’ou l'on déduit
M (r) < e

Faisons voir maintenant que («) est non seulement de genre, mais
d’ordre infini. Si 5, est un nombre fini quelconque, et «’ un point
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de I'ensemble parfait @, il existe des points racines de I’équation
9 (u) = 3odans uncercle de centre u'-+ pa, et de rayon arbitraire /
pourvu que 'entier p soit suffisamment grand; en effet, les valeurs
de o(u) dans ce cercle sont représentées par un domaine du plan
des z qui, pour une valeur convenable de p, couvre le cercle
I'(|3|<p). Nous supposerons p assez grand pour que p > |z,| et
que d’autre part l'inégalité |z| 2 p entraine |P(z)|>|z].
Dans le cercle de centre u”= u'+ pa et de rayon /, la fonction
o(u) prend ainsi au moins une fois la valeur z,. Dans le cercle de
centre u'+a et de méme rayon, elle prend au moins d fois la
valeur 3,; car lorsque 5 = ¢ (u) décrit I', R(z) décrit un domaine
multiple qui couvre d fois T'; de méme R;(z) prend d* fois,
R, (z)d" fois chaque valeur de T; ¢(u—+ na) prend ainsi
(1+d—+dy—+:..+4d") fois la valeur z, dans un cercle de rayon
r tel que

v .o
r<|u |+ na+1, lim - = a.
. n=—e

On a donc n > kr pour r suffisamment grand et le nombre N(r)
de racines de ’équation 6 (u) = z, dont le module est inférieur & r
vérifie I'inégalité

N(r)21+d+...+dr> dn> dkr= elklosdr,

De plus, la série N

r s . .
P étendue a ces racines est divergente quel que
P

soit A. Nous avons en effet d” racines dans le cercle de centre
u"+ na et de rayon [, racines dont le module est inférieur a % et
qui donne dans la série précédente une contribution supérieure
a (é)l d", quantité infinie en méme temps que n.

Revenons au cas d’une fonction méromorphe sans valeurs
exceptionnelles. Dans ce cas, les valeurs de cette fonction (u)
dans la suite des cercles considérés plus haut couvrent une fois,
d fois, ..., d fois, ... le plan des z tout entier; le méme raisonne-
ment s’applique et la série 2 ,"-li’ étendue aux modules des zéros
ou des poles de la fonction 8(u) — z, est divergente quel que
soit A. Cette fonction est le quotient de deux fonctions entiéres
qui sont toutes deux d’ordre infini ().

(') Nous nous sommes placés dans le cas ou R"(a) n’est pas nul au point
XLVIIL. 21
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81. Telles sont les propriéiés les plusimportantes de ces fonctions
méromorphes. Nous pourrions également rechercher les points
critiques des fonctions inverses; cela se fait exactement de la méme
maniére que dans le cas de la fonction de Poincaré et il n'y a pas
lieu d’y insister.

Remarquons quelorsqu’on recherche quelles propriétés delafonc-
tion dé Poincaré, vérifiant 'équation fonctionnelle § (S u) = R [0 (u)]
ou 8 >1, correspondent & celles de I’ensemble parfait &, on est
conduit a des résultats qui, dans ce qu’ils ont d’essentiel, appar-
tiennent a toutes les fonclions méromorphes ou entiéres ainsi que
I’a montré M. Julia dans des recherches récentes. Les fonctions que
nous venons d’étudier présentent au contraire des propriétés sin-
guliéres; si 'on raméne en effet le point singulier a distance finie

. ] - . .
par le changement de la variable w = ~» on obticnt une fonction

pour laquelle 'indétermination en ce point n’existe que suivant les
chemins compris entre deux arcs de cercle tangents entre eux au
point singulier et terminés en ce point. Des fonctions de ce genre
ne seraient peut-étre pas faciles a obtenir par les procédés généra-
lement utilisés pour construire des fonctions méromorphes ou
entiéres ayant des propriétés spéciales.

Il nous resterait a étudier les courbes analytiques invariantes par
une transformation rationnelle et dont I’étude est intimement liée
a celle des fonctions étudiées dans ce Chapitre. Nous espérons y
revenir bientot. Si incompléte que soit cette.étude des transcen-
dantes uniformes définies par des équations fonctionnelles itératives,
nous pensons qu’elle suffit 2 montrer I'intérét qui s’y attache; cer-
taines de ces fonctions jouissant-de propriétés simples et présen-
tant des singularités d’une nature différente de celles rencontrées
jusqu’ici mériteraient, semble-t-il, de prendre une place impor-
tante en Analyse, a coté des fonctions elliptiques et automorphes
avec lesquelles elles ont d’ailleurs une parenté évidente.

double a[R'(2x) =+1]. Si R"(2) =0, on est ramené au premier cas par
I'emploi des deux représentations conformes auxiliaires utilisées préeédem-
ment. On verra facilement que rien d’essentiel n’est changé aux résultats.



