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SUR DIVERSES CLASSES DE SURFACES
ENGENDREES PAR UNE HELICE CIRCULAIRE ;

Par M. Barre.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons, dans le présent Mémoire, de compléter
notre Etude sur la Théorie générale des surfaces engendrées par

XLIX. 5
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une hélice circulaive (Bulletin de la Société Mathématique de
France, t. XLI, 1913, p. 242-339) parl’examen de quelques nou-
veaux types particuliers de ces surfaces (!).

Le Travail actuel comprendra deux Chapitres; dans le premier,
nous étudierons le mouvement d’une hélice circulaire variable
possédant une enveloppe; dans le second, nous examinerons les
surfaces a plan direeteur et a pas constant

CHAPITRE 1.

SURFACES ENGENDREES PAR UNE HELICE CIRCULAIRE QUF SE MEUT
EN RESTANT TANGENTE A UNE COURBE FIXF

1. Nous avons énoncé (cf. 7. . C., Chap.]1, n° 14) le résultat
suivant :

« La condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille
d’hélices circulaires mobiles ait une enveloppe est que les équa-
tions

(1) M=o, KL—Np=o0
admettent une solution commune
(2) F(2, t)=090.»

A chaque solution de cette forme correspond une courbe tan-
gente aux génératrices; leur ensemble constitue l'aréte de
rebroussement de la surface engendrée.

Un calcul des plus simples permet de remplacer les équa-
tions (1) par les suivantes (en introduisant lIa simplification cor-

(') Dans ce qui suit, les nolations seront, en principe, celles de notre Mémoire
Théorie gencrale des surfaces engendrées par une hélice circulaire que nous
désignerons, pour abréger, dans les nombreux renvois que nous auvons A y faire,
par la notation T. H. C. Dans un Mémoire paru dauns le Bulletin de la Sociéte
(t. XLIIIL, 1915, p. 25-61), nous avons d¢éja présenté la monographie d’un type
particulier de surfaces que nous avons appeléces hélicoides de seconde espéce.
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respondant au choix particalier d’axes défini par g =o0) (') =

S M=o,
(1 bis) , Kp2ptsin?g +(K2pp'+ K 1z) cosg
4 +[peK' —pKe(Kr— w) | sing + 2K + K2up =o.

Sans insister sur le cas général, conduisant a des calculs d’une
complication qui ne correspond en rien i intérét, nul, du résultat,
nous nous arréterons aux deux cas particuliers suivants : Le pre-
mier est celui ou p=o; la surface est i plan directeur; nous
¥ reviendrons. Le second est celui ot la génératrice est indéfor-
mable et on le rayon OX engendre une développée du lieu du
centre O. Alors

=720 K = K,, w=w=0 (Ko, g0, const.)

et les équations (1 bis) deviennent

. . . rk
(3) sing(v — Kypo) =o, sm?(sm"*—-— °)=0.
P o
Lannualation de sino exige (') une véritication directe de la
? g
scconde équation (1). On est conduit ainsi a la solution constituée
par une fanmille d’hélices indéformables pivotant autour d'un point
fixe auquel se réduit son enveloppe.
Mais les (5qual,iuns (3) peuvent encore étre résolues en prenant

f ¢
0= —
¢ pl(o
1) .- avec la condition

| sin(——v )— r Ko
rKe/ ™ p g0

Ces relations, par Vintroduction de I'are s, des rayons de cour-
bure R et de torsion T de la courbe lieu de O, prennent la forme

(') Sous la réserve que la solution considérée, commune aux dcux équa-
tions (1 bis), n'annule pas le multiplicateur de la seconde équation (1) dans
Popération qui permet, en éliminant Pare $ entre les deux équations (1), d’obtenir
I’éguation trigonométrique qu’est la seconde équation (1 bis). Ce multiplicateur
est sin®. Si la solution communc I'annule, une vérification directe s’'impose.
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géomdtrique suivante, plus intéressante :

3 o— R *ds
’ ‘-—K‘,SCC -T'y

(6) sin| & sec Tds) _ X tangfx-‘ﬁ-,
Ko T fo T

&
ot Ja Iimite inférieure de f T oa e laissée intentionnellement

—_

arbitraire (1)

Recherche des conditions pour qu’une famille d’hélices circu-
laires a plan directeur et dépendant d’un paramétre admette
une enveloppe.

Les équations des hélices d'unce telle famille peuvent s'éerire,
avee un choix d’axes évident.,

(7) x=fi(t)+¢cose, y=/fi(t)+psiny, 3 =f3(t) + Ke,

formules dans lesquelles. s et K sont des fonctions quelconques
de t, ainsi que f,, f, et f3.
Les conditions déterminant I'enveloppe sont :

(%) fi+¢cose _ fy+p'sing fi+Ke

: -—psing ¢ cosc K

De ces relations on peut ¢liminer o, ce qui donne la condition
pour qu 1l Yy ait une enveloppe, et tirer la valeur de © correspon-
dant au contact. Il y a intérét a distinguer deux cas, suivant que p
est constant ou variable.

(') L’arbitraire ainsi laissée correspond au choix de la développée. On exami-
nera en particulier le cas ou le lieu de O est plan. Ce lieu est alors nécessairement
un cercle et 'axe de I'hélice décrit un cone de révolution dont le lieu de O est un
paralléle. (L’enveloppe se réduit au point a l'infini sur I'axe du cercle lorsque ce
cone dégénére en un cylindre.) Le demi angle au sommet 0, du cone des axes, le
rayon R, du cercle lieun de O sont liés aux constantes K, et p, de ’hélice par la
rclation.

_ K, cotang¥b,
(Rl "_—_‘ Ro *
s K, sint,

o

La surface engendrée est de révolution. Il est d'ailleurs facile, par un raison-
nement géométrique trés simple de démontrer a priori la possibilité d’engendree
unc surface de révolution ayant un paralléle donné au moyen d’une hélice dont
I'axe rencontre l'axe de la surface et qui reste constamment tangente a ce paral-
lele.
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A. pest constant. — Soit gy sa valeur,

a. Silon suppose K variable, le cas ou il est constant devant
étre ¢tudié a part, on trouve, en prenant N pour variable indé-
pendante,

|7

(9) o= R (frs — 1

“©
<

avee la condition
s fl h X X -ly 4
V10) f_ <+ tang ;“(fn' +f2)P—f|=
)
1)
qu’il peut ¥ avoir intérét a écrire
S LY 1
(11) js—alctantr[j ]—i——(f"-%—f’,’)’.
20
Une  simplification particulicrement intéressante sc¢ présente
F) . U .
lorsque Paxe décrit un plan : alors £+ ¢st constant et, par un choix
| 7 s |

d’axes convenable, peut étre supposé nul. La formule (11) se
réduit (en se bornant i une détermination de Vare tang) i

, _ K,
Ji= ;‘f:
vo
b. Si K était constant, on aurait
bis _ f’
(9 bis) tange = — =1,
1
(10 bis) foa= o_",(f!’g _,_f/gz)a_
. Yo

dont l'interprétation. géométrique, trés simple, est immédiate : le
liew de O est une hélice générale ayant pour plan directeur
celui des hélices circulaires génératrices.

B. o est variable. — En le prenant pour variable indépendante,
on est conduit a remplacer les conditions (8) par les suivantes :
(12) f coso + fysing +1=0, ([ K'o) = K(f, cosg — f'; sino).

La premiére des ¢quations (12) ne sera résoluble en éléments
réels que si [ et [, supposés réels, sont tels que

fe+fe>u.



-_T70 —
On posera done

(13) Sfi=

sind(z) , _cosd(z)
coso(z) 7 cosB(z)’

ces relations permettront, f' et f, étant données, de trouver @
et © sans introduction d’élément imaginaire, en delors du cas on
ceux-ci s'introduisent par la naturc méme de la question. La pre-
miére équation (12) donne alors simplement

T .
(14) qa:zmt—-;+d’+9 (n entier),

et-la condition a laquelle doit satisfaive le mouvement de la géne-
ratrice est

(15) fi=

a

o &

tang®(g) — K’[znr:— -+ &+ 6].

I

En résumé, on peut théoriquement se donner trois des quan-
tités f1, fa f3 ou K :'la derniére s’en déduit. La solution pent
s'achever complétement lorsque les donndes sont, ou f,, f» et K,
ou, sous une autre forme, K, 8 et ®; f; s’obtient par quadrature.

Le résultat est particuliérement simple lorsque K est constant ;
nous y reviendrons ultérieurement.

A titre d’exemple, en prenant

b= - 0=, n=o,

on obtient, avec un choix d’axes convenable, le systeme de fone-

tions
. = Kd ..
Si=—2g, Si=o,  fi=V3. "—'——:‘6—“3"\-

in particularisant K, on peat obtenir des surfaces plus ou noins
. . e . e, . . .
simples; ainsi, en prenant K = o (po const.), on obtient la surface
[

suivante o ne figurent plus que des opérations dégagées de tout
signe d'intégration :

o

a 3

|
-a

3

v3 ﬂ) e

r=—2g+gcoso, y=gsing, z=(

-~
<

fo

On observera que les courbes @ = const. de cetle surfuce sont des
paraboles.
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2. RECHERCHE DES CONDITIONS DE CONTACT h'ONE HELICE CIRCU-
LAIRE AVEC UNE coursk poszaEr. — La recherche directe des condi-
tions de contact supérieur d’une hélice mobile avec son enveloppe
est d’une complication considérable et ne présente aucun intérét.
Il est tout a fait préférable d’étudier les conditions de contacl
d"une hélice et d’une courbe donnée, ce qui défintra géométrique-
ment le mouvement de I'hélice génératrice, si 'on se place au
point de vue de I’étude de la surface engendrée par cette courbe,
de méme que I'étude directe du mouvement de la tangente a une
courbe gauche conduit beaucoup plus naturellement a 'obtention
des propriétés des développables que la considération des condi-
tions assurant a une droite mobile I'existence d’une enveloppe.

A. Hélices circulaires tangentes en un pqint a une courbe
gauche. — On peut prendre pour axe de I'hélice une droite
telle que la perpendiculaire qui lui est commune avec la tangente
au point considéré coupe celle-ci en son point de contact avec la
courbe. Le cylindre circulaire qui la porte s’obtient immédiate-
ment : il est engendré par la paralléle a Paxe passant par le point
de contact. L’hélice est -alors entiérement déterminée. On voit
donc qu’il existe une triple infinité d’hélices circulaires tangentes
en un point a une courbe. Leurs axes forment un complexe.

Une démonstration géométrique trés ¢lémentaire conduit au
résultat suivant :

Le cone du complexe des axes des hélices circulaires tan-
gentes en un point & une courbe a pour base le cercle décrit
dans le plan perpendiculaire a la tangente a la courbe pas-
sant par le point de contact et ayant pour diamétre le segment
compris entre ce point et la projection orthogonale sir le plan
défini ci-dessus du sommet du céne du complexe.

B. Hélices circulaires ayant en un point d’une courbe gauche
un contact de second ordre avec cette courbe. — L’hélice et la
courbe doivent avoir méme normale principale .: on en conclut
de suite que l'axe de I'hélice cherchée doit rencontrer la normale
principale de la courbe.

Soit M le point de la.courbe, v e point de la.normale principale



ou P'axe de 'hélice cherchée coupe cette normale et « I'angle de la
courbe avec cet axe.

L’axe de I'hélice doit évidemment étre perpendiculaire & Mo
cn o si cela a lieu, Phélice tangente en M a la courbe considérée
et décrite sur le cylindre circulaire de rayon Mw, et dont l'axe
satisfait aux conditions quc nous venons de définir, admet méme
plan osculateur que la courbe donnée; le contact du second ordre
sera donc réalisé en imposant I'égalité des rayons de courbure.
¢’est-a-dire si 'on a

Mo

sin?x

(16)

(R, rayon de courbure de la courbe en M).

On trouve sans peine que :

Le lieu des axes des hélices ayant en un point d’une courbe
un contact dusecond ordreavec celle-ciest un cylindroide ayant
pour plan directeur le plan rectifiant et pour directrice
rectiligne, la normale principale; Véquation de cette surface
rapportée au triedre fondamental correspondant au point considére
est

('7) Rs2 :_y(x1+ 32).

La considération de la figure ci-dessus donne sans difficulté, en
se rappelant que
K = pcotz

et que, pour des hélices ayant avec la courbe un contact du second
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ordre. 5= Mo = Rsin2a :

/ . =\ .
s xr = Rcos?51n3a+l’\(<p+ :) sina cos?a,
(18) )J‘ = Rsin?asin ¢ -~ Rsin2a (M» = Rsin?a),
. =\ .
5= —Rcos gpsin*zcosaR -- (9-‘.— ;—) sin?z cosz.

On déduit immédiatement de la les équations paramétriques
gencrales des surfaces engendrées par une hélice circulaire ayant
avee une courhe donnée un contact du deuxi¢me ordre; ces équa-
tions sont

(19) X=XN+72+y+ 53,

<1, T2, T3, cosinus directeurs de la tangente;

34, B2, B3, cosinus directeurs de la binormale ;

%1y Y2y V3, cosinus directeurs de la normale principale a la courbe
considérée;

ey J, %, coordonnées d’un de ses points; x, ). = définies par les
¢quations (18) dans lesquelles 2 doit étre considérée comme une
fonction du paramétre qui définit Paréte de rebroussement.
Parmi les hélices ayant avec la courbe un contact du second

ordre, il est intéressant de rechercher s’il n’en existe pas ayant le

méme rayon de torsion que celle-ci. Envisageons (’abord les va-

leurs absolues.

Soit T le rayon de torsion de la courbe; I'égalité des rayons de
‘) ) D
torston donne
P

(20) —0 =T,
SIn%x COSa

ct, d’autre part, on a [ équation (16)]
(21) z= Rsin?a;
des équations (20) et (21), on tire

RT? .
sing = -

= R T’ o= —‘/—R—zﬁ(sumcosy

¢ L. 0).
1l existe donc deux hélices répondant a la question; les deux axes
passent par le point central de la normale principale et sont, I'un

d’eux parallele a la caractéristique du plan rectifiant, I'autre symé-
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trique du précédent par rapport a la tangente. La premieére hélice
seule a méme torsion que la courbe, compte tenu du signe, c'est-
a-dive de la disposition.

C. Hélices ayant un contact du troisiéme ordre avec une
courbe. — Pour qu’une hélice circulaire ait un contact du troi-
sieme ordre avec une courbe, il faut et il suftit qu’outre les condi-
tions ci-dessus (contact du deuxiéme ordre ¢l méme torsion en
grandeur et signe), la suivante :

d(é) =0

ds

soit ausst véritiée.
Donc :
1\

Auzx points d une courbe ot la courbure est stationnaire, 1l
existe une hélice circulaire ayant un contact du troisiéme
ordre avec la courbe. '

En pavticulier : pour toute courbe a courbure constante, il
existe en chaque point une hélice circulaire ayant un con-
tact du troisiéme ordre avec la courbe. Cette hélice (sauf lex-
ception signalée ci-apreés) engendre, dans son mouvement, une
surface dont Uaréte de rebroussement posséde un contact du
troisiéme ordre acec la génératrice. On voit en passant quec
cette condition implique pour la genératrice de conserser lu
méme courbure pendant tout son mousvement.

Par contre : une hélice circulaire de grandeur constante ne
peut engendrer une telle surface : Uaréte de rebroussement est
en effet une hélice égale & la génératrice qui se confond avec
toutes ses hélices osculatrices. 1l est intéressant de voir direc-
tement comment se comporte la seconde hélice ayant avec 'hélice
de rebroussement un contact du second ovdre et une torsion
symétrique de la sienne. Cette hélice engendre visiblement
un hélicoide. Daus la figure ci-contre, () représente 'hélice
circulaire donnée, lixe (G,) son cercle principal; M est un point
de I'hélice, My la normale principale coupant Paxe en . le plan
de la tigure est le plan perpendiculaire a My passant par . : uz pa-
ralléle a la tangente M= est dans ce plan; soit pU symétrique de
Paxe uly de (Hy) par rapport a w=.



Un cylindre circulaire d’axe pU égal au cylindre de base (Cy)
passc en M. L’hélice-de tangente MT tracée sur le cylindre est
symétrique de Phélice H, car elle a méme courbure et méme rayon
de torsion mais forme avec clle une disposition différente. (Vest

Fig. 2.

7

I'hélice cherchée. On voil que, dans son mouvement, sow axe
engendre une surface de vis. Ceci permettrail un autre énonceé
a pcu prés ¢vident pour définir la génération de la surface engen-
drée par I'hélice (H). Si H,, et par suite I, sont équiangles, la
surface des axes est hélicoide minimum réglé.

Cas particulier des surfaces a plan directeur. — 1l ¢st a pen
prés évident que le contact d’ordre le plus élevé que Pon puisse
imposer a 'hélice mobile d’avoir avec Paréte de rebroussement,
dans le cas des surfaces a plan directeur, est le contact du second
ordre. On voit, en effet, en projetant surle plan dirccteur, que le
cercle principal possédera avee son cenveloppe un contact de



— 76 —
méme ordre au moins que I'hélice avee I'aréte de rebroussement.
Ceci montre, également, que, pour qu’il y ait contact du second
ordre, il faut que le cercle principal sur le plan de base reste oscu-
lateur a une courbe fixe. Il faut, en outre, (que 'aréte de rebrous-
sement soit une hélice quelconque de méme plan de base. Car sa
normale principale commune en chaque point avec ’hélice mobile
rveste parallele a ce plan.

On voit sans peine (ue ces conditions sont suftisantes.

On obtiendra donc de la facon suivante la surface la plus géne-
rale ayant un plan directeur et une aréte de rebroussement dont
la génératrice possiéde yn contact du second ordre avec son enve-
loppe :

Une hélice quelconque (H) étant donnée, tracer sur le
cylindre ayant pour base le cercle osculateur de la projection
de cette hélice sur son plan de base, U'hélice circulaire tan-
gente a (H) au point correspondant au cercle osculateur con-
sidéré. Lorsque ce point varie, l'hélice circulaire engendre
la surface cherchée.

CHAPITRE 11.

SURFACES ENGENDREES PAR UNE HELICE CIRCUTAIRE
A PLAN DIRECTEUR KT A PAS CONSTANT.

La présente ¢tude comportera deux parties, I'une relative aux
surfaces générales engendrées par une hélice circulaire a plan
directcur et a pas constant, 'autre consacrée a l'examen de
quelques types particuliers.

PreMIERE PARTIE. —— Surfaces générales.

1. ForwuLks cEntrsLrs. — Par un choix convenable et évident
des axes, les surfaces engendrées par une hélice circulaire a pas
constant ct 4 plan dirccteur peuvent étre représentées par les
formules

z = f1(t) + p cosy,
n ¥y =J2(t) +psiny,
3 =/fy(t) + Koo
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(¢ fonction de ¢ qui s¢ réduit @ une constante dans le cas d’une
génératrice indéformable), desquelles on tire

dx = —psin odo + (fy + p' coso) dt,
(In) dy = gcosgdo+ (fy+ ¢ sing)dt,
& = Kodf? +f/3 dt
el
(1) dst= E de*+ 2F dt do + G de?
avec

E=/f2+ 2+ -+ 02+ 20 (f]coso - fysino),
(1 bis) 3 F = (4 cosg — f sine) + Ko fh,
G =g+ Kj.

Les coefticients A, B, (. du plan tangent sont donués par

A= Ko(fy++p' sing)— f}pcose,
(IV) B = —K,(f)+p'cosg)— fipsing,
. C=  p(ficoso~+ fysino+p')

et

(V) H2= A2 B2 C2= KRS} /3 + 2+ 20 (f cosg + fising)]
+p2fyt+2Ko fp[ fisine — f4cosp]

+ p2(fcos0 + fysing - p')2

L’angle ® fait par la normale principale de la génératrice avec
g 8
la normale a la surface est donné par la formule

1
(fh cose + fysing +p')(p2+ K2)?
Ko (f% cose — fysine) — ¢ fh

et angle V du plan tangent avec le plan de base par

(vhH tangs =

K3 | [Ko(f coso —f) sing) — o f51%

T tang?V = - —
(Vb ° h - e*( /) cosg ~+ f7 sine + 5')?

Entin, les déterminants D, D', D" de Gauss sont ici
(VI D = f3p(f coso + fysine +p') — fip(f" cosg + [ sing + ")
+Ko[f1 fo—F1fr+cose(fap"—f2e)
— sino(f "= f1e)],
(IX) D'=— o'Ko[f} cosg + f} sino + '],
(X) D"= —p[Ky(f} cose —f sing) — o f3].
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Pour la plapart des utilisations pratiques de ces formules, il y
awfa, lorsque 'hélice est déformable, intérét a prendre g pour
variable indépendante (p'=1, p"=0); lorsque I'hélice est de

forme invariable, on ne peut plus prendre o, qui est constant,
9 P l I v

comme variable indépendante; mais alors o'=3"=o0 et les for-

mules se simplifient considérablement.

2. PROBLEMES RELATIFS AU PLAN TANGENT. — La détermination de

la courbe de contact du céne circonscrit ayant son sommet en un
point donné est, comme dans le cas général, un probléme dépendant
(l"(rqualions ou Pangle ¢ est enchevéiré avec les lignes trigonomé-
trigues. Mais, par contre, il est intéressant d'observer que le
probléme.correspondant relatif aux cylindres circonscrits dépend
uniquement de la solution d’équations trigonométriques. La consi-
dération de ces équations conduit méme a des résultats intéres-
sants.

L’équation déterminant la courbe de contact du cylindre paral-
lele i la direction (g, B, v) est

(1) 2[Re(fy=-g'sing) — flipcoss]
— BLKo(f', 9 0088) - [y p Sing ]+ 1p(f} cosg ' sing+ ') =o.

Dés lors :

Sur chaque géndratrice existent deuzx séries de points de la
courbe de contact, les points de chaque séric étant répartis
a égale distance sur une aréte du cylindre principal de la géné-
ratrice. En particulicr, si o. =% =o, on obtient I'équation du
contour apparent sur le plan de la base.

La détermination de la développable d’égale pente, faisant avec
plan de base I'angle V,, donne lieu a des remarques analogues.
Toutefois, dans le cas des hélicoides ( f' = f',= o), la courbe de
contact se réduit & un ensemble de géndératrices.

3. Licse pe stricrion. -— La ligne de striction de premicre
espece est donnée par Péquation

(2) Ko(fycosy — fsing)— 2 f3=0;



celle de seconde espéce est définic par la relation
(3)  (facosg — f'ysing;[o2(fcosp + fasing) -+ p'(p?+ K3)]
-+ Kopfy(fcosg + fising) =o.

Ces deux lignes ont une branche commune dans les trois cas
suivants :

Sl

) fi=o,
ou si
fo=cif|(z==1)
avec
fy= R,
’

ou enlin st

f'z_.__f'z__fif'z o _
1 ~J2 K2 y —pt=o.

A. Lorsque f',=o0, on trouve les surfaces ® déja rencontrées
(et T. H. C., Chap. II, n° 6) et que nous retrouverons plus loin.
La ligne de striction de premiére espéce fait enticrement partie de
la ligne de striction de seconde espéce.

B. Si fi, =c<if, sans que f' et f, soient nuls ensemble ('),
Paxe de I'hélice décrit un plan isotrope. Deux cas a distinguer -

1)
i génératrices paralléles a 'intersection du plan divecteur ct du
plan décrit par I'axe.

1° Si ¢ est constant, la surface engendrée est un cylindre isotrope

2° Si p est variable, on trouve la surface représentée canonique-
ment par les équations

(XI) z = fi(p)+pcose, y=fa(p)+psing,

5= Ko(c?q—ilogf—), (po-const.).
0

C. Reste entin le cas ot 'on a

(i Jerfi—

(1) Si f' = f3=o0 on trouve les hélicoides; dans ce cas il faut examiner direc-
tement ce qui se passe. La ligne de striction de seconde espéce est indéterminée :
celle de premicre espéce s'évanouit, sauf pour I'hélicoide gauche minimum pour
lequel elle est indéterminée.

Enfin, notons que, dans tout ce paragraphe, on laisse de coté le cas de £} + K3 = o.
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Les sarfaces correspondantes sont les surfaces I' déja trouvées
(ef 7. H. C.. Chap. II, n° 6) et que nous allons étudier plus
spécialement ci-aprés. La partie commune des deux lignes de
striclion est une aréte de rebroussement enveloppe-. des hélices
géncératrices.

Courbure moyenne et courbure totale. - - Leur expres-
sion cst facile a écrire; nous nous bornons a en indiquer la forme
ns en expliciter les coefficients; on a

s 1 ED"+ GD — 2FD’ Pa(sing,cos¢)
-t= R— == 3 = - —:‘—
Ry : H [Ra(sing, coso)]?
1 DD"—D? _ Qs(sing, cosg)
KRRy H¢ 7 [Ry(sing, cosg))?

(P2, Quy Ry polynomes du second degré en sing et cos?).

DevxiEmMe PawTiE. — Surfaces particulidres.

I. — Surfaces T.

1. Sur¥Acrs A GENERATRICE INDEFORMABLE. — A. Nous étudierons
tout d’abord celles des surfaces I' qui sont engendrées par unc
hélice de forme invariable, c’est-a-dire pour lesquelles o est con-
stant, soit p = g,.

VLa relation (4) devient alors

2
¢, . ] 0 '
(4 bis) f"+f»*=']§y i
qu’'on peul alors remplacer par
o“

) fi= %f;(z)sane(z), fi=cea gt £ (1)cosd(n),
(&1, ga= k).

On peutl d’aillcurs, sans limiter aucunement la généralité de
p ) 8

I'élude, prendre ¢, —= -— 1, e = 1. Cela posé, si I'on suppose 6

’ ) ) P
conslant, on trouve un cylindre engendré par une droite primi-
tivement tangente a une hélice circulaire et qui se meut paralle-
lement a sa position initiale en s‘appuyant constamment surv
I'hélice. Ce cas ¢éliminé, on peut prendre  comme variable ind¢é-
b
pendante. et 'on obtient sous la forme réduite suivante les ¢qua-
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tions paramétriques des surfaces ¢tudiées :

’

0
‘ x = — ﬁ".f J3(0)sin0 db + g4cos3,
K,

(XIY) ‘ o [
> 'Kf:‘,f S3(0)cosd db + gosinz.

s=  f3(0)+ Kos.

i

La surface définic par les équations (NII) est une surface de
translation. Les courbes conjuguées des hélices circulaires génc-
ratrices sont des hélices de méme pas angulaire et de méme plan
directeur que les génératrices, comme onle voit en observant que,
pour les courbes © = const. on a. en désignant par ds 'élément
d’arc de la projection sur zOx-.

ds  (pi+ K}
ds — T K,

Le vayon de courbure du cylindre principal de ces hélices est

R= £ r.

0

L’enveloppe des géncératrices, partie commune aux deux lignes
de striction, cst définie par la relation

16) 0—¢=2n= (n entier).

Nous distinguerons ces surfaces e¢n les désignant sous le nom
de surfacesT,.

2. L'équation des asymptotiques se rédait a
CTh [3[1— cos(0 — 2)] [1‘—(0—) dO'—'—dqﬁ]:o.
B Y Ko
On nc peut supposer f’, nul identiquement (') car Phelice géne-

ratrice serait immobile; I'annulation du premier ‘crochet corres-
pond a I'aréte de rebroussement. I’équation des asymptoliques

(1) Quant aux valeurs isolées de 0 annulant f;, elles correspondent & des
génératrices singuliéres. Les coefficients A, B, . du plan tangent s'annulent en
eflet dans ce cas (Cf. Formule V).

XLIX. 6
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prend ¢n définitive la forme simple

(L)

;::Ef (f*> do.

Les invariants de Gauss et les éléments de courbure de la sur-
face sont donnés par le Tableau suivant :

. .. [P+ K2 f

G::;,—I—K,—,;

8) d

*9

!

1
ol (0= 2\ [ —s T
H= I sm< 5 )[pocos + K21 .
_ S (00—
! D———z-—l—\,—o—sm — )
(NI _
, 60—z
i D'=o, "= > fp§sin? ( 5 '>;
Lo 1! Ko(od+ K| f's(")—Ko]
R, R, | %

PO[f's(O)sin<0:?>] [p cos! ?)

K3
. i 0—9) e
S50 |zheost(25E )+ s

%]

Le contour apparent de la surface sur son plan directeur est
donné par la formule

(9) d—o=(2n+1)% (™ entier).

I est donc constitué en projection sur le plan directeur par le
lieu du poini du cercle principal diamétralement opposé de son
contact avec son enveloppe, résultat qui pouvait ¢éire prévu géo-
métriquement.

On a démontré (cf 7. H. C., Chap. I, n" 11 et 12) que la
normalie le long d’une génératrice d’une surface engendrée par
une hélice indéformable i plan directeur admet une directrice
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rectiligne et un plan divecteur. Il suftitde se reporter anx formules
données dans ce Mémoire pour voir que, dans le cas actuel :

La normalie le long d’une génératrice admet pour direc-
trice rectiligne la génératrice rectiligne de son cylindre prin-
cipal passant par le point de contact de Uhélice et de son
enveloppe, el pour plan directenr le plan

(10) z:ﬂ'-(xsinﬂ—ycosl)).
Ko

Les formules du Tableau N1 donnent lieu aux remarques sui-

vantes

La courbure moyenne est nulle sur les génératrices satis-
Jaisant a Uéquation f,=XK,. En particulier, la surface est
minima st [y sé réduit a Ky0 + const.

On vérifie sans peine gu'on se trouve alors en présence de

I'héheoide réglé minimum.

La valeur absolue de la courbure totale sur une hélice géné-
ratrice varie entre les deux limites suivantes :
I K3

- - et — 7
A Ku_flzc fled =+ l\f,)'-'f,;

q'elle atteint respectivement pour les points du contour appa-
rent et sur l'aréte de rebroussement (V).

Langle Vo du plan tangent avee le plan directeur est donné par

(¥1) tang?V = —;;'1 - tang? U
Yo
avee
K o — 0
tangU = =2 tang ( X )
2o 2
ou
(11 bes) tangV = Ko !

< (: —0
y cos |-+ )
2

(') A la vérité, on obtient sur celle-ci ces ¢léments sous forme indéterminée
sur cetle ariéte: mais les formules du texte sont débarrassées du facteur d'indé-
termination, et l'on voil que si, comme cela a licu en général. une aréte est un
lieu de singularités, les valeurs dont il s'avit ici sont les limites de celles qui sont
rvelatives & un point s’approchant du point de Paréte.
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L’expression du paramétre de distribution est

(12) P= I .I:_" ._____'_“_.
2 @ — Y
"o cosz(———'
2
3. Surracks Ty mELicorpaLes. -— Lorsque fy se réduit a une

fonction du premier degré de 0, que I'on peut sans aucune restreic-
tion_supposce réduite a K, 6 (K, const.), les surfaces 'y obtenues
se réduisent a des hélicoides, les hélices conjuguées ¢ = const.
devenant des hélices circulaires (¢f n° 1).

On obtient ainsi des hélicoides trés remarquables a double
génération par hélices circulaires indéformables formant un
véseau conjuguc¢. Ces surfacés peavent étre représentées par les

équations
’ a = p1c0s0 + p4cos0,
- _ s d P Po\
(XIV) ¥ =p1sinb + gycoso =L,
l ) . \‘\‘ ] 0
% =K 0+ hyo.

Les hélices ¢ = const. et les hélices § = const. ont pour enve-
loppe I'hélice

(13) @ =(po—+ 01)cosé, ¥ = (po+ 91)8ing, s =(K,+ K))$.

La surface hélicoidale étudice peut étre considcérée comme
engendrée, seit par U'hélice (po, Ko), soit par Uhélice (p\, K>
se mouvant en restant constamment tangente & l'hélice

(Eo+ Lirs Ko—l'“Kct)-

Entin, si Uon tient compte de la similitude des hélices consi-
dérées, on peut voir par un raisonnement géométrique trés simple
que :

Le mouvement de Uhélice génératrice s’obtient en faisant
rouler son cylindre principal sur le cylindre principal (p,+p1)
de Uenveloppe.

Avant de quitter ce sujet, faisons les deux remarques suivantes,
taciles a vérifier :

1° Si K, = K,, la surface trouvée cst la-surface de vis a filet
carré.
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2° Si Ky = - K,, on obtient un€ surface de révolution obtenue
par la rotation. d’une hélice autour d’une paralléle a son axe.

B. Surfaces I’ générales.

4. Nous allons passer maintenant a I'étude des surfaces I
engendrées par une hélice déformable. Le rayon g est alors
variable et, en le prenant pour variable indépendante, on peut
remplacer la relation (4) par I'ensemble des suivantes, qui lui est
équivalent :

sin(g) 7 cosd(p)

jlz—m, £=E-ose—(9), 2/ = Kotang®(p),

dans lesquelles @ et © sont deux fonctions arbitraires.
On trouve ainsi pour les surfaces I' les équations réduites sui-
vantes :

’ x = 508 fpsmq) do
=ecose— ] Cose ¥
e )
(XV) =5 sino — cos2 4
' [T esmes f cose ‘P

P
s =K,o —:—Kof ta—ng—}g—)dp.

Léquation de enveloppe des génératrices est la solution com-
mune aux équations

cos(p — P)—sin® =o, sin(o — )+ cos® =o;
cette enveloppe a done simplement pour équation

(NVD) ?=nn,1r-—:2'+9+¢b (n, entier).

Les coeflicients du plan tangent sont

. Jcos® + sin(o —8)] B = Ka[sin® — cos(o — 8)}
K, ’ ’

\ =
cos® cosP

(XVil),
C

[sin(o — @)+ cos8
=? cos®
et
psin(p - 0) 4 cosO2 + 2 K21+ sin(p — b — 9)].
cos*0

(XVII) H=
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L'équation du contour apparent de lu surface sur son plan de
base s"obtient immeédiatement souas la forme

sin(g — &)= — cos®.

Une partie de cette solution est & rejeter, en ce sens gu'elle
donne Faréte de rebroussement pour kyquelle le plan tangent et
indéterminé : en définitive, I'équation du contour apparent ¢st

(XIN) c;:)nzr.—:i—(')—}—'l’.

ocnératlrice

Langle » formé par le plan osculateur de la g

avec la normale a la surface est donné par la formule

1= '
Losin-| — —1—0—‘]':{—6]
AN .- K72 [ :
(XX) tang®m = (p o 1> .

! I\ L
¢ sin— -‘——9+‘|>—6
2

2

On véritie suns aucune difticulté que :
La normalie relative a la g

rectiligne paralléle @ son axe. de coordonnées :

énératrice (o) admet une diveetrice

sm'l'
— e Si e —q¢
xr = /. S -9 sin ( D),

.l
“cosP .
Yy = f T ds + 5 cos(0 — P).
On voit que cette directrice rectiligne est Uaréte du cylindie
principal de la génératrice, correspondant a la valeur

P

= — 0 4
v 2

Cette normalic admet également un plan directeur d’¢quation
8 I

K, .
(13) %‘1 3 =c0s(0 — P)x —sin(6 — D)y,
La comparaison des formules (XI1X) et (19) conduit de suite au
résultat suivant :

Les points d’une génératrice situés sur le contonwr apparent
se trouvent sur la génératrice rectiligne de son cylindre
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principal diamétralement opposée de la géncratrice servant
e directrice rectiligne & la normalie relative a ' hélice consi-
dérée.

Dans le cas général ou @ ct @ sont quelconques, la surface est
encore Lrés générale, et il ne parait pas (u'il soit possible de signaler
* ’ . ’ .

de nouvelles propriétés intéressantes.

Fig. 5.

St © s¢ véduit & une constante, f3 est logarithmique; nous nouas
arréterons de suite au cas ot © = o; on trouve alors les surfaces C.

(qui appartiennent a la fois a la classe des surfaces I' et a celle des
surfaces ®.

3. Surfaces C.
En choisissant convenablement l'origine, on peut prendre pour
équations de ces surfaces

s.z'=9005’7’—f5in‘l'(9)£19,
)y:psin; +f(‘os‘l>(9)dp,
\ 5=KOC?.

<XV bis)

Les diverses formules relatives aux surfaces T générales se sim-
plifient considérablement; on trouve :
Enyeloppe des génératrices ,

(\VI bis) 9=2nl:_—§.+(]p_

Coefficients du plan tangent :
A = Ky(sing + cos®),
(\VII bis) B = Ky(— cos¢ + sind),
C =o[sin(o —®) +1}.
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Le contour apparent se réduit ici a la projection de I'enveloppe.
résultat a prévoir, si 'on observe que la condition

Fresi=r

indique que le cylindre principal reste osculateur a un cylindre
fixe.

L’angle & est donné par la formule
1
(p2+ Ki)*

U]

(XX bis) tangw =

tang (T + =2
8( 3 —

Lc¢ paramétre de distribution a pour valeur en chaque point

(16) P=—-‘-ﬁ !
2 0

= o—dy’
' cos’(—,—‘ )

4 2

abstraction faite du signe, cette valeur est minima, sur une
génératrice donnée par les points pour lesquels

. n , .
(17) ¢ =237+ - + . (nj enticr).

Ces points se trouvent sur la génératrice rectiligne du cylindre
principal directement opposée a celle qui porte les points de
Ienveloppe de I'hélice; cette droite n’est autre que la directrice
rectiligne de la normalie correspondant a I'hélice génératrice con-
sidérée.
I.’équation des asymptotiques est
(18) d”dp’—i—aa’p.dc_:-l.—planglz;-(L}f—b)]d?!= o.
Elle s’intégre sans difficulté lorsque @ est constant. Mais alors on
constate sans peine qu’on se trouve en présence de la génération
dela surface de vis a filet carré par des hélices du deuxiéme sys-
téme dont 'axe décrit un plan passant par I'axe de la surface.
Dans le cas général, on observera qu’elle ne dépend pas de K,.

Courbure totale et courbure moyenne. — On obtient sans



difticulté les valeurs suivantes des invariants de Gauss, en posant

T _9—d
1= 5 = ’
¢ 4 2
E = 4 cos2q, F =29 sing;coso,
A,
(19) G =2+ K3, H = 2 coso, (K3 + p2cos?o¢ )?
D= —a2Ky®d'coszg;, D'=—2Kycos?y,
D"= —2kopsins coso,.

D’oi Ton tire pour la courbure moyenne

s [ T Ko®'(o2+ K3?)

TR, El
Ri R, 4(K}+ p2cos?9;)2cosg,

(20)
? 1 _ K} &'ptango;—1
[{. Rg - 4 (K;‘;-‘l— chosz(‘bl)!

Les seuls résultats qu’il nous parait intéressant de tiver de ces
formules sont indiquces par le théoréme suivant :

Tuiorkme. — Swur une hélice geénératrice déterminée : il
existe une série de points paraboliques situés sur une généra-
trice du cylindre principal. Cette génératrice est définie par
la valeur de U'argument o donnée par la formule

(21) ?o=‘l’+:i——9.a,

Uangle a étant U'angle compris entre o et = dont la tangente
est

1
(22) langa::;q—;,(').

2° La courbure moyenne posséde un minimum de valeur
absolue : les points ot cette valeur est minima sont les mémes
que ceux qui rendent minimum le paramétre de distribution.

La valeur du minimum de la. valeur absolue de la courbure

. = . o
(') Si @' est constamment nul, » = ¢ — S on trouve l'enveloppe des géné-

ratrices. Le résultat pour ces points peut étre en défaul. Il 'est, en effet. La sur-
face est ici un hélicoidc de gauche minimum.
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movenne est donnée par :

. 1/ 1 1 Ko’
(23) 1), -
1 2/ m ('(3""92)?
Itemarque. — Sur les génératrices pour lesquelles ®'(2) est

nulle, la courbure moyenne est constamment nulle.

Courbure géodésique. - - En se veportant aux formules géneé-
rales données antévicurement (Cf. 77 I, €. Chap. L, n>* 9 et 13,

on obtient pour la courburve géodésique — d’'une courbe inclinde

o
D

de I'angle ¢ sur la génératrice

1
(2§ 1 di 2 CnsY de  osing (K]+ o2sin?eg)2 o3
21) = —_ — — : - : .
S ds k ds K# - 52 o5
vE (KY~+ z2cos?ey) A

el

En particulier :
Pour une générmri(:c

. [ 5 C080,
(2)) — = — z .

H . . ot
i (32 K3)T(p2costor + K)*

Cette valeur est maxima pour les points (qui donnent i la courbure

movenne la valeur absolue minima.

6. ETUDE PARTICULIERE 1 UNE sURFACE. — Comme exemple d'une
surface C dont la construction graphique st facile, et qui constitue.
aprés la surface de vis a filet carré, la plus simple de ces surfaces,
nous étudierons particulicrement celle ui est définie par la valeur

sunvante de la fonction ®

P = (79 const.).

Tl

Les équations de cette surface particuliére sont :

‘ xr = 3c059+pocos<—9-),
! )

N\
_y:lssinc?—'r-.:osin(—oe-),

co

(XV tery

o ——

u

= KDQ?

L'axe de la génératrice déerit un cyhindre circulaire; le rayon
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du cerele principal croit proportionnellement a Fave décrit par le
pied de son axe. La projection sur le plan de base de Fenveloppe
des génératrices est détinie parla relation

™

1200 o= 2T — — -+ P,
i : 2

Linterprétation de cette condition est lacile et dailleurs évi-
dente st Pon se rappelle la loi de vaviation du rayon du cercle
principal de la génératrice. L'enveloppe des génératrices se pro-
jette sur le plan de base suivant une développante de cercle. On
en déduit, immédiatement le licu des dirvectrices rectilignes des
normalies le long d'une génératrice; ce lieu se confond avee le
evlindre projetant sur le plan de base la courbe lieu commun dex
points de chaque hélice génératrice @ courbure moyenne nrintma

et a parametre de disteibution minimum.,

Il. — Surfuces &.

7. Comme pour les surfaces I'y nous commencerons par étudier
celles de ees surfaces dont la génératrice est indéformable.

\. Surfaces ® engendrées par une hiélice de forme inva~
riable. — Alors g est constant, soil g == g,.
La surface peut étre représentée en équations véduites par le

svstege

5
\ r = pocos"f—l—‘/ cos f(s)ds,
0

~

(XXD) o
¥ = posing + / sin f(3) ds.

0

[
I

=K, 7y

formules dans lesquelles La variable s et La fonction £ ont une signi-
fication géomcétrique évidente. Ces surfaces sont de translation.
L>élément linéaire cst

2

(ar) ds?=ds*+ a2z sin| f(3) — ¢ ds ds + (23 +~ K2)ds®.
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Les éléments de courbure de la surface sont :

1° La courbure moyenne donnée par :
. 1 1 . |posin(f— ed + K2 f
(28) e — Ky Jeosin(f —o) 4} Df |.

LI 3
Ry R, (K3 + o2 cost(f+ o)]*

Cette formule prend une forme géométrique si 'on observe que
tous les éléments qui y figurent ont un sens géométrique connu en
remarquant que /' n'est autre que la courbure du cylindre des
axes.

2° La courbure totale donnée par :

(29) 1 P“K(_;./‘ 5”‘(./.'—?)

RiR; ~ [K§+¢dcost(f—o)F

Les coefficients du plan tangent sont donnés par
(30) A = K;sinf, B = — K, cosf, C=pocos(f—g9).

L'angle U et le paramétre de distribution P sont donnés res-
pectivement par les formules

K K 1
(30) tangU:-;fl.ang(f—q:); P:—F—:m-

On voit que 'angle U est nul et que P prend sa valeur absolue
minima — pour les points de chaque génératrice qui se projettent
sur les extrémités du diamétre du cercle principal constitué par la
tangente au lieu des centres.

La directrice rectiligne de la normale correspondant a la géné-
ratrice (o) se confond avec la droite de l'infini du plan dirccteur.
Ce dernier a pour équation

z cosf =+ ysinf- o.

résultat qui s’interpréte immédiatement.
La ligne de striction de premicre espéce est représentée par
S P P P p
I’équation
(31) S—s=n=x (n entier);

cette ligne se confond avec les stries dans les surfaces que nous
¢tudions; la ligne de striction de seconde espéce contient, outre la
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branche précédente, les deux branches représentées par la double
relation

(32) f—e=E£=+am= (m entier).

LK

8. Le cas le plus simple de cette série (hors celui ou fest cons-
tant et ou la surface se réduit & un cylindre engendré par unc
perpendiculaire a 'axe d’une hélice qui se meut en rencontrant
toujours cette courbe et en restant paralléle a elle-méme) est

obtenu en faisant

3
= =g, (@, $u, const.).

Q

On obtient ainsi, en choisissant convenablement 'origine des aves =,
la surface dont les équations réduites sont

‘ I =gy COSE +a sin%
(XXI bis)* s = Kos.

4
g
Y = Qosimg —acos—(;

Pour I'étude de cette surface, on n’introduit aucune restriction en
supposant a et p, positifs.

On voit immédiatement, en considérant les courbes 9 = const..
que cette surface est un hélicoide engendré par un cercle hori-
zontal de rayon « et dont le centre décrit une hélice

(7 =pycoss, ¥ = gosing, 3 = Ko9).

Cette surface est a la fois cerclée et doublement hélicée. Bien
qu’elle rentre dans le type des hélicoides, ellc nous parait assez
intéressante pour faire ici I'objet d'une étude rapide établie sur les
équations (XXI bis) ().

(') L’élimination de s et de ¢ permet d’ailleurs d’obtenir les équations de cel
hélicoide sous la forme habituelle, en coordonnées semi-polaives :

(XXT ter) R4 33 —

2R,

’

‘ x=Rcosth, y=Rsinb,
' z = K, 6=+ K,arccos

\

que 'on pourrait obterfir géométriquement par la considération méme de la génd-

ration cerclée de la surface. I'our certaines questions, par excmple la détermi-
nation des lignes de courbure. la forme (XXI zer) est plus commode.
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Le caleul conduirait aux deax résultats suivants évidents géo-

métriquement :

1 Le contour apparent horizontal en projection sur le plan de

base se réduit aux deux cercles de centre D et de rayon a & ¢,,.

2* Le contour apparent vertical en projection sur le plan YOZ
se réduil ala projection des hélices extrémes

xr =g, 083, Yy =rsing = a, s=Hh,t.
Asymptotiques. - - 1.'équation des asymploliques est
- . 5 .
(33) wi?— a@g, sin <_;— —> dz?=o,

qu'on éerit

< "‘_0‘
33 i d(c =d '\/“smu N A——
( is) @ =du ———— U=g—-— =,—.,.l);

formule dans laquelle la sépavation des variables est effectuée.

En posant enfin

(34) 12 =

o SINI

K

——
@

on ohtient pour équation des asymptotiguies

!
.. G—3 2a 2 dt
(35) ¢ v . 2= —— (r=r=1, 3, const.).
@ %0 , . a
0 U

On voit que 'intégration est ramenée aux fonctions elliptiques.

Trajectoires orthogonales des génératrices. — On obtient
sans difficulté I’équation
"
1 3—¢ du
(36) —,—7( n>+ [ " z : =0
o2 K a . o - K3 -—agysinu

qui ne comporle que des intégrales élémentaires.
On obtient suivant 'ordre de grandeur de @, et de g + K} les



trois formes suivantes :

. 2a(ed + K3}
(2) 3= g,+ (eo 9

[(ed + K§)*— 23]

b e+ K+ wz T z 153
> arc tang tang( - — = + ~— y
?(I+l‘u—'“ \4 2 2a

2a(z5 + K3)

(%) T =3+

1
|(l202—-—( __I_I\" ~>|2
Japo+ 22+ k; I 13
> arc tang '——:[ann _— 4 - = ,
"LV azo—:zi —K 4 2 2 a
i 52 2 e ot
star 4K @z, et
- T 33 LY
(=) s=3 —2atang|( -+ - — —|)(a= ’
' 4 2 2a Z0
i+ Ko =ap,.

ourbure moyenne et cour bul e tolale. - les formules
el (29) donnent ici

1

I

I

|

|

F

R, TR

wle

(37) ‘

, RR, [, s i’
‘ R g [I\S -~ o cos? (—l —;)J
[¢

(28)

Une premiére conséquence de ces formules, conséquence qui

était @ prévoir, la surface étant un hélicoide, est la mi\'anle :

La

surface étudiée est une surface W, ﬁl_ —+ ﬁ- R R dépendant
1 2

. 7 . .
uniquement de; -— 2. La relation entre Ry et Ry est drailleurs

algébrique.
Des formules (35) on déduit encore la détermination :

Des points pacaboliques définis par la relation

v

ag s ) .
(38) = +nw (n entier).
[4
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2" Des points a indicatrice équilatére définis parI'ane ou Vautre
des formules suivantes :

. 5 ] , ‘
(39) ?:é--—:—d%—?.n;‘;:, g=_ —a+(ane+1)w

-
: L . . o 52 - K
(ﬂ‘, ny entiers. 7 angle défini par la relation sina = ﬂ;;--‘-‘) .
0
On voit que les points a indicatrice équilatére n'existent que
si ape2 e+ Ki. Dans le cas de I'égalité, les deux sévies se con-
fondent dans la seule série

bi: =3- 1:—1— .
(39 bis) ® a+ 2 a2mT

B. Surfaces & engendrées par une hélice de forme variable.
-— 9. Dans le cas des surfaces a génératrice déformable, p est
variable et peut ¢tre pris pour variable indépendante.

Les formules générales du paragraphe I de la premiére partie se
simplifient alors considérablement par I'introduction des condi-

tions
Js=Tly=f}=o, d=1, f=o.

Il serait fastidieux de les reproduire toutes. Bornons-nous &
cnvisager I'équation des asymptotiques; sa réduction est considé-
rable; cette équation devient

(40) (1 =SS5+ [ising — f] cosg] dg?
—2(f)coss + fysing +1)dp de
+ [ f] sing — fi cosc|dst=o0.

‘Elle ne dépend pas de Kq. Ce fait s’explique simplement si on se
rappelle la remarque déja faite (cf. 7. H. C., Chap. 1I, n°® 6) :
ces surfaces dérivent de la surface de vis a filet carré en faisant
subir & chacune des asymptotiques de celle-ci une translation paral-
léle au plan directeur de loi quelconque.

On voit que chaque hélice génératrice touche une

vmptotique
aux points définis par la relation
) f
tangep = —‘,’7
1
¢'est-a-dire aux points correspondant au diametre du cercle de
base tangent au licu du centre de ce cercle. Ces points sont
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aussi les points centraux appartenant a la fois aux deux lignes de
striction. La ligne de striction de seconde espéce se compléte par
la branche définie par I'équation

(jo) S cose + f, sing + "‘L:——,K‘z’ =o.

Parmi ces surfaces apparaissent comme particuliérement inté-
ressantes celles qui dérivent de Uhélicoide gauche minimum
par une translation rectiligne de ses asymptotiques dont l’am-
plitude est proportionnelle au rayon du cercle principal de
['hélice déplacée. Ces surfaces sont réglées. Nous les désigne-
rons sous le nom de surfaces ®,.

10. Surfaces ®,. — Les équations de cette surface peuvent étre
mises sous la forme canonique suivante :

x = p(cos¢ + a),
«XXID) { ¥y =psing,
' z = Koo

(@ constante, que I'on peut supposer positive ou nulle, ce dernier
cas correspondant a la surface gauche minima).

Les coefficients du plan tangent et les invariants de Gauss sont
donnés par les formules

| A=K,sing, B = — Ko(cos¢ + a), C=g¢(acosg+1),
E=a2+2acosep +1, F=—agsing, G =2+ K},

(XX

’ H?= a?p®cos?9 + 2acosp(p?+ KE) + o2+ K} (a2+1),

D =o, D'= — Ky(acosg +1), D" = Kyagsing.

La courbure totale et la courbure moyenne sont données par les

formules
o K2(acosg +1)2 N
RiR;~  [a?p?cos’o +2acosp(p?+K2)+c2+ KZ(a?+1))2°
(XXIV) 1 [ aK,psing(az—1)
KR :

lazp?cos?o+-2acosp(p?+K2)+ 02+ K2 (a2+1)]

Dans le cas ou a =1, on trouve la génération de I'hélicoide

XLix. 7
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gauche minimum par une famille de sa seconde série d’hélices cir-
culaires.

Trajectoires orthogonales des hélices génératrices. — La
séparation des variables est immédiate, et ’'on obtient sans diffi-
culté la relation en termes finis :

mng%
(41) e =Ko -

tan z
g2

(2 constante d’intégration).

On voit dés a présent que si 'on veut préciser la construction
des courbes, il y aura lieu de distinguer deux cas, suivant que I'on a
a>1oua<l.

Si a est commensurable, la courbe est algébrique.

Malgré tout l'intérét que présenterait une discussion compléte,
nous re la ferons pas ici pour éviter de charger le présent
Mémoire.

Trajectoires orthogonales des géneratrices rectilignes. — On
trouve immédiatemment 1’équation

(42) p*(2acosp + at+1)=C

(C constante d’intégration).
La projection sur Ie plan de base est toujours une courbe algé-

brique.

Contours apparents. — Sur le plan de base, on trouve que le
contour apparent est défini par la relation

(43) cosp = —

I
a

Ce contour est donc formé de deux droites symétriques par rap-
port a Oz, résultat évident. géométriquement.

Le contour apparent vertical (sur y =o0) est donné par la

relation
=(2n+1)M=xa

(n entier, a arc compris entre O et s tel que cosa = a).
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Lignes de striction. -—— 1* La ligne de striction des généra-
trices rectilignes se réduit a O s.

2° Ligne de striction de premicre espéce des hélices généra-
trices. — Ceute ligne se confond avece la ligne de contour apparent
verlical surle plan z = o (e =nm).

3° Lione de striction de seconde espéce des hélices généra-
2 8
trices. — Outre la précédente, la ligne de striction de seconde
espéce comporte en plus la branche définie par I'équation
. 0% + K2
/ h o __
(44) @ cosyp + =0

h

Cette ligne n’est véelle que si a > 1.

Stries. -— Les stries des génératrices rectilignes sont un peu
compliquées (données pour une équation du deuxiéme degré en
cos®); nous ne la donnerons pas.

Celles des hélices circulaires se composent de deux branches,
dont 'une est toujours imaginaire ct dont autre a pour équation,

I 2]
cosQ = -— - Cette branche se confond avec le contour apparent

horizontal, formé lui-méme de deux génératrices rectilignes.

Lignes asymptotiques. — Lcur premiére famille est constituée
par les génératrices vectilignes. La seconde est formée par les
courbes définies par I'équation

(45) o=po( ot )'s

L@ cos¢ + 1

-

ou g, est une constante d’intégration dont la signification est
4vidente.

Si Pon rapproche les deux premiéres équations de la surface de
I'équation (45), on voit que :

Toutes les asymptotiques du second sy'stéme se projettent sur
le plan de base suivant les courbes homothétiques de l'une
quelconque d’entre elles par rapport a l'origine.
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Ce résultat était a prévoir géométriquement; en effet : quatre
asymptotiques quelconques déterminent sur les génératrices recti-
lignes un rapport anharmonique constant. Or deux de celles-ci
sont la directrice rectiligne et la droite de l'infini du plan directeur.
En considérant deux asymptotiques quelconques aux précédentes
et projetant sur le plan directeur, la proposition devient évidente.

Epures annexées. — Nous avons joint a ce travail I’épure
représentant une surface ®, correspondant a @ = 2.

Fig. 4.
Génératrice rectiligne = ot
16énératrice rectiligna @ w= - o-
]
azz2. <a<a,

Lorsque a>> 1, les asymptotiques ont des formes différentes
suivant que @2 2 ou que a < 2.

Une branche de chaque forme est représentée schématique-
ment ci-dessus (fig. 4) en projection sur le plan directeur et sur le
plan y O 5. En réalité, la forme générale pour a = 2 est la méme
que pour a>>2, mais le sommet de chaque projection est un
meéplat lorsque @ = 2.

Dans les deux projections, les courbes sont asymptotes aux géné-
ratrices rectilignes

I
o=1a+ tzkr(cosa = — ;)-
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Pour @ <1, courbes fermées en projection horizontale et a

Fig. 5.
.

%"
D ' -
h f ! R h | ! [
\ ~d [l : | l
H \Contout horizontel _23:_
/T 1 : +
' : x
V 1 ¥
1
|
:

.-....--_--.--1_----.-}-..

infinité de spires, rappelant les hélices circulaires auxquelles elles
se véduisent pour a =1,
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HI. — Surfaces dont un systéme d’asymptotiques
est formé des courbes ¢ = const.

11. Dans les surfaces @, un systéme d’asymptotiques est formé
pour les courbes © = const., qui se réduisent d’ailleurs & des géné-
atrices rectilignes. On peut se proposer de rechercher toutes les
surfaces engendrées par des hélices a plan directeur et a pas cons-
tant pour lequel ce fait a lieu. Cette propriété peut d’ailleurs prendre
un énoncé géométrique évident.

La condition pour qu’une surface réponde a la question est
que Pinvariant D de Gauss soit identiquement nul, ce qui exige
| ¢f. formule (VII1)] les trois conditions

(fafi—fif3)e+Kofi=0,
(46) (f3fi—S1f3)e—Kofy=0,
Sio+Ke(S1S2—Sf1S3) =0

qui expriment que les coefficients de sin o, de cos ¢ et le terme
indépendant de @ dans D sont nuls. La substitution dans les deux
premiéres équations (46) de la valeur de f donnée par la
troisiéme conduit aux deux équations suivantes :

LI — ) + 1Ko f1 fs—Frp) =0,
SIU Kot Sip) +FiKo(1— fi}) = 0.

Les équations (47) donnent, si le déterminant de f7 et de f,
n'est pas nul, fi=/f,=o0; d’ou, en vertu de la troisiéme -équa-
tion (46), /5=o0. On obtient ainsi des surfaces réglées a direc-
trice rectiligne perpendiculaire au plan de base et qui se déduisent
des surfaces de vis générales comme les surfaces ®, de la surface
de vis a filet carré. Ces surfaces, qui ont pour équations réduites les

suivantes ;

47)

(XXV) z =p(coso+a), y=psing, 3=Kop+cp (a,c,const),

se réduisent aux surfaces @, pour ¢ =o. La détermination du
second systéme d’asymptotiques peut éire ramenée aux (uadra-
tures, la surface réglée ayant unc directrice rectiligne. Clest
d‘ailleurs évident sur I'équation des-asymptotiques qui, aprés
séparation de la solution d¢ = o0, se réduit i une équation de Ber-

noulli en ¢ :
, do _ aKgsing c
(18) dp — 2(acosp +1) +2Ko(acos«p+l)92°




— 103 —

Il reste a rechercher les solutions qui peuvent résulter de

l'unnulatim.l du déterminantde f| et de f, dans les équations (47).
Cette condition est

(19) (fP+S2—1K}=fi?ot

Ce qui montre que toute solution nouvelle du probléme doit
étre une snrface T. La condition (49) étant satisfaite, les deux
premiéres équations (46) peuvent étre remplacées par 'une d’elles
et par lenr combinaison évidente

(50) SIS sSi+ 1S D)— 1+ fs=o.
En résumé, on obtiendra une nouvelle série de solutions en
cherchant toutes les surfaces satisfaisant aux relations (4g), (50)

et a la troisiéme équation (46 ), ou encore en recherchant toutes les
surfaces T répondant aux deux conditions

1) (frlfefiv LS — (1T Fi) =0,
' 1 fie+Ko(f1fa— S f1)=o,

ces surfaces satisfaisant par définition a la relation (49).

Si l'on se reporte au n* 4 du présent Chapitre, les équations (61)
deviennent, par introduction des fonctions ® et 8 figurant dans la
définition des surfaces T,

’

, , 8in®cos®
i52) 0"t — 2 = %tange et 0—a =2 :

P

(qu'on peut remplacer par les deux suivantes :

g 0 b = snpecoser
(XXVI) ? e
T

Nous trouvons donc ainsi comme nouvelles solutions du pro-
bléme proposé les surfaces T dont les fonctions caractéristiques 6
et @ satisfont au systéme (XXVI).

Par voie d'addition on tire immédiatement du systéme (XXVI)

la relation
53 40 cos28 _1
(33) sin20(1+cos28)

qui s’intégre trés rapidement en prenant pour variable auxiliaire
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tang®. On trouve ainsi, cn tenant compte de la seconde équa-
tion (XXV1), les deux relations

iungz(‘)

(XXVIT) ‘ P = potangBe (poy Po. const.).
{ & =tang® - 0 + P,

Ces formules définissent explicitement p et ® en fonction de ©.
On aura donc les équations des surfaces I' correspondantes en
introduisant les valeurs de g et de ® données par les équations
(XXVII) dans les formules définissant les surfaces.

NOTE.

Signalons ici les erreurs suivantes relevies dans nos Mémoires antérieurs a ce
sujet :

A. Mémoire sur la théorie générale des surfaces cngendrées par une hélice
circulaire :

Chapitre T, formule (30), I'expression de dp est incompléte; lire :

du =sinVsin(p— W) (do —dW) +cosVsin (9 — W) dV.

Chapitre 1V, formule (37), derniére ligne, au lieu de u =

af, af — 4
@’ 7N W= .

df, .

lire u=
do

v

B. Mémoire sur les hélicoides de seconde espéce :

’ 1
Formule (17 bis), aulieu de » = E/i._lf'_-%-—_gv lire p = ?—/_“—1%:01‘

Page }o, ligne 10, aprés points d’arrét, ajouter :

Chaque demi-méridienne se ~ompléte par symétrie relativement 2 Oz, chacune
des courbes ainsi obtenues correspondant a la seconde détermination du radial
figurant dans la formule (36). Chaque demi-méridienne ainsi complétée est une
tractrice de base O3,

e

%o

Page 52, cn remontant, ligne 11, au lieu de la valeur de & ..., lire la valeur

de log £.
gPo

Page 57, intervertir les indications portées dans les deux figures.



