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SUR CERTAINES SOLUTIONS EXCEPTIONNELLES
D'UNE EQUATION LINEAIRE AUX DIFFERENCES FINIES;

Par M. H. Garsrun.

Les résultats que je développe ici ont fait Pobjet de deux Notes
parues aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (t. 1530
et 131, 1910); 1ls constituent la suite d’un article des Acta mathe-
matica (t. XXXVI, 1913), ou j’ai étudié, au moyen de la transfor-
mation de Laplace, les solutions d’une équation linéaire aux diffé-
rences finies dont les coefficients sont des polynomes et ou j’ai
formé des séries les représentant asymptotiquement dans certains
angles du plan; employant la méme méthode, je montre ici ce que
deviennent ces séries dans un cas particulier (!).

Considérons I’équation aux différences finies linéaire d’ordre r

(1) Flf(z)]=Af(x+r)+Af(x+r—1)+...+ A, f(z)=o,

ou f(x) est une fonction inconnue de la variable z et ou A,, A,
A,, ..., A, sont des polynomes de degré g. En désignant par le
symbole [z + k] le produit de p facteurs

(z+k)(x+k+1)...(x+k+p—1),
ces polynomes peuvent se mettre sous la forme

Ao = ag [T+ r]? + ag,y [+ r]i-t oot agq,
Ai=ayo[rx+r—1]? +a [+ r—1]t ...+ ayy,

. e e e ,
SO Ap=apolz+r—pli+api[z+r—pli-t+..:+ a,q,

Ar=aro[x]? +ap[x]i-t + .- Qpg.

Si T'on effectue sur le premier membre de I'équation (1) la

(') Sar le méme sujet, M. Norlund a publié d’importants travaux : C. R. Acad.
Sc., t. 147, 1906 t. 149, 1909; t. 155, 1912; t. 156, 1913; Acta math.,t. XXXIV,
1g10: t. XL, 1915; J. Math. pures et appl., 6° série, t. 1X, 1913.
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transformation de Laplace,

g
(3) S(=; =f yEle(y)dy,
X

il vient

F[f(z)]= ’ 1By 2% 4 yo-1B, 49 B —1d
Y Odyq Yy 'dyq—" 7_(? Y 4

Ja
+ M[e(B)] —M[e(2)],
en posant
Bo=(—l)'l [ao,oy"+ aj,o}/r"l"f—...—i— a,-|o ],
\ By =(—17"1[ap1 y"+ a,,,y""'+...+ a,, ],
Sk ' By=(—0)1-Plagpy"+ar py"t+...+arpl,

B, = AV Ay gy T g
et

- " _ d1-1GCy, dy d1-2C, . ¢
(3) ‘\”'.‘( 7)] it ¢ d_y’l—’ - ’J‘;, d},q._z +( 0? d_y‘l—‘ Co
dq—2C1 dq; d‘l"C] , _ dq’z?
R dyi=* ~ dy dyi-3 (=07 2d_}/'l"’ !
e
—+ ?C,,_,,
avec
Cyp = (—1)7 yz+r1-1B,,
) } G =(—yriyerars,,

Quand () est une solution de I'équation différentielle
dio di—to
(7 Y18y Ty Lyt lB'dy +...+Bgop=o,

on a donc finalement
(8) Flf(z)]=M[o(f)] —M[¢(a)].

Ainsi. pour former des solutions de I'équation (1), il suffit de
choisir la ligne, le long de laquelle est prise l'intégrale figurant
dans le deuxiéme membre de (3), de telle sorte que la différence
figurant dans le second membre de (8) soit nulle.

A chaque racine o; du polynome B,, au voisinage de laquelle

J poly 8 q
les solutions de (=) sont réguliéres, on peut faire ainsi corres-
/ ] !
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pondre une fonction méromorphe f;(x), solution de 'équation
aux différences finies ('). Pour les grandes valeurs de la variable,
ces fonctions sont représentées asymptotiquement par des séries
de la forme

x
o Ay Ay,
(9) E[Ami-{-—;-‘—...—i—ﬁﬂ—---]-
Nous examinerons ici ce que deviennent ces résultats quand le
polynome B, admet une racine double au voisinage de laquelle les
solutions de (7) sont irréguliéres.

1.

Il nous faut tout d’abord rappeler comment se comportent les
solutions de l'équation différentielle (7) au voisinage de cette
racine double (2).

‘Posons
1
(10) y=a— > o(y)=14(2).
On a
d du n—1
(l l) Wt = bn_’ot’”’ Tt:’? —+- bn,l t2n—1 Wl— ...
dr-r{ dy

+b,l,pt2""‘l’ ...+ b,,‘n_l l"’"’"w,

dtn—r

les coefficients b, , étant définis par la formule

n(n—1)...(n—p—+r1)
p!

(12)  bnp= (n—=1)(n—2)...(n—p).

L’¢quation (7) devient ainsi

di-1y

! a1

(13) M, 22

M
dta +

+...+Mg¢ =o,

(1) Voir Sur la représentation des solutions d’une équation aux différences
Jfinies linéaire pour les grandes valeurs de la variable (Acta mathematica,
t. XXXVI).

(?) Voir POINCARE, Sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires
(Acta mathematica, t. VIII, 1886).
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ou les coefficients M sont donnés par les formules

M, = bq,o”Cm
My = ¢9-1 [b(hg Co+ b!]—l,o C, ],

(1) ¢

dans lesquelles les C se déduisent des B par la relation

(15 C,(t) =(at —1)9-pP [Bl,(a)t"—B’p(a)t"'l coi(—=1)r R(':fa)] ’

en désignant par les lettres "accentuées les dérivées de B,(y) par
rapport 2 ¥. Comme a est une racine double de By, on voit que
les polynomes M, et M, sont de degré 2¢q + ¢ — 2 par rapporta;
les polynomes My, ..., My_,, M, sont respectivement de degré

2g +r—3, 2gq+r—4, ..., q+r, r.
Sur I'équation (13) on fait la transformation

(16) b(t)= [e—“'x(z)(lz.
- L
Les points singuliers de 'équation différentielle en </ (s) sont
les racines d'un polynome qui, dans le cas actuel, s’écrit

< By(a)
(a7 S = (— 1)7-! @1-1 391 [~ bgoa ola

F e bl]~—l,0 Bi (0)] .

Ce sont donc l'origine et un point b :

2by 1, B|(a).

b =—
bg,o Bi(a)

On forme alors ¢ solutions indépendantes de (13) de la fagon
suivante :

On choisit la solution 7 (5) qui correspond a la racine non
entiére w de I'équation déterminante relative au point b et qui
sannule en b comme (5 — b)*; le contour d’intégration L est un
lacet formé par un petit cercle entourant le point 6 ct la portion de
la demi-droite Ob. comprise entre le point b el Uinfini. La fonc-
tion ¥, (¢) déduite dans ces conditions de la relation (16) est une

XLIX. ]4
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premiére solution de I'équation (13). On choisit les ¢ — 1 solu-
tions (z) correspondant aux ¢ —1 racines non entiéres de
équation déterminante relative a 'origine ; le contour d'intégration
se compose d’un lacet formé par un petit cercle entourant l'origine
et de la demi-droite Ob; on évite le point b par un demi-cercle
tourné soit du co6té des arguments croissants, soit du coté des
arguments décroissants. Les (g —1) fonctions {¢(¢) déduites
ainsi de la relation (16) sont solutions de I'équation (13 ).

Au total on a formé ¢ solutions de (13) qui sont indépendantes.
De plus, on sait former des séries, en général divergentes, qui
représentent ces g fonctions pour les grandes valeurs de ¢.

Si 'on désigne par — w I'argument avec lequel ¢ devient infini
dans son plan, par § argument de b, la fonction ¢,(¢) est repré-
sentée asymptotiquement par :

e—bt

a, a, €
(|8) ¢1(‘)=Tm[ao+7+...+ﬁ+ﬁ]

-quand I'argument w reste dans les limites
3 3n
f— Tﬂ <ol B+ -

D’autre part, les fonctions §(t), déduites de I'intégration le
long du lacet entourant I'origine, sont représentées par des séries
analogues, ou b est nul, quand 'argument  reste dans les limites

ﬁ—§<m<p+§-

Les dérivées des fonctions {(¢) sont représentées asymptotique-
ment par des séries analogues.

Dans le plan des y considérons un petit cercle ayant le point @
pour centre; soit d le point situé entre 'origine et le point a. ou
ce cercle coupe la droite Oa; on a

ein

Yy —a

=

Quand le point ¢ s'éloigne a 'infini dans son plan avec 'argu-
ment — v, le point y décrit un rayon du cercle et tend vers le
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point @; 'argument w’ de y» — a est
w'=7+w,
Considérons un rayon ac du cercle tel que
3m 3n
p - <ol p+ P
c’est-a-dire tel que

3= k
[3+n~—-2—<w'<p+m:+i2f-

<J
A la fonction §,( ¢) correspond par le changement de variable (10)

une fonction ¢,(), telle que, quand y tend vers a le long de ac,
on ait

L (y—a)u+t
ri(p) = e =t g [ae—ai(y —a) .. (=) an (y —a)y + e(y —a)).

Si le rayon ac est choisi de telle sorte que
{3+1:~-E<w’<{3+n+;—r’

le module de ¢,(y), ainsi que celui de ses différentes dérivées,
4

tend vers zéro comme e ", h étant un nombre positif et r le
module de » — a, qui tend vers zéro.

II.

Pour former une solution de I'équation aux différences finies,
on peut donc procéder de la fagon suivante :
Le contour d’intégration S, est constitué par le rayon ac, I'arc
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de cercle cd parcouru en sens direct et la portion de droite de
[fig. 1]. Si 1, est la fonction de z définie par

I = x—1 d s
1 fs'y 21(y)dy
on a

FlI;]=M[g(e)]

Supposons que le point e soit suffisamment voisin de l'origine
pour que le cercle ' de rayon Oe, ayant I’origine pour centre, ne
contienne a son intérieur aucune racine finie de B,.

Quand I'équation fondamentale relative a I'origine, pourl'¢qua-
tion (7), admet les ¢ racines simples w,, w,, ..., @, on peut
former ¢ solutions indépendantes de (7) ¢4, 92, ..., ¥4, qui par
une rotation dans le sens direct le long de T deviennent respec-
tivement v,, vy, ..., g tels que

V= W, vy, Vo= Wy¥Vq, . ey Vg = Wq¥Yq-.

Quand I’équation fondamentale admet des racines multiples, on
peut former ¢ solutions indépendantes ¢, ..., ¢,, qui se répar-
tissent en autant de groupes qu'il y a de racines distinctes et les
l solutions du groupe, correspondant  la racine w, d’ordre de mul-
tiplicité /, deviennent par une rotation le long de T' dans le sens
direct

V1= Wy, Ve = Wy 1V + W1V, sy V=WVt B0

Dans les deux cas, on peut former ¢ solutions indépendantes V j,
qui, par une rotation autour de I'origine le long de I' dans le sens

direct, deviennent V; tel que
e’iﬂ-sz— Viy=v,

Ces fonctions V; sont des fonctions linéaires des ¢j, dont les
coefficients s’expriment rationnellement en fonction de e*™ . Ces
coefficients ne contiennent en dénominateur que des expressions
de la forme w;e*™ —1 (V).

On a donc

M[V;]—M[V,;]=M[v;];

(') Acta mathematica, t. XXXVI.
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et sil'on pose
I, =./I:_yx—1 leaVi+eaVa+...+¢,V,] dy,
il vient

Fll.]=M[civi(e) +ca0s(e) +...+cqvg(e)]

Si les constantes ¢y, ¢y, ..., ¢, sont choisies de telle sorte,
qu’au voisinage de e, on ait

. P1(y) = C191+4 Cava—+.. .+ Cq¥y,
la fonction

(19) Si(z)=L—1,

est une solution de I'équation aux différences finies (1).

On aurait pu, au lieu du contour S, choisir le contour S, cons-
titué par le méme rayon ac, 'arc cd joignant le point ¢ au point d
sur la circonférence parcourue cette fois en sens inverse et la
portion de droite de; la valeur de S,(y) au point e est alors

P1(y) =cyvi+Chva+...+ chvg,
et la fonction f, ()

(18) fi(e)= [rtour dy — [y Vit e Ve ke Voldy
Js,

est une seconde solution de I’équation aux différences finies.

Les fonctions f, (z) et f, () jouissent manifestement des pro-
priétés générales des différentes solutions f; () de ’équation aux
différences finies correspondant aux racines a; de B, au voisinage
desquelles les solutions de (7) sont réguliéres; elles sont méro-
morphes et leurs pdles, racines de I'équation

w e¥NNT = | = o,
ou w est une racine de I'équation fondamentale de (7) relative a
Porigine, sont situés sur des paralléles a 'axe des abscisses.

Il yeste a rechercher la fagon dont elles se comportent quand le
point z s’éloigne a U'infini.

III.

Pour étudier les fonctions f, (z) et f, (x), nous diviserons les
contours d’intégration tels que S, en plusieurs parties.
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Considérons tout d’abord une région du plan des j-, voisine
de a, et dans laquelle on a

b
()= (y—aMlay+ay(y —a) +...4+apn(y —a)r+e(y — a)],

et posons
y=a(1+ emn3);
il vient

ol

f ryElo(y)dy =—astbeimk [(1—z)te

s[ay—ajaz...]ds

avec

Y
Il
Qo

Posons

1
k\?2
s=(3) w
x

et désignons par 3z, et y, le point du plan des z et celui du plan
des y correspondant a u =1.

Quand le point x s’éloigne a l'infini, le point y, tend vers le

. . 1 .
point a et le module de o —a tend vers zéro comme —;, p étant

. p?
le module de z; il vient

fy’-‘ 1(y)dy

B+t
K\ T
=——at+l-’~<—) einp.
4
1 Ja- ka3 1
2 ’ —-(— 2
Xf[l—(£> u] ut-e (”) [ao—a1a<£> u—+—...]du.
2 ) x
L’intégrale du premier membre sera prise sur une portion de
droite contenant le point y,; I'intégrale du second membre sera prise
alors sur une portion de droite contenantle point 1; or nous serons

amené a poser
u=t+v,

le module maximum de ¢ sur le chemin d’intégration tendant vers

zéro comme une puissance négative de p, quand p augmente indé-
finiment.
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Le module de u reste donc fini sur tout le contour d’intégration et
quand p est suffisamment grand, on a

4 Kue2
— (k) — —
e 2X)2 z[|+lﬂ(_lu_)+”.+ﬂ’;u_)+.”],

2 2

]
I
P
]|
SN—"
-
&
| S
8
]

x x

la série du second membre étant convergente. Le coefficient b, (u)
est un polynome en « dont les termes ont tous un degré de méme
parité que n; le terme de plus haut degré est de degré 3n et le
terme de plus bas degré est de degré n—+2. De méme, quand ¢ est

suffisamment grand, la fonction [1 — <£)‘ u]—l se développe sui-

. . u
vant les puissances croissantesde —; on a donc
2?
1 a—1 1 ke
k2 -(k.rnu—# ey(u) cp ()
1— —)u =e 4+ ]
z 1 z
z* z*

Le coefficient ¢, («) est un polynome en u de degré 3 n, ne con-
tenant que des termes dont le degré a méme parité que 7n; son
terme de plus bas degré est de degré n -+ 2; le reste de cette série
convergente s’écrit

R,= — [__c"“(“) e Cntp() +.. ]

1 v P

NI

r z? x?

Quand ¢ augmente indéfiniment, les termes de la série convergente
entre parenthéses tendent vers zéro sur tout le parcours d’intégra-
tion puisque u reste fini; on a donc

R,=

NS

A‘% +t (karyd =K1 (u) (u) ¢
3 — (k)T 0— — ¢ (u c
[:-(—) u] = ’[|+—'———+...+—"T+—n].
x r n n
’ 2

z? r

En multipliant par la série asymptotique figurant sous le signe f
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il vient finalement

fy”‘" o(y)dy

[T
2
= — qX+P £ einp.
x
1 1, Reer
— (k)2 -) - d d,(u 3
xfe m<u+,, !u&l[ao+——'—(—iﬂ+...+—'1£n—)+-—,,] dr.
7t z? 2

la quantité ¢ tendant uniformément vers zéro sur tout le parcours
d’intégration. D’autre part, le polynome d,(u) est de degré 3n,
ne contient que des termes dont le degré a méme parité que n, et est
au moins égal a n. On peut d’ailleurs remarquer que ce résultat
serait encore valable si le module de u, au lieu de rester fini sur
le contour d’intégration, était seulement astreint a rester inférieur

a pY, v étant un nombre positif inférieur a , etne dépendant que

de n. En posant

u=1-+9,
1l vient

g1

2 —2 m-.r)'% _k

k :
[fx_' e1(¥) dy:—a“"ﬂ*(;‘) el e 2
1 o2 k
X‘/‘e——(k.!‘)im’__; (l"+20)(| - V)p'

1 )
><[a0+-d—'(—l—;_—v—)+...+(—ﬂ—'—:————‘——)+ ]dv,
x x a

€
n
2 2 2

2 2

et en posant

T 1

(kz)vo =\,

il vient
f}"‘"" e(y)dy = Pff(Mdl
avec
B L

(20) P=-- a‘**"(f) 2 l |8mu_w.xﬁ—§

T (k)b

Le module de A sur le contour d’intégration est au plus égal a g”.
v étant un nombre positif inférieur a i; le module de ¢ reste donc

inférieur a 'unité dés que o est suffisamment grand et 'on peut
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écrire
1 k2
— (ki

) I+v ‘).( +20)

1 .
=—(kz)2 0t 1—p+ 02—, ]— é[v'+ 2v]

ou
1 2 -2
— (k)2 v ——-/-—(03+').v)
I+ 2
. .
::——)\Q[l— )\1"‘ A 2"]—5['2_)\1_'_ )\’l];
(kz)*  (ka)* kst (ko)
mais on a
e M
L S \
. ks hkay —e—M +ﬁ_)+_,,+ en(z\)-—i-... N
xz xI

le polynome ¢, (X) est de degré 3 n, ne contient que des termes
dont le degré au moins égal a n+ 2 est de méme parité que n.

De méme.

).’)

L

1 L b 9

x A\ 2 AN\~

kx3 1k k=) ke F) e
2z Z° Z%

. étant indépendants de A.

les coefficients Ay. kay ooy Ay ..
A . . = ;
Le terme <1 + —,—) ¥ se développe également en série ordonnée

k' .
) . . A
suivant les puissances croissantes de —.
1.4
Finalement on a
1o ke N
NS S I P A A
e TTITERT "(|+v)u=e—)-’[n+ ———f‘(l ) ¢+ f"(") +]
z* xt

Le polynome f, (}) est de degré¢ 3n, ne contient que des termes
dont le degré au moins égal a n est de méme parité que n. Le reste
R, s'écrit
A
: .o ‘—’-'”’+_() +... ]

2 x?

[f,m()\) N
x

1
Rn=—n
2

&
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Si le nombre v est tel que

3v(n+p)—1—:<o,

tend vers zéro; par conséquent, sile nombre v

le rapport S+ (1) "+"L,0‘)

x?

est choisi de telle sorte que

3v(n+1)—é<o,

il est clair que tous les termes de la parenthése tendent vers zéro
quand p augmente indéfiniment, et 'on peut écrire

¢’ tendant uniformément vers zéro sur tout le parcours d’intégra-
tion.
D’autre part, le polynome

d, [l —+ J

, . . X

s’ordonne par rapport aux puissances croissantes de n ) , son
ka*

|-

(kx)

terme de plus haut degré est de degré 3 p; il est multiplié dans la

, . » . 1 .
série asymptotique figurant sous. le signe /lpar—; qui peut
H

, . 1
s’écrire e On a donc
x4
di(u d,(u €
ao+'—(l—)+...+—'i¥+—"
1.5 1‘; :z;;
) A) 2 (A ¢
=ao+——-—g'(, +g——’(, +...+*’—"£,)+7.
x; x; x* .z'T

Le polynome g, () ne contient que des termes de méme parité
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que p. La quantité sous le signe f s’écrit donc finalement

n

4

e-)ﬁl‘ao.,. %) +9’—(}-—) +.. .+ GLIS)‘—) +...+ Cl"(n—)\) -+ i].

z* x xt x* z*

G, () etant un polynome ne contenant que des termes dont le
degré a méme parité que p et ¢ tendant uniformément vers zéro sur
tout le contour d’intégration, si le module de A y reste au plus
égal a p¥, v étant un nombre positif inférieur & un. nombre v, qui

ne dépend que de n, le nombre v, est sirement inférieur a -2-
On a alors
fyn—1 ¢1(y)dy =P [ e [ao-*- (—}l(,—)\) e 9#)‘) + i,.]d)n
] o &

Pintégrale du second membre est prise dans le plan des ) sur une
portion de droite passant par 'origine comprise entre deux points
situés de part et d’autre de I'origine a4 une distance égale a gv; si
sur cette droite 'argument de A2 esttel que son cosinus soit positif,
ce second membre devient, quand p augmente indéfiniment,

(21) /y‘“‘?:(r)dy=P A0+A—:+...*-A—’p"+-e—l, ,
en posant
2p = n.

. . . . I .
On voit que les termes contenant les puissances impaires de — dis-

zv
paraissent. La quantité ¢ tend uniformément vers zéro quand 'argu-
ment de A? varie entre des limites, telles que son cosinus demeure
constamment posilif.

Au lieu de considérer un chemin d’intégration constitué par une
petite droite passant par le point ¥ = 1, on peut prendre pour con-
tour d’intégration une petite portion de droite passant par le point

Uu=—1,.
On pose alors

Uu=emni(1—p)=—1-+v,

m étant un nombre impair positif ou négatif.



— 220 —
On peut écrire

f yEte(y)dy

w41
kN 2 1
= — qx+P (_) eimy. g2(ha)?
2
1 /e4+1\* ket
— ks (=) =22 di(u dn(u €
xfe (=) *u%‘t[ao%—'—(,—)—|—...—1—-—"—(-”—)+—,l
z* z? x?
1

e} vk
2 P AT — — i
= g+t (£ imy. ez (ka2 5 +immp
\T

P )% »? k. 120
—hX)T ———— — = (02 —2()]
xfe eltmi—e 2 (1— )P
d,[eimn(y — ¢
X%aoﬂ-—-———————ll’ (‘ )]-+-..
z x
Si I'on pose

ey
r = o' etimx,

Vexposant de e sous le signe [s’écrit

]

—(kx’)% —i—c(v’—zv).

D’autre part, le polynonie d, («) ne contient que des termes de
méme parité que p.

On a donc
d,[eimn(1— )] = eirmnd,(1—v),
d’ou .
dp[eimn(1—v)] _dy(1—v)
2 = T
x? z'?
SiTon pose
(/('.’l")%= A,

on aura donc sous le signe f une fonction se déduisant de celle

qui a été considérée dans le cas précédent en y changeant z en 2’
et  en —); il vient ainsi

fyx—‘%(y)dy: Pfe-)~’[ao+ (_}_lﬁ:‘_l_) +oi+ 91—(—_%& + —E—:Id)\

x" .’l‘l‘



avec
p+1
22 P/ = — gx+W einp ,_( T ! 2okt - ’;f+i'"ﬂ!'
(22) 7€
x (kz')*
On a donc finalement
A A
(23) .fyz-xq,.(y)dy=P' Aok = 222 4 S
z? z? 2t

IV.

Etant donné un nombre positif m aussi petit que 'on veut, on
peut toujours tracer dans le plan des y un cercle C de centre a et
de rayon assez petit pour que I'on ait

L
¢ (y) =7y —a)plas+n],

7, restant inférieur a m, quand le point y reste a I'intérieur de ce

cercle dans une région, telle que 'argument &’ de y» — a soit com-

. 3z 3w .
pris entre 3 + © — et B+=—+ - Considérons d’autre part un
; 1 .
cercle C’ de centre «, dont le rayon tend vers zéro comme — - Dés
o?
que p est suffisamment grand, il est intérieur au cercle C et I'on
peut écrire

f r=to(y)ady

1 t —1\2 ks
I\ FRRYAIRySS ¥ ok B . L
=— q+i e"“p'<;‘> e_z(klrwfe B ( * ) * ubt(ao+17') du,

I'intégrale étant prise sur un chemin d’intégration situé tout entier

a l'intérieur du cercle C’ dans une région telle que 'argument »’

reste compris entre les limites précédemment déterminées.
Désignons par « argument de @ et posons

xr =peiv,
Pargument de z est @ — 2 — = et 'on peut écrire

u=re-y
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avec
f—a—s
2

=—w+a+ 7+

Si &' désigne le module de &, on voit que la partie réelle de l’ex-
pression

L(u—1)
(kz)? —

est
1
(pk')2[£ cosd + m sin 8],
en posant
, 1
b—ni=u+ 72
et

_ f—a+o
- 2

)

1
Ce dernier angle n’est autre que I'argument de (kx)*
On a donc

g 5=<r+ %) cosy — 2,
2 N = (r-—;:—) siny.

Considérons § et v comme les coordonnées rectangulaires d'un
point du plan; quand r reste fixe et que y varie seul, autrement dit
quand le point y décrit un cercle de centre a, le point (£,7) décrit
une ellipse ayant pour foyer I'origine et le point — 4 de 'axe des
abscisses; si y reste fixe et si r varie seul, antrement dit si le point y
décrit un rayon issu du point @, le point §, n décrit une hyperbole
de mémes foyers.

Le contour du plan des y, sur lequel on intégre, se déforme

quand p augmente indéfiniment, de telle sorte que la distance de
1

chacun de ces points au point a tende vers zéro comme g *; sur
ce contour la variable u conserve un module inférieur a une quan-
tité positive fixe; si le point § n décrit alors dans son plan une
courbe telle que la projection sur la direction & du vecteur qui a
pour origine I’origine des coordonnées et pour extrémité le point £, 7,

(24)
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reste supérieur a un nombre positif fixe, le module de l'intégrale

kut

O f R L
/‘e_(k'ﬁ( T )T ut(Ao+n)du

, -y .
tend vers zéro comme e , h étant positif.
On est ainsi amené a étudier les courbes décrites par le point §, 7
dans son plan, quand le point y décrit la portion du contour d’in-
tégration comprise a l'intérieur du cercle C' dont le rayon tend

vers zéro comme

N

P
Considérons maintenant la portion d’un rayon du cercle C com-

prise entre le point p situé sur G et le point ¢ situé sur C'.
On a
_k

[ret oy dy =—amrieim [(1— syt = st (ar+m) d.

Mais le facteur (1 — z) reste fini et

k
(1—3z)fe 2zb=e—rsi+N)ghe 3,

DR

Le module de 7 devient inférieur a loute quantité positive don-
née a I'avance, si le rayon du cercle C est suffisamment petit.

Posant alors
1
\Z
z = (—) u,
£
on a

f}"" wu(y)dy

N\ S 1 T 1_
=—af+y-cl'7tp~<£> e"‘""-”’fM(u)uFe (“)2["(“’”'*" 2]du,
x

M (u) restant fini; or si I'on pose

n= geld

on a
wr, = reel—=v+9)

el
1

1 1
—kx)? . —_ /)2 7 € cOS (— O+ . .
e—thkx)tun e—(pA")3recos( Y+0+O)<el e(pk) ,



et finalement

L 1
— (k)] 2
}e ( ,ru[u(l-&”])-!-“ 2J l < e— (k" F[E cosbrmsind—rc).

Le module r de u varie depuis une valeur trés grande correspon-
dant au point ¢ situé sur C’ jusqu’a une valeur qui devient infinie
1
comme p* correspondant au point p situé sur C.
La quantité
tcosd + nsind

est, sur tout le parcours d’intégration, de la forme
) p g ;

rcos(d —vy)+ B,
B restant fini.
Si cos (6 — y) reste positif quand le point §, o décrit la courbe
correspondante dans son plan, on pourra toujours choisir r assez
petit pour que la différence

cos(d—vy)—e

soit positive. Dans ces conditions, I'intégrale tend vers zéro
g}
3 g ..
comme e , h étant positif.
Au point u =1 ona
, f—a—c
t=—v'+a+r+ " =0,
d’ou
B—a—a
2

W =Wy =a+ %+

Considérons dans le plan des u une droite D passant par le point
u = 1. Sur cette droite on prend pour direction positive celle vers
laquelle se déplace le point M, quand I'angle v de la direction OM
et de I'axe des abscisses croit. Si m est la distance du point 1 au
point M comptée positivement dans le sens ainsi défini et si { est
I'angle de cette direction positive et de la direction positive de
Paxe des abscisses, on a

msin({—v)=sinv
et

r=yv 1+ mt+ a2mcosi.
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En s’appuyant sur ces deux formules et en remarquant que
V=m0 Ty =— B, —V+ By =—,

on démontre que, lorsque le point M décrit la portion de droite D

Fig. 2.

P

voisine du point 1, le point &, r, décrit une courbe admettant a 'ori-
gine un point de rebroussement; en développant £ et n suivant les
puissances croissantes de m, il vient

E= m2cosal-+A mi+...,
o =—m2sin2f +B m3+....

Cette remarque nous sera utile dans la suite.

V.

Dans la recherche des séries, qui représentent asymptotiquement
les fonctions f,(z) et f,(x), interviennent les valeurs relatives
des angles 2 et 3; pour fixer les idées nous supposons que

™
1<p<a+ _';'

Dans le plan des y tragons alors la droite qui passe parle point a
et fait avec la direction positive de 'angle des abscisses I'angle 8.

La direction o+ n. +

* est donc la direction ac de labissec-

trice de cette droite et de Oa.
Supposons tout d’abord que le point x s’¢loigne a P'infini avec
un argument nul, et prenons pour contour d’intégration S, le con-
XLIX. 15
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tour formé par la portion de droite ac, I'arc de cercle cd et la

" . . , ( .

portion de droite de; la distance ac tend vers zéro comme —; mais
2

le point c est toujours situé au dela du point qui correspond au

point 1 dans le plan des .

Quand I'angle ¢ est voisin de zéro, on déforme le contour S, de

Fig. 3
8
’
’I
7 o
/
/
/
/
a’ a
\
2 I/ \\
/ \
e
T feT et
'
\

la fagon suivante; il est constitué par une portion de droite ac’
issue du point a et faisant avec I'axe des z I'angle @, :

, f+a—s0 , ¢
Wo=“+“+_?_—=mo,|"‘;'
en posant
’ B—a
W,y =2+ T+ Py ’

puis par 'arc de cercle ¢'d et enfin la portion de droitc de.
La droite ac’ fait avec la droite ac 'angle — ;:

Pour que le contour ainsi formé sont équivalent au contour pri-
mitif S,, 1l faut et il suffit que 'on ait

_r ’ z
p+m= 2 <m,<ﬁ+1r+n

ou
a—B—r<o<a—pB+m

. < T .
Or l'angle a — § est compris entre zéro et — —~, cette condition

sera donc satisfaite tant que
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Quand le point y décrit la droite ac’ depuis le point, @ jusqu’au
point y, correspondant au point u =1, le point (£, %) décrit la
partie positive de I'axe des abscisses, depuis 'infini jusqu’a I'ori-
gine; quand le point y décrit la droite ac’ depuis le point y, jus-
qu'au point ¢, le point £, n décrit la partie positive de I'axe des
abscisses depuis l'origine jusqu’a un point situé a distance finie;
quand le point y décrit I'arc de cercle ¢'d, le point §, n décrit un
arc d’ellipse situé au-dessus de I'axe des abscisses, puisque y croit
quand &’ décroit.

Enfin quand le point y décrit la portion de droite de, le point E,n
décrit un arc d’hyperbole asymptote a la droite, qui fait, avec
I'axe des abscisses, I'angle
_Bp—a—c

2

?

b

puisqu’alors on a
o =a4 T

Or la direction de cette asymptote et la direction 3

3= B—ato
- 2

Fig. 4.

-2 0

B—a

2

ont pour bissectrice la direction qui est comprise entre zéro

T . . .
et 75 et forment entre elles un angle aigu, puisque ¢ est compris
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T T o e . . . s
entre —— et —. La projection sur la direction ¢ du vecteur joignant

Porigine au point &, 4 reste donc constamment supérieure i un
nombre positif fixe, sauf quand le point &, % vient au voisinage de
I'origine.

Cette derniére portion du contour, décrit par le point %, 7, cor-
respond a la portion du contour d’intégration voisine du point y,;
dans le cas actuel 'angle { de la droite D avec la direction positive
de I'axe des abscisses dans le plan des u est nul; on a

1
E =Ir - — 2.
7
n=o0.

Quand m varie depuis une valeur finie, mais petite, jusqu’a la
1

Yo
valeur Ap *, A étant une constante positive convenable et v un
ep e, L1 W L. .
nombre positif inférieur a -, le point £, n décrit une portion de
4

I'axe des abscisses situé entre .un point voisin de l'origine et fixe
a un point £’ :
F=mr A mi+. ..,

ou m a la valeur Apl-_‘; la projection du vecteur O& sur la direc-
tion 3 atteint son minimum pour le point £', qui est I'extrémité de
la portion de l'axe des abscisses la plus voisine de I'origine. On a
donc pour toute cette partie du contour d’intégration

— (pk’)%(Ecoss “+nsind) < -- (‘o/c')%(E' co-8 + m'sind).

Or
. Dt

= 3
(pk')?(E cosd + ' sind) = My cos3p2 4+ Mycosdp °
Si le nombre v est suffisamment petit, on a donc
1
(ok')* """ cosd + ' sind) = M, cos §p?V + 7,

n tendant vers zéro quand o augmente indéfiniment; or M, est
positif; cos® est également positif. L’exposant de e dans la quan-
tité sous le signe / devient donc infini comme

—h piv;

quand p augmente indéfiniment, . étant positif.
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Enfin si, pour la portion du contour d’intégration, qui corres-

pond a la portion de I'axe des abscisses du plan &7, comprise entre
Porigine et le point £, nous posons

Uu=1+v,

v (kz%) =,

on voit que 'argument de 22 n’est autre que ¢, dont le cosinus est;
positif, et ’on obtient, en vertu de (21),

. A A ’
/}'1"19|(_y)(l_)'=PI:A0+—:+...+—-:+E—”]’
S, 2

1.2
¢’ tendant vers zéro quand p augmente indéfiniment.
Il reste 4 examiner la portion d’intégrale prise le long de la por-
tion de droite ef, f étant voisin de J’origine et sur le cercle T'.
Au point .
y=res,

on fait correspondre le point )’ de coordonnées rectangu-
laires (L7, —s), et I'on considére dans le plan des y' 'image du
contour d’intégration du plan des j-.

SiI'on pose

I =f_y-‘¢"1 v(y)dy,

on constate facilement que le module du rapport

I
A
ax e—l‘ﬁ‘.rﬂ
est de la forme

k e‘«"P-i-::P!‘,

k étant’ un nombre fini et /i restant supérieur & un nombre positif
fixe, si la projection du vecteur O)” sur la direction g reste infé-
rieure a la projection du vecteur O«’, @’ étant I'image de a, quand
le point ) décrit I'image du contour d’intégration.

. T A
Quand l'argument o est compris entre p et —— ., u étant un

angle positif aussi petit que Ton veut, on délinit Ji(x) par la
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formule

f,(x):fyx—up(y)dy +£(c,v1+c,v,+...+ cqVq) dy.
Sy

Quand Pargument o est compris entre 1;—|—1.L et —p, on
définit £, () par la formule

Si(z) = fsy""?u')dy

+f [e1(v14 Vi) + (02 Va) - .ot cg(0g+ V)] dy==t dy,
-r

le contour T étant alors parcouru a partir du point f en sens
inverse.

Dans les deux cas, le contour d’intégration est tel que la projection
du vecteur Oy’ reste inférieure a la projection du vecteur Oa’.

D’autre part, dans le premier cas, les coefficicnts y qui inter-
viennent dans les fonctions V tendent vers zéro ou vers l'unité;
dans le second ils tendent toujours vers zéro; on peut donc écrire
finalement

(25) f:<z>=P[Ao+i‘-:-+...+ A i],

]

P
2

»lw

z* z z
¢ tendant vers zéro quand p augmente indéfiniment.

Quand P'angle o est compris entre — p et p, les coefficients v
restent finis si le point z s’éloigne a I'infini en restant a distance
finie des poles de f,(x). En partant de la premiére définition
de f,(z) on voit aisément que le rayon du cercle T' peut étre
choisi assez petit, pour que la projection de Oy’ reste inférieure a
la projection de Oa'; I’égalité précédente est encore vérifiée sous
la seule restriction que le point x reste a distance finie des poles
de f,(x).

Cette condition disparait quand les solutions de I’équation (7)
sont réguliéres au voisinage de l'origine; les poles de la fonc-
tion f,(z) ne s’étendent plus a linfini dans la direction des
abscisses positives, et cette fonction peut étre définie par la formule

. o
Ji(z) =fy-“"y:(y)dy+ f y*rely)dy,
S, e
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la seconde intégrale étant prise sur la droite O a depuis le point e
jusqu’a 'origine. On démontre toujours par la méme méthode que
cette intégrale est représentée par une série asymptotique a termes
nuls, abstraction faite du facteur P; il en résulte que 1'égalité (25)
est satisfaite quand le point z s’éloigne a l'infini de fagon quel-
conque avec un argument compris entre — i et u.

. o . ™
Supposons que & soit voisin de -; on a
PP q o 53

k1 T
3 p<oe< Y -+ K.
Si u est suffisamment petit, 'angle & est encore compris
entre — = et —. On prolonge alors I'arc de cercle ¢'d jusqu’au
2 2

point d’, situé sur le rayon d’e’; le point ¢’ étant, par rapport au
rayon Oa, du c6té des arguments croissants; au contour ef, T, on
substitue le contour €'f’, T'; la courbe €'f’, étant voisine de la
droite Oa, est tout entiére située, par rapport a cette droite, du
c6té des arguments croissants. On constate alors que, pour les
intégrales prises le long du contour €'f’, T, tout ce qui a été
démontré dans le cas précédent est encore vrai.

I1 suffit donc d’étudier 'intégrale prise sur le contour Sy ; or ce
dernier ne différe du contour de méme nom du cas précédent qu’en
ce que l'arc de cercle est prolongé jusqu’au point d’ correspon-

dant & 'argument
o=a+mT—v.

L’arc d’hyperbole, image dans le plan &, % de la droite d'¢’ est

alors asymptote a une droite de direction

_ B—a—c
TEYE T
La différence 3 — y est donc
d—y= [3—a+c_v_ Bma“'”“:u'—v.
2 2

- e LT
Elle est inférieure a 38

n =
;+l-’-""<;"



ou
v,

Etant donné g, il suffit donc de choisir un nombre v satisfaisant
A cette inégalité, pour que tout ce qui a été dit dans le cas précé-
dent subsiste.

Toutefois la déformation du contour ¢f, I' n’est possible que,
si entre O et a n’existe aucune racine du polynome By, qui ait été
évitée sur le contour d’intégration par un petit cercle situé, par
rapport au rayon Oa du coté des arguments décroissants.

S’il en existe une ou plusieurs a,, a,, ..., a,, au voisinage des-
quels les solutions de B, sont réguli¢res, on démontre que I'on a

€ o2® € a% €
Siuey=PlU+ =+ - IM+ 2| +...+ =L IM,+ L
xn ah+t an .Z"‘l"“ a"

quand & est voisin de 1;1, U étant la série de la formule (25) et les

séries M étant de la forme

ay,,

an,j
Mj=ao,j+ 7 + et —=

xh

Si a, est celle des racines o dont le module est le plus faible,

on aura

x
A = s [ 3t ]

a1

L. LT . .
quand ¢ sera supérieur a 5 el cette direction forme coupure.

VI.

. ™ 2o
Quand l’argument ¢ est compris entre w et 5 on est amené a

donner au cercle I' un rayon supérieur a la distance Oa. Le
contour d’intégration au moyen duquel est définie la fonction f(z)
est construit de la fagon suivante :

On trace une circonférence S ayant I'origine pour centre et de
rayon supérieur a Oa. Soient a,, a,, ..., o, les points racines du
polynome B, situés a I'intérieur de cette circonférence et rangés
dans I'ordre ou les rencontre un rayon coincidant d’abord avec Oa
et tournant autour de l'origine en sens direct. On désigne par a’,
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%y %y ..., &, les points ou la circonférence S rencontre les
rayons Oa, O4;, ..., Oa,; autour du point aj, avec a; pour

Fig. 5.

centre, on trace un pelit cercle s; qui coupe Oa; en «; on choisit
-alors pour contour S, le contour formé par un chemin allant a I'in-
térieur du cercle s depuis le point a jusqu’au point a” et que nous
déterminerons par la suite, la portion de droite a"a’ et I'arc a'«/,
parcourus en sens direct.

Pour contour I' on prend le contour constitué par la portion de
droite o, %, le cercle s, parcouru en sens inverse, la portion de
droite a’«, I'arc o) «,, la portion de droite «,a;, le cercle s, par-
couru en sens inverse, la portion de droite a; ), et ainsi de suite.

Ce contour se termine par la portion de droite a'a’, le cercle s
parcouru en sens inverse, la portion de droite a"a’, 'arc a'a.

On connait déja la représentation asymptotique des portions
d’intégrales relatives aux cercles s qui ont pour centre une racine
de B, au voisinage de laquelle les solutions de I’équation (7) sont
véguliéres; il suffit donc ici d’étudier la portion d’intégrale relative
a la partie du contour S, et a celle du contour I' qui avoisinent le
point a, racine double de B, au voisinage de laquelle les solutions
de (7) sont irréguliéres.

La méthode est toujours celle qui a été employée dans le Cha-
pitre précédent; elle consiste a choisir convenablement la portion
du contour d’intégration au voisinage du point a et a rechercher ce

XLIX. 15



— 934 —

que devient la portion d’intégrale correspondante en s’aidant de
I'image de ce contour dans le plan des (&, 7).

Je me bornerai ici 4 indiquer comment on peut choisir cette
portion du contour et lelrésultat que I'on obtient. Si l'on a

7;: <se<a—fB+m,
d’ou
n
3L -y
2
le contour S, est constitué :
1° Par le rayon ac’ correspondant a la valeur de o’

B—a—oc
2

o)L= a+ T+

| fets e s s . T .
comme dans le cas ou ¢ était inférieur a 2 le point ¢’ a pour

image dans le plan des « un point dont le module est supérieur a
I'unité;

2° L’arc de cercle c’e, de centre a, de rayon ac’, parcouru en
sens inverse jusqu’au point e situé sur le prolongement de Oa, au
dela du point a;

3° Une portion ef du prolongement de Oa.

Silon a

A—=f+mT—plo<la—B+T+p,

p étant un trés petit angle, on choisit le contour d’'intégration de
la fagon suivante :

1° Un rayon ac’ correspondant a la valeur de =’

w'=wy+v,

y , . . . L . P
Pangle v étant petit, mais supérieur & >, le point ¢’ ayant pour

image dans le plan des « un point de module inférieur a I'unité;

2° Une portion de droite partant de c’, passant par le point y,
qui a pour image dans le plan des u le point 1; elle est légérement
inclinée sur la direction @)’y correspondant a la valeur &/, de I'ar-
gument ©' de telle sorte que P'angle désigné par { est ici égal
am— ¢, ¢ étant petit et positif;
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3° Un arc de cercle de centre a parcouru en sens inverse jus-
qu’au point e;
4° La portion ef de la droite Oa.

Si 'angle & est compris entre les limites

ae—B+rn<o<lm,
b
la direction @, n’est plus comprise dans 'angle ot ¢”~“ tend vers
zéro; mais la dlrectlon ®, 7 se trouve comprise dans cet angle.

Le contour est alors formé :

1° De la droite ac’ correspondant a la valeur @) + = de 'argu-
ment ', le point ¢’ ayant pour image dans le plan des % un point
dont le module est un peu supérieur a 'unité;

2° Un arc de cercle ¢'c, 'de centre a parcouru en sens inverse;

3° Une petite portion de droite ¢ ¢, passant par le point y, et
perpendiculaire a la droite ay,;

4° Un arc de cercle c,e de centre a parcouru en sens inverse,
jusqu’au point e situé sur le prolongement de Oa;

5° Une portion ef de cette droite Oa.

Dans ces trois cas, 'intégrale prise le long du contour ainsi
défini donne naissance a la série asymptotique (25).

. Y . .
Quand o est compris entre — ~ et — m, on choisit pour le

contour S, :

1° Une portion de droite ac’ correspondant a la valeur =, de
I'argument w»’'; le point ¢’ ayant pour image dans le plan des u un
point dont 'argument est supérieur a I'unité;

2° Un arc de cercle ¢’¢ de centre a parcouru cette fois en sens
direct, de telle sorte que son extrémité e située sur le prolonge-
ment de Oa corresponde a la valeur o + 27 de 'argument o' ;

3° Une portion ef de la droite Oa, puis un arc de cercle ayant
pour centre l'origine, parcouru en sens inverse jusqu'a son
extrémité située sur le premier rayon Oa, que I'on rencontre en
tournant dans ce sens a partir de O a autour de I'origine.

L’intégrale est encore représentée par la série asymptotique (25).
Il nous reste a étudier la portion de l'intégrale relative a la
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partie du contour ' qui est voisine du point a. Cette portion de
contour est constituée par un lacet formé d’une portion fe de la
droite Oa située entre a et a),, et d'un petit cercle s de centre a;
comme l'argument de ) reste compris entre « et a -+ 2, la fonc-
tion ©,(1’) est représentée asymptotiquement sur tout le contour
par la méme série asymptotique que dans le cas précédent en
vertu des hypothéses faites sur les valeurs respectives de « et de 3.
On choisit le cercle s de telle sorte que son image dans le
plan des « est un rayon légérement supérieur a I'unité. Quand =
est compris entre — 1—;et @ — 3 + =, on substitue a la portion du
cercle voisine du rayon, correspondant a la valeur o, + = de l'ar-
gument, une petite portion de droite perpendiculaire a ce rayon
et pas:ant par le point y,, ayant pour image dans le plan des u le
point — 1. Aprés avoir fait les changements de variable, qui per-
mettent d’obtenir sous le signe f une fonction de «, on multiplie

. 1 . 1
cette fonction par e~2%%)* au lieu de e comme dans les cas
précédents; il vient ainsi

w41 knt

e (2t
[e_( Y (_"_> T2 up(ag+1n) du.

o

On pose

£ = (r+ i—) cosy + 2,

, \ .
7 = (r-—;) siny,

et 'on forme I'image du contour d’intégration dans le plan des §'v,'.
En employant toujours le méme genre de raisonnement, on
constate que l'intégrale considérée est représentée asymptotique-
ment par la série

(26) I»II:AO—Q——A%—F,,,-:,—:‘EIL}'_*_LP]

i 27 o1

x
figurant dans le second membre de (23).

Quand o est compris entre « — 3 + = et =, on substitue a la
portion de cercle voisine du point y,, dont I'image dans le plan
des « est le point 1, une petite portion de droite perpendiculaire
au rayon; l'intégrale est alors représentée asymptotiquement par
la série (25).



Quand ¢ est voisin de a — 8 4=, on forme le contour d’inté-
gration de la fagon suivante :

1° Un arc de cercle dont 'origine ¢ situé sur le prolongement
de Oa correspond a la valeur « de 'argument ©'; son rayon est
supérieur a ay,;

2° Une petite portion de droite passant par y, et inclinée sur ay;

3° Un arc de cercle de rayon inférieur a la distance ay,;

4° Une petite portion de droite passant par le point y,;

5° Un arc de cercle de rayon supérieur 4 ay, et dontVextrémité
sur le prolongement de Oa correspond a la valeur o + 2w de Iar-
gument ',

En formant 'image de la portion de contour relative aux valeurs
de o', comprise entre a et a -+ dans le plan des &, n, et celle de
la portion de contour relative aux valeurs de ', comprise
entre o + w et « + 27 dans le plan des £'4', on trouve que I'inté-
grale est représentée asymptotiquement par la somme des deux
séries (25) et (26).

Il reste a étudier les intégrales le long du contour entourant le
point a, qui portent sur 'une des ¢ — 1 fonctions ¢;(y), que V'on
associe a 9,(y), pour obtenir un systéme de ¢ solutions indépen-
dantes de I'équation différentielle (7).

Ces fonctions sont déduites de fonctions U, (¢) que 'on peut
former de deux facons différentes.

Dans le plan des 3, ol est prise I'intégrale servant a définir &;(¢),
on prend pour contour d’intégration un lacet formé par un cercle,
ayant l'origine pour centre, et la droite Ob; sur cctte droite, on
évite le point b par un demi-cercle, situé par rapport a Ob, soit
du coté des arguments croissants, soit du coté des arguments
décroissants. Dans le premier cas, les fonctions ¢;(¢) sont repré-
sentées par des séries asymptotiques, ou 'exposant de e est nul,
tant que Pargument o satisfait.aux inégalités

7 "
B——;<m<ﬁ+’zﬂ+;

Les fonctions ¢;(y) correspondantes sont représentées par des
séries asymptotiqués, telles que

(27) (y —aMlas+a,(y —a)~+...+ap(y — a)'+e() — a)*].
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Quand l'argument a franchi la valeur @——;, ces mémes fonc-
tions sont représentées par la série asymptotique, qui repré-

sente ¢, (y) pour les valeurs de o’ comprise entre 3 — 3—; et B+ 3—2-“,
multipliée par une constante convenable.

Au voisinage de la direction singuliére, les fonctions ¢,(y) sont
représentées par la somme des deux séries précédentes.

Pour étudier les intégrales portant sur les fonctions ¢;(y), on
effectue toujours les mémes transformations; on obtient des
résultats analogues aux précédents. Toutefois, quand ¢;(y) est

représenté par une série telle que (27), I'exposant de e est de la
forme

1 2
—(kz)2u— !c_g_,

de telle sorte quev I'on pose

§=rcosy -2,
ny = r siny.

L’image d’un cercle du plan des « ayant pour centre le point a;
est dans le plan des £, 7, un cercle ayant pour centré le point 2.
On constate facilement que :

. . T .,
t° Si e est compris entre ~ et « — 3+, ces intégrales donnent

naissance a des séries asymptotiques a termes nuls, abstraction
faite du facteur P;

2° Si ¢ est compris entre « — (3 4+ = et =, elles sont représentées
asymptotiquement par la série (27) multipliée par un facteur
constant convenable.. ’

. © .
Quand o est compris entre — - et — =, on considére les fonc-

tions ©;(y) déduites des fonctions {;(¢) définies au moyen du
contour, sur lequel le point b est évité par un arc de cercle
situé, par rapport a Ob, du coté des arguments décroissants; les
intégrales correspondantes sont représentées asymptotiquement
par des séries & termes nuls, abstraction faite du facteur P.
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VII.

En résumé, si I'on groupe les résultats qui viennent d’étre
démontrés, ‘et si 'on tient compte de ceux qui ont été établis dans
le cas ou les solutions de (7) sont réguliéres au voisinage des
racines du polynome By, on est amené aux conclusions suivantes :

Soient r et a le module et ’argument de la racine a de B,. On
marque dans un plan le point a’ de coordonnées L et — a. Soit ;
une racine du polynome By, dont le module est au plus égal a r;

on a
o= r; e,

I'angle w; étant compris entre o et a + 2.

On marque les points o} de coordonnées Lrj, — w;; on marque
également le point a” de coordonnées Lr, — (a4 2x). On trace
la ligne polygonale convexe ayant pour sommets les points o'
et a’, certains des points « et laissant a sa droite vers les abscisses
positives tous les autres points o’.

Soient a’, o, o, ..., &,, a" les sommets de cette ligne dans
I'ordre ou on les rencontre partant du point a' pour aller vers le
point a, et soient i, W2, ... les arguments des perpendiculaires
aux cotés a'a), o, ay, . 7. coinpris entre E et .

Quand I'argument & de z varie depuis v petit et positif jusqu’a 1, ,
la fonction f, () est représentée asymptotiquement par

) A A

(28) fi@)=Py| A+ 234 2224 S,

2 z? z?
ou

] L

2 i —2 (hx)2— =
(29) P1=—ax“’“<£) l‘e""l-’- 2k 2
z kx*

Quand o varie de p, a p,, cette méme fonction est représentée
asymptotiquement par la série attachée au point a, :

af a a €
= Ay —— =t bl TL I I
(30) f‘(‘”)_A‘,,x.H [ao,0+ - et +x"]

De méme, quand o varie de . & pg, la fonction f,(z) est repré-
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sentée par la série analogue a (30), attachée au point a., et ainsi
de suite.

Quand o est compris entre — v et + v, la fonction f, (z) est
représentée asymptotiquement par la formule (28), quand =z
s'¢loigne a l'infini en restant a distance finie de ses poles; cette
derniére restriction disparait quand les péles de /() ne s’étendent
pas a l'infini dans le sens des abscisses positives.

Soient wm, pm_y, ... les arguments des perpendiculajres aux

cotés a'o,, o o

m-—

) +++y W COmpris entre — E et — . La fonc-
tion f,(x) est représentée asymptotiquement par la série (28),
quand o varie de —v a T

Quand o est compris entre w,, et w,_,, elle est représentée par
la série

31 Si(z)= A,,,A:i"’:: e-2nx [a,,,,o-o— ‘_{;'_'1 .+ a;',';" + 5] ,
attachée au point a,, (*).

Quand o est compris entre Par-t €t Um_s, elle est représentée
par la série analogue a (31) attachée au point 2,, ., et ainsi de
suite.

L’étude de la fonction f,(x) se fait évidemment par les mémes
méthodes; la série

(32)  fula) =P Ao—’lé+...+<.—-.x>/'-’?%’+§—,,J,
’ x? x? 2
ou
s Cok
(33) Pr=—aen(Z) T ST
\

(ka,; ezin)l&

joue pour f;(z) le méme réle que la série (28) pour f(x).
Considérons enfin un point aj, racine du polynome B,, au
voisinage duquel les solutions de (7) sont réguliéres. A chacune
d’elles ;::orrespond une fonction f(z) solution de I'équation aux
différences finies qui est représentée asymptotiquement par une
série attachée au point «; quand I'argument ¢ de z est compris

(') Dans le second membre, «
et a + 27, d'ou le facteur e-2%r,

est pris avec 'argument @, compris entre

m
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™ () . . .
entre — S et + i; Mais il se peut que quand o varie en dehors

des limites précédentes, cette fonction f;(x) soit représentée dans
un certain angle par les séries attachées au point ¢ au voisinage
duquel les solutions de (7) sont irréguliéres.

Il en est ainsi chaque fois que @ ayant un module au plus égal
a 2; son image «' se trouve parmi les sommets du polygone
convexe formé en partant de I'image o de 2, comme le polygone
considéré plus haut a été formé en partant de I'image a' du
point a.

Si la direction = — 3 + = n’appartient pas a I’angle considére,
la fonction f;(z) y est représentée soit par la série (28), soit par
la série (33) multipliée par une constante convenable. Si la direc-
tion o — {3 + = appartient a I'angle considéré, clle forme coupure
et le divise en deux parties; dans I'une f;(x) est représentée par
la série (28), dans 'autre par la série (33).

Les deux développements asymptotiques (28) et (33) attachés
a la racine double a de B, jouent dans la représentation des solu-
tions de l'équation aux différences finics le méme réle que les
développements de la forme (30), correspondant aux racines
de B, au voisinage desquels les solutions de (7) sont réguliéres
et se permutent avec ces derniers pour représenter les solutions
de T'équation aux différences finies, quahd Iargument, avec
lequel z devient infini, varie de zéro a 2.

FIN DU TOME XLIX.



