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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR DIVERSES. QUESTIONS DE CALCUL FONCTIONNEL (!);

Par M. R. Garraux.

PrEMIER MEMOIRE.

Sur les fonctionnelles continues et les fonctionnelles analytiques (2).

RAPPEL DE QUELQUES DEFINITIONS ET PROPRIETES.

A. Fonctionnelle. — Soit l’ensemble Q@ des fonctions réelles
s(a), continues pour oSa<1, et telles que ASz<B. A toute
fonction z de Q nous faisons correspondre un nombre réel U(z),
qui est dit une fonctionnelle de z, définie dans le champ Q.

U(2) est dite continue au point z,(o.), si, étant donné ¢ >> o,
on peut déterminer 7 tel que | 5 — z,| << 0 entraine

[U(3)—U(a0)| <e.
Si U(z) est continue en tout point z de Q, elle est dite continuc

dans Q, mais en général elle rn’est pas uniformément continue
dans Q.

2. Ensemble compact de fonctions continues. — Clest un
ensemble E tel que, de toute infinité de fonctions de E, on peut.

(') Ce qui suit sous cc titre constitue la fin de la publication des papiers de
R. Gateaux, quc nous avons commencée dans le précédent volume de ce Bulletin.
(Paul LEvy.)
(%) Un résumé de ce Mémoire a été présenté & I’Académie des Sciences le
4 aout 1913,

L. ) |
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extraire une suite de fonctions tendant uniformément vers une.
fonction limite, appartenant ou non a E,

On démontre qu’un tel ensemble E de fonctions (o) (définies
pour 0Sa<1) est un ensemble de fonctions bornées dans son
ensemble et également continues; c'est-a-dire qu’étant donné
¢ > 0, on peut déterminer v, le méme pour toute fonction s deE,
tel que |ay — as| << 4 entraine | z(a)—2z(2,) | <

3. Tutorime. — Une fonctionnelle continue dans Q est uni-
Jormément continue en tousles points d’un ensemble compactE.
extrait de Q; c’est-a-dire qu’a tout nombre positif ¢ on peut faire
correspondre 7 tel que | 5'— 5| <C 7 entraine |U(z") — U (3)|<Ce,
s étant une fonction quelconque de E, 5" une fonction quel-
conque de Q.

En effel, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver : >> o, ct
pour chaque valeur de n deux fonctions z, de E et 3, de Q telles
que | 5, — 3, | < = eL |U(z0) — U{z,)| > =. Mais E est compact;
de la suite 3, ... 3, on peut extraire une suite convergeant unifor-

o
mément vers une fonction limite §. On peut supposer cette suite
. 1
extraite et z,...%,... tendant vers {. Or |z, —z,|<<—; la
suite 5, ...5, ... tend donc aussi uniformément vers £. U(s,) et
U(z,) tendent vers U(Z). On ne peut-donc avoir toujours
1U(5,)— U (=),) ]| > .. ¢. Q. F. D.

4. Tutoreme. — Une fonctionnelle U(z) continue dans Q est
bornée dans tout ensemble compact extrait de Q ().

I. — REPRESENTATION D'UNE FONCTIONNELLE CONTINUE.

8. Représentation par la limite pour n infini d’un potynome
@ n variables. — Extrayons de Q un ensemble de fonctions {.

Une fonction ™ est représentée par la ligne brisée de la figure,

(') Ce théoréme cst rajouté en marge du manuscrit et sa démonstration
manque. Le lecteur la reconstituera aisément cn s’inspirant de la mdéthode de
démonstration du théoréme précédent. (P. L.)
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dont le premier coté est paralléle a Oa. Elle est déterminee quand

[ 2 .
on se donne les valeurs {,, {5, ..., {, pour a = —r=y e L
' i 7 7
Fig. 1.
x
0o 123 1 e
nn nr

Si U(s) est une fonctionnelle réelle continue dans ©, on a
alors U(Z,) = u. (&4, ..., &), u, étant une fonction réelle, con-
tinue par rapport i 'ensemble de ses variables.

Soit maintenant 5(«) une fonction quelconque de Q; 34, ..., 5,
ses valeurs quand o prend des valeurs quelconques appartenant

. I n—1
aux intervalles ( o, Zh ol ).

6. Tutorime. — Je dis que l'on a

U(s)=lim un(3yy ... 35},
n=—ow

et que de plus la convergence est uniforme dans tout ensemble
compact de fonctions continues.

En effet, soit E un ensemble compact de fonctions 3. Etant
donné ¢ ™ o, je puis déterminer 7 tel que | 5’ — z | <7 entraine

[UE)—Us)|<e
3 étant une fonction quelconque de E et 5’ une fonetion quelcohqm-.
de Q (théoréme I).
I.es fonctions 5 de E étant (,oalement continues, je puis
trouver N tel que pour 7 ° >N l’osc1llal;10n de toute fonction z

dans chaque intervalle ( ) soit < —- Je considére alors la

fonction { définie par z Siy -y Sy valem‘s de z(a) dans les‘inter-
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valles (0, _;), <" — L :) I1 est facile de vérifier que 'on a
[gm(a) —z(a)| <.
[UE®) —U(z)] <.

Alors

Mais U({®') = w,(34, ..., 34). Donc u, converge uniformément
vérs U (z) dans 'ensemble compact E. ¢. Q. F. D.

7. D’aprés le théoréeme de Weierstrass, w, étant continue par
rapport a I’ensemble de ses variables, on peut trouver un poly-
nome pp(%sy, -.., ) de degré my, tel que |u,— pn|<ea
( e, donné Lendant vers zéro avec ’—'l ; Pn converge donc vers U(z)

dans les mémes conditions que u,.

8. Représentation par la limite d’une somme d’intégrales
(résultat obtenu par une autre voie par M. Fréchet. — Reprenons :
pu(3yy .., ) converge uniformément vers U(z) dans tout
ensemble compact de ‘fonctions continues; z,, ..., 5, sont des
valeurs guelconques de z dans les intervalles

) n—1t
0’_),..., s 1 ).
. n n

On peut prendre pour z,, ..., z, les v’a_leurs moyennes de s
dans chaque intervalle; plus généralement, a,(a) étant une
Jonction positive ou nulle telle que

r

n
f ay(a)dsr =1,
p=1

n
on peut prendre
,P

S,;=./P—;a,,(a) s(a) d=.

n

Développons p,, :

prn=a-+byz 4. .+ lz,,,z,,—:—...+ez{"...z}’fﬂ—:—....

Termes du premier degré :

n
b,f ay(a)ys(a)yda+...+ b,

0 n—1

n

1

1
a,(a)s(a)da =f B(2)3(a)da,
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en posant B(a) =b,a,(a) dans (p ;I, ]L:) On peut profiter de

I'indétermination de a, (=) pour rendre B(«) continue; il suffit de
n—I

. B
prendre a, () continue, nulle pour o.— o T

De méme les termes de degré ¢ donnent une intégrale d’'ordre ¢
1 1
f . f Clay, ...y ag)a(ay)...5(3g) dzy ... dag,
/0 0

la fonction C étant continue a cause des hypothéses faites sur ¢, ().
En permutant les a de toutes les fagons possibles, on obtient ¢!
intégrales égales a la précédente. En en prenant la moyenne, on
obtient une intégrale de méme forme dans laquelle la fonction C
est symétrique.
Finalement, en posant
p

n
Sp = d,l(a) da,
p—1

n

on a

1
Pn=U,(3) = K,.',o'+f Kni(a)z(a)da +...
0

1 1 ’
-+ [ .. f Krm, (21, «ooy @m,) 5(21) ... 5(2m,)d2y ... dam,,
7o o

les K, ; étant des fonctions continues symétriques. On pourrait
méme les remplacer par des polynomes. On aurait alors
Pn=U,+z¢,.
En résumé,
U(z) = lim p,(z4, ..., 3p) = lim U,(3),
n=—ouw n= o

la convergence étant uniforme dans tout ensemble compact de
JSonctions continues.

9. Remarque. — Silon n’avait pas A <5< B, on opérerait
comme précédemment, en-employant pour calculer p, (24, ..., 2,)
et U, (z) les fonctions z comprises entre — n et - n.

10. Cas d’une fonctionnellé continue de plusieurs fonctions
indépendantes. — Soient par exemple les fonctions z(2) et ¢(a),
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(05221, AS55B, AStsB)etU(z, ¢) une fonctionnelle continue
par rapport a I’ ensemble des variables z, £. On a de.méme

U(z,t) =Hm p,(31, ...y 3n; tiy ooty tn),
n=e

Pn €tant un polynome de degré r, par rapporta zy, ..., 3, et de
degré s, par rapport a ¢, ..., 4,;

U(Z, l)=nl£=ﬂl Zf [ Kﬂl,.\(“l) ey Ay Bl, ey pi
xz(a,)...’(a,)t(ﬁ,) . t(Bs) day ... daydBy ... dB,,

r variant de 0 & 1, s de 0 it sp, K, ;¢ étant une fonction continue
et symétrique ou un polynome. La convergence est uniforme
quand s, ¢ appartient a un ensemble compact.

Tout ceei s’étend sans difficulté au cas ou 2, t sont des fonctions
3(0yy o enydp), 8(%, « .., %) de plusieurs variables indépendantes.

II. — FONCTIONNELLES D'ORDRE ENTIER.

11. Définition fonctionnelle d’un polynome réel de variables
réelles. — M. Fréchet en a donné la définition suivante :
soit u(zy, ..., 3p) que je note u(z) une fonction réelle continue
par rapport a 'ensemble des variables réelles z,,...,s,. Dési-
gnons par z("), ..., 5, n systémes de valeurs des variables z.
Posons ‘ ‘

Apu=wu(zW~+., +z<"’)—2u(z“a‘+ i)

n—1{

+ Eu(z‘i-’+. v ot Blinaal)y— - (—1)nt Z ufzi) + (— 1)r u(o).

‘n—2 1
Exemple : soit u(z) une fonction d’'une variable réelle; ona
Agu = u(w+y+z)—zz(y+z)—u( +z)—u(z+y)
+ w(@)+ u(y)+ u(z) — u(o).
Dans la formule générale, le signe E indique qu’on doit faire

K
la somme de tous les termes obtenus en remplagant ,, ..., ig par
une combinaisan quelconque des n premiers nombres entiers. K'

akK.
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On démontre que si U'on a A,y u=o0,A,uzzo, u est un
polynome de degré n par rapport & Uensemble des variables

Sieeeel Sp
12. Définition d’une fonctionnelle réelle d’ordre ecntier
d’une fonction réelle. — Par analogie, U(z), fonctionnelle réelle
continue par rapport a la fonction réelle z, sera dite fonctionnelle
d’ordre entier n, si
AprU=o, A, U #o.

Dans I'expression de A,U, 5(1), ..., 5™ représentent chacun,
non plus un systéme de valeurs, mais une fonction z.

Nous nous proposons maintenant d’étendre ces notions au champ
complexe. '

13. Définition fonctionnelle d’un polynome .de variables
complexes. — Si zy, ..., 5p sont complexes, les propriétés indi-
quées n° 11 ne suffisent pas pour que & soit un polynome. Par
exemple, la fonction d’une variable & () (partie réelle de 5) est
continye, vérifie A, =0, A, & 5= 0. Cependant ce n’est pas un
polynome du premier degré.

Nous caractérisons le polynome u (s, ..., 5p) par la propriété
suivante :.

Tutoritme. — Soit la fonction u(sy, ..., 5p) des variables
complexes z,, ..., 3,; \ et n deux nombres complexes. Si

w(hg =13y, oo, A3p+ w3p)

est un polynome de degré n en \, p quels que soient z,, 3, ...,
3py 5y W est un polynome de degré n par rapport a lensemble
des variables s, . .., 5,.
En effet, soit par exemple u(z, y, 5). Par hypothése
wW(hz 4+ pn&',y Ay + puy's ks + n3'y=P,(}, p).

Faisons 2'=y=s5=o0,z=p=1:

u(X, ¥ 3)=Pu(x, 1)  (polynome en );

Py

« est donc un polynome par rapport a chacune des variables.
C’est un polynome en z, y, z, évidemment de degré n.
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14. Définition d’une fonctionnelle complexe d’une fonction
complexe. — Soit la fonction complexe z(a) = z(a) + 1y (7) de
la variable réelle « définie et continue pour oSa<1. On peut la
représenter par la courbe continne T, tracée entre les plans o — o,
2 =1, rencontrée en un seul point par tout plan o = const.

A toute fonction z, nous faisons correspondre un nombre com-

plexe
U(z) =V(z, y)+iW(z, y).

Continuité : | 5’ — 5| < n entraine | U'— U| <7 s (mémes propi‘iétés
que dans le champ réel).

15. Définition d’une fonctionnelle d’ordre entier d’une
Jonction complexe. — La fonction U (z) sera dite d’ordre entier n
si elle est continue et si, A et p étant deux nombres complexes,
U(Az+pz’) est un polynome de degré n par rapport a X, p quels
que soient 3 et 3.

Si ce polynome est toujours homogéne et de degré n, U(z) sera
dite homogéne d’ordre n.

Par conséquent, une fonctionnelle d’ordre entier qui vérifie

U(Az) = NU(2)

est homogéne d’ordre n.
11 est facile de voir que ces définitions sont équivalentes a celles
de M. Fréchet, quand on se borne au champ réel.

16. Décomposition d’une fonctionnelle d’ordre entier en
JSonciionnelles homogénes d’ordre entier (d’aprés M. Fréchet).
—— Soit U(5) une fonctionnelle d’ordre n, A un nombre complexe :

U(Az)=Ugt+ AUy(3) ..o AP Up(5) +u .+ MUy (3).

U, () est définie pour toute fonetion z. Je dis qu’elle est.d’ordre
“entier.
Donnons a A les valeurs particuliéres Xy, ko, ..., hpyy. Nous
obtenons (n -+ 1) équations en U,, ..., U,(3):
U(hiz) = Up+ AUy (3) +. ..+ MU, (3).
Résolvons

Up(3) = AptUM2) oo+ Apnid Uhnas 3),
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lesA, x ne dépendant que des X;. Cette expression montre que U, (3)

est d’ordre entier.
D’autre part,

U[)‘(lu'z)] =Uj+...+ )\I’U,,(P,‘z)_;_..

=U[(Ap)5] = Upt.o. A0 pPUp(5)+.. .,
d’ou
Up(ns) = urUp(2).

Donc: U, (3) est homogéne d’ordre p, et 'on a, en faisant A =1,

U(z) =Up+ Uy(3) +...+ U,(3).

17. Repreésentation d’une fonctionnelle homogéne d’ordre p.
— La méthode employée dans le cas d’une fonctionnelle continue
réelle ‘s’applique sans modification essentielle. La ligne brisée
plane qui représente une fonction ™ doit étre remplacée par une
ligne brisée gauche ayant ses sommets dans les plans

§) est déterminée par ses sommets §y =2, Ly, Loy ..., Cut
'U,;(C"") = Un(liy .oy Ln)-

Je dis que u, est un polynome de degré p.
Je remarque que, si {*) est déterminée par Gy, ..., §, et T'W
par §,, ..., &, il ’ensuit que A{(® 4 uL'(® est déterminée par

N+ plhys oooy A+ pfh.
Donc ’
Up (A - pZ' 00y = a0 (NGy + 28ty o e oy A p8').

Le premier membre est un polynome homogéne de degré p en ), u.
Donc aussi le second, c’est-a-dire que u, (%, ..., 5z) est un
polynome de degré n en &y, ..., {a.

‘Soit maintenant une fonction continue z(a) =z ()4 iy ().

Quand a décrit Vintervalle (0, 71); z décrit dans son plan une

Y [}

., . . . . m,
courbe C contenue a lintérieur d’un cercle I'y de diamétre -
(voir n° 6).

Soient z, une valeur de z intérieure a ce cercle, 3, une valeur ana-
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. I 2 -
logue quand « est compris dans (—» Z’)’ etc. On a, comme aux
n*6et7,
Up(z) = lim uy(3y, ..., 30),
n=—uow

u, étant un polynome de degré p, la convergence étant uniforme
dans tout ensemble compact de fonctions continues.

Si 'on reprend maintenant la fonction positive ou nulle @, (2)
dun° 8,

1
(=) z,:f ap(a)s(a)dx
)

est le centre de gravité de masses disposées sur C; il est bien inté-
rieur & I';. On choisit de méme z..

Le polynome u, devient finalement, en tenant compte de la
relation (),

1 1
Un(31y ...y 3n) =f cee [ Kn(2ry ooy 2p) 3(2) ... 2(%p) day ... day,
0 o
On sait qu’on peut s’arranger de facon que K, soit continue et
symétrique. Donc

1 1
Up(z) = lim ‘[ f Ku(21, -y 2p)3s(a)...3(ap) day ... dap.
n=—awm 0

48. Cas particulier : fonctionnelle tinéaire. — Clest la fonc-
tionnelle d’ordre 1. Elle est continue et vérifie

U(hs +p3')=Ar+Bn

Faisons \=1, u=o0: A
U(z) = A,
ethA=o, p=1:

. . . U(z) =B.
La condition devient

U(Az + p3')=2AU(s) +pU(3)
etlon a '

1
U(2) = lim (@n131+ An23s+...+ @nnSn) = limf Kp(a)3(2)dx,
, A

n=ow n=oao

‘K, étant continue. Cette derniére expression est celle qu'a trouvée
pour la premiére fois M. Hadamard.
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19. Tatorime (daprés M. Fréchet). — Lorsqu’une suite de
fonctionnelles d’ordre entier p: U, (3), ..., Up(2), ... tendent
vers une fonctionnelle continue U(3z), U(z) est d’ordre entier
au plus égal a p.

Formons

Uz 423"y =0 1)

11 suffit de montrer que f(%, X') est un polynome de degré < p.

Or
Uy(Azs+=X'35)=P,(7\N\) (polynome de degré p).
Quand n augmente indéfiniment, U, (h 3 + 4'5") tend vers

U{dz+A'3").

Donc P, (X, 1) tend vers £ (), X'). Or il est facile de montrer que la
limite d’un polynome de degré p ne peut étre qu’un polynome de
degré < p. c. Q. F. .

Remarques. — 1° Si les fonctionnelles U, (=) sont homogénes
d’ordre p, il en est de méme de U(z).

2° Les définitions et propriétés précédentes s’étendent sans.
difficulté aux fonctionnelles, d’ordre entier, de plusiears fonctions.
A un nombre quelconque de variables.

III. — VARIATION D’'UNE FONCTIONNELLE.

20. Rappel de quelques définitions. — Prenons par cxemple:
la fonctionnelle continue réelle U(z) de la fonction continue
réelle 5(a) (6Salr). _

Considérons U(z —+4¢,) (¢, fonction analogue a z). Supposons.
que [% U(:—{—)\l.)]):o
variation premiére de U au point z : 8U(z, t,). Cest une fonc-
tionnelle de s et de ¢,, qu’'on suppose habituellement linéaire, en
chaque point 3, par rapport a ¢,.

Si 8U(z, ¢,) admet encore une variation premiére par rapport
a g, soit 6*U(s, ¢,. £;) on dit que U(z) admet au point z une
variation seconde, qu'on suppose habituellement linéaire en ¢,.
En prenant ¢, = t,=¢. elle devient 32U(z, ¢), homogéne et du
second ordre en ¢. On a

32U (3, z>=[

existe quel que soit ¢,. On lappelle la

d?

di?

U(z+ )\x)])\zo.
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On définit de méme la variation d’ordre n : 82U(z, t) qu'on
suppose habituellement homogeéne et d’ordre 7 en ¢t. On a

r=0

dnr
U (z, ‘)=[a‘r U(z-;—lt)]

Représentation d’une fonctionnelle réelle admettant des variations.

21. Soit la fonctionnelle réelle U(z) de la fonction réelle z(a)
(0£as1,,AS35B). Supposons que U (5) admette en tout point z
une variation premiére 8U(z, t), que nous noterons V(z, t).
continue par rapport a ensemble des variables z, ¢.

U et V sont alors uniformément continues quand z, ¢ appar-
tiennent a'un ensemble compact.

Nous savons représenter U(z) sous la forme

U(s)= li_m Pn(31y «. oy z,,):nli_m Upis)

avec

r=ry

1 1
U,,(z):Zf f Knp(ag, «ney @) 3(a1) ... (o) day . .. da.
0 0

r=0

Cette représentation peut étre choisie telle que la variation
de U(z) soit la limite de la différentielle totale de p, et la limite
de lu variation d’U,(z).

22. Reportons-nous n° 8. Soient 5, ¢ appartenant a 'ensemble
compact E. Nous déterminons 7 tel que

[&—sl<m, [¢—t]<n
entraine, ¢ étant arbitraire,
[UGE)—U(3) [ <& [ V(3 8)—=V(5 )| <,

s, t appartenant a E, 5, t' 4 Q.
Nous déterminons ensuite N tel que, si >N, Voscillation de

—1

n

C . . K K . .n
toute fonction s, ¢t de E dans un intervalle < ) ;) soit <7 —-

Considérons alors les fonctions () définies par z,, ..., 5, €t 7™
par &,, ..., ty; 5x €t I étant des valeurs de z(a), t(£) quand.a. 2

. L. — K
appartiennent a 'intervalle (K L, —) .
n n
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On a
g (a) —3(2)| <4, |=(x)—t(a)]| <m,
d’ou
| Uy —U(3)| <, | V(g 2ty =V (3, t)| <=
Evaluons V(Cn»,z™). On a vu
U(EW) = un(21, ..., 3n)-

Alors, par définition,
Vg, znly = iu (314 My, ooy Sp+ At )’
- ) d)\ n ’ b n n )\:0‘

Par hypothése, cette dérivée existe quels que soient 54, ..., 5,.
tys ..., t, compris entre A et B. Elle est continne par rapport a
I'ensemble de ces variables. Son expression est donc

V(0 =) = (wp)s, t1= o (8n)5, s

et 'on a, la convergence étant uniforme dans tout ensemble com-
pact E,
“V(s,t)=lim [(un)’z’ti—‘r-...~:—(u,,)/;,,tnl.
n—aw
Remplacons v, (54, ..., 5,) par un polynome p, (34, ..., 3,) tel
que, Sy -.vy Buy Lyy - -, ty variant dans (A, B), on ait

I Uy — Pn.l < En, I du,— dpnl < ¢,
, 1 N . N
eu tendant vers zéro avec -, les mémes conclusions subsistent.

23. Enfin on a vu qu’en posant
K
n

zxz‘/hj a,(a)s(a)da,

n

on a .
Pn(zh cey Fp) = Uu('z)'

Par conséquent, en posant
E

g = / an(a)t(a)da,

CTR—1

n
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On a
(Pr)sti4 oo (pu)ontn =2SU 1 5, £).
En résumé,

U(s)=lim p,(34, ..., 3,) =1imU,(3),

n=oawm
sU (s, ¢) = lim [(pu)s, i+ ..+ (pn)t, t,] =limsU, (3, .¢),
n—oo
avec

1
Un(Z): K,,‘o—i— [ Kn,j(I)S(z)dq +...
o 1
*f ' f Ko (@1 -+ 2m,)3(31) o 5 (2m,) A2 A,
0 [
-l, c¢n supposant les K,,,,‘ symétriques,
o 1
U, (s, t) = f K,‘J(Z)l(a)da
Jo L
+2f f K",,(ll, 7.2)[(11)5(‘12)d2[d22+...
0 0

1 1
—|—m,,f f Krm, (21 « o vy @m, ) t(2y)
0 o '

X 3(23)...5(2m,)day ... dam,.

24. Tutonime. — Etant donnée la fonctionnelle réelle U (s)
continue par rapport a la fonction reelle

a(a), (0faZ1, \Z5

<

si cette fonctionnelle admet quel que soit 5 une variation pre-
Loy S - D4 <2-< 7 .o ot l’ 2
miére 86U (s, 62) (\A: 635 B) continue par rapport a l'ensemble
. . . LB -, ’ i ~
des fonctions z, 63y cette variation premiére est linéaire en os.

Car elle est continue par rapport a ¢z, et c’est la limite de dp,
et de 3U, (3, 65) qui sont linéaires par rapport a 8.

25. Remarque. — Les résultats précédents .s'étendent sans
difficulté au cas ou U'(s) admet des variations continues jusqu'a
Uordre p, ou indéfiniment. 32U, ..., 37U, ... sont d’ordres 2, ...,
P, ... par.rapport a oz, dans les mémes conditions que précé-
demment. '

IIs sont cgalement faciles a étendre aux fonctionnelles de
plusieurs fonctions & un nomhre quel¢onque de variables.
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26. Variations d’une fonctionnelle d’ordre entier. — Clest
la somme des variations des fonctionnelles homogénes qui la com-
posent. Il suffit d’étudier les variations d’une fonctionnelle homo-
géne d’ordre entier.

a. Soit U(s), homogéne d’ordre n. Il est naturel d’étudier ses
variations a partir de leur définition :

U(s+h)=U{zg)+...4+MA, (3, t)+...+ A, (5, 1)

Comme
.- fd1
O’IU(;-, ’)—lm L(v+)\t):|)~=o"

on a
07U (z, t) =q'Aq4(z, t).

M. Fréchet montre que A, (3, t), par suite 3¢ U(z, ¢), est homo-
geéne, d’ordre n — q par rapport a s, d’ordre q par rapport
alt.

En particulier,

Au(s, t)=U(t);
donc
enU(z,¢)=n!U(2).

b. Nous pouvons donner une expression de ces variations en
remarquant que les résultats obtenus dans le cas d’une fonctionnelle
réelle s’étendent sans difficulté aux fonctionnelles complexes
d’ordre entier. On a

U(Z): lim Pm(zh ey 5,,,)

nm=oo

1 4
= lim f f K(ar, ooy 2)5(ay) ... 5(ay)doy ... day,;
[)

m=w /g
Pmy polynome homogene de degré n; K,,, fonction symétrique; et

¢1U(z, t)=limdp,=1im 37U, (3)
avec

¢ \ (q)
d'lpm = (

), J, ; i
~[7m Lt ’im tm,) (pmssance symbollun),
031 d&*m ‘

At 1
8(1U,,,(,z)=q!j f Kp(ag, ooy ap)t(ar) ... t(ay)
) Jo

X 5(%g+1) ... 5(ap)day ... day,.
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27. Citons encore une propriété des fonctionnelles d’ordre
entier, facile & démontrer.

D’une fonctionnelle continue dans un domaine Jermé de
fonctions continues, on sait seulement qu’elle est bornée et uni-
formément continue dans tout ensemble compact de fonctions
continues.

Une fonctionnelle d’ordre entier est bornée et uniformément
continue dans tout ensemble borné de fonctions continues.

IV. — FONCTIONNELLES ANALYTIQUES.
A. — Définition analogue & la définition de Weierstrass.

28. Définition (d’aprés M. Fréchet). — Soit la fonction

3(2) =z(a)+iy(a) (0Zas1),
et la série

(1) U(z) = Up+ Uy (3) +oo Up(3) +...,

U, (z) fonctionnelle homogéne d’ordre n.

Soit R(«) une fonction supérieure a3 un nombre positif fixe.
Désignons par Dy le domaine | 5(a) | <|Ra)]|.

Si la série U(z) est uniformément convergente dans tout
ensemble compact E extrait d’un domaine Dy (K constante
quelconque entre o et 1), nous dirons que U(z) est une fonc-
tionnelle de s holomorphe dans Dy.

Conséquence : U(z) est continue dans Dg. Elle est bornée et
uniformément continue dans tout ensemble compact extrait du
domaine fermé | 5 | S KR.

29. Takorkme. — La série des modules
(") [Upl + | Us(3) | +... 4| Un(2) | +...
est uniformémenl convergente dans tout ensemble compact E

extrait du domaine | 5| S KR.

a. 11 suffit de montrer que ses termes sont inférieurs a ceux
d’une série convergente, la méme pour toute fonction 5 de E.
D 9
Pour cela, considérons la séric

(2) U(rz) =Ug+ AU (3) +...+MU,(2)+...,
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série entiérc en A dont le rayon de convergence est déterminé
par | 25| <<R. Or|z| <7 KR. Donc la série convergente a fortior:

. I .
si|A] < x Le rayon de convergence est zll& > 1.
Nous voulons une limite supérieure de |U, (5)|. Evaluons U, (5):

UOs) _

_)‘n+l —...—l—-%'ﬁt—..

I

Soit un cercle G du plan 2, de centre O, de rayon r, 1 <7 < R

L1 ~U(Az)
Un(z)—-m A T’H‘—’d)\'
Admettons pour un instant que I'on ait |U(Xz)| <M, nombre

fixe indépendant de la fonction z de E et du nombre A sur C. Nous
aurons alors

M
|Ua(3) | < 70

terme général d'une série convergente.

b. Reste & montrer que l'on a bien |U(%z)| <M. 1l suftit de
prouver que l'ensemble E, des fonctions %z est compact; cet
ensemble étant extrait du domaine fermé |z |SrKR; contenu.
dans Dy, U sera bornée dans cet ensemble E,. C'est-a-dire qu'il
suffit de prouver que de toute infinité de fonctions A5 on peut
extraire une suite tendant uniformément vers une fonction limite.
D’abord les nombres A, étant tous situés sur le cercle C, ont an
moins un point limite 2. On peut donc extraire la suite 2,5, ...,
Mi%ny « - -, les A tendant vers \'.

De plus, 54, ..., 5, ... appartenant a E, nous pouvons en
extraire une suite tendant vers une fonction limite 5’, ou encore
supposer que c’est z;, ..., 5, ... qui tendent vers z'. Alors X, z,...,
InZn, - - . tendent uniformément vers z'. C. Q. F. D.

30. Tueorime. — U(z) étant une fonctionnelle holomorphe
de 5 dans le domaine Dy :|z(a)|<R(a); X et XN étant deux
nombres complezes; U(hs 4 N'z') est une fonction de ), ) holo-
mor//hé pour | Az 421 z'| < R(a).

Car on peut écrire, en se rappelant la définition d’une fonction-
L. 2
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nelle homogéne d’ordre entier :
Udz+N7)= Uo—l—p.(i, NY—4ooitpa(X, 1) +.

Puy polynome homogéne de degré n par rapport a, »'. Cette série
est uniformément convergente pour|Ls+ N3 |SKR (o <K <),
car I'ensemble A5+ %'5', 5 et 5’ étant fixes, est compact. D’apres
un théoréme de M. Painlevé, U(Az—+ A 5") est une fonction holo-
morphe de %, %, pour [ 25+ Ns5'|<R.

31. RicieroQue. — Soit la fonctionnelle U(s) continue
pour | 5| <<R(a) (domaine Dg); s U(hz—+N'3z') (%, X', nombres
complexes) est holomorphe en %, N' pour |hz—+N3'|<R(a),
U(z) estfonctionnelle holomorphe de z(a) dans Dy.

Prenons une fonction s telle que | 5 |[SKR(«), (0 < K< 1). Par
hypothése, on peut écrire

(r') U(Az) = U+~ 2AU (3) +...+ A2 U,(3) +. ...

On voit comme précédemment (n° 29, a) que le ravon de conver-
P ) | »

o N i -
gence de cette série en  est 2 g =L Pour A =1,

(1) UGB)=Uy+Uj(a)+...+Uu(s)r+...,
puis .
U"(s)_:_l_' U(Az)ydA

b et |
n+1
ent J, A

expression qui montre que U,(3) est cortinue par rappor! a =.
De plus, si 5 appartient a un ensemble compact E extrait du
domaine fermé |z|SKR, on a comme précédemment (n® 29),

|U(rz) | <M, dou |U,(5) << :—:, terme général d’une série con-
vergente, ce (ui prouve que la série
[ Ue| +[Ui(3) | = c+ | Un(a) | +...

est uniformément convergente dans E.
Enfin

Ulp(rz + Nz)]=2pnU,(Az+N'z')
= fonction liolomorphe de gk, pX',
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c’est-a-dire ,
=Po+ oPi(0 V) .o o2 Pu(k, V) ..,
Py, polynome homogéne de degré n; d’ou

Un(A5 4+ N35') = Pu(h, &)

Uy, est donc homogéne d’ordre n.

32. Variations d’une fonctionnelle holomorphe. — Soit
U(5) = UptUy(3) ..ot Up(5) 4+ ..,

holomorphe dans Dy, || 5| < R(2)],
URz+Nt)=Up+ Uy(Az+Net) +...-+ Up(rhs +Ne) 4.,

série entiére en A, A', convergente pour | A3+ 1’z | =R, en parti-
culier pour k=1, ¥ =0, si Pon suppose |3|SKR. Les séries
dérivées par rapport a &' convergent aussi pour |As—+ 13| < R.
Si nous y faisons A =1, A'= o0, nous obtenons par définition :

oU(z, t)= 08U (3, ¢t)+...4 3Un(3, £) ...,
82U (3, t) = 82Uy(3, t)+...+82U,(5, t)+...,

8 Uu(5, t)=07Up(5, t) 4....

L’intégrale de Cauchy permet de montrer que les séries précé-
.dentes sont uniformément convergentes quand s appartient a un
ensemble compact extrait de | 5|SKR, ¢ a un ensemble compact
quelconque.

Les variations d’une fonctionnelle U(z) holomorphe dans
{s|<<p sont donc des fonctionnelles holomorphes de =,
tdans|3| <.

Leurs expressions montrent de plus que 38U (3, t) est linéaire
par rapport a t,8,U(z, t) homogéne et d’ordre n par rapport
at.

Enfin, faisons 5 = o, nous obtenons (voir n° 26, a)

U(o) = U,,
8U(o, t) = 08U (0, ¢) =U,(¢),

32U (o, t) = 82U,(0, t) = ntU,(¢),
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d’ou la formule «nalogue a celle de Maclaurin

U(s) = U(o) +8U(0, 5) ...+ ;‘, 32U (o, 5)+. ...

B. — Définition analogue a la définition de Cauchy.
33. Soit la fenction continue
s(z)y=a(a)+ iy(a) (oZazh).

Elle est représentée par une courbe continue I', tracée entre
les plans ¢ =¢, o =1, rencontrée en un seul point par tout
plan o = const.

Dans chaque plan o = 0y, (0 S @S 1), considérons un contour C,.
L.a condition imposée a ces contours Cy est qu’il existe une courbe I
percant le plan de chaque contour en un point intérieur a ce
contour, la plus grande distance de ce point au contour étant
supérieur & un nombre positif fixe.

Cette condition est réalisée sur la figure ou les contours C,
forment une sorte de tube.

S’il existe une courbe I' vérifiant cette condition, il en existe

évidemment une infinité. Nous dirons que ces courbes T, et les
fonctions 5 qu’elles représentent, sont intérieures aux contours Cg.

34. Définition. — Soit la fonctionnelle U(z) continue dans
le champ D des fonctions z intérieures aux Cq. Si en tout point s
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de ce champ elle admet une variation premiére 3G (s, t), nous
dirons qu’elle est holomorphe dans D.

35. Lien entre les deux définitions :

TutorizME. — Soit z, une fonction de D, Ria) la plus grande
fonction positive telle que, si | 5(a) — 5o(a) | <Z R(a), 5(a) appar-
tienne a4 D. Si U(3) est holomorphe dans D (deuziéme défini-
tion), c'est une fonction holomorphe (premiére définition)
de 5 — 3o dans | 5 — 50| < R().

Au moyen du changement de variable 5 — 5= z', nous pouvons
NOUS ramener au cas ol 3,== 0, c¢’est-a-dire ou I’y coincide avec O a.
Le domaine |5 — 34| < R(a) devenu | | << R(a) est alors limit¢
par la plus grande surface de révolution autour de Oa intérieure
aux contours Cy.

Formons U(Az +%'5"). C’est une fonction de A, X' qui admet
des dérivées par rapport a A, %', puisque U(5) admet une variation
premiére. C’est donc une fonction analytique de X, %', qui est
holomorphe quand |}z +As'| << R. Comme U(z) est continue,
cela suffit pour démontrer qu’elle est holomorphe (premiére défi-
nition) en z pour |z | < R(a).

Le Mémoire précédent est suivi d’'une feuille contenant les Notes sui-
vantes .

« Si U(z) est holomorphe dans T, U(4 5 + 2¢) est holomorphe en A, 1.

» Une série uniformément convergente de fonctions U, holomorphes
dans T’ est holomorphe dans T'.

» Théorémes de Poincaré et Volterra; du prolongement.

» Théoréme de Mittag-Leffler. » .

En se reportant au Mémoire sur les fonctions d’une infinité de variables
indépendantes, déja publié dans le présent Bulletin, on voit a quels déve-
loppements ces indications correspondaient dans la pensée de 'auteur.

DEUXIEME MEMOIRE,

Sur la Teprésentation des fonctionnelles continues M.

1. Les fonctions z(«) dont il sera question sont ici des fonctions

(') Un résumé de ce Mémoire a été présenté i la R. Acgademia dei Lincei
le 21 décembre 1913,
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réelles continues de la variable réelle 2 (0 S« <1). Nous désignerons.
par D I'ensemble de ces fonctions telles que ASzSB, par M le
plus grand des nombres | A |, | B|.
Nous désignerons par V (), avec ou sans mdwe des expressions

de la forme
1,...,m

(a) V(z)=Ko+ 2 f f Kp(21, «v oy ap)a(ay) ... 5(2p) doy . ... dap,
[

K, étant une constante, K, une fonction continue de iy ey Ape

Soit U(z) une fonctionnelle de/'me et continue dans D. On
peut déterminer une suite d’expressions V,(z) telles que
(1) U(z) = lim V,(3),
n=—uw
la convergence étant uniforme dans tout ensemble compact
extrait de D.

Ce théoréme est analogue au théoréme de Weierstrass sur la
représentation d’une fonction continue comme limite d’une suite
de polw nomes. Il a ét¢ démontré par M. Fréchet (Comptes rendus,
18 janvier 1909, 1 février 1909; Annales de UEcole Normale
supérieure, mai 1910). Yen ai indiqué une démonstration plus
¢élémentaire (Comptes rendus, 4 aoat 1913) (V).

Il peut étre intéressant de posséder une représentation (1), la
convergence ¢étant uniforme dans tout le domaine D. Le but du
présent travail est de déterminer les canditions nécessaires et suffi—
santes auxquelles doit satisfaire U(z) pour que ce résultat puisse
dtre obtenu.

Propriétés des expressions V(s):

2. Tutorime I. — Toute fonctionnelle V(z) est uniformeé-
ment continue dans le domaine D.

11 suftit de démontrer a propriété pour un des termes de V(z)-
Je dis qu’étant donné ¢ positif, je puis déterminer 7 tel que

[3(a)—2(a)| < n

(') Et premier Mémoire ci-dessu;, n° 8.
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entraine
1

1
ff / Kp(zyy ooy 2p [a() .o s(zp)— t(y) o t(zp)] d2y . dap| <.
o .

0

Soit K un nombre supériear a |Kp(ay, ..., o) | 1l suffit que
I'on ait

K x max[s(ar)...s(z) —t(z) ... l1(zp)] <.
Or le multiplicateur de K s’¢erit

S(2) e 3(2p) —5(o) e 5 (2p—y) t(2p)
+5(2) i 5(apay) t(zp) — s(ar) ..o 5 (2pa2) E(2p—1) t(2p)

- .. seeeecesosseasen tee e R I I IR Y .

()t (22)e t(2p) ——l(2)ee t(2ph

Le module de chaque ligne est plus petit que M?P~'5, Il y en a p.
Donc il suffit que I'on ait

g
T < W . C. Q. F. D.
3. Tueorkme Il. — Quel que soit le nombre <> o, on peut

diviser Uintervalle (o, 1) dans lequel sont définies les fonc-
tions z(a), en un nombre fini d’intervalles tels que, si z (o),
t(a) sont deux fonctions du domaine D ayant méme valeur
moy-enne dans chacun de ces intercvalles, on ait

V()= V()] <

Les intervalles que nous déterminerons ici seront égaux. Nous
démontrerons que l'inégalité précédente est véritice dés que le
nombre ¢ des intervalles est plus grand qu’un certain nombre ¢,.
11 suftit de démontrer celte propriété pour un terme de V(z), par
exemple pour I'intégrale double. Le nombre des intervalles étant ¢,
cette intégrale s’écrit

1 At
f f Ka(ag, 23)5(ay)s(a3) dzy das
o Yo

r ~
Lvg = g
q q .
N .
=> f da,f Ka (21, 02) 3 (1) 3 (29) da
s Mr—1 s$—1
l/ l, .

’ s

1,. - L

_ ’ “”’K (/- s) q i d ['l clas) d /
= 2 \2 ;’;1' [—1u(11) 21 5 (23) dag—+ h.

4 “is—1.
-, —_ —

m 7
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Désignons par A, ;, A, ¢ les bornes de K, (,, 2,) dans le carré

(r —_1 r ) (s o )
y — 3 =)
q q q q
~ La différence entre deux termes correspondants des deux derniéres
M

2 “~ \
7 (Ar,s— *r,s). Donc

expressions est en module <7

1,ce00q
M2 N
l h l < ? 2 (Al'..\‘— ’\r,.\‘)-
r,s

En remplacant 5(a) par ¢(a), k est remplacé par un nombre £
vérifiant la méme inégalité. Si z(a) et ¢(a) ont méme valeur .
moyenne dans chaque intervalle, il vient

1l
f f Ko(2, a2)[3(a1)z (@) — t(o))t(2s)] daydaa=h — k.
o Yo
Or

1,...,q ]
— 2 v (Ar.s— )\r.t‘) .
|h—k|<2M - g

“

’,

La fonction K, (2,, 2,) étant continue, cette quantité tend vers zéro
1 . g -
avec 7’ c’est-i-dire qu’on peut trouver ¢, tel que ¢ >g¢q, en-

traine | A — k| < c. C. Q. F. D.

4. Application aux fonctionnelles continues. — Les deux
résultats précédemment acquis nous mettent 3 méme de démontrer
les suivants :

Tatorime 11I. — 87 la fonctionnelle U (5) définie dans D est

telle que U'on ait
U(3) = li_m V. (3),

la convergence étant uniforme dans D :

1° U(3z) est uniformément continue dans D.

2° Quel que soit le nombre ¢ positif, on peut décomposer U'in-
tervalle (o, 1) en un nombre fini d’intervalles tels que, si 5 (a),
t(2) sont deuz fonctions du domaine D ayant méme valeur
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moyenne dans chacun de ces intervalles, on ait

|U(5)—=U()| <=

1° Etant donné ¢, il faut montrer qu’'on peut trouver 7 tel
que | 5 — t| < m entraine | U(z) — U(¢)]| <.

Par hypothése, on peut déterminer 7 tel quc Pon ait,-quels que
soient z, t,

UG =Va(a) <5, TU@O = Vu(O)] <35

et d’aprés le théoréme I on peut déterminer v tel que |5 — ¢| <7
entraine '

|Va(3)— Va(t)| <

leo

Alors on aura
[U(s)—=U(8)]| <e. C. Q..F. D.

2° Déterminons n par la méme condition que précédemment.
D’aprés le théoréme Il nous pouvons effectuer une division de
I'intervalle (o, 1) telle que les fonctions s, ¢ de I’énoncé vérifient

[Va(a) = V()| <35-
Alors on aura
[U(s)—=U()| <. C. Q. F. D.

3. Reécieroouk vu tatorkmE III. — 8¢ une fonctionnelle U(z)
définie dans D vérifie les conditions 1° et 2° du théoréme IlI,
on peut trouver une.suite d’expressions V,(3) telles que

U(z) = lim Vo(2),
n=—uw
la convergence étant uniforme dans D.

Nous nous proposons, étant donné ¢ positif, de déterminer une
expression V(z) telle que

|U(z)—=V(3)| <=

a. Par hypothése, nous pouvens diviser l'intervalle (o, 1) en
: 1 N o z
intervalles I,, ..., I, d’étendues 8,, ..., &;, séparés par les
points I, ... ,l;_y, tels que, si 5 et £ ont mémes valeurs moyennes
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dans chacun d’eux, nous ayons
[U(z)—U()| < %

b. Les fonctions 3(2). — Appelons & le plus petit des
nombres 6y, ..., 8, et ' un nombre plus petit que ¢. Une fonc-
tion A(a) est continue, constante dans les intervalles (o, /),
(Li+nhy b)), ...y (4g_s + hy 1), dans lesquels elle est égalea s, ...,
d4; elle est linéaire dans les intervalles restants. On n’a pas forcé-
ment A <3,<B.

Etant donnée une fonction 5(e) de D, il lui correspond une
fonction 3 (o) et une seulée ayant mémes valeurs moyennes qu’elle

. Fig. 3.
X
WA ‘
B — +
]
2 % |
A A
| E
l [l
H )
A :
]
)
] h h h
1 L
0 Ly 1, i3 IA 1 e

dans les intervalles I;. Nous dirons que 5 et 3 sont correspon-
dantes. Si nous appelons zg la valeur moyenne de (o) dans Iy,
les I sont déterminés par les équations

3= L1,
h I
(l— m)gx—l— m Ig—1= Zhe

Pour K >> 1, les 34 ainsi calculés ne seront pas toujours compris
entre A et B. Quand 34 varie de A-a B, le premier membre de
I'équation précédente décrit le segment

h h
A -+ m(ésu_I—A), B—mv(l}—gﬁ_l),
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c’est-a-dire que, quel que soit 3y_,, il décrit le segment
ho h
A+ o5 (B=A)  B——c(B—A).

h .
Posons — (B — A) = z. Nous voyons que si 'on a
20 :

A+p<zﬁ<B—p,

les 35 seront compris-entre A a B, c’est-a-dire que 3 (a) fera partie
du domaine D.
Inversement, quand les s varient dc A a B, les 3; varient

entre A — oy et B+A‘c,, avec py = ;(_Si—Tz) (B—A).

c. Comparaison entre U(s) et U(3). — Sil'ona AS3(a)<B,
U(3) est définie. (Vest une fonction continue u (3, ..., 4,) définie
pour A S3;<B.

Si Pon n’a pas AS3(2)SB, nous remplacerons par B les
nombres 5; plus grands que B, par A ceux plus petits que A;
soient 3, ..., 3, les quantités obtenues. Nous poserons

U(3)=u(dy, ..., :5,,):\- w(dy, .., ).

La fonction u est ainsi définie et continue quels que soient les 3.
5 et A étant deux fonctions correspondantes, cherchons une
limite supérieure de |U(3) — U(3)|.
Si 3 appartient a D, on a, d’aprés a,

|U(:.)—U(a)l‘<7£'.

Supposons que 3 n’appartienne pas a D. U(3) est définie
par U(3) = U (¥'). Nous allons construire une fonction 5/ voisine
de z et correspondant a 3'.

Si dans Vintervalle Iy on a AS3:<B, nous prendrons 5=z
dans I,

Supposons que dans un autre intervalle I; on ait 33> B. Nous
retrancherons i 5 dans I une fonction continue nulle aux limites

r

de I et dont Yintégrale soit (95_— B) (3,(— %) La fonction z

obtenue conduira bien a 3 = B dans 1;; mais il faut la déterminer
de maniére qu’elle soit comprise entre A et B.
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Considérons 'ensemble E des valeurs de z(«), « étant dans Iy,
. - B+A - 5 s o
qui sont >> -—j;— Il se compose d’un nombre fini ou d’une infi-

nité dénombrable d’intervalles; soit m leur somme. Cherchons-en
une limite inférieure w. L'intégrale de s (=) dans Iy étant au moins

égale a B(8g— h) + E—_:—é h, nous avons

B+ A B+ A

=B (8k—A) + —n

2B+ (05— 1)

®w=203k—Ah.

Jusqu’ici & est resté arbitraire, a part la condition % <7 ¢. Nous

. . . .. I T N - 0K
avons le droit de Pastreindre a la condition /e < 5 d'oum > p > % .

Supposons que pour obtenir 3’ nous retranchions a z dans I'en-
semble E une constante C. Cette constante C serait donnée par

Cm = (g — B)<3K—- %);
d’oun
: h h .
(éﬁ—B)(&ﬁ—-2-><m(];—A)oh B—A
1 [N 2

- 0K
2

C<

La fonciion 5’ obtenue serait comprise entre A et B et son écart
e e o, . h
avec 5 sérait inférieur a o (B—A).
- K
Mais cette fonction ne serait pas continue. Au lieu de retrancher
.
la constante C dans I’ensemble E, nous pouvons retrancher dans

un nombre fini d’intervalles de E dne fonction s’annulant aux
extrémités de ces intervalles, ayant méme intégrale que la cons-

tante G (soit Cm), et plug petite ,queél( (B—A). La fonction s’
remplira les conditions demandées.
On opérera de méme pour les intervalles dans lesquels 34 < A.
La fonctionnelle U(z) étant uniformément continue dans D,
nous pouvons déterminer un nombre o’ tel que |5z — z'|<¢'
entraine |U(z) — U(s')| < -;; Or cette condition sera satisfaite

pour les fonctions z, 3z’ précédentes si I'on a choisi A inférieur
’
3 8 |
B--1\
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Comme
[UGH—UG) < et UE)=U@),
ona
|UGz)— U@ < 5
pour toute fonctionnelle de D.
d. Nous pouvons déterminer un polynome p(3,, ..., 3,) tel
que I'on ait dans le domaine des variables
[a(31, 0y 3) =P (31, 00 39| < 7
Alors
. RN
(3) UG =Py, -0 39) | <

Les équations (2) nous donnent les 3; qui sont des fonctions
linéaires des sx. Si nous remplagons ensuite z par

[IK z(a)da,

Mgy

le polynome p(a,‘, ...y 34) devient une expression de la forme V(z),
mais dans laquelle les fonctions K, ne seraient pas continues.

e. Pour éviter cet inconvénient, remarquons que nous pouvons
déterminer 7, tel que, les 3 appartenant au domaine A — o, B+ p4,
et Pinégalité |35 — g | <7 étant vérifiée, on ait | p(55) — p (d%)| <C 71 .
On peut déterminer v’ tel que | z3 — 35| < 4/ entraine | 33— 3| <.
Prenons alors

Ik
.zk:f a(a)z(a)da,
Ig—y

a(=) étant une fonction continue, nulle aux points /; (ce qui
rendra les fonctions K, continues), égale & 1 dans les inter-
valles (o, {;—A"), ..., (LA Lg—R')y oo, (Lg_i =Ry 0),
linéaire dans les intervalles restants. On a

| :K—-—.zk| < 2h'M.

’

11 suffit de prendre /' inférieur a 2. Alors p devient une expres-
2M

sion V(3), et
|U(z)—V(3)| <« ‘C. Q. F. D.
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6. Remarques. — 1. L'expression (3) montre que U(z) est
limite d’un polynome a ¢ variables (les valeurs des variables sont
connues quand 5 est connu), la convergence étant uniforme dans D.

1. U(z) est bornée dans D, comme Pexpression V (z) que nous
venons de définir.

HI. Au n°3B, ¢, si nous n’avions pas utilis¢ 'hypothese de la
continuité uniforme, nous serions arrivés a ce résultat : Pour que
la convergence soit uniforme dans A+ :<z:SB—g, quel que
soit o, il faut et il suffit que la condition 2° soit seule réalisée.

TROISIEME MEMOIRE.

Représentation d'une fonctionnelle continue.

Nous ne donnerons que quelques extraits de ce Mémoire, daté de jan-
vier 1914 et dont tous les résultats ont été exposés dans une Note pré-
scntée le 1° mars 1914 a la R. Accademia dei Lincei. Il a pour objet 'exten-
sion des théories exposées dans les deux premiers Mémoires au cas de
fonctionnelles dépendant de fonctions z(a) définies, non seulement dans
un intervalle fini, mais quand « varie de — = a .

Comme il ne s’agit que d’une simple extension, et que toutes les circons-
tances nouvelles ont été indiquées nettement dans la Note du 1°* mars 1914,
nous avons pensé que la publication compléte de ce Mémoire n’ajouterait
pas grand’chose a ce qui est déja publié, et, tenant compte en outre des
difficultés actuelles d’impressinn, nous y avons renoncé. Rappelons que, la
publication terminée, le Mémoire sera déposé a la Bibliothéque de I’Aca-
démie des Sciences.

Le point essentiel, sur lequel repadse la généralisation, est de définir dans
quel cas une suite defonctions tend vers une limite. Nous reproduisons les
considérations par lesquelles Gateaux justifie sa définition.

(Paul Lgvy.)

Définition de la limite d’une suite de fonctions. — Pour
définir la continuité d’une fonctionnelle U|[z]], il faut d’abord
définir a quelles conditions une suite de fonctions 5,, ..., 3, a
pour limite une fonction z.

On peut songer d’abord a donner cette définition en considérant
le maximum de |3,(a) — z(2)|, qu'on peut appeler 'écart des
deux fonctions z et 5,, et dire que 5, a pour limite = si cet écart
tend vers zéro avec ’%, autrement dit si 3, tend un¥formément

vers 5 dans (— o0, +cc).
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Sinous adoptons cette définition, la méthode que nous avons
employée pour former une représentation de U|[z]| dans le cas
ou ..(a) est défini dans un intervalle fini, ne s’applique pas; ou du
moins elle conduit a considérer des fonctions d’une infinité de
variables.

Cette méthode repose en effet sur le fait- suivant : de I’ensemble
des fonctions z(«), on peut extraire les familles &, ..., %, ...,
dont I’ensemble forme la famille ¥; la famille §, étant formée de
fonctions dépendant de n paramétres, et la famille ¥ est telle que
toute fonction z(«) est limite d’une suite extraite de §. (Les fonc-
tions composant nos familles ¥, étaient représentées par des lignes
brisées, mais on aurait pu en choisir d’autres.)

Avec la définition de la limite proposée plus haut, nous serions
conduits a considérer des familles 3, dépendant d’une infinité de
paramétres. Il n'en sera pas ainsi si nous adoptons la définition
suivante :

La suite de fonctions 54, ..., 54, ... sera dite avoir pour
limite la fonction 5 si z,(a) tend vers z(e.), la convergence étant
uniforme dans tout intervalle fini.

La condition que U|[]]soit continue est plus restrictive sil’on
-adopte la seconde définition de la limite que si 'on adopte la pre-
miére; car elle oblige U| [,] | 4 tendre uniformément vers U|[3z,] |,
non seulement quand z, tend uniformément vers z,, mais encore
quand z, tend vers 5, uniformément dans tout intervalle fini.

QUATRIEME MEMOIRE.

Représentation d'une fonctionnelle continue satisfaisant
A la condition du cycle fermé.

Nous mentionnons simplement sous ce titre quelques fragments, datés
d’avril 1914, et se rattachant a2 une Note sur le méme sujet présentée le
5 avril 1914 a la R. Accademia dei Lincei.

Deux d'entre eux se rattachent a un théoréme annoncé au n° 9 de cette
Note; ce sont deux-rédactions, I'une trés concise, 'autre plus développée,
de sa démonstration. Nous ne les publierons pas, pour des raisons identiques
a celles indiquées a propos du troisiéme Mémoire. Un troisiéme fragment,
donnant la démonstration d’un théoréme énoncé au n°3 de la méme Note,
ae différe que par la forme de la démonstration de M. Volterra.
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CiNQuIEME MEMOIRE.

Fonctionnelles d'ordre entier d’approximation.

Ce Mémoire est daté de février 1914; un résumé en a été présenté
le 15 mars 1914 & la R. Accademia dei Lincei. Nous ne publierons. que le
début de ce Mémoite, le résumé du reste étant suffisamment complet pour
nous dispenser d’une nouvelle publication.

Préliminaires. — Désignons par Q I'ensemble des fonctions
réelles 5 («) de la variable réelle a, définies et continues dans I'inter-
valle fermé (o, 1) et telles que 0 S 5(a) St

Soit U |[,.] | une fonctionnelle réelle born¢e, U|[z]| <M, définie
dans cet ensemble. Nous nous proposons de déterminer une fonc-
tionnelle d’ordre n d’approximation de U||z]|, c'est-a-dire une
fonctionnelle V|[z]| d’ordre ~ telle que, si V' est une autre fonc-
tionnelle d’ordre 7, on ait

max.]U[[z]|~V|[z]||§max.lU[[z]|—— V’I[:.]H.

On voit immédiatement qu’on peut se borner aux fonctionnelles
d’ordre £ réelles; c’est ce que nous ferons.

Lemve. — Tout ensemble de fonctionnelles d’ordre n bornées
dans leur ensemble dans Q est compact, c'est-a-dire que de
toute infinité d’entre elles on peut tirer une suite tendant vers
une limite (uniformément ou non).

Nous allons démontrer que ces fonctionnelles sont également
continues. Gomme elles sont bornées dans leur ensemble, il en
résultera qu’elles forment un ensemble compact (Frécuer, 7hése
n° 19).

Soit V| [z] | une fonctionnelle de 'ensemble; V| [z]| < P dans Q.
Je cherche d’abord une limite supérieure de V quand —153S52 ¢

V[rz]] = Vo+ AVy|[5]]|+...-- eV, || 3]]-

Quand 0<z5<1,0na|V,| < Q, Q ne dépendant que de P et n
(voir E. Borer, Legons sur les fonctions de variables réelles,
p- 84). Donc

[VID 1] < QUi | A 4. o |0 ],
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et. quand | A | <7 2, le premier membre est inférieur a fortiori a
Q27+ —1) = Q (P, n).
Donc, pour — 2322,
[VI{s]I] < Qu(P, n)
Ceci pos¢, je me donne ¢, et je me propose de déterminer 0 ne

dépendant que de ¢, P, n et tel que, si|¢] <4, et si s appartient

a Q. on ait
A=|V[[z+el] -VI[=]]] <=

Je puis poser ()= 1(«), |§(2)]| ayant exactement 1 comme
borne supérieure, et . étant compris dans I'intervalle (o, 1) :
Vilz+1t]]= Vi[5 + u0]|
=V|[s]]|+pAi|[5.0])]+...+urA,|[5,9]]
Or|s+4¢|<2, donc
VI[z+ ]| <Qi(P, n).
Donc, de méme que précédemment,
| ALz 11| <R(P, )

et
i3

A<R[p+...+u"]<R

I—

Nous pouvons trouver 7 (g, P, n) tel que w < entraine

R

I— 1

< s,

Alors|¢| << entraine w <% et par suite A -7 ¢, C. Q. F. b,

Notes diverses.

En dehors des Mémoires presque complétement rédigés dont nous venons
de publier les parties essentielles, il y a dans les papiers de R. Gateaux de
nombreuses Notes i peine rédigées, ou des calculs sans explication, prou-
vant que leur auteur avait réfléchi a d’autres questions sans avoir pu rédiger
les résultats obtenus par lui. Ges Notes portent notamment sur les fonc-
tionnelles linéaires, sur la justification de la notion d’intégrale dans le

il

L. o
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domaine fonctionnel, sur intégration dans le ‘domaine fonctionnel com-
plexe, sur les fonctionnelles méromorphes.

Les deux premiéres Notes contenaient quelques passages assez complé—
tement rédigés pour -étre facilement compréhensibles. Nous terminons la
publication des papiers de Gateaux par un résumé de la premiére Note et
des extraits de la seconde.

SUR LES FONCTIONNELLES LINEAIRES.

Le but de cette Note est de démontrer que, si I’on a
1
U|[z]|=|imf1(,,(1);(1):11,
n= e 0

K. () étant continue, et la convergence étant uniforme dans
le domaine A<z5B,on a

U|[=]] =.f K(a)z(2)da,

0

K(a) étant une fonction sommable, l'intégrale étant prise au
sens de M. Lebesgue.
On démontre d’abord que les expressions

1
[ | Kn(2) | da

sont bornées dans leur ensemble, et que, ¢ étant donné, on a, pour »
assez grand,

1
f | Kn— Kpap| dz < <.
0

_ . \ . . .
Prenant ensuite pour 3 une fonction égale a oo — & pour 3 << a.
p PP | .
et a o pour 3 > «, l'intégrale

fn<a>=f (2 — B)Kna(B) dB

tend uniformément, par hypothése, vers une limite f(a). On
démontre que f(«) est une intégrale indéfinie, sa dérivée étant la
limite de

Fulx) = [ Ka(B) dp.

La méthode consiste a montrer que f(a) est a variation bornée,
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puisque si Fon considére sa variation dans un ensemble constitué
par une somme d’intervalles, cette variation tend vers zéro avec
la mesure de cet ensemble.

1l semble que des considérations analogues soient ensuite appli-
quées a f'(2), et K(«) est introduit comme étant, saut dans un
ensemble de mesure nulle, la dérivée de f'(a).

Cette Note est suivie de considérations sur 'approximation d’une
fonctionnelle par une fonctionnelle linéairc. Ce probléme est un
cas particulier de celui traité dans le Mém'oire sur les fonctionnelles
d’ordre n d’approximation.

INTEGRATION D'UNE FONCTIONNELLE.

I. Soit u|[z]|| une fonctionnelle définie et bornée dans I'en-
semble Q de toutes les fonctions z(2), 0S2S1, 0SS 251, Peut-étre
v aura-t-il lieu de restreindre Q.

Etant donnée une fonction f (2}, si certaines de ses valeurs sont
extérieures a lintervalle (o, 1), nous les remplacerons par les
valeurs de (0, 1) congrues module 1, la valeur 1 étant prise en cas
de doute entre les valeurs o et 1.

Soient une fonction 3(a), 4 une variable,

1
1.=f w|[z + h]|dh.
0

Soient m, et M, les bornes inférieure et supérieure de I, quand =
varie, mgy et M, celles de u|[z]|. On a P'ordre m¢ySmSM,=M,.

Divisons l'intervalle (o, 1) en deux parties, le point de division
appartenant a l'intervalle de droite; la fonction z est formée de
deux fonctions 3z, et 3,. Vécris w|[s]| = u| [, 52]|- Je considére

1
0

1
;,:/ fu|[z.+h., 2+ o) | dhy dhy.
0

Elle est comprise entre les bornes de

1
[ w|[s1+h, 32+ h]| dh
0
qui sont celles de I,. Si donc m,, M, sont les bornes de I,. on a
Pordre

myS< ey T m S My E M2 M,
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et ainsi de sdite, les divisions élant d’ailleurs effectuées en un
nombre quelconque de parties.

Supposons que I'on divise toujours les intervalles en deux parties
égales, et soient m, M les limites de m;, M,.

2. ProsLiMe. — Quand on suit un autre mode de division,
les intervalles tendant vers zéro, les nouvelles bornes m', M'
sont-elles égales a m, M?

Nous ne reproduirons pas les calculs qui suivent, dont la conclusion est :

11 parait probable que, dans le cas général, une suite ne conduit
pas toujours a m, M, mais que certains points de division sont
nécessaires ('). Car les hypothéses paraissent insuffisantes pour
démontrer le résultat; m est la limite supérieure de tous les my,
M la limite inférieure des M;. Il conviendrait de dire que la fonc-
tionnelle est intégrable si m =M (dire la condition nécessaire
et suffisante), et de rechercher quels doivent étre les points de

(') Mes recherches personnelles m’ont aussi convaincu de l'importance des
points de division. Ainsi, soit & chercher la valeur moyenne de

1
U :“/0‘ Sf(a)s?(a)dt

1
f z2(a)dtsn,
[

par une définition analogue & la premiére définition du texte, je trouve

./o“/(a) da.

Mais si 'on considére l'intervalle (o, 1) comme portant des masses positives
dont la somme est 1, la densité n étant nulle dans aucune partie de l'intervalle
[soit ¢ (a) la somme des masses dans l'intervalle (o, 2) (y compris les extré-
mités)], et «i I'on adopte un mode de division divisant chaque intervalle en deux
autres portant des masses égales, chaque fois qu'on passe d'une division a la sui-
vante, on trouve que la moyennc de U est

dans le domaine défini par

1
[ fo) doa)
0

¢t dépend done de la détermination de @(a). On voit qu'on peut, par le mode
de division, donner plus ou moins de¢ poids aux différentes parties de¢ linter-
valle (0. 1). (P. L.)
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division; puis de chercher a quelles conditions ceux-ci peuvent
étre quelconques; ensuite chercher a intégrer d’une facon analogue
a M. Lebesgue.

3. Exzemple de fonctionnelle continue non intégrable. —
Soit f'(x) une fonction de | x|, nulle pour |z|<¢, variant linéai-
rement de o a 1 dans I'intervallede c a e (14 2), égale a 1 de = (1 + )
a 1. Soit 5(.z) une fonction continue. Posons,

U|[z]| = aof[5(0)— 3(1)] +a,;f[z('o)—z<é)]+f[: (i—) s(l)]$

o=@ o[ ()=

A partir d’un certain moment les différents arguments de la
fonction f sont < ¢, et la somme se réduit & un nombre fini de
termes.

-+ Qg

La suite comprend une discussion ‘des notions introduites ci-dessus ce
sont des Notes, non rédigées, suivant le développement de la pensée de
'auteur dans ses recherches pour répondre aux questions posées. Il me
semble difficile d’en tirer d’autres passages assez au point pour étre publiés.
Mais il m’a paru utile de publier le début de ces Notes, de maniére a
montrer de quelle maniére Gateaux cherchait a préciser la notion d’'inté-
grale dans le domaine fonctionnel.




