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DÉFORMATION DU PARABOLOÏDE DE RÉVOLUTION :
CUBIQUE DE M. LYON ET CONGRUENCES DE M. THYBAUT;

PAR M. BERTRAND GAMBIER.

CHAPITRE I.
SURFACES ALGÉBRIQUES DÉDUITES DE LA CUBIQUE DE M. LYON. DÉGÉ-

NÉRESCENCE DES SURFACES 2, S ET S' EN UNE SURFACE M1NIMA ET
SES DEUX DÉVELOPPÉES.

1. Dans ce Mémoire, qui fait suite à celui .qui a déjà paru dans
ce Bulletin^ je me propose d'appliquer les considérations théo-
riques qui précèdent à un exemple particulier qui me paraît digne
de retenir l'attention des géomètres par sa simplicité. Cette étude
nous fera découvrir un ensemble de lois générales, relatives à
l'application de deux surfaces, que j'ai développées dans deux
autres Mémoires publiés au Bulletin des Sciences mathématiques
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(iQ20 et 1921). Ces lois générales m'ont permis de reprendre les
résultats si élégants de M. Thybaut et de montrer quelles circons-
tances singulières accompagnent la déformation du paraboloïde;
ces circonstances ou d'autres tout analogues se retrouvent d'ailleurs
dans la déformation des quadriques à centre de révolution ou
même des quadriques générales; j'y reviendrai dans une série
d'autres études, où j'aurai constamment à citer le nom de Dar-
boux et les noms des géomètres français ou italiens, MM. Kœnigs,
Guichard et Bianchi.

La courbe' la plus simple parmi celles dont la torsion est cons-
tante est la cubique de M. Lyon; nous en déduisons les surfaces
les plus simples parmi celles qui sont applicables sur le parabo-
loïde de révolution; ce sont des surfaces algébriques unicursales.

La courbe (i^) est alors définie par les équations
i U = t^- K, V = t— K,

(l) / j 4 - K 2 — — ^ . i _ _ K 2 - + - ^ „ t

( c = — — Î K — — ' c=l——ÏK——' ^K'

les notations étant celles du Mémoire précédent; t est le para-
mètre variable, K est une constante réelle; la courbe (^i) s'ob-
tient en remplaçant partout t par t^ En posant t -= 5. -+- ^./, nous
avons

1 '2T .

^-ÏK^'
,„, T(AÎ T(Jl3 I+KÎ
(S) <^=--KT- St^-^-KT'

( --^v^^^-^^^^-^
, _ TAS T^(XÎ T X ( l — — K » )

l x ~ TK^ -l- "Kî" + ——K»—— '

/<_,, ' •-'•^s
( s ) ' ly=^K7'

2 = 4T' (X2+ IJl2)î+ 2^ a2- ̂ ) (t - Kî) ~ ̂  (I - ̂  '

^^[X'-s^+acK'-ox],

(ï) {y^^î^^-^^3^'^^^'

-=^01-^-
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On peut remarquer que (S), (S'), (S) ne dépendent de K que

par Fintermédiaire de K2 ; en effet, changer K en — K revient à
échanger (i)li) avec (zll') et (id, ) avec ('i)i^ ). D^autre part, si Von
fait les échanges

(2)
x y z \ [JL K
y x z (A \ t'K

les équations de (S) et (S') s^échangent, (S) reste invariante. (7est
facile à expliquer; si Fon change K en î'K, (i)l) et (^bi ) sont
transformées en deux courbes (^î>) et ( ^b<) , qui ne sont plus
imaginaires conjuguées, car il aurait fallu, pour cela, changer K
en /K dans (^) seulement, et K en—/K dans (1^1); donc les
surfaces S et S'devraient cesser d^être réelles; mais nous avons
vu que le changement de R en — K remplace la courbe (z^)
par (^î/); ici, quand on remplace K simultanément par l'K
dans (^l)) et (^i), on obtiendra donc (zib) et la symétrique par
rapport à Forigine de la conjuguée de (1^). Grâce à cette cir-
constan'ce, S restera réelle, mais deviendra en réalité une sur-
face S' et, inversement, S' une surface S, suivant la remarque
faite au Mémoire précédent (n° 3, Chap. I). Cette remarque est
précieuse, parce que nous pourrons poser K2 == k et conserver
seulement les équations de (S) pour étudier du même coup les
propriétés des surfaces S (A- > o) et des surfaces S'(A- < o).

Il n^y a pas lieu de réduire Fintervalle (—oo, +°o) trouvé
pour A*. En effet, quand deux surfaces S sont égales, les
courbes (^) correspondantes sont susceptibles, après un dépla-
cement réel convenablement choisi, ou de se superposer, ou d^être
disposées symétriquement par rapport à Forigirie; or ici la
courbe (iHi) est Fintersection de la sphère avec le cylindre para-
bolique réel (v)

K 2 4 î 2 - + - 2 K ; r — I — K 2 = o ou K1^2-!- z1— i) — (Ka?—. i)2^ o,

bitangent à la sphère aux deux points du plan x0z^ où la droite

x == - de ce plan coupe le cercle x2 + z2 == i. Il est clair que la

forme de cette parabole (nous nous bornons aux valeurs de K
réelles et même positives) change si K varie ; le résultat est donc
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obtenu. Nous voyons que (i)b) a deux points réels

(r».±t/^i)
si K surpasse Funité, et dans ce (ras seulement.

2. Au Chapitre II du Mémoire précédent (n08 9, 10, 11), nous
avons vu que :

i° xOz est plan de symétrie de première espèce pour S et
seconde pour S', coupe S suivant une géodésique et touche S'
suivant une ligne de rebroussement ([JL== o) ; pour S, le plan zOx
donne en outre une ligne double imaginaire.

2° y0z est plan de symétrie de seconde espèce pour S et pre-
mière pour S', touche S suivant une ligne de rebroussement et
coupe S' suivant une géodésique (X==o) . Sur S7, on obtient en
outre dans yOz une ligne double, réelle si K;>i; cette ligne
double est unicursale et du degré 4? la géodésique est aussi uni-
cursale et du degré 4 5 la ligne de rebroussement de S est aussi
unicursale et du degré 4-

3° Oz est axe de symétrie de seconde espèce pour S et S'.

Pour les points à l'infini, la courbe (zd) n^a qu^un point à Finfini
dans la direction x — y == o, z = o correspondant à un cycle de
degré et classe égaux à i et d^indice 4. Diaprés le Chapitre II du
Mémoire précédent, nous obtenons sur S comme points à Finfini
uniquement la droite à. Finfini du plan z == o et sur S et S'les
droites à Finfini des deux plans x. — iy = o, x-^iy = o. En tous
les points à Fînfini de S, S', S, le plan tangent est le plan de
Finfini. Toutes ces propriétés sont faciles à vérifier.

S et S' sont du degré 12; il suffit de couper par une droite
arbitraire dont les équations ont été mises sous la forme

ux 4- vy -+• wz -4- s = o, u1 x -\- v'y -(- s' == o.

La surface S est du degré 9.
Pour continuer Fétude, il est assez avantageux d^effeetucr une

homothétie sur Fensemble de ces trois surfaces où, ce qui revient
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au même, de prendre T== 6K2, de sorte que nous aurons

a7=-4X 3 ,
y = — 6 ^ X 2 — 2 ^ 3 — 6(Ji(i-+-K2),

(S) (3)

(S') (4)

z == - - (X24- ^â)2 4- 3(1 ̂ . K°) (X 2 — u»)4- - (i - K>);

^ == 2X3 + 6Xpl2 + 6X(l — K2),

y ==4;^,
3== ^ ( ) , î + ^ 2 ) 2 4 - 3 ( i _ - K 2 ) ( ^ _ ^ 2 ) _ . 3 ( l — K ^ ) ;

! x== 3(i—K^)\-}-^^—\^
(S) (5) ^==-3(i+K2)pL-3X^4-^,

. ^= 3(X2-^);

de la sorte, au lieu d'avoir comme précédemment une infinité de
surfaces applicables sur un parabolo'ide unique x2-\-y2=2pz^
nous avons un couple unique de surfaces applicables sur un para-
boloïde variable ^24-y2^: a4K2^. Les coefficients ç, Y^, Ç du
plan tangent étant les mineurs du Tableau

àx ày àz
jl ^ à\
àx à y àz
ô\ï. ày. ày.

on a, pour la surface S,
ç == 36X<)l t-^-(JL2-+-1 + K2) (îJi2- X 2^-i 4-K2),

(S) (6) ^ rrrSÔ^X2^- (A2-t-I

Ç=365l (X 2 -^ (J l 2 -^ - I -
-KÎX-^Î^),
•Kî^îX^.

On aperçoit sans peine certaines lignes singulières de S : les
deux droites à l'infini des plans x + iy === o ou x — iy == o, qui
sont chacune ligne triple; la quartique de rebroussement X==o;
la quartique double [JL==O; la courbe gauche imaginaire, unicursale
et d'ordre 6, qui a pour image le cercle X2^-^2^- i + K2== Q.
Cette dernière ligne est une arête de rebroussement de la surface
et une asymptotique singulière. Des coordonnées tangentielles

• X 2 - + - Ï - + - K 2u = p.2

V ==.—2X{A,

W = 2X,

^-^[(A2^2)2-

(S) (7)

. ( aX 2 4-6^JL 2 ) ( I -+ -K 2 ) - ^ •3 ( I—K' ) ] ,
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on déduit que la surface S est de classe 8, car on peut mettre les
équations tangentielles d^me droite sous la forme

PLU 4- Bp -r- Cw 4- Ds = o, A'M 4-B'p-i-G'w ; o.

On aura, pour déterminer les coordonnées ^, u. do plan tangent
mené par la droite, une équation de degré 5 jointe à une autre
de degré 2 et Pon doit éliminer les deux solutions fixes parasites

X = = o , ( J i==± tv / i -+ -K2 .

Les courbes de contact des cylindres circonscrits parallèlement
à une direction quelconque sont des courbes gauches unicursales
de degré 8; si la direction est parallèle ày0^, la courbe de con-
tact se décompose en la quartique de rebroussement située dans
y Oz et une quartique gauche obtenue en laissant UL constant.

Les courbes X== const. sont des quartiques planes dont le plan
est parallèle à j O / s ; on remarque d^ailleurs que tout plan paral-
lèle à yOz coupe la surface suivant trois quartiques de cette
espèce, dont une est réelle si le plan est réel, les deux autres étant
imaginaires conjuguées Pune de Pautre. Quand le plan sécant est
y Oz lui-même, les trois quartiques sont confondues en une seule,
qui est la quartiquede rebroussement déjà citée.

Diaprés leur définition géométrique, les courbes ). et a sont
conjuguées en vertu de la proposition bien connue de M. Kœnigs;
elles sont conjuguées aussi bien sur S que sur S' : c'est donc le
réseau conjugué commun aux deux surfaces S et S' du cas pré-
sent; dans l'application de S sur ^, ce réseau se transforme sur <S
en un réseau conjugué; dans Papplication de S' sur (?, le réseau
(5^, (J.) de S' se transforme sur î en un nouveau réseau conjugué,
distinct du premier ( f ) . J^ai déjà attiré Inattention sur ces réseaux
au Mémoire précédent (Chap. I, n° 8).

Les courbes asymptotiques de S ou S' ont pour équation
t= const. ou t^= const., c'est-à-dire ) ± [JL/= const. ; donc la
condition nécessaire et suffisante pour que deux familles de
courbes sur S et S' soient conjuguées est que les courbes images
du plan (5<, y.) soient orthogonales.

( 1 ) Pour les surfaces S et S' déduites de la cubique de M. Lyon, ces résultats
découlent des résultats généraux démontrés au Chapitre II de ce Mémoire, n* 4.
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Pour la surface S', on trouve aisément

M=-2X(A,

V= X 2 — ( J L 2 - + - i — K 2 ,

W = 2 ^
(8^(8)

^=^[ (^+^)2+(6) ,24 .^2) ( ;__K2)+3( l -K*) ] .

On aurait eu, pour les quantités Ç, TI, Ç déjà définies,

ç=36(J i (X2-4 -^+ i -K2) ( -2X^) ,
(S') (9) TQ=36îJL(X2+pL24-I -K2)(X2--(a2- î - I - -K2) ,

Ç==36(JL(X2-+-^+Ï- -K2)2^.

Ici la courbe gauche unicursale de degré 6, X2 + y.2-^- î—K{î=o
est réelle si K >> i. Cest aussi une arête de rebroussement de la
surface S', ligne asymptotique singulière. Si, sur cette ligne, on pose

X == v / K 2 — i ces y, (JL === v/i<2 — i siny,

on trouve quelle a pour équations paramétriques
3^

a ' = — 4 ( K 2 — i ) 2 cos^y,

y= 4 ( K 2 — i ) ^ s i n 3 9 .
^ ==— 3 ( K î — 1)2 ces 2 9 + 3 K 2 ( K 2 — i).

Elle se projette horizontalement suivant une hvpocycloïde à
quatre rebroussements, et Fon voit aisément qu'elle est une hélice
tracée sur le cylindre qui la projette horizontalement.

S i K > i , la quadrique unicursale À2^- 3^= 3(K2 — i), sec-
tion partielle de S'.paryO-s est réelle, c^est une ligne double.
Elle coupe la courbe précédente aux points \ = o, [JL == ±: »/K2__ j
qui sont les points singuliers de S', déjà signalés au Chapitre pré-
cédent, obtenus par les points communs à ^ et itî^.

On obtient aisément les autres lignes singulières de S ou S';
bornons-nous à S\ Considérons la section de S^ par un plan
y=yo9 on obtient aussi trois quartiques planes unicursales
d'équation ^==^0, y.==^j\ y.=y.^. Le quartique y. = y.o
adm^t deux points de rebroussement obtenus en considérant les
^"mes du système

7,2 .+- pL24- I - - K 2 = = 0 (JL== (AO;
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ces deux points engendrent la courbe gauche du sixième ordre,
arête de rebroussement déjà considérée. La quartique y. == [JLQ
admet un point double obtenu en considérant les racines du sys-
tème

^-^3^-^-3(1—K2)=0, (JL = tAo.

Ce point engendre la quartique plane ligne double de S' dans le
plan y Oz.

Si maintenant nous considérons les deux quartiques différentes
[jL==[jio, [A=== [AO./, leurs points d'intersection, nécessairement ima-
ginaires, situés à distance finie, engendrent, quand ^.o varie, le
complément des lignes singulières de S\

3. Nous avons vu que la cubique de M. Lyon dépend du seul
paramètre K; si donc on lui applique la transformation

U = L - M - h M + N i , V = = Lv + M + N i

étudiée à la fin du Chapitre 1 du Mémoire précédent, on constate
aisément que M et N ne jouent aucun rôle puisque l'équation
de (ilî)) sur la sphère est u — v === aK; la courbe transformée (^ )
a pour équation U — V == aLK, donc on obtient une surface de
la famille étudiée ici, K étant remplacée par 2LK. Si l'on fait
varier M et N, on obtient purement et simplement une correspon-
dance ponctuelle algébrique sur une surface déterminée S de
cette famille; or les surfaces S étant unicursales, onsavait déjà
que chacune admet une infinité de transformations birationn elles
«en elle-même. Mais le résultat reprend de l'intérêt si l'on consi-
dère le couple de surfaces minima de M. Thybaut (voir plus
bas, n° 8), qui sont ici des surfaces d'Enneper.

Les formules écrites au début de ce Chapitre (n° 1) supposent
KT^O; rnnis les formules (3), (4), (5) obtenues par une homo-

î ') K ^
thétie qui multiplie toutes les coordonnées initiales par —— sub-
sistent quand on fait ensuite K==o. On obtient alors pour S la
surface minima d'Enneper et pour S et S'les deux développées de
cette surface : les formules (5) coïncident alors avec les équations
de Darboux (tome I, seconde édition de la Théo rie des surfaces^
p. 374)5 sau^ q^ Darboux appelle (a, (î) ce que j'appelle ici
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(\, —jji). Nous savons qiie les deux développées de la surface
minima d^Enneper sont égales et coïncident après retournement
autour de la droi tes—y == o, z == o. Nous reviendrons sur ce
procédé très général, que Darboux indique au Tome III, fournis-
sant dans certain cas une surface minima et ses deux développées
comme dégénérescences d'une surface S et des deux surfaces S, S^
associées.

Ici nous trouvons un autre procédé géométrique élégant reliant
la surface d^Enneper aux surfaces déduites de la cubique de
M. Lyon ( ̂  ). En amplifiant dans un rapport convenablement
choisi les cotes de l'une des deux développées de la surface d^En-
neper, dans la position indiquée, on obtient toutes les surfaces
(du type S ou S') déduites de la cubique de M. Lyon, à une homo-
thétie près.

Le procédé est même un peu plus général ; pour simplifier un
peu, bornons-nous à recopier les équations (S') (4) en y rempla-
çant — K2 par Â', soit

(10)

x= 2X3-+-6X^ 2 4-6X(I-{-À•) ,
y = 4 ̂ 3,
S= 3 (X2-h p2)2_^3( ï_^) (^2-_^ l ) .

2

On a même supprimé le ternie constant de ^, ce qui revient à
nn simple glissement le long de Oz; renversons la surface (S) (3)
autour de x —y == o, z = o, remplaçons \ par — y. et (JL par — A,
puis K2 par À"; supprimons le terme constant : nous obtenons
encore les équations (10). Appelons S^ cette surface : elle est du
type S si A* > o, du type S' si k < o ; SA est applicable sur le para-
boloïde de paramètre i2/c. Enfin SQ est une développée de la sur-
face d^Enneper. Cela posé, en multipliant toutes les cotes de S/s
par un nombre arbitraire, on obtient, sauf homothétie, une autre
surface S^,.

En effet, si nous considérons le point *r, y, z donné par les
formules (10) pour des Valeurs données de 5^, [A, k et le point x^

(1) Je signalerai une autre application intéressante de la théorie de M. Thy-
haut rattachant à la cubique de Lyon la surface d'Enneper.
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y\ z donné par ces mêmes formules pour des valeurs différentes
)/, [/, /c', on vérifie aisément que l'on peut écrire

(ii)
X = ^ =^ 2= I -4 -^ '

P ' ^ p ? P 1 4- /<-

La surface, lieu du point (J?, y, p^), déduite de S/s est donc

bien homothétique, dans le rapportai delà surface S^. La réa-

lité de la transformation qui fait passer de SA à S^/ exige que k
et k ' soient tous deux du même côté .par rapport à — i. En parti-
culier, s'il s'agit de deux surfaces S proprement dites ou d'une
surface S et de la développée de la surface d'Enneper, la transfor-
mation est réelle.

L\ine de ces surfaces joue un rôle exceptionnel, c'est la sur-
face S_< ; elle reste invariante dans une telle transformation; c'est
la surface S ' relative à la valeur K = i, pour laquelle la parabole
qui entre en jeu dans la définition de la cubique de M. Lyon
devient surosculatrice à la section de la sphère par le plan y = o.

4. Pour terminer l'étude de ces surfaces, nous devons donner
les formules qui réalisent l'application de S ou S/ sur c^, autrement
dit tracer sur S et S' le réseau des méridiens et des parallèles. On
trouvera aisément, avec les notations du Chapitre 1 du Mémoire
précédent et les formules (i) de ce Chapitre, en remplaçant t par
À + y.i et ^ par \ — [JLI,

, _ I.4-K*4-2(^-+- ^.2) — 2 K 2 ( X 2 — — ̂ ) -+- rX2-+-{Jl 2 ) 2

H_-————————————————^————————————————,

H ~i _ (Xî-^-4-i—K^-+-4K^
2 "~ 4 K » f

. . H + I ( X 2 4 - ( X 2 4 - I - + - K ï ) » — 4 K 2 ^
(I2) \ ~~ ^ ———^———»

, 2T 4^û^—2[X2—u2-4- I—Kîj^tJL

^——K^ 4 - 2 ^ [[l^^-i-,^^]^4K^ -

^ 2T ̂  v ^<t-+- Kï-t-^—X^ûa-^XarfuL
^=^-2.K (^^^^^)^4K^^



d'où

(i3)

—*2T F ^Î-}-ULÎ——%KîJL-4-I—K2 TC^v == -—— a -h 2T arctang .-——t-————•'-————— — - ?
K r L Xî+^+îK^-n—K» 4j

\ 2T . , X 2 -^- tJ l 24-•2KX-+-ï-^-K 2

r^T^-'^X^^-.KX^i+K^

L'application de S sur $ se fait par les formules

1 i_ _ \/(\^^- pl^-^-I—Kgp-^4K2^ i

(i4) / ? " '
2K

^ - ^ ^ _ ^ K { A - M — K 2

X s + ^ î - h ^ K p i + i — K20 == arctang

Je n'écris pas les formules correspondantes relatives à S\
puisque l'application n'a plus de sens au point de vue physique.
Etudions maintenant les diverses particularités qui se présentent
dans l'application de S sur ç?. Il y aura à distinguer les trois cas

K > i , K = i , i> K>o .

3. Soit d'abord K > i . Pour a === o, À = ̂ z \ /K 2 —i, /l s'an-
nule; ici /• pourra varier de o jusqu'à 4- oo. Je représente {fig. ï )
dans le plan (X, y,) les courbes H == const., c'est-à-dire celles que
j'ai appelées « parallèles de S » : au lieu d'indiquer sur chacune» ;

Fig. ..

la valeur constante de H, il reviendra au même d'indiquer la
valeur constante de /'. D'ailleurs, tenant compte de la symétrie
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de S par rapport àyO.^, mise en évidence par le changement de
signe de \ je ne trace que la portion des images comprise à droite
de (OJJL, qui correspond à Farête plane de rebroussement de S.
Pour r==o, l'image se réduit au point F (y /K 2 —i, o) et au point F'

symétrique; de r == o à 7' = ~—^—9 on a un ovale entourant F

et l'ovale symétrique; pour r == *^—^— -» les deux ovales se

fondent en une courte unique, ayant co pour point double, les
/K"2"~ir

tangentes en ce point ayant pour coefficient angulaire ± i/——— •

Pour r > f——„—-9 la courbe se compose d'une seule branche

présentant quatre points d^nflexion réels tant que r reste infé-
rieur à p y/K2-—"T et à concavité tournée constamment vers 1^ ori-
gine si r ?p ̂ /K^^î.

Pour toute valeur de /*, une parallèle à (OUL ne donne jamais plus
de deux points d'intersection réels.

Ces courbes sont du quatrième ordre ; on les construit aisément
soit en discutant l'équation comme équation bicarrée en \ ou [JL,
soit encore, et ceci va nous servir, en exprimant \ et y, au moyen
d'un paramètre angulaire ©par les équations

^== ~sin<p,
(i5)

t X2.4. ̂ 4. ,i „ K2 = liiicOS®.
sKr

cos s

Si Fon considère le cercle de centre o) et rayon coF, il coupe le
parallèle aux points correspondant à cos© ==o, sino ===h i , d'où
UL==±: -» et ils ne sont réels que si 7 ' $ p ^ / K 2 — i ; pour un tel
point, sur le parallèle, [A passe par un maximum, de sorte que la
tangente est parallèle à coX.

La seconde formule ( i4) peut s'écrire

<16) ^-E-^80^,^ -K^-R-0-

Je vais déterminer exactement la région de ^ sur laquelle
s'applique la moitié conservée deS^^o^je suppose la géodé-
sique, [A == o, située dans le plan x0z^ appliquée sur le méridien
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^ === o de (£ ; cette géodèsique partage la moitié conservée de S en
deux régions symétriques par rapport à x0z^ dont il suffira d'étu-
<iier l'une. Dans le demi-plan limité par (OjJi.jJi.', je considère le
segment coF comme une coupure que je ne franchis pas, de façon

à uniformiser la fonction arctang .-——^—__ « Le point F est

venu au sommet de ̂  en ce moment, je désigne, sans inconvé-
nient, un point de S ou son image par la même lettre; la portion
<le géodèsique FX recouvre le méridien indéfini 6 == o (demi-
parabole). Je considère l'un des parallèles correspondant à
o < r <p — — / ? représenté par l'ovale A'B^AB; en A, y = o;
l'angle y suivi par continuité varie donc d'une façon continue de o
à — - » puis — 7t, et toujours en décroissant, en allant de A en B',

puis A' (le faisceau de cercles passant par F et F' a pour équation

————A———_- === const. et, par suite, donne d'une façon intuitive

la variation de y sur un parallèle) $ donc 9 est toujours positif et
part de o pour aboutir à TC quand on part de A pour aller en A' le
long de AB'A'; 9 varie toujours dans le même sens : car^ l'arc, sur
le parallèle de S, est égal à r9 et varie évidemment toujours dans
le même sens, d'ailleurs

dQ { r \
-T = — ( —y coyœ -h i )û?<p \pK * /

«ur ce parallèle; or l'expression i+—,.cos<p est supérieure à
r . , K 2 —! KS+I dQ est donc toujours

1 ̂  pK etî P^ smleî a I — TKT ou TKÎ^ 5y
négative; y décroissant de o à — T C , nous retrouvons bien le
résultat annoncé, à savoir que 9 varie constamment en croissant.
Les résultats obtenus subsistent encore pour le parallèle limite

r==^—vT 9 ^e sorte ^^ ^a po1*11011 d6 S, qui a pour image
l'intérieur de cet ovale A, Bi O)B^ A,, recouvre- exactement, et une
fois seulement, la portion du paraboloïde comprise entre le

sommet et le parallèle de rayon p'——"• Cette région limitée

de S est susceptible d'une déformation continue où elle ne cesse
de se recouvrir elle-même sans déchirure.
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Je renvoie le lecteur à une petite étude que j'ai publiée au

Bulletin des Sciences mathématiques^ 1920 et 1921 ; cet exemple
précis illustre les conceptions théoriques que j'y ai exposées; ce
qui va suivre l'illustre peut-être encore plus.

Au delà de r=p{ ^ 7 , les parallèles rencontrent tous le
bord œjjLjA' de notre demi-plan, correspondant à la ligne de
rebroussement et nous allons voir que cette ligne de rebrousse-

-ment s'applique sur une certaine ligne de ^ qui donne la frontière
de la région recouverte sur çt? par S dans l'application particulière
adoptée. Je considère les parallèles du type AaB^Ca

r</?/K2^7,

le parallèle intermédiaire Â3B3C3

r=^v/K2—i,

les parallèles du type A^C^ : sur chacun d'eux, en allant du
point An au point C,< (/i = 2, 3, 4 )^ ® varie depuis zéro jusqu'à
une limite inférieure à TT [équations (i5)]. Pour étudier 9, j'ai

dQ / r \ i, . rencore ^-.=— ï - ^ c o s y + i ^ ; l'expression i+—,cosy reste
supérieure à la valeur finale en C^; en ce point on a

(POU rcosy _ ;Ji2 4- i — K2

~p~ ~ T K '

le minimum de i -(- —..coso sur le ^parallèle A^C» est donc
1——^^——? on en conclut que de A^ à G//, 9 décroît constamment
de zéro jusqu'à une valeur négative que j'appellerai — 0; de A,,
à C,,, 9 varie au contraire en croissant constamment de zéro
jusqu'à -h 0.

Pour chaque valeur de r, il est intéressant de donner la
valeur ^; or /• et 6 s'expriment au moyen des coordonnées (o, M)
du point Cn par les formules paramétriques, obtenues immédia-
tement par les formules ( i 4 ) ?

( l3)

7-2

P1
2K^/ I-^=MÎ-+-1+K^
„ M 2 KMe^^-4-arctang^^^^.
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Les équations (i5) sont, sur <ï, les équations paramétriques de

la courbe transformée de la quartique plane de rebroussement
de S. Nous nous bornerons même à la moitié obtenue pourM>o.
On a aisément

d0_ _ (M»4-i-4-K^)(M«-t- i — K ^ )
dm ~~ K[ (M2-n—K»)»4-4K2M 2 ] '

/ j^g _ _ \ -_—_«__
de sorte que de /•==/?'—K~ à ^ = P V / 1 ^ 2 — - I î e décroît de ^
, 7C l/K2 — 1 . ., . 1 1 1 i r .a - 4- —„—» puis croît ensuite au delà de toutes les limites si

r croît à partir de p\/K2— i jusque 4-00. Si, au lieu de cons-
truire la courbe sur $, on construit la position horizontale de
cette courbe, r et © sont les coordonnées polaires d^un point de
la projection et Fon a

rdQ _ M ' - h i — K »
"ch^ ~ T K M "

ce qui prouve que la courbe part du parallèle initial r =pl——^
tangentiellement à ce parallèle $ mais il est plus commode de se
servir de la carte dû [paraboloïde (voir Mémoire précédent, Cha-
pitre I, n° 2). On a alors

(.6)

v . M aKMX=e=^+arctang^_^_^

. ^ / 7 ^ dr ^ M^M (M^-h i -4-K2)2
"V I+ p ^ ' r ~~ K ( M ? - 4 - I 4 - K 2 ) 2 — 4 K 2 <

Si Pon pose V == M2^-1 + K2, on a

_ V^V _ d\^ ïKdV
" 2K(V2—4K«) ~~ îK^~ V 2 — 4 K 2 '

Les formules (16) se prêtent très bien, même sans effectuer
Fintégration, à la construction de la courbe (X, Y); on a, d^ail-
leurs,
, , d\ M(Mî-+-i4-K2)
(I7) dX = -Mî-rrrKT-

Nous marquons sur la figure 2 les droites X==TC, 2îc, STC, ...
et — TC, — 27t, .... Sur Faxe des Y, inscrivons, non pas la valeur
de Y, mais celle de /'$ la courbe (X, Y) part tangentiellement à

L. 7 2
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la droite parallèle à OX de numéro p(-——'? se rapproche d'abord

4e Faxe OY, jusqu'à la distance^

Fig. 2.

Y J

K 2 — Î . , - .—,.—» puis s en éloigne

indéfiniment; pour M très grand, X est de l'ordre de M, donc Y
est de l'ordre de M2, donc la courbe a une forme parabolique la
tangente devenant parallèle à OY. Cette coarhe, jointe à la courbe
symétrique par rapport à Oy, puis aux deux parallèles à Oy

Fig. 3.

menées vers le bas à partir des points initiaux, donne la représen-
tation conforme de la région recouverte sur 9 ' . c'est la région
couverte de hachures {fig. 3).



169 -
La figure 2 renseigne d'une façon parfaite sur la forme des

géodésiques de S correspondant aux méridiens de <S. De9==o
a 8 = ̂  4- —^—9 elles se composent d'un seul arc partant de Fi l r - / v/*».'»-»^ >-?vy ^i\js.n j^V/«3V/AA L U[ 1

(j'entends du point de S correspondant à F de (oX(A, ou au sommet
de $), de longueur illimitée s'éloignant à l'infini sur la surface S;

de 9 = = ^ à 9==^+—^—î, elles se composent de deux arcs

séparés : un de longueur finie allant de F jusqu'à la ligne de
rebroussement dans la région IJ, et un autre de longueur illimitée
repartant d'un autre point de la ligne de rebroussement; à partir
de 6 == TÎ, la géodésique ne comprend plus qu'une branche ne
passant plus en F.

Il est bon, pour terminer cette étude, de tracer dans le plancoX^i
les images des méridiens de S. Elles correspondent à la relation
v = const. $ les formules (12) donnent donc immédiatement leur
équation différentielle, la formule ( i3) leur équation en termes
finis

dy_ ___________4IOX^
d\ ~ (X2-4- (jî-f-i--K2)(X2-(- ^24,1.4, K»)'

(18)
A ^ -2 K UL
80 — — K - ̂ ^X^^i-K^

où OQ est une constante (^o==yp9o) . L'équation (18) donne l'orien-
tation de la tangente à l'intégrale qui passe au point À, [JL. L'inté-
grale qui passe en un point de la droite (OJJL, autre que le point
A==o , (A == ± ̂ /K'2 — i, a une tangente horizontale; pour le
point \ = o, (A == ±: ̂ /K2 — r, on posera L == ).2, M === y.2; de sorte
que l'équation différentielle devient une équation de Riccati

Li MK2 lUi == ( L + M + ï ) 2~~ K4

régulière pour Lo= o, Mo= K2— i ; on en déduit aisément pour
cette intégrale particulière

^^.•-^.^(^.-^-....j,
2 / K2 — i

on obtient deux arcs réguliers aboutissant an point \ === o,
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y.=±\/K'2— i, avec une tangente de coefficient angulaire

±^'
L^ntégrale qui passe en un point du cercle X2 -4- p.2 == K,2— i a

sa tangente verticale.
I/mtégrale qui passe en un point de Paxe des \ autre que F

ou F' se réduit à cet axe. Enfin une infinité d4ntégrales passent
par F ou F'; leur équation en termes finis est donnée par la
seconde formule ( 18) qui peut s^écrire

09) X 2 + ^ - H - K 2 + 2 K ^ cot ^0-4-^=0.

Cette équation, quand 9o est fixé et différent de o ou TC, donne
pour \ deux fonctions régulières de (JL au voisinage de (JL = o; si
nous prenons celle qui tend vers ^/K2 — ï , on a

i /î7^—— ^K cot6oÀ = /K 2 —i — ' _ - -4- ...,
/K»^~i

autrement dit le coefficient angulaire de la tangente en ¥ est

——K—^g^o- En rapprochant ces résultats de ceux qui
résultent de la représentation conforme de $ (ou S), on a la
figure 4 ''

^g. 4.

0^= o, axe F)v de F vers les À positifs.
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(X^QO^ TC» on a un arc de courbe partant de F au-dessous

de FX et vers la droite, à concavité toujours tournée vers le haut
et à asymptote horizontale.

9o = - > même résultat, la courbe part de F tangentiellement au
cercle de centre <o et rayon O)F.

TC <^ ^o< TC 4- —j—1-» la courbe pénètre d'abord à l'intérieur
du cercle (oF, en sort avec une tangente verticale, pour s'éloigner
indéfiniment à l'infini vers le bas et la droite. La première équa-

tion (18).prouve que, sur cet arc, en dehors du cercle <oF, — res-

tera constamment négatif; donc, \ croissant, [JL, qui est né'gatif,

croît en valeur absolue; l'équation (19) prouve que 60 4- ^-r' égal

à TC au point du. cercle O)F' dont part cet arc, décroît, mais reste
constamment positif ; d'autre part, X2- j-[ j i2-4-T—K2 croît néces-
sairement au delà de toutes limites puisque X croît par valeurs

positives et que (JL croît en valeur absolue, donc 9o -+- L- tend vers

zéro; autrement dit, Parc de courbe est asymptote à la droite
y.=—K9o; en posant U L = = — K ( 9 o — s ) ? Féquation (19) permet
de calculer X pour les petites valeurs positives de e.

Pour ôo = K -}- ^ ~ 1 f l^intégrale part de F, aboutit au point

le plus bas du cercle (oF avec une tangente de coefficient angu-

laire, calculé plus haut y se réfléchit en ce point sur (O[JL;
yK.^ — 1

Farc réfléchi se comporte comme précédemment, il est asymptote

à la droite y. •= — ( —^ + \/K2—i").

Pour - -(- v—vr— <^ ^o <^ TC, on a les géodésiques composées de

deux morceaux séparés; un morceau descend de F et aboutit en
un point de (i)(Ji intérieur au cercle (x)F, arrive sur O)[JL normale-
ment, la concavité étant tournée vers le haut; Fautre part d'un
point de tua extérieur au cercle (oF, normalement à (oui et s'éloigne
indéfiniment asymptotiquement à la droite (JL*==—K9o comme
précédemment. Pour TC<^9,- on ne trouve que cette dernière
branche.
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On peut remarquer que les images des géodésiqués correspon-

dant à deux valeurs égales et de signe contraire de 9 sont symé-
triques par rapport à (oX; pour o <^ 9 <^ TC, les tangentes en F à
l'image de la géodésique TÏ — 9 et à l'image de la géodésique — 9
sont dans le prolongement l'une de l'autre, ce qui est assez
naturel, les deux géodésiqués en question étant les transformées
de deux moitiés d'une même parabole de ^.

6. On peut remarquer que, sur chaque parallèle de S, on peut
franchir, dans le plan COA[JL, l'axe des ui; mais alors l'angle y suivi
par continuité [formules (i5)] repasse en sens inversé par les
mêmes valeurs, donc 9 aussi [formule (16)]; donc les portions
de S ainsi rencontrées, dans la moitié négligée jusqu'ici, reviennent
en sens inverse sur les morceaux de ^ déjà recouverts. J'ai
expliqué cette circonstance dans le Mémoire déjà cité du Bulletin
des Sciences mathématiques. On peut supposer 9 découpé en
rondelles que je représente schématiquement par le dessin ABA( B<
obtenu par la représentation conforme déjà employée {fig- 5);

Fig. 5.
b B

A, a A

AA< et BB< sont les parallèles, AB, A^ B< les frontières corres-
pondant à la ligne de rebroussement de S et ab est la méridienne
de symétrie de cette rondelle; chaque rondelle, si l'on Se sert de
la moitié de S, correspondant à \ ̂ > o, n'est recouverte qu'une
fois; mais si l'on utilise les deux moitiés de S, on pourra consi-
dérer cette rondelle comme recouverte deux fois, telle une lame
dans sa gaine. Remarquons que si les rayons des parallèles AA,
et BB< sont suffisamment grands, cette rondelle fait plusieurs
tours sur le paraboloïde; on doit considérer comme distincts deux
points du paraboloïde ayant même situation dans l'espace, mais
correspondant à des tours différents; ils proviennent de deux
points distincts de S.
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D'autre part, S admet une double série duplications sur elle-
même, provenant de ce que $ est surface de révolution. Indiquons
ce qui se passe pour la région ABA^B, de S déjà considérée,
correspondant à X>o. Elle admet une série duplications sur
elle-même, les unes du type rotation, les autres du type symétrie.
La rotation, sur la représentation conforme, est figurée par une
translation : supposons cette zone réalisée matériellement dans
l'espace par deux canevas de fil infiniment minces : le mouve-
ment, qui se traduit par le glissement de ABA< B< en A'B'A^B^
sur la carte, met à nu la portion ABA'B' du premier canevas,
tandis que la portion A( B< A.\ B^ du second pend inutilisée, dans
le vide, au delà de l'arête de rebroussement A ^ B ^ : on peut
découper A^B^A'^B^ et en recouvrir ABA'B', mais alors cette
dernière opération est du type symétrie et non plus rotation
(fié; 6).

Si nous considérons deux valeurs de K différentes, cet emploi
de la carte et la décomposition des surfaces en rondelles fait

Fig. 6.
b B' B

sauter aux yeux les diverses applications des deux surfaces S l'une
sur l'autre : on pourra d'abord associer deux rondelles en super-
posant leurs géodésiques planes ([A== o), d'où le dessin ABA^Bi,

Fig. 7.
6 D_B

CDC,D< sur la carte, puis faire glisser CDC<D< d'un mouvement
de translation {jig. 7). De toutes façons il y aura toujours une
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portion de Fune ou Fautre surface, ou des deux qui ne sera pas
recouverte; le rôle des arêtes de rebroussement est évident.

7. 11 est facile de voir ce qui 'se passe si K devient égal à i.
Sur le plan X, pi, les parallèles de S ont pour image {fig. 8) des

Fig. 8

ovales convexes ^entourant Forigine; tous rencontrent Faxe (OUL,
de sorte qu^il n^y a plus de calotte sur ï correspondant à un mor-
ceau de S exactement; ou plutôt elle est réduite au sommet. La
courbe frontière part du sommet de $. On écrit ici des formules
analogues aux précédentes

(î»o) r . ., , 'ir(JL == — sin <p, A2 + (Ji2 == — cos 9

pour construire les parallèles de S, puis

(21) (A — arc tang __ ̂
^-f-ÎJL2

pour construire les méridiens de S.
La courbe, frontière sur P, transformée de Farête de rebrous-

sement de S, s^obtient par les équations

(a2} ^rî
"P9

M»
i

6 == M -t- arc tang--. 9
M
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et la carte {fig. 9) donne la courbe

[ X =M4-arc tang—»
(23)

S / M» . ^ \» -îltfl
i ./V - (M24- 2)2<•/M M^-h 2 „
f ~ M 3 + 4 M = -M—^-

Cette courbe est asymptote à la droite X == î vers le bas et a une
branche parabolique parallèle à OY.

Fig. 9.

ly

IL

Toutes les géodésiques méridiennes de S sont indéfinies,
pour ~~ i5^"^ ̂ ; elles P355^^ efïectivement par le point cor-

respondant au sommet de ^S{\= y.= o). Pour |0| > TC, elles n'y

passent plus et partent d'un point de la quartique de rebrous-
sement de S.

L'équation des images de ces méridiens sur le plan X, y. est

4>t^
d\ (\i-^^)(\î^^^^9

(24)
Oo=— (JL —arc tang; îy.

La dernière équation peut s'écrire

X2-»- (A2-^ 2{jicot(6o-+- y.) = o.

On voit que pour — ^ < 9o <+ ̂  l'image part de (o tangentielle-

ment à G)Â; pour 9o==±: ^, on a une courbe partant de to tangen-

tiellement à \=±y., pour |ôo |>^ , la courbe part d'un point
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de CO(JL avec une tangente horizontale. Toutes ces courbes ont une
asymptote horizontale {fi g ' 10).

Fig. 10.

7. Soit maintenant o <^ K. <^ i. L'équation (i4) montre que /• a

un minimum égal à p ' l "",—; la région du paraboloïde située en

dessous de ce parallèle n'a donc pas d'homologue sur S; si K
devient très petit, cette région devient de plus en plus étendue ;
d'ailleurs si K tend vers zéro, S s'éloigne tout entière à l'infini.

L'image des parallèles de S sur le plan ^,- (JL est toujours un

ovale convexe comme dans la figure 8. La figure 11 donne la
forme, sur la carte, de la courbe frontière sur ^. Les géodésiques
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de S partent toutes normalement de CO(JL dans la représentation sur
le plan )v, m. La figure 12 donne leur forme.

Fig. i2.

8. Enfin il me reste à donner quelques mots duplication sur le
procédé qui permet, dans certains cas, de déduire une surface
minima et ses deux développées de la surface S et des deux sur-
faces S et S^ associer à S. Ce procédé-réussit chaque fois que les
coordonnées d'un point que/conque de (^ll) augmentent indéfi-
niment quand les paramètres déforme dont dépend cette courbe
tendent vers certaines valeurs numériques et que les produits
de c, c', c" par une certaine quantité numérique À, tendant vers
zéro dans les mêmes conditions, restent finis. Par exemple pour
l'indicatrice sphérique de M. Lyon [formules (i) de ce Chapitre];

de c, c

c, c7, c" augmentent indéfiniment si K tend vers zéro, et les pro-
duits Kc, Kc', V^c" restent finis. Parmi les courbes algébriques à
torsion constante quêtai étudiées d'autre part, quelques-unes ne
dépendent d'aucun paramètre et ne donnent rien ici; les autres
contiennent soit rationnellement, soit algébriquement, des para-
mètres arbitraires et par suite les valeurs numériques de ces
paramètres qui sont singularités polaires des coefficients assurent
le succès du procédé. Si S et S' sont algébriques, la surface
minima obtenue est algébrique.

L'hypothèse est donc que nous avons une courbe (i)î>) qui
s'éloigne tout entière à l'infini sur la sphère : ceci entraîne qu'à
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partir d'une certaine époque de la déformation, la courbe (^) soit
imaginaire [accidentellement réelle (g)]. Sur la courbe (^) expri-
mons c, c', c" au moyen d'un paramètre t\ les fonctions c(<) ,
c'(^), c^^) sont supposées contenir un paramètre arbitraire h
tendant vers zéro et tel que les produits hc{t^ A), Ac'(^, A),
hc"{t^ h) tendent vers des fonctions bien déterminées de ^, r(Q,
Y' (^ ) î y" (Q pour h voisin de zéro. Le cône G dépend de A'et
pour h == o il se réduit au cône isotrope.

Pour simplifier, reprenons les formules (5) du Chapitre 1 et
remplaçons T par 2 de façon à avoir le paraboloïde ̂ x^-^-y2 =%z.
Les surfaces S, S', S s'éloignent tout entières à l'infini : en effet
les produits A2^, A2y, h^z restent finis. La surface limite de la
surface lieu de point A2 a?, A2^, h'^z est représentée par les équa-
tions

X=ty'Y^'--T^r-^/ï^ï'i--Ti^i4-»-(YYi-rTi),

(25) Y==.y\^--^ -i^^d^-^d^ +£,(^^;),

Z==iyYrfY..Y^ ^ij^^d^-^d^ -+-£i(^-^),

où
Yt+Y'î.^Y^o et Y î+YP+TÏ 2 ^ o.

Pour e == o, on a une surface minima; pour e ==-|-i et — i, on a
deux développées.

Un point de la surface S(a?,y, z et e ==-4-1) correspond dans
l'application sur 9 à un point du parallèle /• où /• se calcule par la
formule (i4) du même Chapitre,

r2 = i[cci -h c'c\ -\- c'c''^ — i].

Ce rayon augmente indéfiniment si A tend vers zéro, donc S
s'éloignant à l'infini, la région de $ qu'elle est susceptible de
recouvrir disparaît aussi tout entière à l'infini. On doit remarquer

que le rayon r du parallèle est de l'ordre de - 9 la longueur de ce

parallèle sur un tour unique, 2TCr, est du même ordre; mais la
longueur de la courbe de S que j'appelle « parallèle » est de

l'ordre de ,, » donc le nombre de tours que le parallèle de S devra
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faire sur ^ pour recevoir le parallèle homologue de 9 est de

Fordre de grandeur de 1. • Si nous passons à la surface homothé-

tique, que je peux appeler /^S, lieu du point (/^.r, /^y, A 2^) ,
elle recouvre le paraboloïde A2^, x2-{-y2=8h2z, le parabo-
loïde A2^ se resserre de plus en plus autour de Faxe des z\ sur le
paraboloïde ^ la cote z du parallèle /' est

r2 i
z= y = , ( cCi4 -c^ i+c 'C i—l) ;

donc sur le paraboloïde h2 î on trouve un parallèle de cote

^(CCI+C^+C^-I)

qui reste finie; la surface A2 S est à distance finie et a des pro-
portions finies non nulles; du moment quelle recouvre une por-
tion de ce paraboloïde h2 $ restant à distance finie, il n^est pas
étonnant qu^elle doive s^enrouler sur lui un nombre de fois de
plus en plus grand. A la limite, pour A === o, il n'y a donc plus rien
d^intéressant à déduire de ce qui précède pour Pétude du parabo-
loïde proprement dit.

En tout cas, nous avons une application intéressante de notre
théorie aux surfaces minima. On pourra remarquer que si Fon
pose

(26) y =ir^/i(7), ^=iL±^^f(u^ ^^^J^~)

et de même

(27) Yi= L îl̂ ? )̂, Y^-i-1-^/^^), Y^^V^KO,

les formules (a5) se réduisent aux formules usuelles, depuis
Weierstrass, dans la théorie des surfaces minima. Les for-
mules (5) à (i 6) du Chapitre I, où Pon écrira

y = Ac, YI = Aci, X = A2.^, •»! = A'H, U = h2 M,
U' ==—/(» u\ \==hv, Vï==/^i,

montrent sans peine, en passant à la limite pour h == o, que si
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l'on pose

(î8)

^

d\

r/Vi

==Tïi+TYi-+

i
•̂

li
T,

T ïi

ï' ïi

r ïï
T Ti

ï' T'i

T" T'.

-T'Y.
(/YI -
'̂i-

rfy';-
</Yi
'̂,
"̂i

»

-d'(
-df'

-df

•+• df

-t- df'

+d';'

Vêlement linéaire de là surface obtenue en faisant £ =•
—i dans (a5) est

l PUIS

^2= ^4_1^^V2 ,
0.

(29)

^2==^2_+_ -T^\J.

Ici, comme il est bien connu, les deux développées de la sur-
face minima sont applicables physiquement ( ^ ) l'une sur Fautre.
Si l'on considère deux surfaces minima distinctes et une déve-
loppée de chacune d'elles, ces deux développées s'appliquent
physiquement l'une sur l'autre tout au moins dans les régions où y,
a la même valeur numérique. Or

,=(2±J^v/^)^.),

de sorte que ^ est la valeur absolue des deux rayons de courbure

(1 ) Les explications qui précédent, sur le passage à la limite pour h = o, prouvent
bien qu'on ne doit pas s'étonner de trouver un résultat différent pour les surfaces
primitives S et S', puis pour les deu^ développées d'une surface minima. Mais
on peut même retrouver complètement l'analogie; on peut remarquer que l'élé-

ment linéaire ds^^ dr^-{- -Y)û?V 2 si l'on pose T( =—T/ et V = î'V'devient

dr^-^- i^'dV'2',

il a conservé la même forme, de sorte que toute développée de surface minima,
en dehors des auto-applications physiques à un paramètre qu'elle possède, admet
aussi les auto-applications ainsi définies faisant correspondre un point imaginaire
î» un point réel. J'avais déjà signalé celle propriété, aux Comptes rendus
( 1 7 mars 1 9 1 9 ) . Les deux dévelop|3ées trouvées ici comme dégénérescences de S
et S' admettent donc toutes les propriétés de ,S et S'; elles admettent en plus
d'autres propriétés, spéciales à elles seules.
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principaux de la surface minima aa point (^, u\)\ 4'yï2 est 1e pro-
duit des rayons de courbure principaux de l'une et l'autre déve-
loppée aux points ((/, ^ < ) . Si nousprenons

^(U)= U\ ^(«i )=Mf,

nous obtenons une surface minima particulière, algébrique,
soit M, telle que la développée de toute autre surface minima
s'appliquera nécessairement tout entière sur l'une ou l'autre déve-
loppée de M, car sur M la fonction positive i\ prend toutes les
valeurs positives depuis zéro compris. (On peut remarquer en
passant que pour cette surface M, comme pour la surface d'En-
neper, les deux développées sont non seulement applicables,
mais égales entre elles.)

Si nous prenons une surface minima, telle que la caténoïde
engendrée par la chaînette

y =^(^-4-^)

en tournant autour de sa base, le minimum de r\ est a et non zéro ;
si donc on essaie d'étaler la développée de M sur la développée de
la caténoïde, celle-ci sera recouverte tout entière, mais les régions
de la développée de M correspondant à o << 'r\ <^ a ne trouvent
pas où se loger.

Si nous prenons pour Y et Y' deux séries de ^Fredholm arbi-
traires, et si nous calculons y" par la formule

Y*^ i^/^î-{- Y^

nous obtenons une surface minima F continue admettant, ainsi
que ses développées, un bord constituant ligne d'arrêt. Si a est
pris supérieur au plus grand rayon de courbure de cette surface
minima F, on voit que les développées de F ne pourront recouvrir
aucune région des développées de la caténoïde correspondant à
cette valeur a.

Pour les symétries étudiées au Mémoire précédent (Chap. II),
les conditions qui y ont été formées restent suffisantes, mais elles
ne sont pas nécessaires; cela tient à ce que la courbe

/Y'^-ï'^
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qui est minima, peut admettre un plan de symétrie ou un centre
de symétrie contrairement à ce qui se passe dans le cas d'une
courbe à torsion constante. C'est ainsi que la surface d'Enneper
déduite de la cubique de M. Lyon présente d'autres symétries
que les surfaces S, S', S associées.

Enfin je tiens à signaler cette propriété importante, c'est que
toute surface S provenant de la déformation d'une développée S
dé surface minima est elle-même développée d'une surface minima.
En effet, la surface S est applicable sur une surface de révolution,
à savoir la développée d'une caténoïde quelconque ; donc la sur-
face S possède la même propriété ; S est donc l'une des focales de
la congruence des normales d'une famille de surfaces parallèles W
et la relation caractéristique existant entre les rayons de courbure
principaux d'une de ces surfaces est la même que pour la déve-
loppée de la caténoïde.

J'ai signalé au Chapitre 1 (n° 7), l'intérêt qu'il y a à trouver les
surfaces pour lesquelles le problème de la déformation se réduit
à des quadratures. Les développées de surfaces minima donnent
donc une solution nouvelle de ce problème [formules (a5)] et
même une solution plus précise, puisque, grâce aux travaux de
Weierstrass, nous savons obtenir explicitement^ au moyen de
deux fonctions arbitraires d'une variable, toutes les surfaces
minima

CHAP1TIŒ 11.

ÉTUDE DES RÉSULTATS DE M. THYBAUT.

1. Dans les Mémoires déjà cités, M. Thybaut a obtenu des
résultats tout à fait curieux, dont le géomètre italien Blanchi a
cru devoir souligner l'importance (1 ).

Je vais montrer ici comment la lecture attentive du travail de
M. Thybaut permet, par comparaison avec les résultats que j'ai
signalés au début de mon Mémoire sur les courbes à torsion cons-

( 1 ) BIANCHI, Lezioni di Geometria Dijferensiale^ t. II, p. .334. — THYBAUT,
Annales de l'École Normale., années 1897 et 1900.
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tante, d'obtenir des formules intéressantes et des propriétés
géométriques élégantes à propos du problème suivant :

« Trouver deux surfaces minima B et B^ qui se correspondent
comme focales d'une congruence rectiligne, avec conservation des
lignes asymptotiques et des lignes de longueur nulle. »

M. Thybaut a montré que ce problème est exactement équi-
valent à la recherche des surfaces applicables sur le paraboloïde ;
d'autre part, adoptant-les notations de M. Thybaut, la surface B
étant définie par les formules

• /'A2 — I / . r^ — i 'x = 7 ~x~~ l j —B—^,• /'A2—! , . ri
V-A-^-y-(„ i^f'^^^j-^
.if^ ^^/j-^,i '-'V A/ "«-' / B 7

et la surface B< par les formules analogues où l'on conserve les
paramètres a et &, mais où l'on remplace A par une autre fonc-
lion A, de a et B par une autre fonction B, de 6, la correspon-
dance ponctuelle entre les points B et B, revient à prendre les
points obtenus pour les mêmes valeurs de a et 6; les fonctions A
et A, de a sont liées par la relation

(•2) ^î ^
(A-A^-/ .

et B et B< par la relation semblable

B'B', 2(3) ( B - B ' ) < - ^

Moyennant les conditions (2) et (3), un choix convenable des
constantes introduites par les intégrations (i) aiçène les deux sur-
faces dans la position voulue.

Remarquons que la surface B étant connue, la surface B<
s'obtient par l'intégration des deux équations différentielles ordi-
naires (2) et (3) qui sont des équations de Riccati. Si l'on se
borne aux surfaces réelles, les fonctions A et B sont imaginaires
conjuguées; on prendra donc pour A, une solution quelconque
de (2) et Basera la fonction conjuguée de A(.

L- i3
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Or si nous avons la curiosité de revenir aux notations de

Weierstrass, soient u et u^ les variables conjuguées relatives à la
surface B et S(u), ^1(^1 ) les fonctions correspondantes : on
trouve aisément
(4) ^=S——A, -21^= ^(M)â?U2.

Pour la surface B( nous introduirons les éléments analogues ^
(^, ^(v) et <î»i (^ ) avec les relations

(5) ^3=._Ai, 2tâ?a»=<ï»(^)rfp:,

et l'équation (2) devient

w ^^-^rp^^-rp^^-
En remplaçant suivant Fhabitude ^(u) par f'"{u) et ^(^)

par y^^), on obtient les conditions

^ ^ ( (T^ - ̂ •C-)-'".

^-^.-çW*.

qui ne sont autre chose que les formules indiquées dans mon
Mémoire de V École Normale, année 1919, page 269 : ces équa-
tions (7) permettent, étant donnée une première courbe minima
arbitraire M, de trouver une seconde courbe minima M associée
à la première, de façon à déterminer la courbe la plus générale (Jlo)
à torsion constante.

Ce résultat n^est pas dû au hasard : si Fon songe d^une part aux
formules qui déterminent la surface B de M. Thybaut quand M est
connue, puis Bi quand M( a été déterminée, et d^autre part aux
formules qui donnent, la courbe (<A>) étant déterminée, les sur-
faces S et S' applicables sur le paraboloïde, il n'est pas difficile
d'arriver aux constructions géométriques suivantes que je peux
maintenant exposer d'une façon synthétique, l'exposé précédent
ayant attribué à chacun sa part dans la découverte et l'exposé sui-
vant donnant la solution explicite du problème et faisant de plus
la distinction si curieuse que l'on rencontre ici dans les éléments
imaginaires et réels à cause des propriétés différentes des surfaces
que j'ai appelées S ou S\
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2. Considérons sur la sphère a?2 4-y2+ s2 == i les deux courbes

sphénques (i(îï) et ( i t i ï i ) quêtai si soiivent introduites, lieux res-
pectivement des points (c, c , c1') et (c,, Cp c.). .Rappelle tou-
jours p et T deux constantes liées parla relation p = ï T; soient
6 et 61 les arcs de (i»î>) et ( ^ < ) . Je considère les quatre courbes
mininia :

(M)

(M)

(M, )

( M i )

:/^

x =— ?TC -h T f c" de' — c' û?c" ....

/TC 4-T . C' 6^

^1 == — IT^ -T- T ^ c", ̂ i — C\ dc\ . . . ,

:^d\dc\-c\dc\ ...,.ri== i - rc^+t

les formules étant à compléter par des permutations circulaires
évidentes.

Les milieux y. de MM» efe y. de MM< décrivent, 6 et 6, variant
indépendamment, deux surfaces minima que rappellerai (MMi)
et ( M M » ) dont Pensemble forme le couple le plus général répon-
dant au problème exposé au paragraphe précédent. La démons-
tration est très simple : il suffit de considérer la courbe (a^ a\
a") supplémentaire de la courbe (c, c\ c " ) sur la sphère; soient
(&, b\ b") les cosinus directeurs de la tangente à la courbe (a,
a\ a") ou a la courbe (c, c^ c " ) ; si ^désigne Farc de.(a, a', a")
on aura

/ de == bdQ, da = bdv, db = — ad's — crfe,

(8) { dx =ï[rt +^]</e, dx ==T[a — ib ]^B,

( dx^—- •=[ai— i'6i]û?ei, </ïi=T[ai-h î6i]û?6i,

et l'on trouve aisément pour équation des asymptotiques de (MM(') :

(9)

Dd
1\^
\..
\

a

ai

a
ai

ici

W-hD
+ib
—ibi
— ic

4-i b
-^

v de
a'
a\

a

"'.

»?=0,

-h ib'
- ib\
— ic'
^-ib
— ib\
ic\

a' 4-
a'[-

—
a'+

<»'»-
ic\

ib"-
ib\

ic"
ib"
ib\
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En développant D par rapport à la seconde ligne^ D ' par rap-
port à la première', on trouve

D==—S(a-+- î6) (a4—^i ) , D"= S(a -+. ib) (ai— ibi).

Il résulte de là que Inéquation trouvée û?02— rf0f== o n'est pas
modifiée, si l'on remplace la courbe (c, c7, c " ) et la courbe (ci,
c^, c\) par les courbes respectivement symétriques (^î/) lieu de
(—c, —^, —c') et (Kb^heu de (—^, — ^ , c\) et que les
deux surfaces (MM,) et (MM,), qui s'échangent dans cette opé-
ration, ont leurs asymptotiques correspondantes; la détermina-
tion de ces asymptotiques exige en plus des six quadratures déjà
introduites le calcul de l'arc (^b) et le calcul de l'arc de (iPo, ). Les
lignes de longueur nu}le sur (MM») e t (MM^) se correspondent
évidemment, donc les réseaux conjugués ainsi que les réseaux
orthogonaux se conservent; les lignes de courbure se corres-
pondent donc. Sur les surfaces adjointes de ces deux surfaces
minima, on obtient aussi conservation des lignes de longueur
nulle, des asymptotiques et des lignes de courbure. Pour vérifier
que la droite (JL[A est tangente en y. à la surface (MM< ), il suffit do
remarquer que les paramètres directeurs de cette droite sont c—Ci,
c ' — c^, c"— c\ ; la vérification revient à écrire

(10) | a + ib ai—ibi c — C i | = = o ,

ce qui revient à D 4- D":̂  o, égalité vérifiée précédemment. Le
même calcul réussit pour prouver le contact en a.

On pourra remarquer que si l'on remplace (^ ) seule pareil/,),
on obtient un second couple de surfaces minima (MM<) et (MMi )
répondant aux conditions du problème. Si Fon suppose T réel,
(i)l>) e t ( i )b i ) imaguïaires conjuguées,le couple (MM, ) et (MM,) se
compose de deux surfaces séparément réelles, tandis que le
couple ( M M , ) et (MMi) se compose de deux surfaces imaginaires,
conjuguées l'une de l'autre. Sur les deux couples obtenus
ensemble, l'un est donc tout entier réel, l'autre tout entier ima-
ginaire et l'on vérifie aisément que si (MM, ) et (MM() sont sépa-
rément réelles, il est nécessaire que T soit réel et ( iU>) e t (^bi) con-
juguées. Je me borne à ces hypothèses précises dans tout ce qui
suit.
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3. La figure que nous avons ainsi constituée possède une confi-

guration remarquable.
Le milieu A de MM décrit une courbe (<A>) de rayon de torsion

constant et égal à T; la surface minima (MM), lieu des milieux
des cordes s^appuyant sur (M) et (M), admet (cAa) pour asympto-
tique particulière; pour que cette nouvelle surface soit réelle, il
faut et suffit que (1^)5 et par suite ("A»), soient réelles, soit an sens
vulgaire, soit au sens de M. Goursat; cette condition entraîne des
identités de courbes ou surfaces, que Fon peut écrire schémati-
quement

( ( M ) = ( M i ) , ( M ) = = ( M i ) ,
] ( M M i ) = ( M M , ) = = ( M M ) = ( M i M i ) .

On voit donc que le couple (MM,), (MM, ) ne forme.plus cette
fois qu^une surface minima unique sur laquelle on associe le
point (0, 6,) au point (6», 0); la surface minima (MM) coïncide,
elle-même avec celte surface minima; la courbe (^) est Fasymp-
totique particulière d^équation 6 == Oi . La surface adjointe, comme
Pa montré M. Cosserat, est circonscrite à la sphère x2 -4- y2 -4- ^2==T2

tout le long de la courbe (rc, TC', TC") homothétique à (^o).
Reprenons Pétude de la figure en supposant que (^b) et (^<)

soient conjuguées, sans être réelles ni au sens vulgaire, ni au sens
de M. Goursat, autrement dit

( M ) ^ ( M i ) et ( M ) ^ ( M i ) .

Nous avons déjà remarqué que le remplacement de (^i) par (\^\ )
sans toucher à (i(L) ou de (ill) par (^l/) sans toucher à (i(^ ) rem-
place le couple (MM|) et (MM,) par le couple (MM|) et (MM,);
de la sorte nous devons encore distinguer deux cas suivant que (i^)
et (i(l/) [et par suite aussi (ilbi) et (^)] sont distinctes ou non.
Dans le premier cas le premier couple (MM<), (MM,) est analy-
tiquement distinct dans son ensemble du second couple (MM() ,
(MM( ); mais dans le second cas on peut écrire encore des égalités
schématiques pour exprimer Pidenlité de certaines courbes ou
surfaces

( ( M ) = = ( M ) , ( M , ) = ( M O ,
( (M Mi) == (TvfMi) = (M Mi) == (M Mi).
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Cette fois nos quatre surfaces minima ne forment plus que des

portions (Tune seule et unique surface analytiquement indécompo-
sable : on a mis en évidence deux nappes réelles et deux nappes
imaginaires de celle surface.

Si l'on suppose de plus (i^) et (v^i ) coïncidant, autrement
dit (^) réelle au sens vulgaire ou au sens de Goursat et non ana-
lytiquement distincte de (^/), on doit réunir ce résultat au résultat
antérieur : on a une surface minima unique, qui est surface double
au sens adopté dans la théorie des surfaces minima.

4. Je considère maintenant le couple des deux surfaces réelles S
et S^ applicables sur le paraboloïde (^) x2-{-y2=2pz qui sont
données par les quadratures déjà effectuées :

Ç == ^ C c " d c ' — c 1 de"- ^ Cct[dc\—c\dc\-^'^-(clc\-c"c\),

( S ) r, = ^ / c de"— c" de — ^ A-i dc\ — c\ dci + ̂  (c"Ci — cc\ ).

- T i' r , , - , T i' r , , , , T i , , ,
Ç = — f c de — c de — — 1 c\ dct -— Ci dc\ 4- — (cc\ — c ci ) ;

" »y » / ~

1 ^ -== ̂  Ce" de — c' de" - ̂  '̂1 dc\ — c\ dc\ - ̂  ( c ' c\ — c"c\ ),

(S') r) '== ^ /'c d c " — c ' f d c — ̂  fci ^ — c ^ / c i — ^ C ^ C i — c c i ) ,

w ^l r ' r 1 1 ^l r / ? i , Tt / ^Ç == -- f c de — ç de — — / C i dci — Ci dc\ — — ( cc\ — c c\ ).
'2 ^/ 1 ,y '2

(S) et (S') sont, comme nous le savons, les deux développées
d^une famille de surfaces W, (S) est applicable physiquement
sur (^), mais non (S'). Les formules qui précèdent conduisent à
écrire les formules définissant les adjointes des surfaces minima
considérées plus haut. La surface (MMi ) est le lieu du point a
milieu de MMi ; j^appelle y! le point correspondant à y. sur
l'adjointe, surface que j^appellerai (MM| )'; en (JL et y.' les plans
tangents à (MM,) et (MMi/ sont parallèles. Je figure les points [JL,
[JL, y.', y! et les points correspondants P et P'sur S et S'.

Le point yJ a pour coordonnées

(i3) ^ F - c + t f c f f d c ' — c ! d c " - C l — i fc\ dc\ — c\ dc"^\ . .
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et le point ^ pour coordonnées celles qui se déduisent des précé-
dentes en changeant de signe c, c', c\ c^ c'^ c^ à savoir

(i4) ^ c -+- î j e " de'— c' de"— ci— i fc\ dc'i — c\ clc'[\ . . . ,

de la sorte on vérifie immédiatement que le milieu co de m/ a' est
aussi le milieu de PP7 : le point <o décrit la surface que j'ai

appelée S; la droite ^y. est parallèle à la normule de S' en P'; la
droite ^ a' a pour paramètres directeurs c-+-c^ c'-hc^ c"-\-c"^
elle est parallèle à la normale de S en P. La figuré m'P'tT'P est un
losange puisque les deux droites y.' y.' et PP' se coupent orthogo-
nalement en leur milieu et le plan de ce losange est perpendiculaire
à [JLJJL. Calculons la longueur de chaque côté : le vecteur ui'P' a
pour composantes

c"c\ )]...;0^) - [c -+- Ct— i(c'c'[

le carré de ce vecteur s^obtient immédiatement, il est égal au carré
de ^ multiplié par 2 + 2 H — (i — H^en appelant toujours

H == cci4- c'c\ 4- c" c\\

l'expression qui vient d^être écrite est i + aH+H2 , on en conclut
que la longueur

l ^ ' P ' ^ PV=?P= Pp.'

est égale à-^(14-H). Vérifions maintenant que P[JL' est normale

en ^' à (MM< / et PjT normale en^à (MM, Y. Il suffit de faire la
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vérification pour Py.' dont nous avons déjà écrit les composantes;
le plan tangent en y.' ou en y. est défini par deux droites de para-
métres directeurs

a — ib, a'—ib\ a"— ib'
et

ai -+• ib\^ a\ 4- ib\, a\ -h ib\.

Il suffit de vérifier que Pa' ou P\a/ est perpendiculaire sur cha-
cune de ces deux droites ; la vérification est aisée, car

!S(c-+-Ci)(a — ib) == S aci — i S bci,

<i6) Sa^cî-^ci) == | a c ci | = — S 6 c i ,
, Sb(c'c\— c"c\ ) = | b c ci | = Saci.

On a ainsi le résultat remarquable suivant : de chaque point P
de la surface S comme centre, avec un rayon égal à ^( i+H),
décrivons une sphère; cette sphère variable dépend de deux
paramètres et enveloppe les de ux surfaces minima (MM i) 'et (MM i )';
sur les deux nappes de Fenveloppe les lignes de courbure se cor-
respondent. Nous retrouvons donc des propriétés nombreuses
relatives aux enveloppes de sphères et aux systèmes cycliques.
Voyons d^abord ce que nous obtenons en faisant rouler sur ^ la
surface S qui, ne Foublions pas, est applicable physiquement sur
^ ( ( ) , sur la paraboloïde c?, nous savons que

H -4-1 r»
—= I-+-^

(voir Chapitre I, n° 2); donc

I<^H)^^^^,
'2 •>. >p 2

c'est la dislance du point du paraboloïde au foyer F; si donc la

( 1 ) On retrouve ici un cas particulier de propositions établies par Darboux,
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, premier semestre 1899. Dans le
même Tome se trouve une noie de M. Guichard que Fon pourra comparer avec
les résultats du texte à condition de faire rouler le paraboloïde ^ sur la sur-
face S' : dans ce mouvement imaginaire les droites A, A' de M. Guichard sont
Pp.' et Ppi', le plan PP'pi/p? étant le plan tangent à S'. J'aurai ^occasion de
revenir sur cette application si curieuse au domaine réel de mouvements essen-
tiellement imaginaires produits dans le roulement sur une surface réelle d'une
surface imaginaire.
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surface S roule sur °t\ chaque sphère va passer par le foyer et les
deux nappes de l'enveloppe analogue relative au paraboloïde lui-
même sont : d'abord le foyer F lui-même, d'autre part le plan
directeur; dans le mouvement de S, l'une des deux surfaces
minima, enveloppe des sphères, supposée invariablement liée à S,
passera constamment par F, tandis que l'autre restera tangente au
plan directeur. Marquons l'orthocentre t du triangle ^P7^'; t est
situé sur PP' et la parallèle f! à y. y. menée par t est l'intersection
des plans tangents à la sphère en [/ et [ji'. Nous savons que les
quatre droites Pa', Pm', y . ' y . ' ^ tT engendrent simultanément des
développables*, les deux premières découpent sur les surfaces
minima (MM| )' et (MM, )' le réseau d'équation 6 ± 6, == const.,
elles découpent sur S le réseau conjugué commun à S et (c^) dans
l'application de S sur ( Ï ) ( 1 ) : ce fait important, que M. Thy-
baut a obtenu par d'autres considérations, résulte d'une remarque
due à M. Kœnigs (voir DARUOUX, Théorie des Surfaces^ t. IV,
j). 128 et suivi) : c'est que si S roule sur ($), à chaque instant du
mouvement la sphère de centre P et rayon Py.' passe par un point
fixe, qui est le foyer F, quand P coïncide avec le point de contact
des deux surfaces : lés développables engendrées par la corde des
contacts y.' y. correspondent au réseau conjugué commun. En
joignant P, y.' et y.' aux points focaux de ^T, nous obtenons six
nouvelles droites décrivant des développables en même temps que
les quatre précédentes : ee sont les tangentes principales des sur-
faces minima (MM|)' et (MM( ;, et les tangentes aux courbes du
réseau conjugué défini sur S. Il est très remarquable que, pour
tout point réel de S, les points y.' et [A' soient toujours réels. On
pourra remarquer que le diamètre de la sphère de centre P,
ï (H+i) est égal à \/KIV, R et B/ étant les rayons de courbure
principaux de S en P.

Si Fon considère de même le point.?' de la surface S' et la.
sphère de rayon - ( H — i ) et centre?', cette sphère enveloppe
deux surfaces minima, cette fois tout entières imaginaires et con-

( l) II est important de remarquer que ce réseau est réel soit sur S, soit sur S',
•oit sur $; ii correspond en effet aux asymptotiques de (MMi) ou (MM,).
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j liguées F une de F autre. On a cette fois à considérer un losange
ayant en commun avec le premier les deux sommets P et P', situé
dans le plan perpendiculaire à celui du premier mené par P et P',
les deux autres sommets étant imaginaires.

Au point de vue géométrique, j^ai montré que la connaissance
d^une surface réelle S ou S' permet de trouver par differentiations
et éliminations la valeur du paramètre /?, la surface complémen-
taire, le nom S ou S' qui doit être attribué à chacune et la valeur H
en chaque point de S ou S'; sur S nous menons de chaque point P

comme centre la sphère de rayon ^-(i -h H); les deux nappes de

Penveloppe de cette sphère donnent les surfaces minima (MM,)'
( M Mi)'; les adjointes de ces deux surfaces donnent (MM,)
et (MM,). On doit remarquer ici que Fadjoinle d'une surface
minima peut être remplacée par la surface symétrique par rapport
à un point quelconque; donc pour (MM,) ou (MM,) on a Rem-
barras du choix entre deux surfaces : mais on doit associer les
déterminations de (MM,) et (MM,) de façon que la droite y.y.
soit-perpendiculaire au plan PP'[JL'[JL', de sorte que Pon ne trouve
que deux déterminations pour le couple (MM,) et ( M M , ) . De
même la connaissance d\in couple (MM,) et ( M M | ) de deux
surfaces minima focales d'une même congruence rectiligne, avec
conservation des asymptotiques et lignes de longueur nulle, permet
de construire le couple (MM,/ et (MM,) ' : comme plus haut,
pour ce couple, on a à choisir entre deux déterminations seule-
ment : dans ces conditions, le plan perpendiculaire au milieu
de y.' y! enveloppe une surface S, pendant que le centre de la
sphère tangente à (MM,)' en \k et à ( M M , )' en yJ décrit S : la
surface S est ainsi définie par plans tangents et par points. Suivant
la détermination prise pour (MM,)' et (MM,) ' on trouve pour S
Fune ou Fautre de deux. surfaces symétriques par rapport à un
certain point.

S. Il est à peu près évident que Pon obtient par cette méthode
les surfaces minima que M. Thybaut associe à toute surface appli-
cable sur le paraboloïde de révolution x^+y2^ a p z . Nous allons-
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le vérifier très simplement; sur le paraboloïde (^)on pose

v—hv^-iy
V/2/9

— x — ty
\/1p

d'où l'on déduit

z = uv,

û?^2= [rf(M(/)p-+- '2p dudv.

Je reprends les notations de M. Thjbaut : soient Ç, 7^ Ç les
coordonnées d'un point d'une surface S applicable sur (^) et A le
point

^
'Tv'

^
au9

àr.
•ou'

or,
àTt9

à^
^

^
au'

y-
A, le point

a?i= Zl==

On a manifestement

(18) xî-^-yt-{-^^= M», a*î-h^f+ z\ == (/2.

La surface minima B que M. Thybaut définit correspond à A
par orlhogonalité des éléments linéaires; elle est donnée par les
formules déduites de la théorie des douze surfaces de M. Darboux :

X = y Zi dy —y^ dz,

(19) Y = f x\ dz — zy dx,

Z ==» j y ^ d x — x ^ d y ,

la surface adjointe est définie par les quadratures

i X' = I x^ du, — v dx^

\l r(w) ' Y'== / y ^ d u — v d y ,

\ '1 r[ Z' = I Zi du — v dz.

Si l'on se rappelle que par définition on a

^ == l ^ i du 4- x dv^



— 191 —
on i\ i m média te ment

^=\'-^-vx, ï)=Y'-i-(\y, ^=:7.'-r-vz.

Tout est symétrique en M, v : à la surface Ai correspond la sur-
face minima B( de M. Thybaut et l'on a les formules semblables :

X == j z d y ^ — y d z ^ . . . ,

(22) V= (\dv —M^i...,

{ ^X^l^i....

Les deux vecteurs w, (y, vz d'une part, et ux^ ny\i uz^ de
l'autre, ont tous deux pour longueur ( uv [; le premier est paral-
lèle à la normale de la surface (X, Y, Z) ou (X', Y', Z'), Pautre
est parallèle à la normale de la surface (X, Y, Z) ou (X', Y', Z7).
Tous deux sont tangents à la surface 2.

On a d'ailleurs uv == —• Appliquons ce qui précède à la sur-

face S' : pour chaque point réel de S^, on a calculé / ' e t l'angle 9
par les formules (19) du Chapitre 1 (n° 6) :

r . /H -+-1 . .Pi v.-Vî- = = t 4 / — — , e = = i — - + - - ip y 2 p î
que je recopie en augmentant 9 de •1» ce qui revient à compter les

angles méridiens à partir d'une autre origine. On a alors

(•2.3) / v

Or, dans la figure P ' ' y . 'y . ' trouvée plus haut, nous trouvons pré-
cisément ces relations entre les directions et les longueurs : il y a
donc coïncidence entre les éléments de M. Thybaut et ceux que
j'ai définis. On pourra remarquer que M. Thybaut n'a pas complè-
tement achevé la détermination du couple B, Bi : il apprend, B
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étant donnée, à trouver B<, sauf translation de B<. J'ai, dans ce
qui précède, mis en place tous les éléments géométriques et donné
toutes les formules explicites. J'ai mis en évidence le fait complé-
mentaire que le réseau conjugué à S, S' et ($) s'obtient par deux
quadratures et donné l'interprétation géométrique de ces quadra-
tures.

D'ailleurs, au moment où M. Thybaut a rédigé son Mémoire,
personne n'avait mis en évidence ce fait remarquable que l'élément
linéaire

ûfjî= j [d^iv^-^dudv \ 4/?s

peut être réalisé en surfaces réelles soit en prenant u et v imagi-
naires conjuguées, c'est le 'cas de ($) et des surfaces que j'ai
appelées S, soit en prenant u et v réelles, c'est le cas des surfaces
que j'ai appelées S'. Chaque surface S est associée à une surface S';
en reprenant la théorie de M. Thybaut, j'ai montré de nouveau
l'enchevêtrement curieux de ces deux surfaces et des divers élé-
ments géométriques associés. En réalité, le fait que la méthode
de M. Thybaut fournit des couples réels de surfaces minima prou-
vait l'existence de ces applications de surfaces réelles par point
réel sur point imaginaire.

Il est clair que tous les éléments géométriques suivants : courbe
a torsion constante (<^); surface S; surface S'; couple (MM'i)
et (MMi) , sont simultanément algébriques ou transcendants.

Si nous appliquons ce qui précède à la cubique de M. Lyon en
reprenant les notations déjà usitées, on trouve aisément

X == ̂  LUL 3 - 3 0 - K ) ̂  + 3 (x ],

( M M Q Y = ^ [ ( X - K ) 3 - 3 ( X - K ) ^ - t - 3 ( ^ - K ) + 4 K 3 ] ,

Z=^[6a-K)^;

l^i^^3"3^4"1^2^3^'

( M M , ) J Y = = • ^ [ ( X + K ) » - 3 ( X + K ) ^ + 3 ( X 4 - K ) - . i K 3 j ,

Ï=^[^^W.

Les deuxsurfaces trouvées sont égales entre elles; si nous négli-
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geons le facteur de proportionnalité ——y nous obtenons encore la
surface minima (TEnneper. D'une façon plus précise, considérons
ta surface minima d'Enneper dans la position indiquée au Tome 1
de la Théorie des Surfaces de Darboux : nous prenons l'adjointe
de cette surface et la déplaçons, dans un sens ou l'autre, parallèle-
ment à Oy de la quantité 4K3 : les deux surfaces obtenues forment
un couple répondant aux conditions de M. Thybaut. Comme la
surface d'Enneper est égale à toutes ses associées et quelle ne
diffère de son adjointe que par une rotation de - autour de 0^,
on pourra, si l'on veut garder la surface d'Enneper dans la position
indiquée par Darboux, la déplacer parallèlement à l'une ou l'autre
des bissectrices de l'angle xOy, L'amplitude de la translation cor-
respond aux diverses valeurs de K ( 1 ) ; K est supposée, pour la
cubique de Lyon, réelle et non nulle; pour K = o on retombe
encore sur le cas de dégénérescence signalé plus haut.

On trouve aisément

X' = ̂ [^3- ̂ \^- 3X'4- 4K3]

( M M 1 / ^(H^3-3^--^] ( X ' = X - K ) ,

r=61b" [3(^-~ !J•2~K2)1

la surface ( M M < ) ' s'obtenant en changeant R en — K dans les
formules qui précèdent. En négligeant le facteur——;» celte sur-
face (MM^y ne diffère de la surface d'Enneper indiquée par
Darboux qae par une translation (2^, o, jy) , p et q étant deux*
constantes liées par la relation

4/?3-}- 27^2= o,

résultat de forme curieuse; la translation relative à ( M M , ) '
est ( — a y , 0,7?).

( 1 ) .\n n0 3 nous avons indique la signification de la variation de K. La trans-
formation U = Lu, V == Lv revient à remplacer K par LK. La transformation

U = u -+• M + N i, V = v •+- M 4- N i

revient à remplacer \ par \ 4- M et (A par p. •+• N, ce qui produit une transfor-
mation birationnelle simple sur chaque surface minima d'Enneper.
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Quand on fait tendre K vers zéro, en considérant les sur-

(\ KÎ ——
faces —— (MM^ ), ..., les deux points y.' et y.' tendent vers le même
point m d'une surface minima d'Enneper et le point P tend vers
l'un des centres de courbure principaux de cette surface en m, de
sorte que nous retrouvons une développée de surface minima,
comme cas limite de surface applicable sur le paraboloïde.

6. Je terminerai enfin en remarquant qu'une courbe minima
arbitraire peut être prise pour courbe (M); simultanément une
surface minima arbitraire peut être prise comme surface (MM< ) ;
je me borne dans ce cas à ne prendre qu'une surface minima
réelle. Je prends la courbe minima (M) comme arête de rebrous-
sement de la développable isotrope enveloppe du plan

(•24) (i — u^x -^ ? ( i -+- ^2)y4- ïuz •+- 4/(^) = o,

de façon à garder les notations de Weierstrass si je considère la
surface minima (MM<) en même temps que la courbe minima (M).
La courbe minima (M) est définie par la développable analogue

(i5) ( i — ^ 2 ) . y - ^ - ^ ( I + p 2 ) y - + - 2 p ^ + 4 y ( ^ ) = o

avec la relation(26) fêy-j^"^^-")2'
qui définit v en fonction de u par une équation de Riccati ; l'inté-
grale v calculée on a, sans intégration nouvelle,

(.27) a)(t0 =: (v^ ̂ fW +(^ - u)f\u) -\-f(u),

comme je l'ai montré dans mon Mémoire de V Ecole Normale^
année 1919, page 269. A toute solution de l'équation (26) corres-
pond une courbe (M) et par suite une surface minima réelle ( M M i )
que l'on peut faire correspondre à la surface minima primitive, et
un couple S, S' réel. Si nous partons maintenant de la courbe (M)
ou de la surface (MM,), nous avons à intégrer une équation de
Riccati, analogue à (26),

W (S)2^^)^^--^.
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Mais on connaît une intégrale particulière de (28), c'est M, car

la relation entre (M) et ( M ) est réciproque; donc l'équation (28)
s'intègre cette fois, si v est intégrale de (26), par deux quadratures
au plus : nous déterminons un nouveau couple de surfaces minima
ayant en commun avec le précédent la surface (.MM,). L'appli-
cation de la méthode peut se continuer par quadratures successives;
un couple de surfaces minima connu permet de constituer une
chaîne de couples ayant à chaque fois un élément commun; on a
en même temps une succession de surfaces S ou de surfaces S\ On
reconnaît ici un mode d'opération qui se rencontre aussi dans la
détermination de certaines surfaces à courbure totale constante ou
de certains systèmes triples imaginés par M. Blanchi. J'aurai
l'occasion de revenir sur ces analogies qui ne sont pas dues au
hasard. Mais je ferai remarquer dès à présent que si nous consi-
dérons le roulement du parabolo'ide ^ sur la surface réelle S et la
sphère de rayon nul ayant son centre en F considérée comme
invariablement liée à ^, quand le contact de ^ et S se fait au
point P, le foyer F prend la position a' ou y.' ; supposons que ce
soit [/; le plan tangent commun en P à 9 et S est alors coupé par
cette sphère de rayon nul suivant un cercle de centre 10 et

rayon i X—^ ; or les formules ( i3) et ( i4) donnent immédiate-
/ . ri

ment pour la valeur de ce rayon i^i/——• Ces cercles engendrent

un système cyclique imaginaire et fournissent un Système triple
orthogonal tout entier imaginaire.

Mais alors considérons le roulement du paraboloïde ^ sur la
surface réelle S' : il suffit, d'après une remarque faite au Cha-
pitre 1 (n° 3), de changer Ci , c^, c\ en — C i , —c\, —c[ et H
en — H sans changer c, c', - c " . Nous obtenons le résultat curieux
suivant : considérons le point to qui engendre la surface S, point
défini par les coordonnées

f(0)

^ Ce dc1 - c' de"- ̂  Ç c\ dc\ - c\ dc'\,

^~ f c de"— c"de — ̂  f Ci dc\ — c\ dc^

[ — I c' de — c de' — — f c\ dCi — Ct dc\.
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Dans le plan tangent à S' mené par PP', plan de paramètres

directeurs î ' (c—^), i{c' —c\), i(c"—c\), décrivons le cercle de

centre co et rayon TA/JEL—L : ces cercles décrivent un système
Y 2 •

cyclique réel; quand le point P' décrit sur S' l'une des courbes du
système conjugué commun à S' et ^, le cercle décrit une surface
à lignes de courbure circulaires; nous définissons ainsi deux
séries de surfaces réelles^ qui, associées aux surfaces trajectoires
orthogonales des, cercles, donnent un système triple orthogonal
réel. Darboux avait prévu l'existence de tels systèmes triples ou
cycliques réels {Théorie des Surfaces^ t. IV, p. 162), mais sans
donner d'exemple. Dans le cas de la cubique de Lyon, les deux
familles de surfaces à lignes de courbure circulaires dans un système
sont algébriques, la troisième famille se compose de surfaces trans-
cendantes.

7. Il est intéressant de confronter les résultats obtenus dans ce
Chapitre depuis le n° 2 avec : i° ceux que j'ai indiqués au Mémoire
précédent (Chap. I, n° 10); 2° ceux qu'a donnés M. Goursat aux
Acia mathematica (t. XI).

An Mémoire précédent j'ai montré que, de toute surface déjà
connue S ou S' applicable sur le paraboloïde, on déduit par de
simples differentiations ou éliminations une infinité de surfaces de
même définition, renfermant trois paramètres nouveaux de forme.
Or, dans ce Chapitre, j'ai montré que les deux problèmes sui-
vants : « Trouver un couple de deux surfaces minima se corres-
pondant comme focales d'une même congruence rectiligne avec
conservation des lignes de longueur nulle, des asymptotiques et
des lignes de courbure », ou bien « Trouver une surface S (ou S7)
applicable sur le paraboloïde », sont deux problèmes strictement
équivalents. Il résulte donc immédiatement de ce rapprochement
que tout couple déjà connu de deux surfaces minima satisfaisant
aux conditions citées permet d'en obtenir une triple infinité de
même définition.

M. Goursat, au Mémoire cite, établit le résultat suivant :
soient (M), (M,) deux courbes minima conjuguées, (MM,) la sur-
face minima réelle lieu des milieux des cordes s'appuyant sur (M)
et (M, ) ; soit (M") la courbe minima obtenue en imprimant à (M)

L. ^
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un déplacement D réel ou imaginaire; (M^*) la courbe minima
obtenue en imprimant à (M( ) le déplacement D( imaginaire con-
jugué de D; (M") et (M,0 1) sont encore conjuguées; la surface
minima réelle qu'elles, définissent étant représentée par l'écri-
ture (MMi)""', M. Goursat a montré que les coordonnées d'un
point de (M) étant exprimées au moyen d'un paramètre ^, celles
d^un point de (M<) au moyen d'un paramètre t^ si l'on fait corres-
pondre sur (M) et (M)0 les points de même ^, sur (M< ) et (M| y^
les points de même t^ et par suite sur (MM( ) et (MM( )Dl)l les points
de mêmes coordonnées curvilignes ^, t^ cette correspondance
ponctuelle fait correspondre les lignes de longueur nulle, les lignes
de courbure, les lignes asymptotiques sur les deux surfaces minima.
Si le déplacement D est réel, D^ coïncide avec D et l'on n'obtient
qu'un déplacement d'ensemble sur la figure, transformation
banale; mais cette remarque permet de composer D, dans le cas où
il est imaginaire, avec un déplacement réel, antérieur ou consécutif,
de façon à réduire D à une rotation d'amplitude imaginaire pure,
autour d'une droite réelle; on ne conserve ainsi que trois para-
mètres de forme : amplitude de la rotation, paramètres d'orienta-
tion de la droite. Dans une telle transformation appliquée à toutes
les surfaces minima, les surfaces minima algébriques restent algé-
briques; de simples éliminations algébriques ou différentiations
font passer d'une surface minima donnée à sa transformée.

Ici je considère la sphère qui porte la courbe sphérique (iH>), la
courbe (Jle) à torsion constante déduite de (itt»), les courbes
minima (M) et (M) déduites de (^b) par les formules de ce Cha-
pitre, n° 2; je prendrai pour D une rotation d'amplitude imaginaire
autour d'un diamètre réel de la sphère et je considère les nouvelles
positions (^î»)19, (cAo)0, (M)", (M)0 des éléments géométriques
définis. Le déplacement conjugué Di remplace (vti^), (cAoi) , (M(),
(M7) par (^ )Ds (Jl,i )D*, (M< )\ (M< )^; la surface réelle S appli-
cable physiquement sur Ï est remplacée par une surface réelle S"0

de mêmes propriétés; de même S' est remplacée par la sur-
face S^ complémentaire de S^*; le couple (MM,)^ (MM,) est
remplacé par le nouveau couple (MM^)""* et (MMi)^'- On a sup-
posé sur (i)b) les quantités (c, c', c " ) exprimées au moyen d'un
(certain paramètre t, le point (c, c', c " ) devient par le déjplace-
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ment D un point (y, y\ y"), de même ^; de même sur ^i on a pris
un paramètre ^ et sur tous les éléments définis, courbes et sur-
faces, on associe, avant et après Popération D, ou Popération D^
ou Fopération que je peux appeler DDi, les points de mêmes
coordonnées curvilignes ^, ^. Alors chaque surface (MM,)
et ( MM^ ) subit individuellement la transformation de M. Goursat;
mais, de plus, dans leur ensemble, les points de même <, ^
sur (MM,) et ( M M < ) établissaient la correspondance conforme,
conservant les lignes de courbure et les lignes asymptotiques :
après Popération DD<, les points respectivement transformés
réalisent la correspondance de même définition sur les surfaces
transformées ( ^ ).

De même sur S et S' les points de même ^, ^ se correspondent
de façon que la droite joignant ces deux points engendre une con-
gruence W dont ils sont les points focaux : après la transforma-
tion DD<, il en est encore de même. D^ailleurs ^==const.
ou tï == const. définissent les deux séries d^asymptotiques de S
ou S', ou encore de S9^ et S'^', de sorte que tout réseau con-
jugué sur S reste conjugué soit sur S', soit sur S^1, soit sur S^^;
je n^avais pas signalé cette propriété dans le premier Mémoire. De
plus les relations géométriques établies aux n08 2 et suivants entre
tous les éléments, courbes ou surfaces, (u î>) , (n1^), (o^a)? (^1)5 (S)?
(MM,) ( MM< ) subsistent après la transformation : les applications
des n01 2, 3, 4 rendent ce fait à peu près évident.

Au Mémoire précédent j^avais indiqué uniquement la corres-
pondance entre S et S001; j'ai choisi pour le déplacement imagi-
naire D une autre forme réduite que celle de M. Goursat : si Fon
prend sur la sphère comme coordonnées M, v les expressions

— c "i" lc „ c + l c

l —— C" I -h C"

( ï ) M. Goursat prend pour D une rotation d'amplitude imaginaire pure autour
d'un diamètre réel de la sphère. Ce diamètre réel prend le nom ^axe de déri-
vation. Supposons cet. axe vertical; sur une surface minima donnée, et sur la
transformée de cette surface par dérivation, les points homologue» sont à ta
même cote, les tangentes aux sections horizontales étant parai lèks. De lia aorte
la congruence rectiligne de M. Thybaut se transforme en une autre congruence
rcctiïigne, de sorte que deux points focaux associés (i et (A sont remplacés par
deux points focaux associés tels que chacun a même cote que celui dont il dérive.
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je définis D par la substitution

U == \ u -4- p. 4- v iy V == ^ (^4- ;J( -+- v î,

où ^, (A, v sonF trois nombres réels; le déplacement imaginaire le
plus général revient à ce déplacement réduit précédé ou suivi d'un
déplacement réel, qui finalement disparaît du résultat, de la sorte,
adopter cette réduction ou celle de M. Goursat est indifférent :
dans chaque cas particulier, Fune pourra être préférable à l'autre.

8. Pour éviter toute ambiguïté, je ferai remarquer que la corres-
pondance (ttf) entre S et S0"* n'est pas une application, ce qui
résulte de diverses raisons ; d'abord pour deux surfaces applicables
sur le paraboloïde et par suite entre elles, aux points correspon-
dants dans Inapplication^ H a la même valeur; or H a pour
valeur cCt-\-c' c\-}-c" c\ sur S et au point de même (tt^ ) sur S001,
ïï1 "^Ïïi+ï Ï̂ i î ^expression cc^-{-cfc\-{-c"c\ est le cosinus
de Fangle des deux rayons vecteurs joignant Forigine aux points t
de tii> et tf de (^i) ; comme ces deux courbes ne participent pas
au même mouvement, Fangle et son cosinus changent de valeur.
D'ailleurs la correspondance (tt^) conservant sur S et S00* les
asymptotiques, elle ne pourrait être une application que si S
et S001 ne différaient que par un déplacement, et cela n'arrive que
si D est réel.

De même en revenant pour un instant aux notations employées
en note au n° 8 du Chapitre 1 du précédent Mémoire, notations
différentes de celles de ce Chapitre, si je considère la correspon-
dance {tt\) entre S et S ' qui fait correspondre à un point M de S
un point M7 de S^, cette correspondance engendre la congruence
de normales MM' à une surface W. Dans l'application de S sur Ï\
M a pour homologue un point a, et cette correspondance ponc-
tuelle (M, a) admet pour réseau conjugué commun celui qui est
défini par 9 -±. 61 = const., 0 et 6, désignant les arcs de ( i ( î > )
et (^); si Fon considère ensuite Fapplication de S' sur <?, M' a
pour correspondant un point a\ le réseau conjugué commun à S'
et c? dans la correspondance (M', a') a pour équation encore
0 rfc 0< = const., mais les courbes ainsi obtenues sur $ sont dis-
tinctes de celles qui précèdent, bien que l'équation semble la
même : cela tient à ce que les expressions au moyen de <, t\ des
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coordonnées do point a, point courant de $, et celles de a', point
courant aussi de <?, diffèrent. La correspondance ponctuelle (a, a')
sur ^ donne comme réseau conjugué le réseau trouvé sur <S dans la
correspondance (M, a) et le réseau trouvé ensuite sur $ dans la
correspondance (M', a'). On pourrait de même sur le couple S,
S0"' considérer les points ((, ^) et considérer sur le paraboloïde
les deux points distincts a, Ooo, correspondants par application au
point ( t t t ) de S ou (^,) de S"^ : l'équation 0 ±0< === const.
définit toujours les réseaux conjugués, mais bien que la forme
d'équation soit la même, le réseau obtenu avec a et le réseau
obtenu avec a^^ différent : ces deux réseaux sont conjugués
simultanément dans la nouvelle correspondance ponctuelle (a, a^ ).

CHAPITRE III.

KITDE DES SURFACES APPLICABLES SUR LE PARABOLOÏDE IMAGINAIRE
X^ -|-^2= <ipiz,

1. 11 est intéressant de chercher ce que deviennent les résultats
établis dans ce Mémoire ou le précédent quand on remplace, p
par ip. Le paraboloïde $ est remplacé par un paraboloïde imagi-
ginaire ^ d'équation x2-^- y ^ ^ ï p i z et je définis trois surfaces :
s pour £ == + i , ^ pour £ === — i et o- pour £ == o par les for-
mules (p = 2ï) :

l a?= l Ç c " d c ' — c ' d c " — ^ (c\ dc\ — c\ dc\ 4- ̂  (cc\ — c"'c\},

(i) < y === - j c de" — c" de — - f ci dc\ — c\ dc\ -L- — (c" Ci — cc\ ),
j 'î. ^j 1 ,/ 2

i z == ^ f c' de — c de' — 1 ^ c, ^C| — ci û?^ -4- ̂  (c c[ — c'Ci).
• 2 'i/ 2 »y '2

Darboux indique au Tome III de la Théorie des Surfaces
l'interprétation géométrique de ces formules (p. 872 et 3^3). On
utilise cette fois deux courbes à torsion constante réelles, ayant
leur torsion égale et de signe contraire.

Si la courbe (^l») (c, c\ c " ) et si la courbe ( ^ < ) (c^ , c'p c\ ) sont
réelles séparément (d'ailleurs distinctes ou non), les trois sur-
faces 5, s', (T sont réelles; on a supposé T réel et désormais je me
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borne aux courbes (i(1)), (\\\^) réelles, le mot réel étant pris dans
Facception ordinaire (Pacception de M. Goursat étant désormais
exclue ).

Les formules (i) reviennent à recopier celles du premier
Mémoire en divisant x^ y, z par i; de la sorte on pourra écrire
pour la surface s :

H = cci^-clc\-^-c"c'[,
c Ci de — dci

dv == ———__ c' c\ de' — dc\

^ c" c\ dc"—dc\
Ci de — dci
c', dc'—dc\

ïdx —dHri , , ,, , C — Ci

H^-^-Tr-Eî
(^ c" c'; dc"- • de"

du= -dH{i

j C'C.——C" C\ , Ci—Cdx = — —* 1 du -4- 1 — .
V/1-H2 ^ ( i — H )

ds^ = dx2 -+- dy2 -h dz^ == du2 -h ——— dv2.

La quantité H ici est réelle et plus petite que i quand on se
borne aux points réels de ̂  et ̂ .

Les formules relatives à la surface s ' s'obtiennent immédiatement
en changeant dans ce qui précède c < , c'^ c\ de signe. On aura
donc à écrire

(3)

14- H

du; -

^

V/i-H»

ds'ï-

dv' =. ———
T

T ./u. y 1 — 1 1
— - dri | / ———-- «

2 y i -+- H

r ' c " c" c1
~ ~ i — — — i i i— l - l ^7»*' i

=^2 +^'2 -^-^72==:

C Ci ^C -

c^ c'i de' -\
c" c\ dc"^rdc\

+- dci
}-dc\

C-+- d ^

/2(l+H)

^'2-+-

î

i-t-H
2

^'2.

2. Cette fois il n'y a plus à faire de distinction physique entre
une surface s et une surface s1', en effet (itl>) et (^i) étant sup-
posées réelles, quand on remplace (i^) par la courbe symé-
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trique ( itî/), s ' s'échange avec 5 et réciproquement. H a une signi-
fication géométrique évidente : c'est le cosinus de l'angle formé
parles deux rayons aboutissant en (c, c\ c") et (c,, c'^ c'\). Pour
appliquer physiquement, au moins sur une certaine étendue,
s sur s il suffit de pouvoir trouver un premier couple (c, c\ c")^
(c,, Cp c\) sur (i(^) et (^) respectivement, puis un second
couple (c, c', c"), ( c ^ , c^, c^ ) encore sur (lïb) et (1^1) fournissant
deux angles supplémentaires ou, si l'on préfère, trouver des solu-
tions réelles de l'équation à quatre variables ^, ^, ^, ^ :

(0 C Ci -+- C ' C\ 4- C" C\ -4- C Ci -h C' C^ 4- C" ?i = 0.

L'équation H==const. représente sur s une famille de courbes
que j'appellerai encore parallèles; connaissant sur s et s ' respecti-
vement deux parallèles correspondant à deux valeurs égales et de
signe contraire de H, on aura deux infinités de façons d'appliquer
s sur s ' en faisant correspondre arbitrairement un point du paral-
lèle de s à un point du parallèle de s ' .

Si sur le paraboloïde ^ ' on pose

d'en
^ •=== / -cos0 , y==/ 's in0,

7-2 == ^piz^

on a comme correspondant du point (a?, y, s) de s dans l',apipli-
cation (.s-, <?') le point défini par

, /'r^rr , vr = p { / ————, 6 === -,v 2 p
de sorte que le point de ^ correspondant à un point réel de s a ses
coordonnées rc, y réelles, sa coordonnée z imaginaire pure. Le
point de ^ ' correspondant au point (.T', y', z ' ) de s ' a pour coor-
donnée? '•-/v^' «=?.
de sorte que x^ y sont encore réelles et z imaginaire pure ( 1 ) .

( l ) De là résulte que ^ ' roulant sur une surface s et s ' engendre des sys-
tèmes cycliques réels; nous savons que le réseau conjugué commun à 0?' et .v
pour équation 6 ± Q^ssconst. où 0 et Q^ sont les arcs de (^b) et (iH^).
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On voit que le paraboloïde c^ n'intervient ici, si Fon se borne
aux points réels des surfaces s applicables sur lui, que par les
points x , y réels, z imaginaire pure; or un tel champ de variation
pour a?, y, z n'est pas plus général que le champ x^ y, -s, tous
réels. Les surfaces applicables sur le paraboloïde réel exigent que
Fon prenne des fonctions de variables complexes (tout au moins
si Fon veut obtenir une surface réelle); ici, au contraire, on peut
se borner à des fonctions de variables réelles, même s'il est impos-
sible détendre leur définition pour des valeurs complexes de
variables indépendantes.

3. Pour bien faire comprendre ma pensée, on remarquera que
Fétude d'une fonction f (x) -4- /(p(^), oùy et cpsont deux fonctions
réelles de la variable réelle x n'exige nullement la théorie des
fonctions de variable complexe : on peut dériver, intégrer sans
avoir besoin de cette théorie. Ce paraboloïde Xe1-\-y2 ==. ï pi z
n'aura donc rien de plus spécial qu'une surface réelle, dont on
n'étudierait que les points réels. Dans un autre ordre d'idées
Féquation
... à^z à^^(5) i^^0

entraîne, même si Fon se borne aux solutions réelles, l'introduc-
tion des fonctions de variable complexe, tandis que Féquation

à^x à^z
(6) ^-^=0

n'entraîne que l'étude des fonctions S une variable réelle et admet
pour solutions des expressions

z ̂ f(x -+-y) -+- ̂ {x —y),

où les fonctions f et <p n'admettent de dérivées que jusqu'à
l'ordre 2. Cette propriété a son analogue dans la théorie des sur-
faces s définies ici : j'y reviendrai un peu plus loin.

4. On a encore des résultats analogues à ceux du déb\it : M et M'
se correspondant sur s et s'\ p et p' étant les inverses des courbures
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totales en M et M' respectivement, on a

p=-^( l^H)2 , p - = ^ T 2 ( i _ H ) 2 ,

p — p ' = - 4 ^ H ,
v^~p:=T(i-+-n), ^:=7==T;(i-H),
/—p -i- y/— p' = -2T ==/?, /— P x /—p'= MJVT2,

à condition de prendre ^/— p et y/— p' positivement. La formule
V - — P + \— ̂  = P montre bien la symétrie des rôles de s et s ' et
ensuite Pon déduit par élévation au carré

(8)
2 MM'î— ? — ? ' = = /?2,

H = ^-P
a M M ^ — p — p '

Comme plus haut, on voit que la connaissance d'une surface s
permet, par des éliminations algébriques, par des extractions de
racines carrées et des différentialions de trouver la surface com-
plémentaire 5', la valeur de p^ de déterminer la courbe (i)L), la
courbe (^<), les courbes (Ao) et (Jl^), de tracer sur s et s ' le réseau
des a symp Coliques et des parallèles. Seul le tracé des méridiens
exige une quadrature sur s et une nouvelle sur s ' .

La connaissance d'une surface s réelle permet, par les opéra-
tions que je viens d4ndiquer (quadratures exclues) de déterminer
aussi une infinité d'autres surfaces s réelles dépendant de trois
paramètres de forme nouveaux : il suffit de déplacer (\\\^ ) arbitrai-
rement sur la sphère, laissant (O1») fixe.

Si les deux courbes (id) et (i^i) sont chacune analytiquement
distinctes de sa symétrique (^ /) et (^\) par rapport au centre de
la sphère, s et s ' sont analytiquement distinctes; si (^l») coïncide
avec (^i»'), que (i)l»i) soit ou non distincte de ( i< î ï i ) , les deux sur-
faces s et s ' sont morceaux d'une même surface analytique.

o. Enfin, si les courbes JL et al., sont toutes deux algébriques,
il en est de même de s et s ' et réciproquement. Bornons-nous
désormais à supposer Jlo et cAo^ algébriques, ce qui exclura en par-
ticulier le cas de courbes et surfaces périodiques. Les surfaces s
et s ' sont alors tout entières à distance finie.

La discussion faite précédemment pour les points a l'iiitini
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subsiste sans modification : il suffit de remarquer qu'en prenant
rhomothélique d'une surface s ou s ' avec le rapport d'homothétie i,
on obtient une surface S ou S'; la discussion est faite de façon à ne
rien supposer sur la réalité de sorte que Fhomothétie en question
ne change rien à la disposition des points à l'infini : la section par
le plan de l'infini des surfaces s ou s ' se réduit à une série de
droites, tangentes au cercle de l'infini aux points où il est percé
par les courbes (^) et (i)1^ ). 11 peut arriver que l'on ait deux tan-
gentes conjuguées : le point d'intersection est réel, mais isolé sur
la surface s ou s\

Les résultais relatifs à la séparation de deux côtés sur une sur-
face s ou s ' sont analogues à ceux déjà rencontrés; les cosinus
directeurs de la normale à s sont

C4- Cj C'-h C\ C" -^-C\

(9) • / . „ . .9 / _ / » . .^V/2(H- t - i ) v^(H-+-i)

ceux de s ' sont
C — C j C'——C\ C9— C\

(IO) A(i-H/ v^O-H/ /^(i-H) '

On peut toujours raisonner sur la surface étudiée en l'appe-
lant s ' : sinon on remplacerait (^<) par (i^) sans toucher à (i(i>).
La longueur c — c , , c—c^ c ' — c\ portée à partir de M' sur la
normale en M7 à s ' a pour longueur v /2 ( i—H) , elle ne peut
devenir nulle que si le point m de coordonnées (c, c', c") pris
sur (i(l?) appartient aussi à (i^). Cela posé, supposons que (i^) et
(li*/), d'une part, soient analytiquement confondues et que (^> i )
et (i^i), d'autre part, le soient aussi; nous supposons^ et^i dis-
tinctes; si le point m(c, c', c") pris sur (itb) est relié an point
diamétralement opposé m', qui appartient aussi à (itl») par un arc
continu réel de (^b) (cela arrivera certainement si la courbe itl> ne
comprend qu'un seul trait), et si le point m^c^, c'^ c\) pris
sur ^, possède la même propriété relativement à m^ on pourra
imaginer un premier mobile partant de m et allant en m sur (^),
et un second mobile partant en même temps de m, pour arriver
au même moment en m'^ la marche des deux mobiles étant réglée
de façon qu'ils ne passent pas au même instant aux points de croi-
sement (i^) et (1^)7 s'il en existe; dans ces conditions, le vec-
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leur c—Ci, c—<^, c"—c\ ne s'annule jamais et suivi par
continuité revient au point de départ avec le sens opposé : il existe
donc un<5 infinité de circuits réels changeant le sens de la normale.

Si toutes les conditions énoncées ne sont pas remplies, c'est-
à-dire si Fune des courbes (^) ou (1^1) ou toutes deux sont
distinctes de leur symétrique (^ ') ou (^i); ou bien si (^l»), par
exemple, étant analytiquement confondue avec (^/), les deux
points m et m appartiennent à deux traits physiquement séparés
de idï, le point M' appartient à une nappe de S7 qui possède deux
côtés bien distincts au point de vue physique ; ce résultat subsiste
alors même si i(îi coïncide avec tlî>i, mais alors l'existence d'un
centre de symétrie pour s ' complique la démonstration : je renvoie
au premier Mémoire.

En supposant toujours (oAo), (cA^) algébriques, si la courbe (i)l)
est distincte de sa symétrique (^') et si elle se compose de p arcs
réels séparés, la courbe (oAo) se compose aussi de p arcs réels
séparés : la raison en est que si tout est algébrique il y a une cor-
respondance birationnelle entre les coordonnées d'un point de (<sAo)
et celles d'un point de (^). Si la courbe (ill) est confondue analy-
tiquement avec sa symétrique et se compose de plusieurs arcs réels
séparés, un certain nombre p ^ sont chacun son propre symétrique,
les autres en nombre pair iq^ sont deux à deux symétriques :
dans ces conditions, la courbe (Jlo) se compose de p\-\-q\ arcs
séparés; la raison en est que la section par le plan^ == i du cône
qui a son sommet au centre de la sphère et s'appuie sur (i)b) se
compose de p^-{-q^ arcs séparés et que cette section et (cAo) sont
liées birationnellement. Ayant ainsi déterminé le nombre P d'arcs
séparés de (JL) et le nombre P, relatif à (A.,i), chaque surface s
ou s ' se compose de PP< nappes, physiquement distinctes, chacune
connexe; les indications précédentes permettent de reconnaître si
chaque nappe a deux côtés physiquement distincts ou non [le
résultat peut varier pour chaque nappe si (i(^) et (^ /) sont con-
fondues et en même temps (^i) et (^i)]-

Les points communs à (i(îî) et (^<><) fournissent un point singu-
lier sur la surface s ' et ceux communs à (^) et (^i) un point sin-
gulier sur s.

6. Enfin tout ce qui a été dit pour les symétries, et éventuelle-
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ment leur espèce, première on seconde, s'applique sans change-
ment en passant du paraboloïde <3? au paraboloïde V : la condition
nécessaire et suffisante pour que les trois surfaces (algébriques) s,
s ' , 7 aient un centre de symétrie, d'ailleurs commun, est que (i)L )
coïncide avec (^i) ou (^/,); les cônes des tangentes au centre,
qui est point conique, se déterminent sans changement. Ici pour
les surfaces réelles il ne s'agit que de courbes réelles au sens
vulgaire : c'est la seule différence entre les deux études.

De même pour que les trois surfaces algébriques 5, s ' ^ <r aient
un plan de symétrie, il faut et il suffit que (i)1») et ( ^ > < ) soient
symétriques l'une de l'autre soit par rapport à ce plan, soit par
rapport au diamètre perpendiculaire.

Pour que les trois surfaces 5, s^ <r admettent un axe de rota-

tion—9 il faut et il suffit que les deux courbes (i)l)) et (^) pos-

sèdent simultanément la propriété soit de se reproduire chacune
par cette même rotation, soit de s'échanger chacune avec sa symé-
trique 1)1/ OU ̂ .

Les courbes à torsion constante algébriques que j'ai données en
grand nombre fournissent donc sans effort un grand nombre
d'exemples de surfaces algébriques possédant les divers types de
symétrie et rotation.

7. Le paraboloïde <S' xî-\-y2= 2piz ne joue qu'un rôle effacé
dans cette étude : il est facile de construire des surfaces de révo-
lution réelles ayant le même ds2. En effet en posant

a?==7 'cos6 . y = = / ' s i n 0 ,
le c/s2 de ^ est

(n) ds^^dî^ (i— ^\

On aura une surface de révolution réelle en posant

ds^ === dî^ ( i — rl } -+- 7-2 ^02.
0" /

Xi== ri cos6i, y i=/ ' i s in6i , 7*1 = ar, 0 = — Sci
(1^ )

A / i — a 2 - - ^
/ ,<ï

dzi == dri / i — a2 — — 9
V pîV pî

on a est une constante réelle quelconque comprise entre o et T .
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On a aisément les formules paramétriques

[ /'i == ap ^ \ — a2 siny,
(i3) / « \ /? sin2<o\:(i-a«)/,^+-^-),

pour représenter la méridienne : on a ainsi une courbe fermée de
forme indiquée par la figure i 4 » se reproduisant périodiquement

par translation le long de Faxe Oz. Quand a varie, toutes ces
méridiennes sont des transformées homographiques simples de
l'une d^ellcs ou de la courbe

r-n
X == siny,

Y == ? i g"13?.

Ces surfaces sont les surfaces s correspondant à une courbe ^
et i(î»i coïncidant toutes deux avec un même petit cercle réel de la
sphère; «A. et c^i sont deux hélices circulaires tracées sur un même
cylindre de révolution, symétriques l'une de Fautre par rapport à
un méridien.

Si (^lï) et (^>i) sont deux petits cercles parallèles de la sphère,
on obtient un hélicoïde applicable sur ^.

8. Chaque couple associé SS' applicable sur le parabo-
loïde x2+y2•=2pz^ chaque couple ss^ relatif au parabo-
loïde .r2+y2== ' i p i z définit une congruence de normales à une
surface W dont on obtient aisément la relation caractéristique
entre les rayons de courbure principaux.

Nous savons qu'étant donnée une surface W, ses deux déve-
loppées S, S' et les points correspondants P, M, M' de ces surfaces
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sur la normale en Pà W^ si l'on fait rouler sans glissement S sur
une surface Si applicable sur ette^ la droite PMM/ invariablement
liée à S dans ce mouvement prend la position P ^ M i M ^ quand M
supplique sur le point homologue de S^ ; P» entendre une sur-
face W< correspondant à la même relation que W, Mi et M^ étant
les deux centres de courbure relatifs à P< sur W\.

Considérons donc une surface S, réduisons-la à ^, S' se réduit
à l'axe de révolution de ^?; la surface W est la surface de révolution
admettant pour méridienne la développante de parabole x2^ i p z
passant par exemple par le sommet. On trouve aisément qu'en

posant x==:psh—f on a le droit décrire en grandeur et signe, R

et R' étant alors de signe contraire,

( 1 5 )

on encore

(16)

R = PM = 4(^>+sh(x) ) ,
4

R'= PM'= £ ( ( y—shœ) ,
4

• 2 ( R — R') ==7?shoj,
•2(R+ R'):^^;

d'où la relation caracléris tique

/ ^ / ^ — I ^ ^ i,/21^21^(I7) a(-^)=sh(——)•
Pour les surfaces s et s\ inutile de recommencer un calcul : il

suffit, dans les formules générales (17), de remplacer p psir p i ,
on trouve ainsi
/ (̂  /^—^V • / 2 R - + - 2 R ' \08) ^_^_)=.n(——^——).

L'étude qui précède, suite de celle que Darboux avait amorcée,
donne le moyen d'obtenir explicitement toutes les surfaces, réelles
on non, satisfaisant à la relation (17) et à la relation (18). Les
formules renferment six quadratures, à savoir les trois quadra-
tures

Ce" de' — c ' de", Ce de" — c" de, Çc1 de — c elc'

po-ur obtenir la courbe (Jlo), et les trois quadratures analogues
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relatives à eti ; on remarquera que les quadratures donnant les
fonctions v et ^', c^est-à-dirê les méridiens des surfaces S et S' (on
s et s ' suivant le cas) ne sont pas nécessaires pour avoir les sur-
faces W : mais ces deux quadratures supplémentaires donnent les
lignes de courbure de la surface W,

9. 11 est intéressant de remarquer que les formules du début de
ce Chapitre

(19) a? == - f c" de'— c' de"— -L I c\ dc\ — c\ dc\ -+- — (c' c\ — c" c\)...
A ^ '.i ^J A

et celles qui définissent H, p, v1 supposent simplement que c,
c\ c" admettent des dérivées du premier ordre. Supposons, par
exemple, que nous considérions la fonction devenue classique
depuis Weierstrass

71= oo

(ao) f(t) ==^bncos^îant,
n ==0

où a est un entier positif impair ^3, b un nombre positif tel que

TTI 4- -

(2l) ———^<b<l .
Cv

Cette foïlction est continue pour toute valeur de /, intégrable dans
tout intervalle, mais n'a pas de dérivée.

Je prends c égal à la primitive de cette fonction, de sorte que c
est dérivable une seule fois; prenons pour cf une fonction continue
quelconque de t dérivable soit au moins une fois, soit une seule
fois, et calculons c" par la formule c"-==\/i—c2—c'2, de sorte
que c" est continue et dérivable comme c et c', une seule fois
comme c. Pour les fonctions c < , c? c'[ de la variable ^, nous
choisirons soit des fondrons usuelleSy dérivables indéfiniment, soit
des fonctions analogues à c, </, c\

II est clair que les formules (19) définissent alors .r, y, z comme
fonctions continués de à et ^, admettant des dérivées partielles
par rapport à ^, t^, mais non susceptibles d^être dérivées deux fois
par rapport à t.. On a ainsi une surface définie analytique ment ̂
constituée par un ensemble de points a*, y, z qui ont Ï» puissance
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du continu et se déplacent d'une façon continue quand t et t^
varient eux-mêmes d'une façon continue; en chaque point, il
existe un plan tangent bien déterminé.

Puisque les éléments différentiels du second ordre manquent, il
semblerait devoir être impossible de parler de directions asympto-
liques, de directions principales, de lignes asymptotiques, de
lignes de courbure. On peut pourtant, et c'est là le fait extrême-
ment curieux, définir ces éléments, analytiquement bien entendu,
avec un certain nombre (sinon toutes) de leurs propriétés géo-
métriques usuelles.

Cela tient à ce que les paramètres directeurs de la normale ne
font pas intervenir les éléments, différentiels du premier ordre, à
cause du choix particulier de l'exemple, si l'on se borne aux
surfaces s et s ' ( z ==+1 et s =—i), la surface T ( s == o) étant au
contraire privée de lignes asymptotiques ou de courbure ou même
simplement de directions asymptotiques ou de courbure en chaque
point.

J'ai dit qu'on pouvait pour s et s ' se borner à £ == -h i et la
surface ^, sinon on changerait c< , c\^ c\ de signe. On a

(^) t^ = (c^ c\) (dc1— dc\) - (6-'-+- c ' t } (de"— dc\)

et formules analogues d'où l'on déduit

(9.3) (c -+• c ^ ) d x ^ - ( c ' -^- c\) dy 4- (c*'-4- c\) dz = o,

ce qui prouve, comme on l'a remarqué déjà, que

(9-4) C^-Ci, C'^rC\, C"-}-C'\

sont les paramètres directeurs de la normale. Les directions
asymptotiques peuvent donc être définies par l'équation

^9.5) dx d(c-^- ci)4-û?y d(c'•^-c\)-{-dz d^c"-^ c'[) == o,

à défaut de l'équation

(9,6) (c -h ci^.r+Cc'^- c^r/sy +(c"+ c'[)dî^ = o,

qui n'existe pas ici. Les lignes asymptotiques sont donc définies
par la propriété d'admettre une tangente perpendiculaire à celle
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de la représentation sphérique : (Tailleurs, l'équation (a5) se
réduit à la relation d t d t ^ == o qui est bien intégrable.

Le fait que le plan tangent existe en chaque point de s permet
de parler de la représentation sphérique et le fait que les para-
métres de la normale ne font pas intervenir les éléments différen-
tiels permettent de plus de parler de tangentes aux courbes
images sphériques de courbes de la surface s^ quand celles-ci ont
une tangente. Mais il ne saurait être ici question de dire que le
plan osculateur de la ligne asymptotique est tangent à la surface,
car nous pouvons bien définir la différentielle première mais non
la différentielle seconde des coordonnées sur une telle courbe.

L/équation habituelle

(27)
dx -+- p dz _ dy -\- g dz

dp dq

définit en chaque point deux directions, puisque

C4-Ci C'-4- C\

^-TT-^ ^-^r^T

ces deux directions que nous pouvons appeler « directions prin-
cipales » sont conjuguées par rapport aux directions asympto-
tiques et de plus rectangulaires (conjuguées par rapport aux
lignes de longueur nulle). Pour définir les lignes de courbure
elles-mêmes, comme enveloppe de directions principales, mais
non par développables de normales, il faut résoudre Inéquation du
second degré en —, on a ainsi Fune ou Fautre de deux équations

(28) ^=Fi(^), ^=F,(^),

où les fonctions F( et Fa sont continues en t et ^ sans admettre
de dérivées partielles da premier ordre. Je ferai remarquer que,
avec la fonction de Weierstrass introduite plus haut, la condition
de Cauchy-Lipschitz n^sfpas vérifiée pour les équations (28), de
sorte qu^il faut une discussion plus détaillée pour résoudre si
Inexistence de lignes de courbure est ou non réalisée : la réponse
est fournie par la thèse de M. Montel : les équations (28) peuvent
être intégrées, mais il existe une infinité de lignes de courbure
passant par chaque point et tangentes à Fune des deux directions

i5L.
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principales : M. Montel a défini ce qu'il faut entendre par Vestuaire
de courbes intégrales en chaque point*

II ne peut être question sur la surface s de définir des rayons de
courbure principaux individuellement. Mais on peut évaluer une
aire infiniment petite sur .ç et Faire correspondante sur la repré-
sentation sphérique; le rapport.tend vers une limite calculée plus
haut.

(29) ^(^H)^

qui représente la courbure totale.
La surface s se trouve être applicable sur le paraboloïde ima-

ginaire ^ ou, si l'on préfère, sur l'une quelconque des nom-
breuses surfaces réelles qui ont été indiquées. Pour l'applicabilité,
il est strictement suffisant que les longueurs d'arcs se conservent,
mais ici de plus aux points correspondants, comme la courbure
totale a pu être définie, il y a conservation de la courbure totale
aux points correspondants.

D'autres exemples de cette nature peuvent être réalisés avec les
formules de Leiieuvre donnant une surface rapportée à ses lignes
asymptotiques ; ici c'était bien par les formules de Leiieuvre que
nos surfaces étaient définies.

Sur la surface s ou s^ de ce paragraphe nous connaissons un
réseau formé de géodésiques et de leurs courbes conjuguées :
sur 5, les courbes v == const. obtenues par une quadrature sont
géodésiques, au titre de chemin minimum sur la surface entre
deux points d'une région suffisamment petites, mais non pour
une raison déduite du plan osculateur ; les courbes v ' sont conju-
guées des précédentes, parce que les tangentes à deux courbes v
et v qui se coupent en un point sont conjuguées par rapport aux
deux directions asymptotiques au même point.

Enfin la surface s de ce paragraphe permet de trouver une sur-
face W bien définie, admettant en chaque point un plan tangent,
deux directions asymptotiques y deux directions principales, deux
rayons de courbure principaux; sur cette surface W on peut
même tracer deuxsériesde lignes de courbure. En effet, d'après les
formules (2) de ce Chapitre, la tangente en M à la géodésique
^== const. de s a pour cosinus directeurs dans le sens des u



croissants

(3o} c'c\—c"c\ c'^ci— cc\ cc\ — c ' C t
V / I — H Î î v^— H2 ' / I — H 2

et l'on porte sur cette direction positive âne longueur égale
à — u ^ puisque u est l'arc de la géodésique : le point de coor-
données

( 3 ï ) T. Ce" de - c1 de' — î Çc\ dc\ — c\ dc\ -+- T ( c' c\ - c" c\ )
2 «y % ̂ / 'Î

/.'/." ^/.,/
-^ ^ ^ 1 - ^ ^l „

V / 1 — H 2

décrit la surface W annoncée : la normale s'obtient par les for-
mules (3o) qui ne font pas non plus intervenir les éléments diffé-
rentiels; donc les directions asymptotiques et principales existent
en chaque point, exactement comme pour s. L'équation différen-
tielle des lignes de courbure s'intégre, car elle se réduit ̂ dvd^ ==o ;
on peut donc définir pour rayons de courbure principaux les
distances de ce point à M et M' ; le long des lignes de courbure, la
normale à W a une enveloppe. Mais cette fois l'équation différen-
tielle des lignes asymptotiques définit en chaque point un estuaire
de lignes asymptotiques tangentes à chaque direction asymptotique.

Nous avons donc bien établi la différence qui existe entre les
deux équations aux dérivées partielles signalées plus haut :

^)-C^)
et

î ( R — R') . / % R + 2 R ' \——————. = sin ( —————— ).
P \ P 1

APPENDICE.

L'étude que j'ai entreprise dans ces deux Mémoires répond en
somme à la question mise au concours par Darboux pour la fin de
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Farinée 19045 il proposait d'étudier, surtout au point de vue algé-
brique, les surfaces applicables sur le paraboloïde.

M. Servant, dans son Mémoire couronné, a traité la question
dans un esprit tout différent.

La conception de Darboux exigeait en réalité l'étude préalable
des courbes algébriques à torsion constante; cette question nou-
velle fut mise aa concours pour la fin de l'année i9 i4 ; je ra i traitée
dans un Mémoire récompensé par l'Académie.

Le i3 mars 1905, aux Comptes rendus de l'Académie des
Sciences^ t. 104, igoS, Darboux a développé succinctivement
quelques points de la théorie du paraboloïde et ce n'est qu'après
impression des deux Mémoires de ce Bulletin que j'ai pris connais-
sance de cette Note de Darboux. Darboux signale, sans commen-
taire, que chaque surface S recouvre physiquement ^, mais que
chaque surface S' et V se correspondent uniquement point réel
pour point imaginaire. Malgré la Note de Darboux, cette circons-
tance curieuse n'a donné lieu à aucun travail avant les deux
Mémoires que j'ai donnés sur ce sujet en 1920 et 1921 au Bulletin
des Sciences mathématiques. Je me trouve avoir du même coup
répondu à un désir exprimé au sujet des systèmes cycliques réels
par Darboux ( Théorie des Surfaces^ t. 4, p. 162).

Dans cette Note de 1905, Darboux signale la cubique de M. Lyon
comme la courbe à torsion constante la plus simple et indique les
surfaces S et S' qui en dérivent : il n'y a qu'un changement insi-
gnifiant entre les notations de Darboux et les miennes. Sous la
direction de Darboux, M. Estanave a construit des modèles en
plâtre de ces deux surfaces particulières; ces deux modèles sont
déposés à la Sorbonne et photographiés dans l'article de M. Esta-
nave (Bulletin des Sciences mathématiq ues^ 2e série, t.29, i9o5).
M. Estanave se contentant de construire diverses sections planes
parallèles de ces surfaces, son étude ne fait pas double emploi avec
la mienne.

Darboux termine sa Note en proposant de construire toutes les
courbes unicursales à torsion constante, imaginaires déduites de
l'identité de Bezont à quatre polynômes

A D — B C = = i .

J'ai résolu cette question complètement dans une Note présentée



par Darboux à PAcadémie le 22 janvier 1917, quelques jours
avant sa mort.

La question du paraboloïde était restée chère à Darboux : il en
avait exposé le prélude dans le Tome III de lai Théorie des Sur-
faces; je regrette que la mort ait empêché Darboux de lire et de
juger l'étude insérée dans ce Bulletin.


