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SUR LES CYCLES LIMITES;

Par M. H. Durac.

INTRODUCTION.

1. Exrost pE LA Question. — Nous appellerons caractéristique
une courbe réelle définie par une équation différentielle

X(z, y)ydy +~ Y(z, y)de = o.
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Nous supposerons provisoirement, afin de simplifier les énoncés,
que X et Y sont des polynomes en z et y. Une caractéristique
fermée sera un cycle.

L'étude des courbes définies par cette équation différentielle
permet, d’aprés les travaux de Poincaré et de M. Bendlxson( )
de donner les énoncés suivants :

A. Les coordonnées d'un point d'un arc de courbe S étant
exprimées en fonction d’un paramétre, soient M, et M deux points
woisins, situés sur S, définis par les valeurs ¢, et ¢ du paramétre.
Supposons que de M, et M partent deux caractéristiques voisines
Co et G, qui, suivies toutes les deux-dans le méme sens, vont
couper de nouveau S en M| et M’ de paramétres ¢, et t'. Si l’arc
MM de C, ne contient aucun point singulier de l’équation
différentielle et si C, n’est pas tangent a S en M), on a

t'= h(t),

la fonction h(t) étant une fonction holomorphe dans le voisi-
nage de t = t,. La loi de conséquence qui lie les positions de M
et de M’ est holomorphe.

B. Si¢ un cycle I ne passe ni par un cov, ni par un point sin-
gulier multiple [point d’intersection multiple des courbes
X(z,y)=0, Y(z,y)=0], il est possible de déterminer de
part et dautre deT deux régions annulaires adjacentes a T,
Uune 1 intérieure a T, Uautre E extérieure, telles que pour
chacune d’elles on soit dans Uun des deux cas suivants :

° Aucune des caractéristiques passant & l'intérieur de la
région n'est un cycle;

2° Toutes les caractéristiques passant a U’intérieur de la
région sont des cycles.

Le cas qui se présente pour la région I se présente également

(') PoiNcARE, Journal de Mathématiques, années 1881 et 1882; BENDIXSON,
Acta mathematica, t. XXIV. Ce sont les seuls travaux que je connaisse sur ce

B

sujet et c’est & eux que je renverrai en citant les noms de Poincaré et de
M. Bendixson.
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pour la région E. Si le cas 1° se présente, I' est dit un cycle
limite.

C. S’ilnly a aucun cycle passant par un col ou un point
singulier multiple, les cycles limites sont en nombre fini.

Si une caractéristique C aboutit & un nceud, ou aboutit a un
point singulier multiple, en traversant une région dent toutes les
caractéristiques aboutissent 3 ce méme point singulier, on sait
qu’il n’y a pas lieu de prolonger C au dela de ce point. 1l n’en est
plus de méme si ce point est un col, ou s’il y a des caractéristiques
aussi voisines que I'on veut de C et n’aboutissant pas au point sin-
gulier. La caractéristique C admet alors un ou deux prolonge-
ments. Nous désignerons par G, 'ensemble de C et de 'un de ses
prolongements.

L’étude des caractéristiques dans le voisinage d’un col ou d’un
point singulier multiple m’a permis de généraliser de la maniére
suivante les énoncés A, Bet C :

Al. Silarc MgM| de Cy passe par un seul col, la loi de cor-
respondance entre les points M et M! considéres dans Uénoncé A
se met, en prenant £, = o, sous la forme

t— ty=trf(t);

A est un nombre positif fourni immédiatement par I'équation dif-
ferentielle, la fonction f(t) définie pour t voisin de zéro n’est
pas nulle pour t=o. Elle se présente, si A n’est pas rationnel,
sous la forme d’une série dont les termes sont des polynomes
en ¢\ les coefficients de ces polynomes étant des séries entiéres
en ¢.

Bien que f ne puisse étre considérée, en général, comme une
série entiére en ¢ et t*, cette fonction jouit de la propriété suivante
qui permet de 'employer commodément dans les démonstrations.
Quel que soit le nombre positif s, on peut écrire

S(t) = Py(¢, )+ R (2),

P, étant un polynome en ¢ et ¢ et R,(¢) tendant vers zéro avec ¢.
Si A est rationnel, ou si 'arc MyM;, contient plusieurs cols ou
des points singuliers multiples, la loi de correspondance entre M
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et M’ est plus compliquée, mais jouit d’une propriété analogue
a celle que nous venons d’énoncer.

B'. Soit T, un cycle passant par un ou plusieurs points singu-
liers. En un point quelconque M, sur I'y menons une droite, par
exemple la normale en My a T'y. On peut déterminer sur cette
droite, de part et d’autre de My, deux points M, et M, tels que,
pour chacun des segments M¢M, et MyM,, on soit dans l'un
des deuzx cas suivants :

1° Aucune des caractéristiques rencontrant le segment n’est
un cycle;

2° Toutes les caractéristiques rencontrant le segment sont
des cycles.

Il est possible que I'un des cas qui se présente pour I'un des
segments ne se présente pas pour l'autre.

C'. Les cycles limites sont en nombre fini.

Les démonstrations données supposent seulement que les earac-
téristiques que nous considérons sont situées dans ane région telle
que, dans le voisinage de tout point de cette région, X(z, y)
et Y (z, ») soient des fonctions holomorphes de x et y.

Dans I'Introduction, aprés avoir rappelé quelques résultats dont
je ferai usage, j’établis quelques lemmes que j’utiliserai dans la
suite.

Dans la premiére Partie, j’établis une forme de l'intégrale géné-
rale de I'équation différentielle, valable dans le champ réel, pour
le voisinage d’un col.

Je me sers de cette intégrale pour étudier la forme de la loi de
correspondance qui lie les points d’intersection M et M' de deux
arcs S et S’ avec une caractéristique C voisine d’un arc caracté-
ristique G, passant par un col. Je démontre le théoréme B’ pour
un cycle 'y passant par un ou plusieurs cols.

Dans la deuxiéme Partie, je considére un point singulier, que
Jappelle point exceptiorinel, dans le voisinage duquel 1'équation
différentielle peut, en choisissant convenablement les axes, se
mettre sous la forme

[@ + Xatz, )] dy + Yoz, y)dz =o,
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X et Y, étant des séries entiéres en z et y dont tous les termes
sont au moins du second degré. Je traite, pour le cas de points
exceptionnels, les problémes traités dans la premiére Partie pour
le cas de cols.

Dans la troisiéme Partie, je considére un point singulier abso-
lument quelconque, et a I'aide des résultats précédents j’étudie la
forme de la loi de correspondance quilie les points d’intersection
M et M’ de deux arcs S et S’ avec une caractéristique C, voisine
d’une caractéristique G, passant par un point exceptionnel. J'éta-
blis le théoréme B’ pour un cycle passant par un nombre quel-
conque de points singuliers.

Dans la quatriéme Partie, avant de démontrer que les cycles
limites sont en nombre fini, je considére le cas d'un point singu-
lier (centre) auquel aucune caractéristique n’aboutit avec une
tangente déterminée. Je montre que les caractéristiques voisines
de ce point sont ou bien toutes des spirales, ou bien toutes des
cycles entourant le point. Considérant plus particuliérement le cas
ou X et Y sont des polynomes, je montre comment la loi de cor-
respondance peut s’étendre a des caractéristiques présentant des
branches infinies.

Je compte développer dans un autre travail les résultats que j’ai
obtenus sur les principales circonstances qui peuvent se présenter
dans la disposition des caractéristiques ainsi que sur le nombre et
la position approximative des cycles limites.

2. Lo1 DE CORRESPONDANCE DANS LE VOISINAGE D'UN ARC DE CARAC-
TERISTIQUE NE PASSANT PAR AUCUN POINT SINGULIER. — (onsidérons
une équation différentielle écrite sous la forme

dr _ dy
Xz, y) Y(z,7)

(1) = dsz,

X et Y étant deux fonctions holomorphes de = et ) dans le voisi-
nage de n’importe quelles valeurs de z et y correspondant aux
coordonnées d’un point d’'un arc My, M| de caractéristique G, que
nous allons considérer. Soient S et S’ deux arcs de courbe passant
respectivement par M, et M|. Faisons les hypothéses suivantes :

1° Dans le voisinage de My, de coordonnées xq, y,, les coor-

,

LI. 1y



— B0 —

données d’un point M de l'arc S sont des fonctions holomorphes
d’un paramétre ¢t que 'on peut supposer nul pour le point M, ;

2° Dans le voisinage de M|, de coordonnées z,, 5, les coor-
données d'un point M’ de I'arc S’ sont des fonctions holomorphes
d’un paramétre ¢', que I'on peut supposer nul pour le point M ;

3° La caractéristique G, de I'équation (1) n’est pas tangente
en M{ a la courbe S/;

4° Si Ton’parcourt I'arc MyM, .de C,, on ne passe par aucun
point singulier de I'équation (1).

Nous allons montrer que si l’on considére une caractéris-
tique C passant par un point M de paramétre t, situé sur S et
voisin de My, cette caractéristique rencontre S' en un point M'
de paramétre t' et nous acons la relation

(2) t="nh(t), htysct+cyt*+...,

h(t) étant une fonction de t holomorphe et nulle pour t = o.
Lorsqu’on va de My en Mj en suivant C,, le paramétre 5 qui
ligure dans ’équation (1) reste fini, puisqu’on ne passe par aucun
point singulier : 5 varie de zo 4 3,. On peut supposer z,=o. Si
Pon considére une caractéristique C partant, pour z = 3,, du
q P I 9
point M, voisin de M, sur S, ayant pour coordonnées x, et j, et
fourni par la valeur ¢ du paramétre, les coordonnées d’un point
P ’ P
z, y de cette caractéristique seront, d’aprés un théoréme de
Poincaré, des fonctions holomorphes de z et de ¢, dans le voisinage
9y )
de t=o0 et de z =23 ,=o0. En effet, x et y sont des fonctions
0 ’ )
holomorphes de x, et y, pour z, voisin de z, et ), voisin de y,.
Ce seront donc des fonctions holomorphes de ¢. Ce sont des fonc-
tions holomorphes de 5 d’aprés I’équation (1). Nous avons
(x=zp+as+at+...,
(3) - .
y =30+ b,z—i—i.:t ey
en n’écrivant que les termes de moindre degré en z et (.
Les coordonnées d’'un point M’ de I’arc S’ s’expriment dans le
p
voisinage de M, sous la forme
(r=xy+at+...,

4
4 z}’=)’;,—!—b'l'+...,



— 3l —

en n’écrivant que les termes de moindre degré et désignant par
«', b’y comme par @, b, «, 3, des constantes. Cherchons l'intersec-
tion de C représentée par (3) avec S’ représentée par (4). On
aura
as+a2t+...=a't'+,..,
bs+Bt—+...=0b6t'+....

La quantité ab’— ba’ n’est pas nulle, car la caractéristique Co,
obtenue pour ¢ = o, n’est pas tangentea S’ au point Mj: On peut
donc, pourt, 5 et ¢ voisins de zéro, tirer z et ¢’ en fonction de 1.
Ces fonctions sont holomorphes et nulles pour ¢t =o.

Il en résulte d’abord que, pour M voisin de M,, la caractéris-
tique G- coupera S’ en un point M’ ¢t ensuite que la valeur du
paramétre t' correspondant au point M’ sera bien de la forme (2).

Remarque I.— Nous supposons implicitement que les dérivées
de z et y exprimées en fonction de ¢, pour un point de 'arc ', ne
sont pas nulles toutes les deux pour ¢’ = o. Cela est toujours pos-
sible si M} est un point ordinaire de S'.

Remarque I1. — Si M, est un point ordinaire de 'arc S et si la
caractéristique G, n’est pas tangente en M, a S, le paramétre ¢ du
point M pourra étre considéré comme une fonction holomorphe
de ¢ dans le voisinage de ¢/=o. Il en résulte que, dans la for-
mule (2), la constante ¢, n’est pas nulle.

Lorsque les conditions que nous venons d’énoncer plus haut
seront vérifiées, nous dirons, pour abréger, qu’il y a une corres-
pondance holomorphe entre les points M et M/, ou une caracté-
ristique C rencontre respectivement les courbes S et S'.

Nous avons ainsi obtenu une généralisation de la loi de consé-
quence obtenue par Poincaré (année 1881, .p. 257) pour deux
points de rencontre consécutifs d’une caractéristique avec une
courbe S. «

Cette loi de correspondance nous donnerait facilement la démon-
stration des théorémes B et C. Pour généraliser ces énoncés B
et C, nous chercherons comment doit étre modifiée la loi de cor-
respondance lorsque 'arc M, M| de C, traverse un point singulier.
I est nécessaire pour cela de préciser d’abord quels sont les divers
types de points singuliers, comment on prolongera une caractéris-
tique au dela d'un point singulier, et quels sont les cycles qu'il y
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a lieu de considérer. C’est ce que je ferai dans les trois paragraphes
suivants, en exposant la question d’aprés les travaux de Poincaré
et de M. Bendixson. Il ne faut voir dans cet exposé qu’un rappel
de résultats connus, que j’ai groupés de la maniére qui m’a paru la
plus simple. J’ai introduit quelques dénominations nouvelles pour
la commodité du langage.

3. Skeararrices. — Logsqu'il sera question dans la suite d’un
arc de caractéristique aboutissant a un point P, il s’agira d’'un
arc limité au point P. Une caractéristique prolongée au dela du
point P sera composée de deux arcs aboutissant a P,

Soit C un arc de caractéristique aboutissant & un point singu-
lier P avec une tangente déterminée. Menons la normale en un
point M de C, considérons les caractéristiques voisines de C et
suivons-les dans le sens qui va de M vers P. On sait que I'on peut
déterminer sur la normale en M, de part et d’autre de M, deux
points M, et M, tels que l'on soit dans l'un des trois cas sui-
vants :

1° Toutes les caractéristiques traversant M, M, aboutissent a P;

2° Aucune caractéristique, autre que C, traversant M, M,,
n’aboutit a P; ,

3° Les caractéristiques traversant l'un des segments MM,
ou MM, aboutissent a P, les caractéristiques traversant lautre
segment n’aboutissent pas a I’.

Dans le premier cas, nous dirons que C est intérieur a une
région nodale relative a P.

Dans les cas 2° et 3°, nous dirons que C est une séparatrice
relative au point singulier P (*). D’une facon moins précise,
nous dirons que C est une séparatrice lorsque, sur I'un des cotés
au moins de C, il n’existe pas de caractéristiques voisines de C
aboutissant a P.

Considérons un cercle de centre P et de rayon assez petit pour

(1) Ces séparatrices sont identiques « aux caractéristiques aboutissant a P
d’une maniére telle qu'elles aient des prolongements » considérées par M. Ben-
dixson (p. 25) dans un cas plus général que celui que nous envisageons, en sup-
posant X et Y holomorphes au voisinage de P.
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ne contenir a son intérieur aucun point singulier autre que P.
Nous pouvons supposer que M se trouve a U'intersection de C et du
cercle. Supposons que le point M, soit a droite pour un observa-
teur placé en M et regardant dans le sens que I'on suit sur C pour
aboutir en P. Si les caractéristiques rencontrant MM, n’abou-
tissent pas a P, nous dirons que les caractéristiques situées a droite
de Cn’aboutissent pas a P. Dans ce cas, il existe un arc de carac-
téristique C aboutissant a P tel que, a I'intérieur du secteur situé
a droitc de C, limité par C, C' et le cercle, il n’existe aucune
caractéristique I" aboutissant au point P. Si, partant d’un point de
ce secteur, on suit une caractéristique I' toujours dans le méme
sens de maniére & se rapprocher d’abord de P, on s’en éloigne
ensuite et 'on sort du secteur. Nous dirons que ce secteur cons-
titue un secteur répulsif ou une région répulsive relative a P. Les
caractéristiques situées dans cette région répulsive présentent une
disposition analogue a celle de branches d’hyperboles asymptotes
a deux droites jouant le role de G et de C/. On convient de consi-
dérer C/ comme le prolongement a droite de C au dela du
point P.

Si les caractéristiques rencontrant MM, n’aboutissent pas a P, il
existe un arc C’ de caractéristique aboutissant a P, qui estle pro-
longement & gauche de C au dela de P et qui limite avec C une
seconde région répulsive relative a P.

Sauf dans le cas dont nous parlerons plus tard d’un point semi-
singulier (n° 5), C' et C" sont deux arcs distincts.

Si une caractéristique G n’est pas une séparatrice, elle est
intérieure & une région dont toules les caractéristiques aboutissent
a P (région nodale ou région attractive relative ¢ P). On con-
vient de ne pas prolonger cette caractéristique au dela de P. Pour
définir le prolongement d’une pareille caractéristique, il faudrait
une convention. On ne voit ni-lutilité, ni méme la possibilité de
faire une convention générale de ce genre.

Remarque I. — La convention, faite pour prolonger une sépa-
ratrice G au dela de P, revient a dire que le prolongement a droite
C’ est choisi de telle fagon que les caractéristiques situées a droite
de G et voisines de C restent voisines du prolongement C'. Par
conséquent, si C/, prolongement a droite de C, aboutit & un nou-



— B4 —
veau point singulier Py, on doit considérer le prolongement a droite
de C' au dela de P,. Si 'on a commencé a prolonger C a droite,
on doit faire tous les prolongements successifs a droite. Si les
caractéristiques voisines de C et situées a sa droite aboutissent a un
point singulier P’, aprés étre passées dans le voisinage-de divers
points singuliers, on doit arréter en P’ le prolongement de C. Il
résulte également de ce qui précéde que, si C peut admettre deux
prolongements, C ne peut admettre plus de deux prolongements,
quel que soit le nombre de points singuliers traversés.

Remarque 11. — Une séparatrice limite deux régions dont les
caractéristiques ont en général une allure toute différente. Les
séparatrices sont les seules caractéristiques G telles que des carac-
téristiques voisines de G et situées de part et d’autre de C ne
restent pas voisines.

4. CycLes. — Nous réserverons dans la suite le nom de cycle
A une caractéristique fermée ne passant par aucun point sin-
gulier.

Un cycle limite est un cycle C tel que les caractérisliques voi-
sines de C soient des spirales s’approchant indéfiniment de C si on
les suit dans un sens convenable. On sait que si les caractéris-
tiques voisines de C et situées de I'un des cotés de C sont des spi-
rales se rapprochant indéfiniment de C, il en est de méme des
caractéristiques situées de 'autre coté de C et voisines de C.

Si les caractéristiques voisines d’un cycle C ne sont pas des spi-
rales ce sont des cycles, et C sera dit un cycle ordinaire.

S’il existe une courbe fermée C composée d’arcs de séparatrices
reliant entre eux divers points singuliers, et si 'une au moins des
régions limitées par C ne contient aucune caractéristique aboutis-
sant a 'un des points singuliers situés sur C, nous dirons que Cest
un cycle singulier.

Un cycle singulier parcouru a partir d’un point régulier est
composé d’une séparatrice et de ses prolongements, faits ou
toujours a droite, ou toujours a gauche. Le cycle singulier peut ne
passer que par un seul point singulier.

11 ne nous sera pas utile de considérer les autres courbes fermées
composées d’arcs de caractéristique.
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5. DIvVERSES ESPECES DE POINTS SINGULIERS. — Nous pouvons
classer les points singuliers de deux facons différentes, selon que
nous considérons la disposition*des caractéristiques dans le voisi-
nage des points singuliers, ou que nous considérons la forme de
I’équation différentielle dans le voisinage du point singulier.

Les deux points de vue sont bien distincts : des équations de
formes différentes peuvent fournir des caractéristiques ayant la
méme disposition dans le voisinage du point singulier considéré.
Le premier point de vue intervient seul dans les questions qui
peuvent se résoudre avec la seule notion de continuité des carac-
téristiques. Il sera nécessaire de nous placer au second point de
vue pour I’étude de la loi de correspondance lorsqu’une caracté-
ristique passe dans le voisinage d'un point singulier sans y
aboutir.

Examinons dans ¢e paragraphe les points singuliers au point de
vue de la disposition des caractéristiques.

Toute caractéristique qui aboutit a un point singulier P, ou bien
aboutit au point P avec une tangente déterminée, ou bien est une
spirale qui s’enroule autour de P, en s’en rapprochant indéfini-
ment. Celui de ces cas qui se présente pour une caractéristique se
présente également pour toutes les caractéristiques qui abou-
tissent a P. Ce résultat rappelé, nous pourrons distinguer les cas
suivants :

1° Aucune caractéristique n’aboutit au point P. Le point P sera
dit un centre (').

2° Des caractéristiques aboutissent au point P et aucune d’elles
n’y aboutit avec une tangente déterminée. Le point est un foyer.
On peut (n° 52), de P comme centre, décrire un cercle tel que
toutes les caractéristiques passant a l'intérieur du cercle soient
des spirales aboutissant a P. Il n’y a pas de séparatrices relatives
aP.

3° Des arcs de caractéristiques aboutissent 2 P avec une tan-
gente déterminée et ce sont tous des séparatrices relatives a . Le

(1) Cet énoncé constitue une définition du mot centre. M. Bendixson (p. 26) a
donné une définition des centres légérement différente de celle donnée par Poincaré
(année 1885, p. 179). Je montrerai (n° 52) que, dans le cas oi X et Y sont holo-
morphes dans le voisinage de P, les trois définitions sont équivalentes.
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point est un col. Les arcs de caractéristiques aboutissant & un col
sont en nombre fini et pair. Chacun de ces arcs admet deux pro-
longements. Toute région limitée par deux arcs de caractéristiques
voisins aboutissant a P est une région répulsive.

4° Des arcs de caractéristiques aboutissent a P, chacun avec une
tangente déterminée, ct aucun d’eux n’est une séparatrice. Le
point est un nco'ud. On peut, de P comme centre, décrire un
cercle tel que toute caractéristique passant a 'extérieur du cercle
aboutisse au point P avec une tangente déterminée.

5° Des arcs de caractéristiques aboutissent a P avec une tangente
déterminée et certains d’entre eux, mais non tous, sont des sépa-
ratrices. Nous dirons que P est un point mizte. 11 y a un nombre
fini de séparatrices aboutissant a P, chacune d’elles admet un ou
deux prolongements. Décrivons, de P comme centre, un cercle ne
contenant i son intérieur aucun point singulier autre que P. On
peut démontrer que 'on peut prendre le rayon de ce cercle assez
petit pour qu’il ne coupe chaque séparatrice qu’en un point. Appe-
lons séparatrices voisines celles dont les points d’intersection N
et N avec le cercle déterminent un arc NN’ qui n’est coupé par
aucune autre séparatrice relative a P. Deux caractéristiques voi-
sines qui sont le prolongement I'une de 'autre limitent un secteur
répulsif. Deux caractéristiques voisines qui ne sont pas le prolon-
gement I'une de l'autre limitent un secteur attractif ou rodal.

I’exemple le plus simple de point mixte est fourni par I'équa-
tion

z*dy + y dz = o,
1

dont Vintégrale générale est yy = Ce”. La région pour laquelle on
a z <<o est une région nodale. Les deux régions limitées par
x =0, y = o, eL pour lesquelles on a z > o, sont des régions
répulsives. La partie positive de Oz est une séparatrice ayant pour
prolongements les deux portions de Oy. Nous pourrons désigner
d’une fagon générale, sous le nom de points a région répulsive,
les cols et les points mixtes.

Remarque 1. — De tout ce qui précéde il résulte que, pour
généraliser la loi de correspondance et l’étendre aux caractéris-
tiques voisines d’une caractéristique G, traversant un point singu-
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lier, nous n’avons a considérer que les caractéristiques C, passant
par des points a région répulsive et limitant pour chacun de ces
points une région répulsive.

Pour généraliser I'énoncé B relatif a un cycle, nous n’aurons
pas d considérer d’autres courbes fermées que les cycles sin-
culiers.

Remarque II. — 11 est utile de signaler parmi les points singu-
liers ceux auxquels n’aboutissent que deux arcs de caractéris-
tiques. Ces arcs tangents en ce point singulier P a la méme droite
présentent en général la disposition des deux arcs d’une caracté-
ristique aboutissant a un point régulier. Nous appellerons pour
cette raison ces points points semi-singuliers (1).

Les deux arcs de caractéristique qui aboutissent a4 un point
semi-singulier, que l'on peut supposer en z =o, y = o, repré-
sentent une fonction y = f(x) qui peut étre holomorphe, ou algé-
broide pour £ = o0, ou n’étre ni holomorphe ni algébroide. Si I'on
considére I'équation

2+ x2(22+y2)| dy +xy (1 — 2t — y2) dor = o,
ui en polaires admet l'intégrale générale
p2Log sin20 + Cp2=1,

les deux arcs de caractéristiques passant par £ = 0, y = o sont les
deux portions de y = o.

Pour I'équation
2y dy —3x2dzr = o,

dont l'intégrale générale est y? — z*=C, les deux arcs de carac-
téristique aboutissant & £ =0, y == o sont donnés par

yr=ad.
Pour I'équation

(3) (a4 2yt+222y+2)%]dy + 22y + 2+ yt]ldzr =o,

il n’y a que deux arcs de caractéristique aboutissant au point

(') M. Bendixson a déja fait remarquer (p. 28) qu’un tel point « peut étre assi-
milé & un point régulier ». On peut montrer que, au point de vue de la loi de
correspondance, ils jouent un réle analogue & celui des points réguliers.
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=0, y=o0. Chacun de ces arcs est osculateur a l'une des
branches de la parabole y +z?=o. Ils ne peuvent représenter
une fonction y = f(z) holomorphe ou algébroide pour z = o. En
effet, 'équation (5) se déduit par le changement de variable

ur= 2?4+ y?

de I'équation
wrdy +~(y+ u)du=o,

équation qui admet comme seules caractéristiques passant par
u=o0, y=o0 les caractéristiques u =0 et y=o0(u), ou o(u)
n’est mi holomorphe ni algébroide pour «=o.

6. D1VERSES FORMES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DANS LE VOI-
SINAGE D'UN POINT SINGULIER. — Placons-nous maintenant au
second point de vue signalé. Supposons que le point singulier
soit =0, y = 0, et considérons I’équation différentielle (1) au
voisinage du point P(z = o, y = o).

1° Si le point P est un point simple des courbes

X(#z, ) =o, Y(m,-]')=°7

ct si ces courbes ne sont pas tangentes en ce point, P est un point
singulier ordinaire. Si on laisse de c6té le cas d’un centre ou
d’un foyer, un choix convenable d’axes permet de mettre I'équa-
tion sous la forme

(6) (x+..0)dy +~(Ay +ax+...)dz = o,

en n’écrivant que les termes du premier degré. . et o sont des
constantes, A n’est jamais nul. On a un co/ ou un neeud suivant
que X est positif ou négatif.

2° Si P est point multiple de I'une au moins des courbes

X(#, y)=o, Y(z.y)=o,

ou si ces deux courbes sont tangentes en P, nous dirons que nous
avons un point singulier multiple.

Parmi les points singuliers multiples, il y aura lieu de consi-
dérer a part le cas ou, par un changement d’axes, I’équation peut
se mettre sous la forme

(7) Xo(z, y)dy +~ [y + Ya(z, y)] dz,
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X, et Y, étant des polynomes ou des séries entiéres en x el y
dont tous les termes sont de degré supérieur a 1.

Nous dirons que dans ce cas le point singulier est un pomt
exceptionnel

On peut déterminer des séries entiéres Q,(z, y) et Ry(z, y)
ne contenant que des termes de degré supérieur au premier et
telles que, par le changement de variables

u=x+ Q(x, y), v =y 4+ Re(z, ),
les équations (6) et (7) prennent la forme

(8) wntldy 4+ (Ao +au+...)du=o.

Nous dirons que cette équation est une équation de forme
simple. Sil'on a n = 0, nous sommes dans le cas d'un point sin-
gulier ordinaire (col ou nceud). Si n n’est pas nul, nous avons
un point exceptionnel, qui sera un col, un nceeud ou un point
mixte, suivant le signe de X et la parité de n.

Nous dirons que nous avons un point singulier élémentaire
lorsque, en transportant l'origine en ce point et choisissant les
axes, I'équation différentielle peut se mettre sous la forme (6)
ou (7). Un point singulier qui ne sera pas un point élémentaire
sera appelé un point complexe. Cette distinction en points élé-
mentaires et points complexes nous sera beaucoup plus utile que
la distinction en points singuliers ordinaires et points singuliers
multiples.

7. Foncrions nominanTes. — Nous rencontrerons a plusieurs
reprises dans la suite des fonctions f(z, ) qui, pour leur emploi
dans nos démonstrations, devront vérifier certaines conditions.
Pour exprimer que ces conditions sont satisfaites j’emploierai,
a défaut d’expression meilleure, la locution suivante.

Etant donnés un nombre positif X et une fonction f(z, ¥), je
dirai que cette fonction satisfait aux conditions % — F > o, si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1° On peut écrire

Sz, y)=fo(®)+y i(x)+...+yrfu(z)+. ..,



— 60 —

les fonctions f, fi, ..., fa, - .. étant des fonctions continues de x

pour .
ofxzZll1.

2° 11 existe des nombres positifs F; tels que, pour oSz 21, on
ait, quel que soit 7,

|fi(#)[SFs
3° La série entiére en y
F(y)=Fo+yFi+32Fy+...+y2F,+...

est convergente pour ) =1,
4° On a
A—F@)>o.

Il résulte de ces hypothéses que f(z, y), considérée comme
série entiére en y, est absolument convergente pour |y | 1.

Les constantes I; sont des fonctions dominantes des coefficients
Jfi(z) de cette série en y. La fonction F(y) est une domi-
nante de f(z, 3’) pour o=z <1 et oSy S1. Enfin, pour ces valeurs

‘de z et de y, on a
l—ﬂf(xry):>o'

Si g(z, y) est une fonction holomorphe et nulle pour z =o,
=0, et si 'on fait un changement de variables x =az,, y="by,
ou a et b sont constants, on obtient

glazy, byy)=flzy, 31).

Montrons que I'on peut choisir a et b de maniére que f(z,, y)
vérifie les conditions A — F > o.

* Puisque g (z, ) est holomorphe pour z et y voisins de zéro, il
existe des nombres ¢ et 1 tels que g (z, y) soit représenté par une
série entiére en z et y, absolument convergente pour z =¢, y=m,.
Si nous faisons le changement de variables z =eu, y = ¢, nous

aurons
&gleu, no)=7y(u, v).

La série y(u, ¢) est absolument convergente pour u =1, ¢ =1.
On peut écrire '

Y(u, v)=vyo(u)—ori(u)+...+otyp(v)~+....



Soit T'(u, ¢) la série entiére en u et ¢ que I’on déduit de y(u,¢),
en remplacant tous les coefficients des termes en u et ¢ par leurs
valeurs absolues. Nous pouvons écrire

I(u, v)=To(u)y+ol'(u)+...4 02T, (u)+....
Pour oSu i1 et oSv¢Z1 ona, quel que soit n,
[Yn(w) | STn(u) ST (1), [v(w, 0)| <T(u,9).
La fonction y(u, ¢) étant nulle pour u=o0, ¢v=0, on peut
écrire
I'(w, v)=uA(u)+oB(u, ¢)
avec
A(u)=Ty(u), B(u,v)=Ty(u)+els(u)+...+er=-1,(u)+....
. A .
) _ . s ) "
Désignons par — un nombre supérieur a A(1) et a B(1,1). Nous

pouvons toujours supposer que le nombre r introduit ici n’est pas
supérieur & 1. Nous avons

(9) A—T(r, r)>o.
Si nous faisons un dernier changement de variables

nw=1rr, v =1ry,
nous avons

gz, y)=1(u, v)=x(reg ry1) = f(z, y1),
et la fonction f(z(, y,) jouit des propriétés suivantes :
1° flx, y)=vo(ra) +ryonm(re) +.oo+=rrytya(ray) +. ..

ou encore, en posant

Ju(zy) = rrya(ray),
on a

Sz y1) = fo(@r) + y1 fr(xr) +. .=y fu(@)) ..o

les f;(x,) étant des fonctions continues pour o=z, = 1.

2° On a
| fu(zy) | =] rayn(re) | < rla(r);

donc, en posant
n=rrl, (r),
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on a
[fa(21) | < Fp,

quel que soit 2, pour z, variant de 0 & 1.

3° Sil'on prend

F(y1)=Fo+y1Fi+...-+y2Fp+...,
F(y1)=To(r) +ryli(r)—...reyiTy(r),

cette série est convergente pour ), ==1, puisque
H()=T(r, r).
4° De F(1)=T(r, r) et de (9) on conclut que I'on a
A—F(@)>o.
La fonction f(z,, y,) satisfait bien aux quatre conditions
A—F>o.

Remarque I. — Si la fonction

F(@,7) =fo(2) + 3 fi(2) vty f(2) +. ..

est holomorphe pour |z|Zr1 et ) |Z1, nous conviendrons de
prendre toujours, pour nombre F, dominant de f,, la somme des
valeurs absolues des termes de la série f,(1). Cette convention
entraine, comme conséquences des conditions 2 — F > o, les pro-
priétés suivantes :

1° Quel que soit » on a, pour |z | <1,

A ——f,,(.l‘) > o.

2° [h—ful(z)] ' et [A— f(x, 3)]"* sont des fonctions holo-
morphes de z et )" pour |z | <<1et |y]|<1.

3° Sil'on ordonne f(x, y) suivant les puissances de z,

S y)=00(y)+xou(y) +...-2"on(y) +....
On a, quel que soit 2, pour |y |51,
A—on(y)>o.

Remarque Il. — Par analogie avec la convention faite plus
haut, si nous avons un nombre positif ) et une série entiére f(z)
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absolument convergente pour z =1, nous dirons que la fonction
JS(z) vérifie la condition A —F > o, si la somme des valeurs abso-
lues des termes de la série f(1) est inférieure a .

Remarque 111.— Conformément a une dénomination employée
(voir Goursar, Cours d’Analyse, t. 1II, p. 3), nous avons dit
que F(z) est dominante pour une fonction f(z), dans I'inter-
valle (o, 1), lorsque F(x) est positif et que I'on a

F() 2| f(2)]-

Nous aurons parfois, étant donnée une fonction f(z) positive ou
négative, a considérer une fonction F(x) positive ou négative,
mais telle que 'on ait

F(xr)> f(x) pour oZxZ1.

Nous dirons qu’en remplacant f(z) par F(z), nous augmentons la
fonction f(z). Nous augmenterons en particulier une fonction en
la remplagant par une dominante.

8. Lemms I. — L'équation différentielle
(10) e —2g(2)) L — (r 0y = o+t (),

ou \ et r sont des constantes positives, s un entier, g(z) et h(z)
des séries entiéres en x & coefficients positifs, convergentes
pour x =1, admet pour solution une série entiére

V= Qe x4 ap A,
quiest convergente pour r =1, et dont tous les coefficients sont
positifs si Uon a
A—g(1))>o0, sh—r>o,
En considérant I'équation sans second membre, nous avons

dy  (r+MNdzr _r+2»
¥ T z[h—zg(x)] Az

dr +u'(x)dr,

u'(z) désignant la dérivée par rapport a  d’une série u(z) entiére
en z. Cette série u est convergente pour z =1, d’aprés les hypo-
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théses faites sur g(z). On a donc, pour solution générale de

Péquation (10),

lf.L' l-!—; s—
y=Cx ‘tret4+zx le' | x

“YXeth(zx)dr.

L’expression sous le signef se met sous la forme

.\'—l‘—g .\'—,—. S+n—'l—-£
cox hpreox Fa.. .4+ cpx N,

(ui, aprés intégration, devient

r ” »
)\co xs—i )\Cl z‘.\‘+l—7‘ - - Aea x.v‘+n—7 .
SA—r SA+A—1r U SA+nk—r

D’aprés ’hypothése, sk — r > o, aucun des dénominateurs ne
peut étre nul. Cette série est, comme les précédentes, convergente
pour z=1. En faisant C = o, nous avons une solution particuliére
de 'équation (10) donnée par

y= Ae ps+1 (

¢ ¢y L cpxh
SA—7r  SA+A—r1 U sA+nk—r

On a bien, pour y, une série entiére en z convergente pour z=1.
Dans le cas ot on aurait 7 = ¢, ¢ étant un entier, toutes les
solutions de I'équation (10) seraient des séries entiéres; mais nous
ne considérons pas ces séries qui auraient un terme en x4+, c’est-
a-dire de degré inférieur a s + 1.

Pour montrer que tous les coefficients de la série entiére y qui
fournit la solution particuliére considérée sont positifs, posons

y = Agqy 25+ o apat ..,

8(Z)=g1+ &rT +...+ gax+...,

h(z)=h~+hox ...+ ot~ ..,

et calculons directement les coefficients a,, en nous servant de
I'équation (10). En remplagant y par la série et égalant dans les
deux membres les coefficients de 2", on a

N
(RA—r —X)ap=@n1 g1+ Az &2+ ..+ As+18n-s—1+ hy.

Le coefficient nh—r— 7 est loujours positif, puisque pour
n=s 41, qui est la plus petite valeur a attribuer a n, ce coef-
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ficient est égal a s) — r, c’est-a-dire positif. On voit donc succes-
sivement que @, @s. 2, ..., A, sont positifs.

Remarque. — la premiére partie du raisonnement s’applique
a I’équation

rlr-—.rg(z)] % —[v+xflr)]ly = h(x),

ou f, g et L sont des séries entiéres a coefficients quelconques
convergentes pour z =1. Si la série g(x) vérifie la condition
1—G >o0 (voir n° 7, remarque II), l’équation considérée
admet pour solution une série entiére convergente pour r =1.
On peut écrire

v+axflze) v
m-—; t lt(.l'i,

v étant la dérivée d'une série enliére convergente pour £ = 1. La
solution générale de I'équation est donnée par

y=Caver+ rren fﬁiﬁ.’il”_’ .

a1
La guanlité sous le signe veut s’écrire
g

Co+Ci T A4, ..l
v+t

Si v n'est pas un entier positif, nous obtenons pour -,
en raisonnant comme ci-dessus, une séric entiére convergente
pour z =1.

Siv est un entier, il y a deux cas a distinguer : 1° ¢, n’est pas
nul. Aucune solution de I'équation n’est une série enliére, car I'in-
tégration introduit dans y l'expression z¥e* Logx; 2° ¢y est nul.
Quel que soit C, on obtient pour y une série entiére convergente
ponr z =1.

9. Lewwe 1. — Considérons 'équation différentielle

d
(rn) x"+1d—{+g(.r)y+f(.r)=o,
ol n est un entier positif ou nul, g(x) et f(x) sont des fonctions
continues pour oSz S1. Cette équation admet une solution y ()

L. )
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et une seule se réduisant 2 y = o pour x = 1. Nous allons consi-
dérer cette solution pour z variant dans I'intervalle (o, 1). Etablis-
sons les propriétés suivantes :

1° La solution y(x) considérée est positive dans Uintervalle
(0, 1) st f( x) est positif dans cet intervalle.
En effet, si 'on pose

u(r)—f g(x)dz,

o+t

on a

an+1

.}’(.z‘)=eulx) /‘iw

2° Si l'on augmente g(z) (voir n® 7, remarque 1Il) sans
changer f(x), la solution y(x), nulle pour xr =1, augmente.
Soit G (z) > g (). Considérons la fonction Y (x) nulle pour z =1
et vérifiant 'équation

(12) x"+lj—Y+G(z‘)Y—.—f(r)—o

En retranchant (11) de (12), on a

o d_(Y_L)

+G(R)Y —g(r)y=o,
d(Y—y . ) .
rn+l T +G(z2)(Y—y)+[G(z)—gl(x)]y =o0.
Y — ) se réduit a zéro pour z =1. On a
[G(2) —g(2)]y >o.
On a donc, d’aprés 1°,
Y—y>o.

3° 8¢ U'on augmente f(z) sans changer g(x), la solution
Vy(z) augmente. Cela résulte immédiatement de la formule
donnée dans 1° et fournissant ) ().

4° Sil’on considere la solution y = »(x) de l'équation (11),
qui prend pour x =1 une valeur positive y = b, on a, toujours

dans Uintercalle (o, 1),

¢(2) >y ().
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En effet, les calculs d’intégration indiqués dans 1° donnent
(@) =y (2) + bew.

5° 1l résulte des propriétés précédentes que, si 'on augmente
les fonctions g(x) et f(z) dans Pintervalle (o, 1) et si 'on rem-
place la valeur initiale y (1) = & par une valeur plus grande, on
augmente, dans l'intervalle (o, 1), la solution y considérée prenant
pour z =1 la valeur y == b. ;

10. Foncrions semi-rEcuLiEREs. — Nous rencontrerons a plu-
sieurs reprises, dans la, suite, des fonctions f(x) qui peuvent, quel
que soit le nombre entier 7, se mettre sous la forme

J(#x)=Ps(2) +27Rs(2),

ot R, tend vers zéro en méme temps que x; P;(x) est une somme
d’un nombre fini de termes. Nous dirons qu’une telle fonction f(x)
est semi-réguliére pour £ = o.

Nous préciserons dans chaque cas la nature des termes qui
figurent dans les polynomes P;. Dans certains cas, ce sont des
puissances entiéres de z, dans d’autres cas des puissances entiéres
de z et d’expressions telles que z*, 2 Logz, ); étant des cons-
tantes positives et / prenant un certain nombre de valeurs.

Nous choisirons pour P; un polynome tel que, si p(.r) est I'un
quelconque de ses termes, le quotient p(z): 2% ou bien devienne
infini ou bien tende vers une limite finie lorsque x tend vers zéro.
Ce choix n’a rien d’obligatoire; ce qui nous sera utile, est la pro-
priété de n’avoir dans P, qu’'un nombre fini de termes.

Il est évident que la somme ou le produit de fonctions semi-
réguliéres est une fonction semi-réguliére. lLes fonctions semi-
réguliéres que nous rencontrerons seront en géncéral nulles
pour z =o. Nous pourrons, d’aprés la définition des fonctions
semi-réguliéres, parler du terme de degré infinitésimal minimam
pour une telle fonction. Pour les fonctions que nous rencontre-
rons, ce terme de degré minimum sera de la forme c.x”, c et v ¢tant
des constantes. Il n’y aura de termes en Logz que dans les termes
d’ordre plus élevé.

Nous allons démontrer la propriété suivante :

S¢ f(u) est une fonction semi-réguliére pour w=o et
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st u=g(x) est une fonction semi-réguliére et nulle pour z=o,
la fonction h(x) = f[g(x)] est semi-régulicre pour x = o.

Soient un entier 5 que nous fixons arbitrairement, et r et s des
entiers que nous déterminerons ultérieurement. On a

S) =Pr(u) =~ ' Rp(u) = ava[1+ A(u)] + uw R, (),
u=g(x)="Ps(u)+usR(u)= bxB[1+ B ()] + z¢ Rs(2);

au* et bxb désignent respectivement les termes de moindre degré
de f(u) etde g(z). A(«) et B(z) sont des polynomes nuls, 'un
pour u = o, 'autre pour z = o.

1° On peut écrire
u=~0xB(t+v),

¢ tendant vers zéro avec z. Sil'on remplace u par cette expression
dans u” R, (u), et si l'on suppose que 'on ait pris r tel que I'on
ait 37 > ¢, on aura

wR,(u)=2x%S(x),

S(z) tendant vers zéro avec . L’expression u”R,(«) ne fournira
(ue des termes de 2 (z) d’ordre supérieur a 5.

2° Montrons que P,(«) ne fournira, pour la fonction A(z),
qu’un nombre fini de termes dont le degré, infinitésimal par rap-
port a x, ne dépasse pas o.

Désignons dans la suite par L.u, pour abréger, le logarithme
de u.

Soit mu¥(Lu)” un terme de P,(u). L'exposant v' est zéro ou
un entier positif. Nous pouvons écrire

w==>56xB(1+ B) (14 xs-83),

s tendant vers zéro avec z. On a

muw(Lu) =mbabv(1+ By +x—Bz)
< [Lb+PLz + L1+ )+ L1+ xs-B3)|v.

Développons (1+B)” et (14 2¢"B3)” par la série du binome,
effectuons le développement de la puissance v' (entiére) qui figure
dans I'expression précédente. Considérons les termes qui con-
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tiennent 3. Ceux de ces termes ou z figurera avec 'ordre le plus
faible seront de la forme

myxpv-B+s (Lo + BLz)",

La valeur minimum de Pexposant v est égale a «. Par consé-
quent, si I'on prend s tel que l'on ait «B— B3 + s >> o, I’'ensemble
des termes contenant z sera de la forme z7S(x).

11 en résulte que z°R,(z) ne fournira que des termes de h(z)
dont le degré dépassera o.

Pour avoir les termes de A(x) fournis par un terme mu¥(Lu)

de P,(u), il suffit de consid¢ -:r I'expression
mbrBv (11} Lo+ BLx + L(1+ B)]v.

Cette expression ne fournira qu’un nombre fini de termes dont le
degré ne dépasse pas s.

En raisonnant de méme pour les divers termes de i)-,.(u), on voit
que I'on aura

hix)=fly(x)] = Pqs(x)+ 27 Rs(2x),

P, () ne contenant qu'un nombre fini de termes. La fonction A(x)
sera semi-réguliére pour x = o.

PREMIERE PARTIE.

CYCLES PASSANT DANS LE VOISINAGE DE COLS.

14. Manrcue suivie. — Nous établirons d’abord des formes
simples que ’on peut donner a 'équation différentielle, au moyen
de changements de variables valables dans le voisinage d’un col.
Ces formes simples faciliteront la démonstration de 'existence
d’une forme d’intégrale générale de I'équation différentielle, forme
valable dans le champ réel, pour le voisinage d'un col, ainsi que
Pétablissement des propriétés de cette intégrale.

A laide de celle-ci, nous obtiendrons la forme de la loi de cor-
respondance pour une caractéristique voisine d’une caracléristique
passant par un col. Nous entendons par la que, étant donné sur une

caractéristique C, un arc MM/, contenant un seul col, et consi-
0 0 ?
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dérant des arcs de courbes S et S' coupant C, respectivement en
M, et M, nous obtiendrons la relation qui existe entre les para-
métres qui définissent la position des points M et M ot une carac-
téristique C, voisine de Gy, coupe les arcs S et S'. A laide de la
loi de correspondance trouvée nous étudierons les caractéristiques
voisines d'un cycle singulier passant par un ou plusieurs cols.

12. SiMPLIFICATION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DANS LE VOISI-
NAGE n'UN coL. — Nous allons montrer que I'on peut, au moyen
de changements de variables, faire disparaitre dans une équation

(13) X(z, y)dy + Y (&, y)dzr =0

certains groupes de termes des séries entiéres X et Y.

On sait tout d’abord que, sil’on prend pouraxesz =o et ) = o
les deux caractéristiques qui passent par le col, I'équation (13)
prend la forme

(14) zdy+y[r+a(z, y) de=o,

A\ est une constante positive; a(x, )) est une série entiére en x
et y, nulle pour =0, y =o. Nous pourrons toujours, sans
changer la forme de cette équation, remplacer x par cx et y
par ¢,y de maniére que a(z, y) vérifie les conditions A — A >o
(voir n° 7).

Montrons que si A n'est pas un nombre rationnel et si 'on
désigne par r et s deux entiers positifs quelconques et par I(z, ¥)
et b(z, y) deux séries entiéres en z et y nulles pourz =o, y = o,
on peut trouver un changement de variable '

v=y1+i(z )]
tel que I'équation (14) prenne la forme
(14") zdv+ 0[N+ 2rvsb(2, v)]dx = o.

En désignant par o, 93, ¢35, ..., des fonctions de z seul,
cherchons a déterminer une fonction de la forme

s =ya(@)+rig(a)+...
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vérifiant 'équation aux dérivées partielles
(15) zer—y[h+a(z, y)]o)+hp=o0.
On peut mettre @(z, y) sous la forme
a(r,yy=zx2'(x)+ya(x)+yra(x)+...;
2" est la dérivée d'une série entiére o(z) nulle pour z=o;

a,, as, ... sont des séries entiéres convergentes comme nous
I'avons dit pour |z|<1. On a

o () + 2 (2)o () =0,

‘ol v, —e%@) it é 3 =
d’ou p, =e*®), en supposant que o, soit égal a 1 pour x = 0. ¢, est
une série entiére en x, convergente pour |z |<<1. Nous allons
voir qu'il en est de méme pour ¢, ..., 4, .... Si la propriété
est vraie pour ©;, ®,; ..., Ps_y, il en sera de méme pour @,. En
effet, en égalant a zéro le coefficient de y» dans (15), on a

(16) xop—[(n— l))\ -+ n-z'“l]‘?nz" A Yp—1-— AQp_3—— ..o Ap~1 P1.

Le second membre de cette équation est une série entiére en x,
convergente pour |z|Z1; I'équation (16) admettra donc (n° 8,
remarque) une solution ¢, qui sera une série entiére convergente
pour |z |<1.

Déterminons successivement les termes o, ©,, ... s el posons

Jre1(@) + yrea(@) +. . - yios(x).

Si dans (15) nous remplagons ¢ par f, les termesen y, y*, ..., )
disparaissent dans le premier membre de (15) et il reste, en dési-
gnant par v (z, y’) une série entiére,

(17) M+afe—y[h+a(@y)fy=yrttn@y).
Si V'on pose © = f + 4, la fonction ¢ vérifie I'équation

(18) ol —y [+ a(@, y) )+ 2 + y*in(z, y) = o.
En ordonnant suivant les puissances de z, on a

alr,y)=p0 () +xpi(y)+22Pa(y)+....
B2, y)=ne(y) + &0 (y) + 2202 (¥) +.. ..
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Cherchons une solution de (18) de la forme
Y=to(y)+2hi(y)+ 2 a(y) +...,

Yo, Y1» Y2, ... élant des fonctions de y seul dont nous désignerons
les dérivées par 4y, 4/, .... Ona

YN+ B() 1Yo — Ao+ ys+ine(y) = 0.

La série 3( y) vérifie (n° 7, remarque 1II) la condition A—B > o.
1l en résulte que cette équation différentielle en ¢, admet (n° 8,
remarque) pour solutions une infinité de séries entiéres en y;
Pune d’elles n’admet pas de terme du premier degré en y. Clest
cette série que nous prendrons pour fonction ¢,. Elle contient y-*+!
en facteur et sera convergente pour y = 1. Nous allons montrer
que de méme ¢,, ¥,, ... sonl des séries entiéres en y, conver-
gentes pour y =1 et contenant y**!' en facteur. Si nous supposons
la démonstration faite pour 4o, ¢, ..., ¢,_,, nous aurons en
égalant a zéro le coefficient de x*, dans (18),

YA+ B — (n+Mr = ys+inu+ y Bl +. ..+ ¥ Padl.

Nous pourrons désigner le second membre de cette relation
par ¥t ya(y), Ye étant une série entiére en ) convergente
pour y = 1. Nous aurons bien (n° 8, remarque) pour solution ¢,
de cette équation une série entiére en y convergente poury = 1.
On voit immédiatement qu’elle contient y**' en facteur. Déter-
minons les séries ¢y, ¥y, ..., ¥r_, et posons

glx, y)=%(y) +2xW(y)+...+2 1y ().

SilTon remplace ¥ par g dans le premier membre de (18) les
4
termes en z, z%, ..., '~' disparaissent en méme temps que les
termes ne contenant pas et nous avons

(19) zgx—y[A+a(2, ¥)]gy+Ag +ytin(a, y) =2y h(z, y).
Si nous ajoutons les équations (17) et (19), en posant

Kz, y)=f+8,
nous avons

K — y[A + a(z, y)]Ky+ AK = zrys+ih(z, y).
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Cette fonction K vérifie donc I'équation

(20) 2p—y [N+ al@, y)]op+ he = 2" ys*+ h(z, y).
Faisons le changement de variable

(21) v = K(z, y).

La fonction K est de la forme K = y |1+ {(z, y)] ou U=, y)
est une série entiére, nulle pour z = 0, y = o, on peut donc tirer
de la relation (21) » en fonction de ¢ et de 2. Faisons dans I'équa-
tion (14) le changement de variable (21). On a

rdv=zKydr + 2K dy =[zKy— y (A + a)K}] dz.

Si nous désignons par V(z, ¢) ce que devient le coefficient
de dz, lorsque y est remplacé en fonction de ¢ et de x, on obtient
I'équation

xdv+ V(x, v)dzx = o.

Si d’autre part on désigne par F(z, ¢) ce que devient une
fonclion v (z, y), lorsqu’on fait le changement de variable (21) et
(qu’on effectue ce méme changement pour I'équation (20), cette
équation devient

e Fo— [y (A + @)K} — 2K, | F, + AF = arys+th(z, y),
2 Fo—V(z, 0)F, 4+ AF = zres+1b(x, ¢).

Cette équation admet la solution I = ¢. On a donc
V(z, 0)=2r0 — 2" ys+1b(zx, v).

Le changement de variable (21) met bienI'équation (14) sous la
forme (14").

Remarque I. — Le changement de varviable (21) n’est valable
(ue si ¢ est assez petit pour que l'on ne puisse avoir K| = o, maix-
en remplacant ¢ par ¢v, et prenant ¢ assez petit, on peuat supposer
que le changement de variable est valable pour |z|S1, |¢|S1 et
que b(xz, v) vérifie les conditions \ — B> o0 (n° 7).

Remarque IlI. — Nous mettons ‘en particulier F'équation (14)

sous la forme
zde +¢[A—vb(x,v)]dx =o.
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On peut obtenir cette forme d’équation par un changement por-
tant sur z seul au lieu de porter sur y. L’équation (14) s’écrit en
effet

dy “ L 4za(x) dz + ya(z)+yray(x)+...

> P~ pe dxr = o,

avec les notations déja employées. Prenons une variable u définie

par

A+ za (x)dx= )\du,
x (13
En prenant la constante C assez petite et substituant a z la
variable u, on obtiendra I'équation

udy +y[A—yb(u, y)ldu=o,

b(u, y) étant une série convergente pour |u <1, |y |S1.

13. Cas ot % Est rarionneL. — Si lon a a = p: ¢, les entiers
p et q étant premiers entre eux, les raisonnements précédents ne
peuvent étre appliqués quels que soient r et s. Supposons pour
simplifier que I’équation ait d’abord é1é mise sous la forme (n° 412,
remarque 1)

_ rdy +y(h+a)dr
avec

a=ya(x)+yta(r)+...,

y, aq, ... ¢lant des séries entiéres en x.

Si nous cherchons, comme précédemment, a déterminer une

fonction
¢=yo1(r)+y20:(r) ...+ o (x)+. ..

vérifiant I'équation

(22) xeh—y(h+a)g+rp=o,

nous aurons %=1 et nous déterminerons sans difficulté o,,
©3, ...y @g, SCTies entiéres en x; mais nous serons en général
arrétés par une impossibilité, si nous voulons obtenir ©g,, sous

forme d’une série entiére. Nous aurons en effet, en désignant
par o, (x) une série entiére déja connue,

ZPgry — g APgr1=%g(2), gh=p,
So+1= Car + xpfiq_(ﬂdi.

apr+1
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Si a;(x) contient un terme c,z?, Iexpression de ©4,, con-
tiendra un terme ¢, z? L.z et ®g+1 D€ pourra étre une série entiére.
Nous éviterons cette impossibilité en considérant, au lieu de
I'équation (22), I’équation

2 —y (X + a)o) 4 ko = P+t

Nous aurons les mémes expressions qu’au n°® 12 pour les o;, si
I'on a { << ¢ + 1, mais on aura

29y — PPg+1=24(2) — c12P.

®g+1 sera donc une série entiére ou le coefficient de x? pourra
étre pris arbitrairement. On verrait de méme que I'on pourra
éviter les impossibilités qui peuvent se présenter dans la déter-
mination des termes ®sqy 1y Pagyty Pmgss €N considérant au lieu de
I'équation (22) une équation de la forme

(23) Zor—y(A4+a)g, Ao =9(c; Pl + a2 P2 + . ..+ xMIpma),

Ciy C2y .., Cp étant des constantes qui peuvent étre nulles.

Nous conviendrons, pour fixer les idées, de prendre égal a zéro
le coefficient du terme en z* qui reste arbitraire dans ©;q4,
pour { =1, 2, ..., m. )

Si nous supposons que I'on prenne m tel que I'on ait

mg +12s<(m+1)q

et si nous raisonnons comme au n° 12, nous voyons que, si I'on
désigne par 7 une série entiére en et y convenablement choisie,
on peut déterminer une fonction

S=y+r20:(2) +y303(x) +...+ yS¢s( @),

qui vérifie une équation de la forme

1=m
(3) @ femyM=a)fs i f=yicin Y e firsiaiv.
i=1
. b -
Sil’on pose @ =f+qJ et que 'on ren3place 9 par cette expres-
sion dans I'équation (23), on est conduit a considérer une fonc-
tion §(z, ») vérifiant I'équation

i=m

@l —y (A a)bi+ 2y + joriy +Z c,-f"’/“w"":E izt (f+ )t

i=1
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Cherchons a déterminer une solution de la forme
b=dg+ Y+ 2W,s.. .,

Yo, 1, 42, ... étant des fonctions de y seul. On voit que si 'on
pose a(o, ¥) =B(¥), Yu(y) est déterminé par une équation de
la forme

(n+2)n—y[A+ B +rs+1n(y) =o.

On voit immédiatement que, pour i =0 : 1° y;() est une série
entiére en y; 2° 4; () est une série entiére en y contenant y**! en
facteur. Il en résulte que si la premiére propriété est vraie pour
i==0, 1,2, ..., n—1, elle est également vraie pour i = n. Nous
en concluons que v, (y) est une série entiére. Examinons si ¢,,
Yy. ..., Yu_y étant des séries entiéres en y, contenant y**! en fac-
teur, il en sera de méme de ¢,. L'équation qui vérifie ¢, se met
sous la forme

n

yYu— [1 +1 +y't'(y)] Yn=yttan(y),

' (y) étant la dérivée d’une série entiére en y. La fonction 7, est
également une série entiére. On a donc

1

241 A s—1—2
Yu=Cypr ex+yr e* f Y *a(y) e~ dy.
On obtiendra pour ¥, une série entiére, en prenant C= o, si
I'intégration n’introduit pas de terme en Lz. Un pareil terme ne

s'introduira que si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1°¥ = -'-;1 est un entier. Ceci exige que l'on ait n = kp, k étant

n
S— = - .
un entier. 2° Le développement en série dey *nu(y)e* sui-
vant les puissances croissantes de y cgntient un terme constant.

. . . n . ) .
Ceci exige que I'on ait s — T <o,doun2 ;’ Puisque nous avons

d’autre part s2mg -1, nous aurons n2mp -+ g Il résulte des

N . . )
deux conditions trouvées que 'on a n2(m + 1)p.
Si nous prenons un entier r tel que I'on ait

rs(m—+1)p,

Yoy Y1y +.+y Yr_y seront des séries entiéres. On peut, en faisant



C = o dans ’expression de §,, supposer que ces séries contiennent
toutes y*+! en facteur. On le voit immédiatement en intégrant la

série qui représente la quantité sous le signe f . Posons

E=%+ah(y)+.. .+ 2 (),
on aura

(23) 28—y + a)gy+rg +ys+in
-+ Zcifiq+1xi/:_ Zci(f+ g)iq-l-l xip = x/-ys-(-lh(x’ _}')v

h(x, y) étant une série entiére en x et ).
Si nous ajoutons les équations (24) et (25), nous voyons que
K(z, y)=f + g est solution de I'équation

g — ¥ (X + a)gl.+ A = ;@1 xiP - v ys+h(z, y).
Il en résulte, en raisonnant comme au n° 12, que si 'on subs-
titue a y la variable ¢ définie par

v=K@, ),
I'équation (14) devient

rdv +vo[h— Xc;xiPvit-—zrosb(z, v)] dx = o.

ans la somm nombre ( pr valeurs 1, 2, ..., m.
Dans la somme X le bre end les val Y

La série b(z, v) peut étre supposée convergente pour |z |1,

|¢|<1, ainsi que nous 'avons dit (n° 12, remarque I).

14. ForME DE L'INTEGRALE GENERALE DE L’EQUATION DIFFEREN-
TIELLE DANS LE VOISINAGE D'UN coL. — Nous écrirons I’équation (14)
sous la forme

(26) zdy +y[h— 2" (z, y)] dz = v;
en désignant par a;, dsyy, ... des séries entiéres en x, nous avons
a=ag(x)y + ayp) (X)) ysH1+....

Le cas que nous considérons habituellement sera celui ot I'on
a r=o0, s=1; mais il nous sera utile de déterminer la forme de
Pintégrale générale pour r et s quelconques. Nous supposons que
la fonction a(z, y) vérifie les conditions X — A > o (n° T) et que,
par suite, il existe des nombres fixes A, tels que pour z variant de
0d +1 onait|a;(z)[SA.
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Cherchons a déterminer une intégrale générale de l'équa-
tion (26) de la forme

flz, y)=yfilz)+yrfo(x)+...= const.
La fonction f vérifie la relation
2fe=dyfy=—yzralz, y)f;.

Achevons de déterminer cette fonction f en supposant que
Jf(z, 1) seréduit a y. On a

‘L'f" —7\fl= 0,

d’on fy = x*, puisque, pour z =1, on a f;=1. On a ensuite

(27) . .'L‘f';,——Il)\ﬁ¢=—‘1‘"(an—1fl+ a,,,ifz—i—...—'r—asf:z—s)’
1
. a,—y fl I e ad as‘fn—'.v .
(28) So= 2" [ T+ 1 da.
Je

On voit que 'on peut déterminer successivement fy, f3, ..., et
que toutes ces fonctions restent finies, lorsque z varie de o a 1.
On obtient pour n>1 des dominantes I, des fonctions f,, en

considérant des fonctions 17, positives ou nulles pour z =1 et
vérifiant les équations

¥, —nhFp=—a" (A Fi+ A Fo+o o+ AgF ).

Nous n’avons pour le montrer qu'a nous servir successivement
pour n =12, 3, ... de 'expression (28) des fonctions f,.
Cherchons les conditions de convergence et la forme de la fonc-
tion
F=yF(x)+y2Fix)--. ...

Cette fonction F vérifie la relation

By By =y A T,
A(y)=Ag)S+ Nguy psti4. Lo,

Distinguons maintenant les deux cas dont nous avons parlé :

" Onas=1,r=

o. La fonction F fournit 'intégrale générale
de I'équation

(29) rdy —-y(h— AN y-—Nyrt—...)dz =o.
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On peut poser

1 . 14y a(y)
{30) )\—Aiy—AQ)'z+... - A ’

7.I

étant la dérivée d’une série entiére o.(y), que I'on supposera
sans terme constant. Cette série a.(y) a ses coefficients tous positifs,
elle est convergente pour |y | <1, puisque le dénominateur dans
le premier membre de (30) n’est pas nul pour |y |S1. L’équa-

tion (29) admettra donc pour intégrale générale
F(z, y)= yatexy) = const.

Les termes du développement de cette fonction F suivant les
puissances de y remplissent bien les conditions voulues pour étre
les dominantes des termes correspondants du développement de f.
On suppose dans tout ce qui précéde que z est réel et varie de o
ar.

La série F étant convergente pour |y |1, la série f, considérée
comme série en y, série convergente pour |»|< 1 et x variant
de 0 a 1. On peut écrire

S=o0aM 1+ ygix) +o2ga(x) -+,

F==yorM1+yGi+ )2Gy+...]

en désignant par 1 + » G+ 12G,+. .. le développement de e*12).
On a
Vvep(z)| Gy,

La série 14 yg,(x) +y*g2(x) +... sera donc convergente
dans les mémes conditions que la série f et nous pouvons ¢noncer
le théoréme suivant :

Si a(x, y) vérifie les conditions 1 — A > o, Uéquation diffé-
rentielle

(31) zdy +y[h—ya(r,y)]de=o0

admet pour |y|=1 et x réel variant de o a 1 une interpole
générale de la forme

yrMi+ya(w)rre(ar—+—. . .| = const.,

g1, 22 ... €tant des fonctions de x seul, qui restent finies
lorsque x varie de o @ 1.
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2° ret s sont quelconques. Nous avons

F, =z, Fo=F;=...=F;=o.
Posons
F(z, y)y=yar+ zr+ 2 K(x, y).
K(z, y)=pst1Kepy(2) + 2 Kepa(2) +....

Kii1y Kite, ... sont des fonctions de x seul qui se réduisent a zéro
pour z =1. La fonction K vérifie I'équation

(r+%) K+ 2K, — A\yKy=—»A() —r2"A(3) K}.

Les fonctions K, étant fournies par des égalités de méme forme
que les équations (27), fournissant les fonctions f,, nous obtien-
drons des fonctions G, dominantes des K,,, pour  compris entre o
et 1, en considérant des fonctions G,(x) positives ou nulles, pour
x =1, telles que la fonction

G(r,))=p*t1Gepy(x) +y*+2Geia(x) +...
vérifie 'équation
(32) (r+2)6+2Gr—ryGy=—ryA(y)—yA(y)G.

En effet, nous avons remplacé 2" par 1 dans I’équation que
vérifie K; nous aurons donc, d’aprés le lemme du n® 9, augmenté
les fonctions G,,.

Si nous cherchons, pourl’équation (32), une solution G ne
dépendant pas de x, cette solution vérifie I'équation

yir— A(_r)]%; —(r+2)G=yA(y).

Cette équation est une équation de la forme étudiée au n° 8. On

peut supposer que 7 et s sont tels que I'on ait s). > r. Cette équa-
tion admet alors une solution

G()) = Copr s ¥+ Copays+i+...

convergente pour y =1 et ayant tous ses coefficients c; positifs.
Ces coefficients étant des dominantes des fonctions K;, F;, fi,
toutes les séries que nous avons introduites seront convergentes pour
v | <<1 et x réel compris entre o et 1. Les fonctions f,, f3, ..., f;
sont identiquement nulles, puisqu’elles admettent pour dominantes
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F,, F;, ..., F;, qui sont nulles. On voit également qu’il en est
ainsi d’aprés les formules (28).
On peut donc écrire

Sy i+zrysgog(w) +arys+vigo(x)...],
F=ya i+ 2"y Koy (2) + 2" y5+2 Kgpa 4. . ],
Ign(x) I < Ka(z) < cep,

et 'on peut énoncer le théoréme suivant :
Une équation différentielle de la forme

(33) zdy +y[N+x'ya(z, y)]dr=o,

ot a(x satisfait aux conditions ) — A > o, admet une inté-
b b

grale générale de la forme
yaM1+2z2"ysgo(x) +2"ysH g (2) +. .. ] = const.

La série entre crochets est convergente pour |y | < 1 et x réel
variant de o a 1. Lorsque x varie de o a 1, ) compris o, les
quantités gp(x), qui sont des fonctions de x seul, restent
JSinies.

15. ETuDE D’UNE EQUATION PARTICULIERE DANS 1E CAS OU A EST
RATIONNEL. — Pour étudier I'intégrale générale de 1'équation (32)
dans le cas o % = £ est rationnel, nous étudierons d’abord le cas

particulier de I'équation

(3%9) zdy +y [§ xmp ymqc(xp y‘I)J dr =o,
c(xPyl) = co~+ 1Pyl 2P y2r+4 . . |

m est un entier, en général égal a 1; ¢y, c,, ¢, sont des constantes.
Il nous suffirait de considérer le cas ou ¢ est un polynome en z7 34,
mais rien n’est changé aux raisonnements, si ¢ est une série
entiére. Nous supposons que la condition A — C > o est satisfaite,
c'est-a-dire que I'on a L _leoles) —| —... >o0.
Nous savons (n° 14) que cette équation admet une intégrale
générale de la forme
. ,
glr, y) E.y.l'a[l +y&1(2)+yrg(x) +...] = const.
L1 6
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Nous allons chercher la forme analytique des fonctions g, ().

Posons
E
u=yxl, t=— L.

L’équation (34) devient
du + umd+ic(u?)dl = o.

L’intégrale générale de cette équation sera donnée par une rela-
tion de la forme

u, t)y=u-+tfi(u)+2fy(u)+...=const.
b
la fonction f(u, t) vérifiant I’équation
3 qual
Ji=umatic(ud) f,.

On sait, en effet, d’aprés les théorémes généraux d’existence,
que cette équation admet une solution f(u, t) se réduisant a u
pour ¢t = o. Cette solution est représentée par une série entiére
en u et ¢, convergénte pour « et ¢ voisins de zéro.-On a

nA) fam(u) = wnitic(u?) fr(u).

En faisant n = o, on voit que f, conuent u™¢*' en facteur. On
voit ensuite, par le raisonnement habituel de récurrence, que f,
contient u”"9+! en facteur. f(u, t) sera donc de la forme

=uft+ tumdRy(u?) + 2utmiRy(wt) +. ..+ trumnd Ry(ut) +. ..,

R, Ry, ..., R,, ... étant, suivant que b est un polynome ou une série,
des polynomes ou des séries en «¢. On peut ordonner f suivant les
puissances de «. On aura

Sf=u[1+ umiPy(t) + utmaP2(t) +...+ umriP,(t)+...],

P,, Py, ..., P,, ... étant des polynomes en ¢, de degré au plus
égal a I'indice et contenant tous ¢ en facteur.

4
Si dans f on remplace u par yx7 et ¢ par — Lz, 'intégrale f

devient identique a l'intégrale g, puisque toutes les deux se
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réduisent a y pour z = 1. Nous avons donc

L
&z, y)=yxT1+z2yTP(Lx)+ 2 y2Py(Lx) +...
“+zr?yndP,(Lz)+.. |,

P, étant un polynome en Lz de degré au plus égal a n.

16. ForME DE L'INTEGRALE DANS LE CAS OU A EST RAFIONNEL. —
Considérons I’équation L
(35) zdy +y [s —c(xryl) — z'ysa(x, y)] dr = o,
oul’ona
clzPyt) = aEPyl) + ez y+. ..+ Copr M PY MY,

a(z, y) = e () + yagea(@) +.. . ;

Ciy C2y + -y C,y sONt des conslantes; @,y y, dsyg, -.. des fonctions de
seul. Nous supposons r > m'p, s > m’'q. Nous posons

Ci=]eil, Ai>la(x)], A(¥)=Apa+YAca+...,
C=Ciyt+ Cay¥+... 4+ Ccpy™;

A; est un nombre positif supérieur a | @;(x) | pour x réel el variant
de o a 1. Nous supposons enfin que la fonction ¢ (x?y?) +a(zx, y)

satisfait aux conditions § —C—A>o.

L’intégrale générale de I'équation (35) est, comme nous I'avons
vu (n° 14), de la forme

L
Sz, y)y=yxl1+yf(x)+ y2fa(x)+...] = const.,
f vérifiant I'équation
‘”fa’:“".}’[% —clzrgl —zrysalz, y)]f,’.= o.
Nous connaissons (n° 15) une fonction g(z, y)
g(z, y)=ary(2, y)=yli+yg(x) +yi5:(z)+.. ]
qui vérifie 'équation

g~ ylh—clxryt)) g, =0, =

-Q!'\.:
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Posons .
Sz, y)=g(z, y)+arro(z, ¥).

La fonction ¢ vérifie 'équation
A+rye+zeh—lygy=—(c+arysa)ysy—y+ayy.
On peut obtenir la fonction ¢ sous la forme
P=yo+rio+ e+ .,

®1y @2, @3, - .. étant des fonctions de x seul, nulles pour zx=1. Les
fonctions ¢, sont fournies par des équations de la forme

Zgn— (A=A —r)pn=— ¢,

ou ¢, est une fonction linéaire d’une part des fonctions i et gi,
d’autre part des fonctions a; pour lesquelles on a i << n. Nous
obtiendrons donc des dominantes ®, des fonctions ¢, en rempla-
cant les a;, g;, ainsi que les constantes c¢;, par des dominantes.
Nous sommes ainsi amenés a considérer une fonction

G(y)=ya+ Gy + Gayt+...),

ou les constantes G; sont des dominantes de g;(x) pour x variant
de 0 a 1. Nous avons démontré (n° 14) Uexistence de cette fonc-
tion G. Nous considérons la fonction

b=yd(z)+yrPy(x)+...,

®,, ®,, ... étant des fonctions de z nulles ou positives pour z =1
et ® vérifiant I'équation

(A+1r)d + 2 —dy ®y=—(G + y*A) y &), — ys+1AG).

Cette équation est de la méme forme que I'équation (32). Les
raisonnements faits pour I'équation (32) s’appliquent.

La série représentant la fonction ¢ sera donc convergente pour
|¥| <1 et z réel variant de o a 1. Nous pouvons remarquer que
pour n < s—+1 les fonctions ®, sont nulles, comme les fonctions
F,, Fy, ..., F,dun® 14. Les fonctions ¢,, ¢2, 93, ..., o sont par
conséquent nulles.

Nous arrivons donc a une conclusion analogue a celle du n° 14,
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qui, rapprochée de ce que nous savons (n° 13) sur la forme de
g (z, y). nous donne I’énoncé suivant :

L’équatic;n
(35) x dy + [% -——c(wl’y‘l)—-x"y‘a(w,y)]dx=o,

ot ¢ est un polynome de degré m' par rapport @ lex-
pression xPyd, o l'on-a r>m'p, s>m'q, ou la fonction
c(xP)v) +z" y'a(z, y) satisfait aux conditions g —C—A>o,
admet une intégrale générale de la forme

L
2y[1+4+ 2Py9P(Lz)+...4+ a2m'PymqP, (Lx)+ x"ysh(x, y] = const.,

dans laquelle P,, Py, P,, sont des polynomesen Lz de degré au
plus égal a U'indice. h(z, y) se présente sous la forme

h(z, y)=ho(2)+yhi(x)+ y2he(x) +...;
hoy hyy hay ... sont des fonctions de z seul et cette série h est

convergente pour |y | <<1 et x réel varient de o a 1.

17. ForME DE L'INTEGRALE GENERALE POUR A IRRATIONNEL. — Les
diverses formes que nous pouvons donner a I'équation (14) vont
nous permettre de déterminer les propriétés du développement
fournissant l'intégrale générale de I'équation, ainsi que la forme
des différents termes de ce déveldppement.

Nous avons vu que I’équation

(36) zdy +y[A+ya(z, y)|dr=0
admet l'intégrale générale
(39) f=aMi+yfi(®) +y2fo(x) + ...] = const,,

f se réduisant § y pour z=1. Si l'on fait le changement de
variable convenablement choisi (n° 12)

v=y[1+ U=z, y)],

cette équation (36) devient I’équation

xdo+ o[N+axrvsb(z, v)]dr=0
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qui admet pour intégrale générale
G(z, y)=arv[1+ z"vsg(x, v)] = const,

Si dans G nous remplagons ¢ par y[1+ I(.r, ¥)], nous obtenons
une fonction K(z, y) qui, égalée a une constante, fournit 'intégrale
générale de (36). Soit

Y asyttazgyi+...

ce que devient cette intégrale pour x =1. La fonction o(z, y)
définie par la relation

9+ 239+ 2393 +...= K(z, y)
sera de la forme
(38) ¢(x, y)=K(z,y)+ p:K¥ (2, y) + B:sK3(z, y) +. ..,

les quantités «; et (3; étant des constantes. D’aprés la fagon dont ¢
vient d’étre définie, cette fonction fournira une intégrale de (36) se
réduisant a y pour z = 1. La fonction ¢(z, y) sera donc identique
a f. Nous tirons de la les conséquences suivantes :

1* Les termes de f contenant y & une puissance inférieure a s -1
s’obtiendront en considérant, dans G, le seul terme x*v, et en rem-
plagant, dans (38), K(z, ) par yz*[1+ E(z, y)], I'expres-
sion

E(z, y)=yer(x) + yres(x) +. . .+ ys—1€51(x)

désignant Pensemble des termes de /(z, y) qui ne contiennent
pas »* en facteur; e,, ey, ..., €;_, sont des séries entiéres en x.
Nous n’avons de plus a considérer dans (38) que les termes ne conte-
nant pas Ks+' en facteur. Les termes de f contenant y a une puis-
sance inférieure a s + 1.sont identiques aux termes correspondants

de
y2M14+E) 4 Byt (1+ E) 4. . .+ Bsysads(1+ E)s.

11 en résulte que, pour n <s, le coefficient f, sera un polynome
en z*, de degré au plus égal a n. Les coefficients de ce polynome
seront des séries entiéres en . Le nombre ¢ pouvant étre pris
aussi grand que I'on veut, cette propriété est vraie quel que soit n.
Les_fonctions fi(z) sont.des polynomes en x* de degré au plus
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égalai; les coefficients de ces polynomes sont des séries entiéres
en x.

2° Cherchons les termes de f ou z figure avec un exposant ne
dépassant pas un nombre s. Supposons que nous ayons pris r
et s tels que 'on ait

e<r, o<(s+1)\

Les termes considérés proviennent encore de ’expression (3%)
ol nous ne considérons que les termes qui ne contiennent pas Ks+!
en facteur, et ou nous remplagons K par yz*[1+ M(z, y)].
L’expression

Mz, y)ysmy(y)+xzm(y)+...4+ 2" mpy(y),

ou les m; sont des, séries entiéres en y, désigne ’ensemble des
termes de {(z, y) qui ne contiennent pas z” en facteur. On voit
que 'ensemble des termes considérés est de la forme Pg(z, 2}, )),
P étant un polynome en z et z}, ayant pour coefficients des séries
entiéres en y. On peut écrire

f(xhy)EPO‘(z) z)\,y)ﬂ-.z'dﬂa(x,y);

R, (z, y) est un développement de forme analogue a f. Cette fonc-
tion R%(z, y) reste finie pour || <1 et x variant de o 4 1. De
plus elle tend vers zéro avec z. En effet, les termes qui restent dans

Pexpression
K+ B K2+. ..+ BsKs

lorsqu’on a enlevé les termes qui font partie de Pg(z, 2}, y) con-
tiennent en facteur une puissance de z supérieure a ¢ et leur quo-
tient par z° reste fini dans le domaine considéré, puisqu’il s’ex-
prime au moyen de séries convergentes dans ce domaine. Il en est
de méme des termes de f qui proviennent de

Bsr Ks+t o BoaKs+2 4., .

Ces termes, contenant en facteur st")} tendent vers zéro avec x
lorsqu’on les divise par z” puisque 'on a pris s tel que 'on ait
(s+ 1) \. Le nombre ¢ étant quelconque, nous voyons que f(z, y),
considéré comme fonction de x, est une fonction semi-réguliére
pour z = o (n° 10).
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18. ProPRitTEs DE L’ INTEGRALE GENERALE LORSQUE A FST RATION-
NeL. — L’équation (36) qui admet P'intégrale (37) fournit (n° 13)
par un changement de variable I'équation

xdv +v[A—c(xPvl)—azrvsa(x, v)ldr =0, A=

Q[

admettant (n° 16) une intégrale de la forme

G(z, v) =a*¢[1 + H(2Pv1, zPvILz) + 2rvsh(z, v)] = const.,

ou H est un polynome de degré m par rapport a chacune des
deux expressions x?¢7 et x”v7Lz. On suppose s>mgq, r>> pm.

Raisonnons comme au n° 17. Si nous remplagons dans G la
variable ¢ par y(1-4-/), nous obtenons une intégrale de 1'équa-
tion (36) que nous désignerons par K(z, ¢) et I'intégrale (37)
sera de la forme

[z, y)=K(z, y)+ B K2 (2, y)+ s K3(z, y) +....
Nous en tirerons les conséquences suivantes :

1° Les termes de f qui contiennent y a une puissance inférieure
4 s 1 s'obtiennent de la fagon suivante, en conservant les nota-
tions du n® 17 : nous considérons dans G les seuls termes de
zr¢(1+H), nous remplagons dans cette expression ¢ par
¥(+—+E), en ne conservant que les termes ne contenant pas y**!,
nous substituons enfin 'expression ainsi obtenue a K, dans I'ex-
pression

(39) K + B K2+. ..+ B;Ks.

Il en résulte que pour n <sle coefficient f, dans I'intégrale (37)
sera un polynome en z* et z? L. Les coefficients de ce polynome
sont des séries entiéres en z; le degré de ce polynome est au plus

égal a n par rapport a 2> et au plus de degré 3 par rapport a zPLz.
Ces propriétés sont vraies quel que soit n, puisque s peut étre

choisi aussi grand que 'on veut.

2° Cherchons les termes de f ou z figure a une puissance ne
dépassant pas ¢. Prenons r et s tels que r et (s +1) A soient supé-
rieurs a o. Les termes considérés proviennent de I'expression (39)
ou nous remplacerons K par vz*(1 + H) et ¢ par y(1+ M). Les
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termes cherchés sont donc de la forme Py (x, 2}, xPyvLz, y), P,
étant un polynome en z, 2}, x?y7Lz. Les coefficients de ce poly-
nome sont des séries entiéres en y. Il en résulte comme précédem-
ment que I'on a

f=Pq(z, 2}, 29y1L2, y) + 2°Ro(2, );

R;(z, y) est une fonction de z et de y qui reste finie pour | y|<1,
lorsque x varie de o 4 1, et qui tend vers zéro en méme temps
que z.

Sz, y) est une fonction semi-réguliére de x pour x = o.

19. Lol DE CORRESPONDANCE DANS LE VOISINAGE D'UNE CARACTERIS-
TIQUE TRAVERSANT UN coL. — Considérons un col P de coordonnées
Zo, ¥o; & ce point aboutissent quatre arcs de caractéristiques tan-
gents deux a deux a la méme droite. Ces arcsI'y, I'y, I'y, T'; sont des
séparatrices et divisent la région voisine de P en quatre secteurs.
Les caractéristiques situées dans chacun de ces secteurs forment
quatre groupes absolument distincts dans le voisinage P. Nous
pouvons étudier séparément les caractéristiques de chacun de ces
secteurs.

Soient R 'un d’eux et T, et ', les séparatrices limitant ce sec-
teur. T, et 'y n’ont pas méme tangente en P. Supposons qu’en
parcourant I'y de maniére & se rapprocher de P, on ait R a sa
droite, T, sera le prolongement a droite de T'y. Une caractéris-
tique G, voisine de L, deviendra voisine de I';, si on la parcourt
dans le sens indiqué pour T'y.

L’ensemble de I'y et de I', forme une caractéristique C, présen-
tant en P un point anguleux (n° 3). Ce seront uniquement des
caractéristiques situées dans la région R que nous pourrons consi-
dérer comme des caractéristiques voisines de C,:

Nous savons (n° 12) que I'équation différentielle peut, dans le
voisinage de P, se mettre sous la forme

(36) wdv +v[h—va(y, u)]du=o0
au moyen d’un changement de variables de la forme

(40) u=a(x—x))+b(y—yo)+..., v=a(x — zy)+ B(y —yo)
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qui, résolu par rapport & x — z, el y — y,, donnera

(41) r—xg=Au+Bv+..., Y—vo=Au+Bio+...;

a, b, a, 3, A, B, A, B, désignent des constantes; les seconds
membres de ces formules sont des séries entiéres, dont nous
n’avons écrit que les termes du premier degré.

Les quatre demi-droites, limitées par l'origine sur les droites
u =0, v = o dans le plan des variables réelles u et ¢, correspondent
aux quatre arcs de caractéristiques I'y, 'y, I';, T, du plan des zy.
A chacune des quatre régions déterminées dans le plan des u¢ par
les’ deux axes v =o0, v =0 correspond un des quatre secteurs
limités par Ty, Ty, T3, T,.

Nous pouvons toujours supposer que larégion R du plandes zy,
que nous voulons considérer, correspond a la région du plan des
uv pour laquelle on a « >0, v > 0. Nous pouvons enfin supposer
que les variables u et ¢ sont telles que les changements de
variables (40) et (41) ainsi que l'intégrale générale de I'équa-
tion (36)

(42) vur[1 + of (u) + v2fy(u) +...) = const.

soit variable pour toutes les valeurs réelles de u et de v compris
entre o et 1 (n° 12, remarque I et n” 14). On sait que f,, fo, ...
sont des fonctions de u nulles pour u = o.

Considérons dans le plan des variables uy le carré O'A'D'B/,
dont les cotés onl respectivement pour équations : O'A’, v = o0;
O'B, u=0; A'D'; u=1; B'D/, v =1. Une caractéristique C' de
I'équation en « et ¢, qui coupera en N’ le coté B'D’ de ce carré,
pénétrera dans le carré et en ressortira en coupant A'D’ en Q’,
puisqu’elle ne peut ni rester a 'intérieur du carré, ni couper les
cotés O'A’, O'B’, ni couper de nouveau A’'D’, ni aboutir au point
singulier ¥ = 0, v = 0. Soient 1 et ¢ les coordonnées de Q'; w et 1
les coordonnées de N'. L’intégrale (42) valable pour tous les points
du carré O'A’D’'B’ nous donne immédiatement la relation

v = ur[1+ f(u)],
S) =1+ fi(u)+ fo(u)+. ...

Si nous considérons, dans le plan des variables z et y, les arcs
de courbe AD et BD, qui correspondent, au moyen des for-
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mules (41), aux segments A'D’ et B'D’, ces deux arcs de courbe

joueront le réle que jouajent au n° 2 les courbes S et S'. Les
quantités u et ¢, définissant la position de N’ et Q’, définissent,
d’apres les formules (41), la position des points N et P d’intersec-
tion d’une caractéristique C de l’équatmn en z et y avec les arcs
de courbe AD et BD. La caractéristique C, formée de deux arcs
de T’y et Ty, correspondant aux segments O’ A’ et O'B’ du plan des
uv, joue exactement le réle que jouait 'arc M, M, de la caractéris-
tique C, au n°® 2.

Nous avons donc la loi de correspondance entre les points d’in-
“tersection d’une caractéristique C, voisine de C,, avec deux arcs
de courbe AB et BD découpant sur G, un arc BPA contenant un
col P.

Cette loi de correspondance ¢ = u*[1+ f(u)] n’est pas en
général holomorphe, mais les propriétés que nous avons établies
(n° 17 et 18) nous permettront d’utiliser la fonction f(«), semi-
réguliére pour u=o0, de la méme maniére qu’on emploie les
séries entiéres.

Remarque. — Considérons deux arcs S et S' coupant, en
dehors des arcs PA et PB, T, et T, en des points M, et Mj tels que
sur 'arc AM, de T, il n’y ait aucun point singulier et qu’il en soit
de méme de I'arc BM, de T',. Il est facile d’avoir la forme de la loi
de correspondance entre les points M et M intersections de S et S’
avec une caractéristique C' voisine de C,. Nous faisons sur les arcs
de courbe S et S’ et sur leurs positions par rapport a G, les hypo-
théses 1°, 2° et 3° et remarques énoncées au n° 2. En particulier
les coordonnées d’un point M de S sont des fonctions d’un para-
métre ¢. Ces fonctions sont holomorphes pour la valeur ¢ = o cor-
respondant au point M,. Les coordonnées d'un point M’ de §' sont
des fonctions d’un paramétre ¢, holomorphes pour ¢'= o, corres-
pondant au point Mj.

Supposons qu’une caractéristique C, voisine de G,, suivie dans
le sens My PM{, rencontre : 1° S en M, de paramétre t; 2” ’'arc AD
en N, de paramétre u; 3* BD en Q, de paramétre ¢; 4 S'en N,
de paramétre ¢'. Les arcs MyA et BM' de C, ne contenant aucun
point singulier, nous aurons les relations

C=av[1+h(v)], w=0bt[1+g(1)],
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a et b sont des constantes différentes de zéro; /A(v) est holo-
morphe et nul pour ¢ = o0; g(¢) est holomorphe et nul pourt=o.
En nous servant de la relation

v =1+ f(u)],
nous avons

c=b A1+ H(t)], ¢=abrr1+ G(2)],
t'="ctM1+ G(t)],

¢ désigne une constante différente de zéro, H(t) et G(¢) sont des
fonctions de ¢ qui, d’aprés le n° 10, sont semi-réguliéres et
nulles pour ¢=o, puisque f () est semi-réguliére et nulle
pour « =o. Cette relation entre ¢ et ¢' est valable si t est assez
petit. On établirait facilement, comme au n° 2, que, si M est suf-
fisamment voisin de M,, la caractéristique passant par un point M
de S va couper S’ en un point M’ voisin de M. Ce résultat peut
du reste s’établir sans avoir recours aux relations dont nous nous
sommes servis. 11 suffit d’employer des raisonnements analogues a
ceux donnés par M. Bendixson, page 19.

La relation entre ¢ et ¢’ peut étre résolue par rapport a ¢ sous la

forme
t=c'tV[1+ K(¢)]

avec ¢/ =1, AW =1. Lafonction K(¢') est semi-réguliére et nulle
pour ¢’ = o. Pour obtenir la relation entre ¢ et ¢’ sous cette forme,
il suffit de raisonner comme nous l’avons fait, mais en suppo-
sant C, et C' parcourus en sens inverse du sens adopté.

20. CARACTERISTIQUES VOISINES D'UN CYCLE PASSANT PAR UN COL.
— Considérons un cycle singulier G, passant par un col P, et ne
passant par aucun autre point singulier. Ce cycle est formé,
d’aprés ce que nous.avons vu (n* 3 et 19), d’une boucle présen-
tant un point anguleux en P. D’aprés ce que nous avons dit, au
début du n° 19, les caractéristiques voisines de C, seront unique-
ment des caractéristiques situées dans la région R, intérieure a la
boucle formée par C,. Nous pouvons toujours supposer que cette
région R correspond, dans le voisinage de P, a la portion du plan
des uv voisine de u = 0, ¢ = o, pour laquelle u et ¢ sont positifs.
Nous nous proposons de chercher, s’il y a, dans R, des caracté-
ristiques fermées voisines de C,.
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Employons les mémes notations qu’au numéro précédent. Soit S
Parc de courbe BD correspondant au segment B'D’. Soit S’ I'arc
de courbe AD correspondant au segment A'D’. Le cycle G,
coupe SetS' en A et B qui déterminent sur Gy deux arcs : I'arc APB
et 'arc BIA. Parcourons une caractéristique G, voisine de G, en
allant toujours dans le méme sens : BPAIB. Cette caractéristique G
coupe S au point N de paramétre «, S’ au point Q de paramétre ¢,
et vient recouper S’ en un point N, de paramétre v = w,. D’aprés
(19), nous avons la relation

(43) v =ur[1+f(u)]
D’apreés le n° 2, nous avons la relation
v=aiu;+aul+.. .,

le second membre étant une série entiére en ;.
En effet, 'arc AIB de C, ne contient pas de points singuliers et,
ni S, ni $' ne sont tangents en B et A a G,. Nous avons donc

a.ul—i—agu';’—l—...= u)‘[l—f-f(u)]

Cette relation, qu’on obtiendrait facilement sous forme résolue
par rapport & u ou & «,, nous donne la loi de conséquence, rela-
tion entre les paramétres de deux points consécutifs d’intersection
de S avec C.

Pour que C soit un eycle, il faut et il suffit que N et N, coin-
cident; c’est-a-dire que I'on ait « = u;,

(44) aju+ agu+ ... = uri+ f(u)].

On voit que st I’on a k5241, cette relation ne peut étre vérifiée
pour aucune valeur de « voisine de zéro.

Il R’y a pas de caracteristique fermée voisine de C,.

Sil’on a A =1, deux cas peuvent se présenter :

1° Le point P présente les caractéres unalytiques d’un
centre (') : c’est-a-dire qu’au moyen d’un changement conve-

(1) Voir au sujet de I'emploi de ces dénominalions de centre et de foyer,
dans le cas d’un col, le Mémoire que j’ai publié dans le Journal de l'Ecole
Polytethnique, 190}, p. 21 et 22,
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nable de variables (41), 'équation en « et ¢ peut s’écrire

wdv+vdu=o.

Nous avons dans ce cas f(u) = o. La relation (43) devient u=y¢
et la relation (44) devient

a U+ aut+...=u.
Silon a

ay=1 et o=ar=a3=a,=...,

toutes les caractéristiques voisines de G, sont des cycles. Si
ces conditions ne sont pas vérifiées, aucune caractéristique
voisine de Gy n’est un cycle.

2° Le point P présente les caractéres analytiques d'un
Soyer. Ceci revient a dire que dans I'intégrale (42) les expres-
sions f;(u) contiennent des termes en Lu. Nous allons montrer
que dans ce cas il n'y a jamais de caractéristiques fermées voisines
de G,.

Nous pouvons (n° 18), en désignant par s un nombre positif
quelconque, mettre I'équation (44) sous la forme

(45) Ps(u, uLu)+ usRs(u) = o,

ou P;est un polynome en u et uLu, dont tous les termes sont,
par rapport a u, de degré infinitésimal ne dépassant pas s; R, (1)
est une fonction qui tend vers zéro avec u.

Nous montrerons ci-aprés qu’il existe un entier v tel que,
pour ¢ < v, le polynome Pg soit identiquement nul et que P, ne
soit pas identiquement nul.

Ceci admis, le polynome Py sera de la forme u¥P(Lu), I’ étant
un polynome cn Lu, et 'équation (45) se présentera pour s =1,

sous la forme
P(Lu)— Ry(u)=o,

Equation qui n’admet pas de solution pour u voisin de zéro. Il
n'y a donc pas de cycles voisins de C,.

Il est a peu prés évident que I'on peut trouver un nombre v tel
que P, ne soit pas nul. En effet, si quel que soit o le polynome P,
était nul, les termes des deux membres de (44) dont le degré ne
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dépasse pas = seraient identiques. Ceci exigerait que le sccond
membre ne contienne pas de termes en Lu.

Ce second membre a été obtenu en faisant v =1 dans l'inté-
grale (42). Cette valeur v =1 ne joue aucun role particulier dans
la détermination de cette intégrale, en remplagant ¢ par cv dans
I'équation différentielle (36), v =1 correspondra a une valeur de ¢
absolument quelconque et par suite les termes en L« ne peuvent
disparaitre pour v =1.

Donnons une seconde démonstration permettant de déterminerv.

Si 'on n’est pas dans le cas 1°, examiné plus haut, les cons-
tantes ¢y, Ci, ..., déterminées au n°.43, ne sont pas toutes nulles.

Soit ¢,y = + la premiére de ces constantes qui n’est pas nulle.

L’équation (34) considérée au n° 15 devient pour A=p=¢g =1
zdy +y(—yxmym)ydr=o

et intégrale g (z, y) du n° 15 est
1
g, y)=zy(1+myzmymLx) ™.

Si nous prenons l'equation différentielle (36) sous la forme
employée au n° 16, avec m'=m, r >m, s > m, u et ¢ rempla-
cant x et ¥, nous avons dans l'intégrale (42) le terme vu?, ternie
qui pour A =1, ¢ =1 disparait dans (44) si @, =1.

Ce terme mis a part, le seul terme de l'intégrale (42) dont le
degré par rapport a « soit inférieur a m + 2 est le terme

- pm+1t ym+11, u.

Par conséquent, s1 1on a a,5#21,onaurav=1;silonaa,—
on aurav=—nm -+ I.

Il résulte de la discussion précédente que : On peut toujours
déterminer a Uintérieur de R une région annulaire A limitée
d’un cété par C, et telle que U'on soit dans I'un des deux cas
sutvants :

1° Aucune des caractéristiques passant dans la région A
n’est un cycle;

2° Toutes les caractéristiques passant dans la région A sont
des cycles.

Le premier cas est le cas général. Pour que I'on spit dans le
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second cas, il faut que I'on ait A =1, que le point P présente les
caractéres analytiques d’un centre (constantes ¢; du n° 13 toutes
nulles) et qu’en outre une infinité d’autres conditions soient
vérifiées.

21. CycLEs SINGULIERS PASSANT PAR PLUSIEURS coLs. — Consi-
dérons un cycle singulier G, passant par plusieurs cols. Suppo-
sons (ue nous rencontrions successivement les cols

Pl, P!v ceey PII) Ply

lorsque nous parcourons U, dans un certain sens. G, est formé
d’arcs de séparatrices allant d’un col P; a un col Py ,. D’apreés ce
que nous avons dit (n* 3 et 19), le cycle G, présente un point
anguleux en chacun des points P;, et la seule région voisine de P;
dans laquelle il est possible de considérer des caractéristiques C
voisines de G, est parfaitement déterminée : c’est le secteur
d’angle inférieur a = limité par les deux arcs de G, allant de P;
aP;_,etaP;,. On ne devra donc considérer que des cycles C,
tels que I'une des régions R limitée par G, contienne tous ces
secteurs relatifs aux divers cols traversés par C,. Ce seront uni-
quement des caractéristiques situées dans cette région R que nous
pourrons considérer comme voisines de G,.

Si un cycle singulier C, présente un point double (fig. 1),
nous devons le parcourir de maniére que les arcs parcourus ne se
traversent pas. On devra parcourir le cycle PA’APBB/, et non le
cycle PA’APB’BP. Un pareil cycle ou polycycle détermine dans
le-plan un nombre- de régions supérieur a 2. L’étude des caracté-
ristiques relatives a chacune de ces régions pourra présenter des
circonstances bien différentes suivant la région.

Par exemple, dans la figure 1, nous avons les régions numé-
rotées 1, 2, 3. L'étude des caractéristiques situées dans les
régions 1 et 2 et qui sont voisines respectivement des cycles PBP
et PAP résulte de ce qui a été dit n° 19.

L’étude des caractéristiques situées dans la région 3, el voisines
du polycycle PA’APBB'P, doit étre faite comme 1'étude des carac-
téristiques passant dans le voisinage de deux cols. En effet, ces
caractéristiques passant deux fois dans le voisinage du col P, ce
col doit compter deux fois.
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Dans la figure 2 comprenant quatre cols : P,, Py, P;, P,, que
nous supposons réunis par les arcs des caractéristiques tracées sur
la figure, il y aura & considérer les régions numérotées 1, 2, 3, 4,
5, 6 et des cycles en nombre égal, a savoir :

(I)  PyP,PyBB'P;P,GPy, (1)  P;PyA’AP,P,P,EPy,
(111) PEP,FPy, (IV)  P,FP,GP,,
(V)" P3AA'P,, (VI)  P;BB'P,.

Les caractéristiques de la région 1 voisines du cycle I devront

Fig. 2.

e’ Al

étre considérées comme passant dans le voisinage des cinq cols
P,, P;, P3, Py, P,; le col P; comptant deux fois. De méme pour
les caractéristiques de la région 2 voisines du cycle I, le col P,
comptera deux fois. Les caractéristiques situées dans les régions 3
et 4 et voisines respectivement des cycles 11T et 1V passent dans le
voisinage des deux cols P, et P,. Les caractéristiques situées dans
les régions 5 et 6 et voisines respectivement des cycles V et VI
passent dans le voisinage d'un seul col.

22. CARACTERISTIQUES VOISINES D'UN CYCLE SINGULIER PASSANT
PAR PLUSIEURS coLs. — Soit un cycle singulier G,, passant succes-
sivement par les cols Py, Py, ..., P,, lorsqu’on le parcourt dans
un certain sens. Certains de ces cols peuvent coincider, ainsi que
nous venons de 'expliquer a propos des figures 1 et 2. Ces cols,

Li. i
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dans le voisinage desquels une caractéristique C voisine de C,
passe deux fois, sont affectés de deux indices différents.

A chaque col P; traversé dans un sens déterminé, P;_, P; P, ,,
correspond un exposant }; dont la valeur s’obtient en ramenant
I'équation différentielle a la forme

ude + o[ i+ va(v,u)]du=o0

par un changement de variables de la forme (40), 'arc P;_, P,
correspondant dans le plan des u¢alapartie positive del’axe u =o,
et P;P;, correspond a la partie positive de I'axe ¢ =o. Si le
méme col est affecté de deux indices et noté P; et Pj, on a
)\,': )*j'

Sur chacun des arcs P; P;;y prenons un point M; et menons un
arc de courbe S; coupant G, en M;. On peut prendre pour S; des
droites, en particulier des paralléles aux axes. Soit z; la valeur du
paramétre fixant sur S; la position d’un point N;, ¢; devenant nul
lorsque N; coincide avec M;. Le point M, sera situé entre P,
et P,.

Considérons une caractéristique C voisine de C,, partant d’un
point N de paramétre ¢ situé sur S,. Nous savons que si N est
suffisamment voisin de M, cette caractéristique suivie dans le
sens P, P, P,, ..., P,_, P, va rencontrer successivement toutes
les courbes S; en des points N; de paramétres ¢; et en particulier
viendra recouper S, en N, de paramétre ¢,. Nous avons (n° 19,
remarque) les relations

([ th=ca t}lh—l [t+Fn(ta)l,
\ th—= cn—lz%"::' [1+ Fpei(tn-2)].
(46) et e e e ceieaeny
ty = Czt)i’[l’" Fa(t1)],
1= Cq t)‘|[l+F|(t)],

Ci, C3, ..., Cn 6tant des constantes dont aucune n’est nulle
et F;(t;i_y) une fonction de ¢, , semi-réguliére et nulle pour
t;_y=o. Elevons les deux membres de la deuxiéme équation a la

puissance A,; les deux membres de la troisiéme a la puissance
X hu_y et ainsi de suite, jusqu’a P'avant-derniére que nous élevons
a la puissance A, Ay .. .As et ala derniére que nous élevons a la
puissance A\, An_y...r3 Aa. Multiplions membre a membre les
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équations ainsi obtenues et posons

(47) Vi= )\n)\n-—t...)\i, In= )\n, vy = )\,,)\n_qa..)\g)\g;

(48) Cy=cueyr oy, . .c, Ci=cncjq...cli+1,
nous obtenons
(49) th= Cl tv'[' -+ Fn(tn—l)] [l -+ Fn~l(tu -2)]- . -[l -+ Fl(‘)]-

Pour que la caractéristique G considérée soit un couple, il faut
que Pon ait t,=¢. Faisons ¢, =¢ dans (49) et divisons les deux
membres par ¢. Sinous remarquons que F, (¢, (), Fu(ta_2,y...,F(¢)
tendent vers zéro en méme temps que ¢, nous voyons qu'on ne
peut avoir ¢, = ¢ pour ¢ voisin de zéro que si 'on a

(50) v=1, Ci=1.

Nous avons ainsi deux conditions nécessaires pour qu’il y ait un
cycle dans le voisinage de (,. La premiére condition est algé-
brique, car les nombres A; peuvent se calculer algébriquement. 11
n’en est pas de méme pour la condition G, = o, car les nombres ¢;
ne s’obtiennent pas par un calcul algébrique. Si nous considérons,
par exemple, le cycle singulier G, représenté, dans la figure 1,
par PA'APBB'P, qui traverse deux fois le col P, d’exposant 2,
NnOus avons : 1 =2, Ay == Ag=A.

Pour que des caractéristiques voisines de G, soient des cycles,
il faut que l'on ait A2 =1, c’est-a-dire A =1.

D’aprés ce qui précéde, nous pouvons dire que, en général,
dans une région annulaire limitée par le cycle C,, traversant un
nombre quelconque de cols, il ne passe aucun cycle. Nous allons
faire une étude plus compléte de la question et montrer qu'on
arrive a la méme conclusion qu’au n° 20.

23. ErubE DE LA KELATION DE CONSEQUENCE ENTRE ¢ ET t,. —
Cherchons sous quelle forme se présente la relation établie entre ¢
et ¢, par l'intermédiaire des égalités (46). Nous emploierons les
notations (47) et (48).

En remplagant ¢,_, dans la premiére des équations (46) par sa
valeur tirée de la seconde équation, on a

th= Cpy gt [1 + Kpi—(tn)].
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En remplagant de méme t,_, en fonction de ¢,_3, on a
tn=Cpoat)p [t + Kp—s(tn-3)];
en continuant ainsi, nous arrivons a
(51) ta= Gyt 1+ Ky (2)].

D’aprés ce que nous avons vu (n° 10), toutes les fonctions K;
sont des fonctions de ¢;_,, semi-réguliéres et nulles pourt; ,=o;
K, est une fonction de ¢, semi-réguliére et nulle pour ¢ =o. La
propriété se vérifie en effet successivementpour i=n—i1,n—2,...,
puisque nous substituons toujours une fonction semi-réguliére a
la variable qui figure dans une fonction semi-réguliére.

La relation fondamentale ¢ = «*[1 + f'(«)], démontrée n° 19 et
qui a servi de point de départ a nos raisonnements, est valable
pour u variant de o a 1. Les substitutions successives faites avant
d’arriver a la formule (51) peuvent restreindre I'intervalle ¢, dans
lequel peut varier ¢ pour que la formule (51) soit valable, mais cet
intervalle ne se réduit pas a zéro : il existe un nombre positif ¢ tel
que la formule (51) puisse étre appliquée pour ¢ variant de o a e.
La complexité de plus en plus grande des expressions des fonc-
tions K;, a mesure que leur indice diminue, ne doit pas nous
géner pour I'emploi de ces fonctions dans nos raisonnements. En
effet, d’aprés la définition des fonctions semi-réguliéres, nous
pouvons en quelque sorte ordonner une fonction K;(«) suivant les
puissances de u, en cherchant d’abord les termes dont l'ordre
infinitésimal ne dépasse pas 1, ensuite ceux dont l'ordre ne
dépasse pas 2, et ainsi de suite.

11 est facile de nous rendre compte des expressions qui figurent
dans K;(u). Posons

vj=1j1j+‘..,)\,-_1)\i, 1§j§i§n, v’lz)\j.

Les termes de K,,_, («) ne contiecnnent que des puissances de u
et de uY, v prenant les deux valeurs X,,_, et h,_, Ay.

Il faut y ajouter des puissances de u'Lu, si h,_; ou X, sont
rationnels. 11 est donc établi que, pour j = n —1, K;(u) ne con-
tient que des puissances de u, de w«’ et peut-étre de u¥Lu ou v
prend toutes les valeurs

(52) v =y’ i =J, i=j+1, i = n.
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Montrons que K;_,(u') ne contient que des puissances de u',
de u'' et peut-étre de u'¥'Lu/, v/ prenant les valeurs

(53) v'=vi_y, i=j—1, i=], i=j+1, ciey i=n.
En effet, nous avons, en prenant u;_,, u;_,— t/,

(54) t=Cjuwi[1+ K;(u)],
(55) u=cj_quri-[1+Kj(u')]

En remplagant u dans (54) par son expression (55), nous

obtiendrons
u=Cj_quVim[1+ K;_{(u)].

Considérons I'une des expressions «¥ qui figurent dans K;, en
donnant a v 'une des valeurs (52). Cette expression u¥ donnera
des termes en ¥/, ne contenant que des puissances de u"', avec
v'=9v)j_,. Ce sont bien les valeurs de v’ données par (53). La
présence de termes en u’Lu dans (54) et de termes en «');_, Lu'
dans (55) introduit simplement des termes en u«'V'Lu' dans
Kj_, (u').

Nous pouvons, a I'aide de la relation (51), étudier dans quel cas
une caractéristique voisine d’un cycle singulier G, sera un cycle.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'on ait t,=t¢. Nous
retrouvons les deux conditions nécessaires (50) déja obtenues.

Si ces conditions sont satisfaites, il faut et il suffit de plus que
Pon ait

(56) Ki(¢)=o.

Montrons que si K,(¢) n’est pas identiquement nul, il existe
un nombre positif 7, tel que I'équation (56) n’ait aucune racine
comprise entre o et 1.

La fonction K, étant semi-réguliére pour ¢ = o, on peut trouver
un entier ¢ tel que I'on ait

Ki(¢) =Pg(t) + usRq (),

P; étant un polynome, qui n’est pas identiquement nul, qui ne
contient que des termes dont 'ordre infinitésimal, par rapport a ¢,
est supérieur & ¢ — 1 et ne dépasse pas a. Comme toujours R, (¢)
tend vers zéro avec ¢. Prenons, parmi les termes en nombre fini
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de P, ceux dont I'ordre infinitésimal est le plus faible. Ces termes
peuvent s’écrire ¢o'B. Nous désignons par B en général une cons-
tante qui est différente de zéro et dans le cas le plus compliqué un
polynome en L¢. On peut écrire B sous la forme B (Lt). En divi-
sant par ¢% les deux membres de (56), cette équation s’écrira

B(Lt)+ S (t)=o,

S(t) tendant vers zéro avec u. Cette équation n’a donc pas de
racines pour « voisin de zéro.

On peut toujours trouver dans la région voisine de C, que
Uon considére une région annulaire A limitée d’un cété par le
cycle singulier C,, telle que U'on soit dans l'un des deux cas
suivants :

® Aucune des caractéristiques passant dans la région A
n’est un cycle;
2° Toutes les caractéristiques passant dans la région A sont
des cycles.

DEUXIEME PARTIE.

CYCLES PASSANT DANS LE VOISINAGE DE POINTS EXCEPTIONNELS.

24. FoRME DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DANS LE VOISINAGE D’ UN
POINT EXCEPTIONNEL. — Nous avons dit qu’un point singulier est un
point exceptionnel lorsque, en transportant I'origine en ce point,
et choisissant convenablement les axes, I'équation différentielle se
met sous la forme

(57) Xs(z, y) dy + [y + Ya(@, y)]dz=o,

X, et Y, étant des-polynomes ou des séries entiéres ne contenant
que des termes de degré supérieur a 1 en x et y.

Vai démontré (Journal de U'Ecole Polytechnique, 19o4,
p- 59) qu’un changement de variables de la forme

x =x+ Fa(x1, 71), ¥ =y1+ Ca(zy, )1),

ou F; et G; sont des séries entiéres ne contenant que des termes
de degré supérieur a 1 en x et y, permet de mettre I'équation sous
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la forme

(58) zitt dy 4+ [ay1+ 2171 A(2) + 1 B(1)
+ C(z1) + 2y} ®(21, y1)] dry=o,

ou a est une constante différente de zéro, n un entier; ABC, ®
des séries entiéres; C(o)=o. Montrons qu'un changement de
variable permet toujours de supposer que C(x,) contient 7' en
facteur. Désignons par ¢,(x,) les termes de degré inférieur a
n + 1 dans le développement suivant les puissances de z, de la
fonction y,(z,) définie en égalant a zéro le coefficient de dx,
dans I'équation (58). Faisons le changement de variable

, . _}’1=?n(~’01)+3n
on aura l’équation

2t day + [0z, + 2131 Ay (21) + 3} B(31) + Cy (51 )+ 2, 3] 1 (21 54)]dw1 =0

ou G, (z,) contient z*! en facteur.

Il nous sera utile pour des démonstrations ultérieures de montrer
que l'on peut, au moyen de changements de variables, obtenir les
simplifications suivantes de ’équation ( 58) :

1° On peut ramener B(y,) a étre identiquement nul;
2° On peut ramener z,A(z,) & se réduire a bz?, b étant une

constante qui peut étre nulle.

1° Pour ramener B(y,) a étre identiquement nul, écrivons
I'équation (58) sous la forme

(50) 2 dy, m.}’aA(z‘t)'i—C(z‘l)+“”J’?¢(x“~y')] dz,.

21+ 7iB() +l M ay1+yiB(y1)
Considérons une fonction z(y,), telle que I'on ait

d}’] . d_z
ayi+yiB(y1)  asz

Cette équation admet une infinité de solutions z(y,) holo-
morphes et nulles pour y,=o0. Parmi ces solutions, on peut
prendre la solution de la forme

(60) s=y14+y1 (1),

f étant une série entiére. En faisant le changement de variable (60)
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Péquation (59) devient

n+1
Zy

- dz+da.‘+x‘t’-A(z'n)+C(z‘1)+x.z!d>.(z,,

az[1+ zh(3)]

z) dzy = o,
h(z) étant holomorphe et nul pour z = 0. En multipliant les deux
membres par «z on obtient
2t dzs +[az + z12A(2y) + C(21) + 2182 Dy (x4, 3)] dzy = 0.
2° Pour simplifier A(2,) considérons I’équation

a+xA(xy)
xlll+l

@+ b}

dzy = Z3+1

dz,.

Montrons qu’en déterminant convenablement la valeur de la
constante b, cette équation admet une solution x,= f(z,), holo-
morphe et nulle pour z, = o. Posons

(61) 9= WTy+ X1.
Nous avons 'équation
[24+ b2 (1+w)r] [y dw + (1+ w) dzy] = (w + 1) [t + 2y A(21)] dzy,
(ui peut s’écrire
zy(o+ bl +...)dw = (naw + Cizy+.. +bxli+...)dx,

en n’écrivant que les termes de moindre degré soit parmi les
termes contenant b, soit parmi les termes indépendants de b. Si
nous cherchons a déterminer w sous la forme

w=a e+ 0 r}+ azx}+.. ,
le coefficient a, sera déterminé par une égalité de la forme
(62) (g —n)zag= Py,

P, est un polynome bien déterminé qui contient les coefficients a;
pour lesquels on a {<<gq et des coefficients de A(z,). Aucune
difficulté ne se présente dans la détermination de ag4, si I'on
a ¢ < n. La constante b n’intervient pas dans la détermination de
celte premiére série de coefficients ag. Pour ¢ = n, larelation (62)

prend la forme
o=P,+ b.
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Aucune impossibilité ne se présenteradonc en prenant b=—P,,
et 'on pourra prendre arbitrairement a,. En prenant, par exemple,
ap, = o, les coefficients a, se détermineront sans difficulté,
pour ¢ > n. On sait que le développement «w obtenu est conver-
gent pour z, suffisamment petit.

En faisant le changement de variable défini par (61), 'équa-
tion (58) devient

(63) 2 dz+[azs+ bsx? 4+ H(xy) + 1,82 F (xy, 3)] dxa=o.

En résumé, en partant de (57), nous arrivons a I’équation (63)
par une suite de changements de variables

z=x1+Fy(z1, 1), y=x14+ Gz, 11),
s=ym+yif(y),  z2=z[1+w(2))]

La série w(z,) ne contenant pas de terme constant, il est évident
que cette suite de changements de variables revient a

ry= 2 + Qs(z, ), z =y + Ry(2, »),

Q. et R, étant des séries entiéres sans lermes constants, ni termes
du premier degré.

95. ETUDE DES CARACTERISTIQUES DANS LE CHAMP REEL VOISIN D'UN
POINT EXCEPTIONNEL. — Pour étudier les caractéristiques de I'équa-
tion (57), dans le voisinage de z =o, y = o, il suffira d’étudier
les caractéristiques de (58), dans le voisinage de z,=o, y,=o.
En supprimant les indices, nous écrirons cette équation

(64) zrridy+[ay +ayA(z)+y2B(y)+ CG(z)+zy2®(z,y)|dr=o.

On sait (Bendixson, p. 45) que si 'on considére les diverses
caractéristiques passant par un point voisin de 'origine et situées
dans larégion pour laquelle on a x > o, deux cas se présentent :

1° Sil'on a a << 0, y tend vers zéro avec z pour chacune de ces
caractéristiques. Toutes ces caractéristiques passent par 'origine;

2° Sil'onaa>>o, il y a, en dehors de x = o, une seule carac-
téristique passant par 'origine. Désignons par y = ¢ () la solution
de I'équation (64) représentée par cette caractéristique.
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Dans les deux cas toute caractéristique, autre que # = o, abou-
tissant a l'origine est tangente en ce point a la droite y = 0. On
sait en effet que toutes les caractéristiques aboutissant a P'origine
admettent en ce point une tangente bien déterminée. Pour trouver
cette tangente, posons x = ty. L’équation (64 ) devient

(65) [a4xh(t, y)][(ydt +tdy)+ trrtyrdy =o.

Si ¢ tendait vers une limite finie, lorsque y tend vers zéro, cette
limite ne pourrait étre, d’aprés la forme de (65), que ¢t = o. Ceci
est impossible, car dans le plan des variables ¢ et y, le point t =o,
y =o est un col de I'équation (65). Les seules caractéristiques
passant par ce point sont ¢{=o0, ¥y —=o. Fournissant 'une et
lautre z=o0 comme caractéristique correspondante dans le
plan des xy elles ne peuvent correspondre a 'une des caractéris-
tiques considérées. Il résulte de la que ¢ devient infini, lorsque x
et y tendent vers zéro. '

On sait que, dans le cas ou I'on a « > o, la fonction y = o(x)
correspondant a la caractéristique aboutissant a I'origine n’est pas
en général une série entiére. C'est une fonction semi-réguliére
pour z = o. Quel que soit s, on peut écrire

¢(x)=Ps(x)+ zsRs(),

P; est un polynome de degré s et R(x) tend vers zéro avec z.

Si, comme nous pouvons le supposer (n° 24), C(x) contient
z"t' en facteur, il en sera de méme de P;(z), pour s >n 1.
On- étudierait de méme les caractéristiques voisines de l'origine et
situées dans la région pour laquelle on a z <<o. Il suffira, pour
étre ramené au cas de > o, de Ehanger z en — z. On voit que
Pon a les quatre cas suivants, si 'on considére les caractéristiques
voisines de Uorigine :

1° a~< o, n pair. — Toutes les caractéristiques aboutissent a
Porigine O;

2° a << 0, n impair. — Les caractéristiques de la région z > o
aboutissent a O. Une seule caractéristique située dans la région
z <o aboutit a O. Elle limite avec les deux portions de Oy deux
secteurs répulsifs; )

3° 2> 0, n pair. — Quatre arcs de caractéristiques aboutissent
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4 O. Deux d’entre eux sont formés par les deux portions de Oy.
Les deux autres, tangents & Oz, sont situés I'un du cété des =
positifs, P'autre du coté des x négatifs. Ces caractéristiques
limitent quatre secteurs répulsifs;

4° >0, n impair. — Toutes les caractéristiques situées du
coté des z négatifs aboutissent a O. Une seule caractéristique
située dans la région > o aboutit a O. Elle limite avec les deux
portions de Oy deux secteurs répulsifs.

De ce qui précéde, et de ce que nous avons vu (n® 3 et 4), il
résulte que tout cycle singulier passant par le point exceptionnel
comprendra une portion de ’axe Oy, et I'un de ses prolongements
au dela de O. Nous pouvons toujours supposer, en changeant le
sens positif des axes, que la portion de Oy qui appartient au cycle
singulier est située du coté des y positifs et que son prolongement
est situé du coté des x positifs. Nous pouvons donc considérer
uniquement les cas 3° et 4°, c’est-a-dire supposer a > o, et étudier
les caractéristiques situées dans la région des x positifs au-dessus
de la caractéristique tangente 4 Oz en O.

26. SIMPLIFICATION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DANS LE
DOMAINE REEL VOISIN D’UN POINT EXCEPTIONNEL. — Nous utiliserons
tout d’abord les simplifications du n° 24 et nous écrirons I’équa-
tion (63) sous la forme

(66) 3 dz+ [3(a + ba}) +~ H(xy) + S i+t (25)] dzy = 0

a est positif, H contient z}*' en facteur et la somme I s’étend a

toutes les valeurs entiéres de i, de /=1 a l'infini. Soit 5 = ¢(x,)
I'unique solution pour laquelle z tend vers zéro, lorsque.xz, tend
vers zéro par valeurs réelles et positives. Faisons le changement

de variable
3 =9(xy)+w.

L’équation (66) prendra la forme
3 dw + wla + bl + Z(i+ 1)ei+H1 (wg)a;i(2e) + Zwibi(2y)] dry = 0,

les fonctions b;(z,) sont semi-réguliéres pour 2, = o.
Montrons qu’en posant

w = 2 )\(.z',).
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on peut déterminer )(x,) de maniére que l’équation prenne la
forme

(67) 2 dz + 51 [a + ba} + 234 Pi(2:)] dxs = o,

les fonctions {; étant, comme les b;, semi-réguliéres et nulles
pour z, = o. Il suffit pour obtenir I’équation (67) que I’on ait

n+4 )‘,(x’_)

A + a4 b2+ (i + 1) i+ (2y)a(2y) = & + bzl
NG

¢(z;) contient en facteur x}*' parce qu’il en est ainsi de H(z,).
L’équation différentielle ci-dessus entre A et z, se présente
donc sous la forme X' =Ag (z;). On peut prendre

)\=e-/‘a gt“d‘:l—f—G(I‘g),

G(z,) étant une fonction de z, semi-réguliére et nulle pour z,=o0,
ainsi qu’il est facile de le montrer.

Précisons le domaine dans lequel I'équation (67) est valable.
Nous pouvons supposer que dans 'équation (66), Zz+'a;(x,) est
une série converg'ente pour |z|Seet|z,|Z¢e et que de plus dans
ce domaine le module de cette expression est inférieur a un
nombre M.

Les divers termes de I'expression X sont alors pour |z, | <¢,
inférieurs en module, aux termes du méme degré en z de 'expres-
sion

Nous avons remplacé z par ’expression
(68) z = 9(x3) +[1+ G(=2)] 2,
I'expression { devient

Me _ Me I
e—¢(@2)—[1+G(xy)]5 € — p(xs) l__ [1+G(z4)]5,
€ — @(&s)

=

Nous pouvons supposer ¢’ assez petit pour que H(z,) et o(x,)
soient définis pour x, compris enire o et ¢, et que, pour ces
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valeurs de x,, on ait

le(z2)| < 20 [1+G(an)| <2,
(69) a+ ben>o.

Les divers termes du développement de {, suivant les puis-
sances de z,, seront donc inférieurs en module aux termes de

Me
méme degré du développement de — 25 .
gre cvelopp e—23 |1+ G|
2

Les termes qui contiennent z? en facteur seront inférieurs en
module aux termes de méme degré de

23M |1+ G |3}
s(e—22 |1+ GJ)

E—_—

Les termes de £3:8;(z,) se déduisent des termes de Zzi+'a,(z,),
en remplagant 5 par 'expression (68), ne conservant que les termes
du second degré au moins en z, et en les divisant par z, (14 G).
Les termes de 22! B;(x,) seront donc inférieurs en module aux
termes correspondants de

‘ot M 3

e(e—451)
Si nous posons

a

ki(u) = Ei(s—?,‘nu—)7

(70) xzea=¢'u, na =
Véquation (67) deviendra
urtt dzy+ 3, [na + bur +3 3 k;(u)] du = o.

Si u varie de o a 1 les termes de Zh;(«) seront inférieurs en
module aux termes de méme degré de

I ?.kMZl
(71) e"le(s—-—Az.)‘

On aura également, pour « variant de o a 1,

na + bun> nc,

¢ étant d’aprés (69) un nombre positif. Il résulte de ces inégalités
que les valeurs de 3, pour lesquelles, u étant compris entre o et 1,
I'expression na -+ bu™+ Zziki(u) ‘pourra s’annuler seront supé-
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rieures en module a la valeur de z, vérifiant I'équation

24M 3

nC¢c — -————— =0
ere(e — 421)

. . . ) . €
Soit n cette valeur qui est inférieure a -- Nous avons

4
(72) %= rw(s:]-n)_
Si nous posons
(73) a=ne, b =20,
nous obtiendrons I'équation
(74) urttdy + o[ na + bur+ Evth;(u)] du = o.

Les coefficients de Z¢fh;(u) seront, pour toutes les valeurs de u
comprises entre o et 1, inférieurs en module aux termes corres-
pondants de ’expression (71) ou z, est remplacé par n¢. Rempla-
cons en méme temps dans cette expression M par sa valeur tirée

ne(e—4n)e

, . : . _4n g
de (72) nous obtenons » qui en posant § = == devient

e — 4no
—
(75) ne(t=d)e,

dont le développement suivant les puissances de ¢ fournit des
dominantes des fonctions A;(u).

L’équation (74) qui sera exclusivement employée dans la suite

est valable pour u variant de o a 1 et ¢ variant de o & % Cette

derniére quantité étant supérieure a 1, nous pouvons faire varier ¢
de 0 a 1. Dans ces conditions, le coefficient de du dans (74) est
positif car na -+ bu™ est supérieur a nc tandis que, d’aprés
Pexpression (75), la somme des valeurs absolues des termes
de Zoih;(u) est au plus égale a nc.

27. ForME REDUITE 'DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE. — Pour
mettre I'équation différentielle (74) sous une forme plus simple, je
supposerai, comme on peut toujours le faire (n° 24, 1°), que dans
I'équation (58) B(y,) est identiquement nul, ou ce qui revient au
méme que dans (67) ou (74) on ait, pour toutes les valeurs de i,
Bi(o)=o, h;(0) =o0. Désignons par s un nombre entier quel-
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conque. Les 8;(«) étant des fonctions semi-réguliéres pour u=o,
on peut écrire ’équation (74) sous la forme

(76) urtide + Udu = o,

.
U= (na~+ bur)v+ 022 W fi(v)+ usvrF(u, v),
5
la sommeE nes’étendant qu’aux valeurs 1, 2, ..., s— 1 de'indice ¢.
Les fi(v) sont des séries entiéres en ¢, F(u, ¢) est une série entiére
en ¢ dont les coefficients sont des fonctions de « semi-réguliéres
et nulles pour u = o.
Montrons que I'on peut faire un changement de variable

(77) z = K(u, v),

tel que I'équation différentielle prenne la forme

(78) ur+t dz + z|na + bur+ susm(u, 3)]du=o;

m est une série entiére en z, dont les coefficients sont des fonctions
semi-réguliéres pour u = o.

En faisant le ehangement de variable (77), I'équation (78)

devient
wtt dz + (UK, — ur+1Kj) du = o.

Pour que cette équation prenne la forme (78), lorsqu'on rem-
place ¢ en fonction de z dans K|, et K/, il suffit que I'on ait

UK| — un+tK,, = (a+ bur)z + zusM(u, z).
1l suffit pour cela que 'expression
s
N= [(a + bun)y + 912 uifi(v)] K, — un+1Kj, — (a + bur)K
ne contienne pas de termes ou u figure a une puissance inférieure
a s. Cherchons a déterminer K(u, ¢) sous la forme
K(u, 0)=ko(0) + uki(¢) +...+ us—1key(0) + uskg(v).

Nous allons déterminer ko, 4, ..., ks_y en écrivant que les

termes de N ou « figure a une puissance inférieure a s sont nuls.
Nous désignerons par &} la dérivée de £;(¢). On a

vky — ko= o, ko=v.
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Supposons ¢ > n, et égalons a zéro le terme en u? de N. On a
a(vky—kq) 4+ 2 (frkoy + foKky_os +...+ fo ki) =o.

Parmi les intégrales de cette équation. considérons la solution
0 v
ky=— af FrKyoy 4 fakly g e f k) d.
0

En appliquant cette forinule, pour ¢ =1, on voit que k,(v)
est une série entiére, contenant ¢? en facteur. Le raisonnement
habituel montre qu’il en est de méme pour g =2, 3, ..., n —1.
Pour g2 n, on a

(79) a(oky—hq)+boky y—(b+q—nYkg-n+0*(fikyy + ...+ fo ko) =o.
En particulier, pour ¢ = n, on a
a(v/('”-_ kn) -+ 92(f| k:l“'_'—‘ . .+fq](:_,) = 0.

On voit, comme tout a I'heure, que I'on peut prendre pour £,
une série entiére contenant ¢? en facteur. Il résulte alors de I'équa-
tion (79) qu’il en est de méme pour kg, pour g > n.

Nous déterminerons enfin 4;(¢) en écrivant que. pour u =1,
K(1, ¢) se réduit a v; ks(v) sera une série entiére contenant ¢* en
facteur. Nous concluons de ce qui précéde que : 11 existe un chan-
gement de variable de la forme

(8o) 3=v+ u?P(u, v)

ou P est un polynome de degré s — 1 par rapport a u, se rédunisant
a zéro pour w =1, ayant pour coefficients des séries entiéres
en ¢, convergentes pour |¢|<<1. En faisant ce changement de

variable (80), I'équation (74) prend la forme (78).

28. INTEGRALE GENERALE DE L'$QUATION DIFFERENTIELLE (74). —

Cherchons une intégrale générale de I'équation (74), sous la
forme

T'(u, v)=vy(u)+ o2ys(u)+ ¢3y3(u)+...= const.,

v(u), yi(u) étant des fonctions de « dont nous désignerons les
dérivées par v/, v;. Ces fonctions vérifient la relation

untt oy 4 vtyg 4., ) = (vy + 202y ) [ na + bur+ S vihy(u)].
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On a

urtiy'= (na + bun)y, Y(u)= u’le—"—",
urtlyl = g(na + bur) g+ yg—1 hi~+ Ygma s+ . o Y2 hgey + Y hgy.

Nous achéverons de déterminer les fonctions vq(u) en supposant
que, pour ¥ =1, on a y¢(1) = 0. On obtient

x
. . ’ Y_.gh‘-}-" _2h2+...+‘(gh _2+‘Yh —1
f‘l(“)“ {‘If . = un-HYq . = du.

Les fonctions y, se déterminent donc sans difficulté, en faisant
successivement ¢ = 2, 3, .... Montrons que la série I'(«, ¢) est
convergente, lorsque u et v sont compris entre o et 1.

D’aprés le n° 9 et ce que nous avons dit a la fin du n° 26, nous
obtiendrons pour u variant de o a 1 des dominantes des fonctions Yis
si nous remplagons ra—bu” par nc et si nous remplagons les
fonctions h;(u) par les cocfficients correspondants du dévelop-
nc(r—06)v
Ti—be
coefficients qui sont tous négatifs. Trouver ces dominantes I'(«),
I';(u), des fonctions y(u), y;(«) revient a chercher sous la forme

pement suivant les puissances de ¢ de l'expression —

G(u, v)=ol'(u)+ 92Ty(u) +...= const.

I'intégrale générale de I'équation

neco(t—v)

(81) un+ dp 4 rp—y

du = o,
en supposant que I', T';, ... soient positives ou nulles pour u =1
et que 'on ait '(1) Ze™2.

En intégrant (81), on obtient I'intégrale générale

C
ec~ape ¥ (1—p)d-1= const.,

qui, développée suivant les puissances de ¢, a tous ses coefficients

positifs pour u =1. Il en résulte que la série I'(«, ¢) sera conver-

gente pour u et ¢ compris entre o et 1. Donnons une autre

démonstration qui fournira une propriété de TI'(w, ¢). Nous

obtiendrons des dominantes des fonctions y, en remplagant,

d’aprés le n° 9, les fonctions — A; par des fonctions dominantes;
LI 8
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nous avons pris dans la démonstration precédente pour ces domi-

ne(1—0)p

nantes les coefficients du développement de — suivant les

puissances de ¢. Si, dans cette expression, nous remplagons nc par
Pexpression na -+ bu™ qui est toujours supérieure a nc¢, nous
augmenterons encore les dominantes de h;. Nous sommes donc
ramenés a considérer pour I'équation

(na+bu")o(l—v)du_0

un+i do 4
1— 0y

I'iucegrale générale qui se réduit a e~ pour « = 1. Cette intégrale
générale est

ﬂ
vude " (1— )1 = const.

Les termes du développement du premier membre suivant les
puissances de ¢ sont positifs pour « =1 et fournissent donc des
dominantes des termes correspondants de I' («, ¢). Si 'on écrit

a

F(u, ¢)=vube ™ [1+ ofa(u) +o2fs(u)+...],

les divers termes de la série entre crochets admettent pour domi-
nantes les termes correspondants du développement de (1 — ¢)%-!
suivant les puissances de ¢. Cette série est donc convergente

pour |¢| <1.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant : L’'équation

untlde + ¢ [na + bun+vn(u,v)] du = o,

ot h(u,v) est une série entiére en v ayant pour coefficients
des fonctions semi-réguliéres pour u = o, et satisfaisant aux
conditions na — |b| —H>o0 (n°T), admet pour |v|<1 et u
réel, variant de o @ 1, une intégrale générale de la forme

a

(82) vube W [14+ ofy(u) + 03 (u) +...] = const.,

J2, [ étant des fonctions de u qui restent finies lorsque x
variede o a 1.

29. INTEGRALE GENERALE LORSQUB L'EQUATION DIFFERENTIELLE EST
$OUS FORME REDUITE. — Supposons que I'équation (74) ait été mise
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sous la forme (78)

untt dy + v [na + bur + vusm(u, v)] du=o,
vm(u, ) =vmy(u)+otme(u)+...,

les m;(v) définis pour u réel, variant de o a 1, sont des fonctions
semi-réguliéres pour u=o. Montrons quel’ mtegmle generale (82)
peut se mettre sous la forme

(83) T(u,v) =pube " [T+ us(vgs+v3gs+...)]= consi..

&2 &3 --- étant des fonctions de « seul qui restent finies, lorsque
u varie de o & 1, extrémités comprises.

Il est évident que ces fonctions restent finies pour les valeurs
considérées de wu autres que u =o, car g,= f . Pour voir ce

qu’elles deviennent, lorsque u tend vers zéro, consnderons Véqua-
tion

urtiT, =o', [na + bur+vusm(u, v)] du
que vérifie la fonction I (, v). Désignons, comme précédemment,

par vy (u) 'expression ube ¥ et posons

I'(u, 9)=vy(u)+usy(u)g(y, ),
g(u, v)=vrge(u)+v3gy(u)+...,

& (u, v) vérifie I'équation
untt gy, + (na + bur+ sur) g — (na + bun)og, = (vi+vg,) m(u, v).
Il en résulte que g, (u) vérifie I'équation différentielle

untt gy —[na(g —1)+un(bg —b—s)] g,
=M+ W (My ggmt oo+ Mg &)

Supposons démontré, pour g=2, 3, ..., p — 1, que g, reste fin{
pour ¥ = 0, montrons qu'il en sera de méme pour ¢ = p.

Si nous posons g,=y, u =2z, la fonction y (x) vérifie une
équation différentielle de la forme

(84) zn+ly'—[na(qg—1)+ 2" (qb — b —s)] y =3 (x),

¢ (z) étant une fonction qui reste tinie lorsque x varie de o a 1,
extrémités comprises. Il nous suffit, d’aprés ce que nous avons dit
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plus haut, de prouver que y reste fini, lorsque z tend vers zéro.
La démonstration s’appliquant immédiatement pour y = g5, il en
résultera que la propriété sera vraie pour n’importe laquelle des
fonctfons &gq(u). ‘

Soit ¢ un nombre tel que pour 0 <<z <<¢ on ait

na(qg—1)+(gb—b—s)z»>o.

Nous pouvons trouver deux nombres A et B, avec A > B, et
tracer un rectangle limité par x =o0, z =¢, y = A, y =B, tel
que, pour x variant de o a ¢, la courbe

(85) ylna(g—1)4+gb—b—s)zr]+o(x)=0

soit comprise a l'intérieur de ce rectangle. La région du plan
des zy comprise entre =0 et x =¢ est ainsi divisée en trois
régions : la région I pour laquelle on a y > A, la région II inté-
rieure au rectangle, la région IIl pour laquelle on a y </ B.

Considérons, péur x décroissant de ¢ jusqu’a o, une caractéris-
tique de 'équation (84). Soit M un point de cette caractéristique,
de coordonnées z et y. Si M reste toujours dans la région I, y ira
toujours en décroissant et tendra, lorsque x tend vers zéro, vers
une limite finie, supérieure ou égale a A. Si M reste toujours dans
la région II, y ira toujours en croissant et tendra, pour x = o,
vers une limite finie inférieure a B.

Si nous remarquons que toute caractéristique qui passe par un
point de 'une des droites y = A ou y = B pénétre dans la régionlII,
lorsque x décroit, nous voyons que toute caractéristique qui ne
restera ni dans la région I, ni dans la région 111, finira par rester
dans la région II et par conséquent y restera fini. Le résultat qui
nous est utile est démontré.

On peut établir un résultat plus précis en montrant que,
lorsque z tend vers zéro, y tend vers une limite finie qui est
I'ordonnée du point d’intersection de Oy avec la courbe (85).

30. ProprifTEs DE L'INTEGRALE GENERALE (82). — Kcrivons le
changement de variable (80) sous la forme

©

(86) z=v+vZo"[p,-(u)+c’,~u~‘],

i=1
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p: désignant un polynome de degré s — 1 au plus en «; c; est une
constante. On a'p;(1) + ¢;= o. Si, dans 'intégrale générale (83)
de I'équation (78) en z et u, on remplace z par son expres-
sion (86), on obtient une intégrale générale de I'équation (74)
en ¢ et u. Cette intégrale se réduit, pour u =1, a ve~2, comme
l'intégrale générale (82) de cette équation. Les deux formes ainsi
obtenues pour l'intégrale générale de (74) sont donc identiques
etl'ona

1+ us(3gs+ 8083+ ...) =0 (1 +0fa+ovifa+..)

si I'on remplace 3 par I’expression (86).
En égalant dans les deux membres les coefficients des mémes
puissances de ¢, on obtient

f2(u) = pi(u) + us ga(u),
f‘l(u) =P9—l(u)+uqu(g2! g37---1g0)1

P, étant une expression linéaire par rapporta g, g3, ..., &q-
L’entier s pouvant étre arbitrairement choisi, ces formules nous
montrent que les fonctions f; (u) sont semi-réguliéres pour u=o.

31. Lot DE CORRESPONDANCE DANS LE VOISINAGE D'UNE CARAC-
TERISTIQUE TRAVERSANT UN POINT EXCEPTIONNEL. — Considérons
dans le plan des variables u et ¢ un carré O'A’D’B’, dont les c6tés
ont pour équations : O’A’,¢v=o0; O'B, u=o0; A'D', u=1;
B'D’, v =1. Une caractéristique C’ de I'équation différentielle (74)
en u ety, qui coupera le c6té A'D’ en un point Q' ressortira du
carré en coupant le c6té B'D’ en N', car ¢ va en croissant
lorsque u décroitde 1 ao. En effet, d’aprés ce que nous avons dit a

la fin du n° 26, glu est négatif pour les valeurs de u et ¢ coor-

données d’un point intérieur au carré Q'A’D'B'.

Soient 1 et ¢ les coordonnées de Q'; u et 1 celles de N'. Nous
pourrons toujours, en remplagant ¢ par ¢y, c étant une constante
convenablement choisie, supposer que la forme (82) de I'intégrale
générale de (74) est encore valable pour ¢ =1. Cette intégrale
générale nous donne alors immédiatement la relation entre les
paramétres u et ¢ définissant la position des points d’intersec-
tion N' et Q' d’une caractéristique C' avec les droites v =1
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etu=1.0na

(87) ve—“=u”e—"i"[x+f,(u)+f3(u)+...].

C’est la loi de correspondance cherchée.

D’aprés la forme de I’équation (63) que nous avons obtenue,
tous les termes «;(x,) de I'équation (66) contiennent z, en fac-
teur. Il en résulte que dans I'équation (74) tous les coefficients
hi(u) contiennent « en facteur. En appliquant pour s=1 le
résultat démontré (n°29) nous voyons que les fonctions f,(u),
fs(w), ... sont nulles pour u = o. Nous pourrons donc écrire la
relation (87) sous la forme

(88) o= aiibe T 1+ f(w)],

a, est une conslante, f(u) est nul pour v = o.

Si nous remarquons de plus que, d’aprés la démonstration du
n° 30, la série formée en prenant dans f,(u), f3(u), ... les
parties p(u), pa(u), ..., qui sont des polynomes en « de degré
inférieur a s, on obtient une série convergente

v+ 02p(u)+ v3py(u),

nous voyons que f(u) est une fonction semi-réguliére et nulle
pour u = o.

Considérons dans le plan des zy les deux courbes S et S’ cor-
respondant aux droites ¥ =1 et ¢ =1 du plan des u¢. Soient C la
caractéristique de 'équation (57) en x et 3 correspondant a la
caractéristique C’ de I'équation (74) et G, la caractéristique de (57)
traversant le point singulier z =0, ¥ = o et correspondant aux
deux arcs de séparatrices ¥ = o, ¢ = o limitant la région répulsive
ou se trouve C. Les courbes S et S’ rencontrent respectivement G,
en Q, et Ny. Les points Q, et N, sont respectivement voisins des
points d’intersection Q et N de S et S’ avec C. Nous avons la loi
de correspondance entre Q et N.

Cherchons a nous affranchir du choix particulier que nous avons
fait en prenant les deux courbes S et S’ pour établir la loi de cor-
respondance. Prenons sur la partie de C, représentée par v =o
un point R, et sur la partie de C, représentée par u =0 un
point Py, ces points étant tels qu'en parcourant C, dans le sens
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P,OR, on rencontre successivement Py, Ny, O, Q,, R, sans tra-
verser un autre point singulier que le point O.

Soient S, un arc de courbe coupant C, en R, et S un arc de
courbe coupant C, en P,. Cherchons la loi de correspondance
entre les points d’intersections P et R de S’ et S, avec la caracté-
ristique C passant par Q et N.

Nous arriverions immédiatement a cette loi, d’aprés le n° 2
(voir n° 19, remarque), si les coordonnées x et y d’un point Q de S
étaient des fonctions holomorphes de u et si les coordonnées d'un
point N de S étaient des fonctions holomorphes de ¢. Examinons
s’il en est ainsi, en résumant les changements de variables, qui des
variables z et y figurant dans I’équation (57) nous ont ramené aux
variables u et ¢ figurant dans I'équation (74). Nous avons posé

(89) ry=z+Q(@,y), s=y+Ri(z )
(90) z2=9(u)+[1+G(c'u)ne, ry==¢'u,

o(e'u) et G(<'u) sont des fonctions semi-réguliéres et nulles
pour u = o. Des formules (89) on peut tirer z et y en fonction
holomorphe de z, et de 5. Par conséquent, sur la courbe S repré-
sentée par u =1, = et y seront des fonctions holomorphes de ¢.
Si ¢ est le paramétre fixant la position de R sur S,, et si ce para-
métre devient nul lorsque R coincide avec Ry, nous aurons la

relation
t=b,v+b,v’+...,

ou le second membre est une série entiére a coefficients cons-
tants by, by, .... Il résulte de cette relation et de larelation (88) que
nous avons

t=asube ¥ [14+F(u)],

a, est une constante différente de zéro; F (u) une fonction semi-
réguliére et nulle pour u = o.

Nous ne pourrons raisonner de cette fagon pour avoir la corres-
pondance entre P sur S et N sur S'. En effet, d’apres la for-
mule (go), on a pour I'arc S’ représenté par v =1

z=9(c'u)+[1+ G(s'u)]n, z=n+m(u),

m (u) étant une fonction semi-réguliére et nulle pour u = o.
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Les coordonnées z et y d’un point N de S’ ne sont pas des
fonctions holomorphes de wu; ce sont des fonctions semi-régu-
liéres.

32. ForME DEFINITIVE DE LA LOI DE CORRESPONDANCE. — Pour
trouver la loi de correspondance entre les points d’intersection
d’une caractéristique C avec les courbes S’ et S, considérons une
courbe intermédiaire S” représentée par z = ¢, dansle plan des zu.
La constante ¢ dont il a été question (n° 26) est au plus égale au
rayon de convergence de la série entiére Tzia;(z,) qui figure
dans I'équation (66). On a n<<e. La courbe S” coupe C, en M,
et G en M. Pour trouver laloi de correspondance entre les points M
et N ou G rencontre respectivement S et S", considérons I'équation
différentielle (63) entre z et z,. Ecrivons-la sous la forme

i Vds+a[s+x H (2y, 3)dzy=0;
remplagons &, par ¢'u et « par naz'?, nous avons I’équation
(91) un+tdz + na [z + uK,(u, 3)]du = o,

K, étant une série entiére en u et z-sans terme constant. Nous
pouvons supposer ¢ assez petit pour que, lorsque x, varie de o
a ¢/, I'arc de courbe z+ z, H, (2;,2) = 0 ne rencontre pas les
arcs de courbe z =0 (z;)+ [1 +G(22)]n et 2= ¢ qui corres-
pondent respectivement a S’ et 8 S” dans le plan des variables z
et z,. Cela revient a dire que, pour u variant de o a 1, la courbe
5+ uK, (u, 5) =0 ne rencontre pas les courbes X' et X' repré-
sentées dans le plan des variables z et u par z=n-+4m(u)
et 2=-¢ qui correspondent aux courbes S’ et §” du plan des
variables z et y. L’expression z+ uK,(u, z) reste positive
lorsque u et z sont les coordonnées d’un point situé dans la région
limitée par u =o0, u =1, ¥ et ', Nous pourrons donc, si nous
nous déplagons sur une caractéristique de 'équation (91), en res-
tant dans cette région, considérer u comme une fonction de z
qui ira en décroissant lorsque z croitra jusqu’a e. Il en résulte que
toute caractéristique C de I'équation (57) coupant S’ en un point N
de paramétre u coupera S” en un point M de paramétre u,. 1l
suffit de faire la figure pour en conclure que si u, est assez petit,



— 121 —

toute caractéristique C coupant S” en un point M coupe S’ en un
point N.

Les quantités « et «, définissant les positions de M et N s’an-
nulent simultanément, chacune d’elles est une fonction croissante
de I'autre. Nous allons montrer que chacune d’elles est une fonc-
tion semi-réguliére de I'autre.

L’arc de caractéristique « = o de I’équation différentielle en u
et v coupe les arcs 2’ et 2" aux points P, et M, d’ordonnées z—=mn
et s =c¢. Cet arc PyM, ne contenant aucun point singulier, la
valeur u, que prend pour z=¢ une intégrale u(z) de I'équa-
tion (g1) qui admet des valeurs initiales u, =« et 5, = z est une
fonction holomorphe de « et de z pour u =0 et 3=1m. On a

uy=H(u, 3—mn).

Si ces valeurs initiales u et 5 sont les coordonnées d’un point
de l'arc ¥" représenté par 3 =n + m (), nous aurons

(92) wy=H[u, m(u)].

Cette formule montre que u, est une fonction de « semi-régu-
liére et nulle pour v —o.

La loi de correspondance (92) nous suffirait, si nous n’avions a
considérer que des cy(;les passant par un seul point exceptionnel.
Afin de pouvoir considérer tous les cas, nous allons montrer que «
est une fonction semi-réguliére de u,. Nous pourrions arriver a ce
résultat en étudiant la forme de la fonction H, montrant que le
rapport u, : u tend vers 1 lorsque u tend vers zéro et que de (92)
on peut tirer v en fonction de «,. Il m’a paru plus simple d’em-
ployer la marche suivante.

Considérons une intégrale u(z) de l’équation (gr) prenant
pour z =¢ la valeur «,. La valeur que prend cette intégrale pour
une valeur z voisine de 7 sera une fonction holomorphe de u, et
de z pour u, voisin de zéro et z voisin de n. On a

u=®o (uy, 3—m).

Si nous considérons le point M oula caractéristique corres-
pondant a cette intégrale vient couper la courbe X' représentée
par z=mn -+ m(u), ona
(93} w=®[uy, m(u)]
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Quel que soit 'entier s on peut écrire
m(u)=p(u)-+uq(u),

p ¢étant un polynome de degré s et ¢ (u) tendront vers zéro avec u.
Considérons la relation

(94 u=[uy, p(u)]

® (u,, 2—7), étant nul pour u, = o, contient u, en facteur, il
en est de méme du second membre de (94). On pourra de la rela-
tion (94) tirer u =g (u,), g (w,) étant une série entiére sans
terme constant. Posons

(95) u=g(u)+w.

Puisque nous avons montré que u et g (%,) sont des fonctions
de u,, qui tendent vers zéro en méme temps que u,, il en sera de
méme de la fonction w. Si nous montrons que w : u] tend vers
zéro, nous aurons montré que u est une fonction semi-réguliére
de u,. Nous avons

®uy, plg(u)]( =g (),
Pluym(u)]=®[uy, p(u)]+ u R(u, uy),
Qluy, ple(u)+wli=Qluy, plg(u)]| +wQ(m, w).

Ajoutons ces trois équations membre a membre, en tenant
compte de la relation (93), nous avons
u=2e[w, m(u)] =g () +uR(u, w) +wQ(u, w)
Nous avons donc, d’apres (93),
w=wQ(u, w)+ usR(u, uy),
R (u, u,) est une fonction qui tend vers zéro avec u, comme Q ().
Q (uy, w) qui contient u, en facteur comme ®[u,, p(u)] tendra

également vers zéro avec u. Le quotient w : uf a donc pour limite
zéro. Pour montrer qu’il en est de méme du quotient : w : uj, il

u . . .
suffit de montrer que — ne devient pas infini lorsque u tend
: :
vers zéro.

Nous pourrons écrire dans (¢5)

g (uy) = cul (1+ &),
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c étant une constante différente de zéro et ¢, une expression qui

tend vers zéro avec u,. En divisant les deux membres de (g5)
par u, nous avons

u w
(96) 1=c—ju{"(l+e‘)—u—-

, i W . -
Lorsque u tend vers zéro, — tend vers zéro; u}™' (1+¢,) tend
vers 0 ou vers I, suivant que  est égal ou supérieur a 1. Si le
u e e U . . . o, -
rapport — devenait infini, — tendrait vers zéro et égalité (¢6)
uq u

conduirait & une impossibilité.
. , uy
Si nous remarquons que, d’aprés (92), le rapport — ne peut
croitre indéfiniment, on voit que pour que I'égalité (96) ne con-
duise pas a une impossibilité, il faut que 'on ait r =1 et que la
limite de - soit égale a c.
I

Nous avons donc la relation
(97) u = ‘;—‘[H-/c(u,)J,

k (u,) étant une fonction semi-réguliére et nulle pour u, = o.

Si nous désignons par ¢’ la valeur du paramétre définissant la
position de M sur la courbe S”, t' devenant nul lorsque M vient
en My, nous avons entre ¢ et u, une relation de la forme

u;=a,t'+a,t'2+...,

le second membre étant une série entiére en ¢'. Nous aurons donc,

d’aprés ’
pres (97) w=ort [1+1(0)],

l(¢") étant semi-réguliére et nulle pour ¢’ = o0; ¢, est une cons-
tante.
Nous avons, d’autre part, trouvé (n° 31) la relation

a
t=asubte " [1+ F(u)].

En remplagant ¢ par sa valeur en fonction de ¢' nous aurons la
relation qui existe entre ¢ et ¢/, paramétres définissant la position
des points d’intersection R et P d’une caractéristique C voisine
de C, avec deux courbes quelconques S, et S| interceptant sur Co
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un arc ne traversant pas d’autre point singulier que le- point
exceptionnel O. Pour mettre celte relation sous une forme plus
simple, on peut écrire, puisque /(¢') est semi-réguliére et nulle
pour ¢’ = o,

—a (t,) ’

=t e g (),
a; désignant une constante, p (¢') un polynome en ¢’ de degré in-
férieur a n, négatif pour ' =o; ¢ (¢') une fonction semi-régu-
liére et nulle pour ¢/ =o0. Op a donc

a pt)
m=are M [1+Q(2)],
pie)

(98) t=Brbe 7" [1+ G(t)).

[\

Dans ces formules, «,, B sont des constantes; Q (¢') et G (')
des fonctions de ' semi-réguliéres et nulles pour ¢ = o.

Telle est la forme définitive que nous donnerons a la loi de cor-
respondance dans le voisinage d’une caractéristique C, traversant
un point exceptionnel.

Remarque. — Parcourons la caractéristique C,, a partir de P,,
dans le sens P,N,O0Q,R,, et sur le prolongement de I'arc Q,R,
prénons un point T, tel que I'arc R,'Ty ne contienne aucun point
exceplionnel, mais contienne un nombre quelconque de cols.
Soit S, un arc de courbe coupant Gy en T,. La caractéristique C
suivie dans le sens PNQR viendra couper S, en un point T dont
la position sur S, est définie par la valeur d’un paramétre 8, nul
lorsque T vient en T,. D’aprés ce que nous avons vu (n° 21), nous
avons entre les paramétres ¢ et § définissant la position des points R

et T la relation
O =ctvi+F (2)];

c et v sont des constantes positives; F (¢) est une fonction de ¢
semi-réguliére et nulle pour ¢ = o. Si dans cette expression de §.
nous remplagons ¢ par sa valeur (98), nous aurons la relation
entre les paramétres ¢' et § définissant I'intersection de C avec les
courbes S', et S,, nous obtenons
vp(ir
0= cpvtitve " [1+ G(¢)]V[1+ F(2)],
)
(99) b=afe ™ [1+9(t)],
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en posant
a=cBY, a=0by, q(t')=vp(t), [1+G{")], [1+F)]=1+¢().

La fonction ¢ (¢') est une fonction semi-réguliére et nulle
pour !/ =o. En effet, si nous cherchons les termes de ¢ (¢') dont
le degré par rapport a ¢’ ne dépasse pas un entier s, aucun de ces
termes ne sera fourni par F(¢) ou t est remplacé par I'expres-
sion (98). Nous n’aurons a considérer que les termes de degré
inférieur a s+ 1 de Pexpression [1+4+ G(¢')]*—1. Ces termes,
comme les termes analogues de la fonction semi-réguliére G (¢'),
forment un polynome P;(¢') en ¢’ et ©(¢') pourra se mettre sous

la forme
e(t') =Ps()+sQ (1),

Q;(t') est une fonction semi-réguliére et nulle pour ¢' = o.

En changeant légérement les notations, considérons deux
courbes S’ et S coupant G, en P, et T,. Une caractéristique G,
voisine de Gy, coupe S' et S en P et T de paramétres ¢’ et 6 nuls,
lorsque P et T se confondent avec P, et T. Nous aurons entre ces
paramétres ¢ et § la relation (9g) si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1° L’arc P, T, de G, ne contient qu’'un point exceptionnel que
nous désignons par P';

2° L’arc PyP’ de G, ne contient, en dehors de P’, aucun point
singulier;

3° A cet arc correspond, dans le plan des variables u et ¢
employées dans I’équation (74), la caractéristique u=o. Par suite,
a l'arc de caractéristique ¢ =o0 de I'équation (74) correspond
I'arc P'T, qui, par conséquent, ne sera pas en général holomorphe
au point P/;

4° L’arc P'T, ne contient, en dehors de P’, pas d’autres points
singuliers que des cols. Ceux-ci peuvent étre en nombre quel-
conque.

33. CARACTERISTIQUES VOISINES D'UN CYCLE SINGULTER PASSANT PAR
UN SEUL POINT EXCEPTIONNEL. — SUpposons que Lous ayons un
cycle singulier G, passant par un point exceptionnel P’ et par un
certain nombre de cols. Désignons, comme au n° 31, par S, et §
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deux arcs de courbes coupant G, en R, et Py tels que I'arc PoP'R,
ne contienne pas d’autre point singulier que O’. Nous supposons
que a 'arc Py P’ corresponde la caractéristique « = o, dans le plan
des variables u et ¢, employées au n° 31. Nous avons entre les
paramétres ¢ et ¢’ définissant la position des points d’intersection
R et P d’une caractéristique C avec S, et S' la relation (g8). Sui-
vons cette caractéristique G, voisine de C, dans le séns R,O'P,.
D’aprés ce que nous avons vu au n® 21 sur les caractéristiques voi-
sines d’un cycle G, traversant plusieurs cols, C viendra recouper S,
en un point R, de paramétre ¢,. D’aprés le n" 23, nous aurons
entre ¢’ et t, une relation de la forme

t=GCtV[1+ K(2)];

C, et v sont des constantes positives, K(¢') une fonction semi-
réguliére et nulle pour ¢'=o0. Pour que C soit un cycle, il faut
que les deux points d’intersection consécutifs R et R, de C avec S,
coincident, c’est-a-dire que ¢’ soit tel que 'on ait ¢, =¢. On doit

donc avoir
P

athe ™ [1+G(¢)] = Citv[1+ K(¢)].

Il est impossible qu’une pareille relation soit satisfaite pour des
valeurs de ¢' voisines de zéro. En divisant les deux membres par ¢¥/
le premier membre de la relation tend vers zéro avec ¢/, tandis que
le second reste fini. Il n’y a pas de cycles voisins du cycle sin-
gulier C,.

34. REMARQUES SUR LES CARACTERISTIQUES VOISINES D’ UN CYCLE
PASSANT PAR PLUSIEURS POINTS EXCEPTIONNELS. — Les paramétres u
et ¢, que nous avons employés (n° 19) pour obtenir la loi de cor-
respondance dans le voisinage d’une caractéristique passant par un
col, peuvent jouer absolument le méme roéle. La relation entre w
et ¢ garde la méme forme si on la résout par rapporta u ou par
rapport a ¢. Il n’en est plus de méme pour les variables u et ¢
employées au n® 31 pour obtenir la loi de correspondance dans le
voisinage d’une caractéristique traversant un point exceptionnel.
La relation (88) change de forme si on la résout par rapport a u.

Considérons un cycle singulier C, passant par plusieurs points
exceptionnels P,, P,, ..., P,. Désignons par u;, ¢; les paramétres
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correspondant au point P; et analogues aux paramétres u et ¢ con-
sidérés au n° 31. Nous supposerons que les paramétres u; jouent
tous le role joué au n° 31 par le paramétre «. Nous ne pourrons
plus toujours supposer, comme au n° 22, que P'arc P,_, P; corres-
pond a la partie positive de ;= o. Si nous fixons sur le cycle G,
un sens de parcours, tel quel’on rencontre les divers points excep-
tionnels dans 'ordre des indices, lorsqu’on part de P,, nous pour-
rons rencontrer deux catégories différentes de points exception-
nels P;: 1° ceux pour lesquels I'arc P;_,P; correspond a la partie
positive de v;=0; 2° ceux pour lesquels 'arc P;_, P; correspond a
la partie positive de u;=o.

Sil’on suit une caractéristique C voisine de Cy, en la parcourant
dans le sens fixé sur C,, cette caractéristique C arrivera dans le
voisinage d’un point P; de la premiére catégorie, en coupant la
courbe représentée par ;=1 en un point de paramétre ¢; et sor-
tira du voisinage de P; en coupant la courbe représentée par ¢;=1
en un point de paramétre «;. Nous dirons que la caractéristique G,
suivie dans le sens fixé traverse le point P; dans le sens v u. Pour
urr point P; de la seconde catégorie, nous dirons que C, traverse P;
dans le sens uv,

Supposons que, parcourant le cycle singulier C,, nous traver-
sions un point exceptionnel P dans le sens u¢ et que, aprés avoir
traversé un certain nombre de cols, nous traversions un second
point exceptionnel P’ dans le sens ¢ u. Considérons une caractéris-
tique C voisine de Go. Cherchons la loi de correspondance entre
les points d’intersection de G avec deux arcs de courbe S et §’
coupant G, en des points My et M tels qu’en parcourant I'arc
M, M, de Cy, a partir de M,, on rencontre d’abord P, ensuite les
cols et enfin P, avant d’arriver a M. Nous allons montrer que la
loi de correspondance cherchée est d’une forme analogue a celle
que l'on rencontrerait si, sur 'arc M, M}, il n’existait pas d’autre
point singulier qu’un col.

Prenons sur 'arc M, M un point @, compris entre P et P’ et qui
ne soit pas un col. Considérons un arc de courbe ¥ coupant C,
en w,. La caractéristique G rencontre respectivement les courbes
S, %, S'aux points M, u, M’ de paramétres ¢, 6, ¢'. Nous suppose-
rons que ces paramétres deviennent nuls lorsque C se confond
avec G,. Nous avons, d’aprés la relation (gg) (n° 32, remarque),



les relations
[0

b=atre™ [1+ G(2)],
L))
b=a'tee ™ [14+H(e)],

a, @/, a, a' sont des constantes positives, n et m des entiers, p et ¢
des polynomes de degrés respectivement inférieurs a n et a m.
G et H sont semi-réguliéres et nulles pour la valeur zéro de la
variable.

-En égalant les deux valeurs de § et prenant ensuite les loga-
rithmes, nous avons I’égalité

t'm

U | oLy L1+ H(Z)] = L% -+ 1%2 +ali+ LI+ G(4],

que nous pouvons écrire en prenant les inverses

t'm tn

go)+F(¢)  p(o)+K(¢)

. n
En extrayant la racine m des deux nombres, posant v = — et

désignant par ¢ une constante et par A et B deux fonctions semi-
réguliéres et nulles pour la valeur zéro de la variable, on a

(100) 1+ A(t)]=ct'[1+ B(¢)].

Il résulte de (100) que le quotient ¢3¢ a une limite finie
lorsque ¢ tend vers zéro. Posons

(101) t=ct'(1+9);

® est une fonction de ¢ qui tend vers zéro avec ¢; nous allons mon-
trer que c’est une fonction semi-réguliére pour ¢t=o. Nous
avons

(102) ¢+ (14 9)A(2) = B(2).

A (') étant une fonction semi-réguliére pour ¢ = o, on peut, quel
que soit s, écrire

AW)y=fo(t, tmLY)y+ts g (1),

&s(¢') tendant vers zéro lorsque ¢' tend vers zéro, f;étant un poly-
nome par rapport aux deux expressions ¢ et ¢/ L¢',
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Si nous remplagons ¢ par Pexpression (101) dans ¢”L¢', nous

avons
UmLe=cm(1+ @)ntr[Le+vLe+ L0+ 9)].

Si dans f;(¢', ¢ Lt’) nous remplagons ¢’ par I'expression (101),
nous obtenons une fonction k(¢, t"Lt, ¢). La fonction A est une
série entiére en ¥, les coefficients de cette série sont des poly-
nomes en ¢ et t*Lt. Tous ces coefficients sont nuls pour ¢ =o0.On

peut écrire
A(t)=k(¢, trLe, ®)+ tsgs(l).

Considérons la fonction z(¢) nulle pour £=o et vérifiant la
relation

(103) s+ (1+ z)k(e, trLt, 3)=B(t)

obtenue en supprimant, dans (102), *g,(¢'), et remplagant z
par . Cette quantité s sera une fonction holomorphe de ¢, de ¢ 1.z
et de B(¢); ce sera, par conséquent, une fonction semi-réguliére
et nulle pour ¢t = o.

Si nous posons
P=3+w,
nous pouvons écrire

(104) k(¢, tnLet, 2+ w) = k(¢, t2Lt, 3) +wG (¢, tnLe, w),

G étant une série entiére en « dont les coefficients sont des poly-
nomes en ¢ et ¢"L¢ nuls pour ¢t = o.

En faisant la méme substitution en ¢ = z 4w dans (102), et
tenant compte de (103) et de (104), nous obtenons

w4+ (1+2) [wG + 5 g5(t)] + w[k + wG + tsg,()] =0,
w[14+G + 3G+ k+wG + 5g,(t)] =— (14 3)t58().

Cette relation montre que, lorsque ¢ tend vers zéro, w tend éga-
lement vers zéro comme ¢/, et le quotient w : ¢'* tend vers zéro. 11
en est donc de méme du quotient w : ¢. La quantité sv pouvant
étre prise aussi grande que 1'on veut, il en résulte facilement que
© =3+ w est une fonction de ¢ semi-réguliére et nulle pour t=o.

La relation (101) que nous avons obtenue présente bien une
forme analogue a celle de la loi de correspondance pour une carac-
téristique voisine d'un arc M, M} de caractéristique passant par un

seul col (n° 19).
L 9
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35. CARACTERISTIQUES VOISINES D'UN CYCLE PASSANT PAR PLUSIEURS
PoINTS EXCEPTIONNELS. — Considérons un cycle singulier C, passant
par des points exéeptionnels Py, P,, ..., Py, et passant en outre
par un certain nombre de cols intercalés d’une fagon quelconque
entre les points P;. Si nous considérons deux points exceptionnels
consécutifs P; et P;,, tels qu’ils soient traversés, le premier dans
le sens uv, le second dans le sens ¢u, lorsqu’on parcourt le
cycle C,y dans le sens fixé Py, Py, ..., P,, le passage d’une carac-
téristique C voisine de G, dans le voisinage des points P;, P;,, et
des cols intercalés équivaut (n° 34), en ce qui concerne la forme
de la loi de correspondance, au passage dans le voisinage d’un col
fictif unique. Nous pourrons donc supprimer ces deux points
exceptionnels et les cols intercalés pour les remplacer par un col
fictif. Nous agirons ainsi autant de fois que nous rencontrerons
deux points exceptionnels consécutifs traversés le premier dans le
sens uv, le second dans le sens vu. La suppression de pareils
points exceptionnels peut amener a considérer comme points
exceptionnels consécutifs, et par suite a supprimer peut-étre des
points excep’tionnels qui primitivement n’étaient pas consécutifs.
Aprés avoir supprimé, comme nous venons de l'indiquer, autant
de couples de points exceptionnels que possible, deux cas peuvent
se présenter : 1° tous les points exceptionnels sont supprimés; 2° il
subsiste des points exceptionnels.

Dans le premier cas, si nous considérons les valeurs des para-

. métres ¢ et ¢ correspondant a deux points d’'intersections consécu-
tifs d’une caractéristique G voisine de G, avec une courbe S cou-
pant C,, nous avons entre les valeurs de ces paramétres (nuls
lorsque G se confond avec G,) la relation

t=ctv[1+ F(2)];

¢ et v sont des constantes positives, F(¢) une fonction de ¢ semi-
réguliére et nulle pour ¢ = o.

Pour que C fit un cycle, il faudrait que 'on ait ¢'= ¢. Cecin’est
possible pour des valeurs de ¢ voisines de zéro que si 'onac=1,
v=1 et si F(¢) est identiquement nul. Si toutés ces conditions
sont satisfaites, toutes les caractéristiques C voisines de G, sont des
-cycles.

Si les conditions précédentes ne sont pas toutes satisfaites, les
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caractéristiques C voisines de C, ne sont pas des cycles. Nous
obtenons les conclusions du n° 23.

Plagons-nous maintenant dans le deuxiéme cas : celui ou il sub-
siste un certain nombre de points exceptionnels. Soient P,
P,, ..., P, ces points exceptionnels subsistant encore. Nous
pouvons toujours supposer que nous parcourons le cycle G, de
telle fagon que le point P’ soit traversé dans le sens u¢ et que les
autres points P} soient rencontrés dans ’ordre des indices. Je dis
que tous ces points sont aussi traversés dans le sens uv.

S’il existait des points traversés dans le sens v u, nous pourrions
désigner par P, le premier des points traversés dans le sens v u.
Les deux points consécutifs P; et P;,, seraient traversés le premier
dans le sens uv, le second dans le sens vu, ce qui est contraire
a notre hypothése, puisqu’un pareil couple de points a été sup-
primé. Tous les points P/, P},
sens .

.., P, sont donc traversés dans le

Ceci posé, intercalons sur G, entre les points P;_, et P} un
point M;, le point M, est entre P, et P,.

Par chacun des points M; faisons passer un arc de courbe, par
exemple une droite, qui ne soit pas tangente a G,.

Une caractéristique C qui rencontre S, en un point N, voisin
de M, coupera chacun des arcs S; en un point N; voisin de M; et
viendra recouper S, en un point N,,.

Soit ¢;1a valeur du paramétre définissant la position de N, sur S;,
ce paramétre ¢; étant nul lorsque N; coincide avec M.

Entrc les valeurs de ¢; et de ¢;,4 nous avons (n° 33, remarque)
une relation de la forme

pilti)
timi=atiie T 1+ 9:(t)];

a;, a; sont des constantes; p;(¢t;) est un polynome de degré au plus
égal a n; tel que p, (o) soit négatif; ¢; est une fonction de ¢; semi-
réguliére et nulle pour t;=o.

Pour que la caractéristique G fat un cycle, il faudrait que 'on
eit ¢, =¢t,. Ceci est impossible. En effet, le rapport ¢ : ¢
tend vers zéro avec ¢, puisque p;( o) est négatif. Tous les rapports

ot tr ey
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tendent simultanément vers zéro lorsque ¢, tend vers zéro; il en
trs
t
de zéro, avoir ¢,,,=¢,. Aucune caractéristique voisine de C,
n’est un cycle. Nous avons la méme conclusion qu’au n°33. Les
conclusions générales de I'étude que nous venons de faire sont
celles énoncées n° 23.

est de méme de leur produit == . On ne peut donc, pour ¢, voisin

TROISIEME PARTIE.

CYCLES PASSANT DANS LE VOISINAGE DE POINTS SINGULIERS QUELCONQUES.

36. Mtruone survie. — Considérons un point singulier com-
plexe P. En transportant I'origine en ce point, nous mettons I’équa-
tion différentielle sous la forme

(105) [Xp(z,y)+...]1dy + [Y,(x, ¥)+...]dx = 0;

X, et Y, sont deux polynomes homogénes de degré r en z et y.
Les termes non écrits dans les crochets sont des polynomes ou des
séries entiéres ne contenant que des termes de degré supérieurar.
X, et Y, sont supposés n’étre pas tous les deux identiquement
nuls. Nous dirons que le point singulier z =0, y =0 est un
point singulier d’ordre r. Remarquons que I'on peut avoir r =1
sans que le point singulier considéré soit un point élémentaire.
Pour étudier une caractéristique voisine d’un cycle singulier
passant par le point complexe P, nous aurons a déterminer les
séparatrices passant par ce point P. D’aprés ce que nous avons
dit (n° 3), il n’y a de séparatrices que dans le cas ou I'on a des
arcs de caractéristiques aboutissant au point P avec une tangente
déterminée, et, dans ce cas, toutes les caractéristiques aboutissant
a P admettent en ce point une tangente. Nous serons donc conduits
a rechercher les caractéristiques aboutissant a P avec une tangente
déterminée. Je rappellerai la méthode qui sert a les obtenir. Cette
méthode nous conduit a faire une suite de changements de
variables et a considérer une suite d’équations différentielles pour
arriver toujours a des équations de forme simple, c’est-a-dire
admettant I'origine comme point singulier élémentaire (n°6).
Nous déduirons immédiatement de cette méthode les conditions
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nécessaires et suffisantes pour qu’un point singulier complexe soit
un foyer ou un centre. Pour faciliter nos raisonnements, nous
chercherons la forme la plus simple que nous puissions donner
aux changements de variables dont nous avons parlé et nous étu-
dierons les particularités qui se présentent dans la recherche des
séparatrices.

Ces préliminaires sont destinés a faciliter la détermination de la
loi de correspondance pour une caractéristique passant dans le
voisinage de P. Nous utiliserons en effet, pour la détermination de
cette loi, les équations différentielles formées pour la recherche
des séparatrices. Nous étudierons cette loi de correspondance,
d’abord dans des cas particuliers, qui nous serviront a traiter
ensuite le cas général. Nous arriverons a conclure que le passage
d’une caractéristique C dans le voisinage d’un point singulier com-
plexe est équivalent, en ce qui concerne la loi de correspondance,
au passage de C dans le voisinage de plusieurs points singuliers
élémentaires.

37. Point picritique. — Considérons d’abord le cas ou le
point £ =0,y = 0 est un point dicritique, ¢’est-a-dire celui ou,
pour I’équation (105), la quantité

(106) Rz, y)=yX(z,y)+xY,(x,y)

est identiquement nulle. Nous pourrons alors, en désignant par
P(z, y) un polynome homogéne de degré r — 1, écrire I'équation
(105) sous la forme

(107) [zP(z, ¥)+ Apra (2, ) +...] dy
+[—yP(z, )+ By (2, y)+...]dz =o0;

A,,, et B, sont des polynomes homogénes de degré r 1.

Si nous posons y = sz, la quantité z devra tendre vers une
‘limite finie pour toute caractéristique aboutissant au point O avec
une tangente différente de Oy. Par ce changement de variable,
Péquation (107) devient

(108) [P(1,z)+...+...]1dz+[2A,4+1(1,3)+B,1(1,3)+...]dz =0.

Les termes qui ne sont pas écrits dans les crochets contiennent
tous z en facteur. Nous désignerons par I' une caractéristique de
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P'équation (108), en z et 3, et par C la caractéristique correspon-
dante de I'équation en z et y.

Si nous avons une valeur z = a telle que ’on ait a la fois.
(109) P(1,a)=o, al,i(1,a)+ Brri(1,a) = o,

nous dirons que la direction y = a x est une direction singuliére,
et, pour étudier les caractéristiques tangentes a cette droite au
point O, nous serons ramenés a étudier les caractéristiques I' pas-
sant par le point singulier z = o0, z = a de (108). Laissons pourle
moment ce cas de c6té.

Si @ ne vérifie pas les deux conditions (109), il y a une caracté-
ristique T et une seule passant par z = 0, z = a. Il lui correspond
une caractéristique C. Si I'on n’a pas P(1,a)=o0,ni T ni C ne
présentent de particularité intéressante. I' coupe z=o0 au point
z =0, 3 =a. Il n’en est pas toujours de méme si z =a estracine
d’ordre n de P(u, z) = o. En effet, en posant z = a ¢, I'équa-

tian (108) donne
x == ath+i(1+¢),

ol a est une constante qui n’est pas nulle et ¢ une fonction de ¢
qui tend vers zéro avec ¢. On a donc

y=zr=ar+tr, y—azx =atrt(1+¢), z =t (1 +¢).

Si n est pair, la caractéristique T, représentée par z=a +t,
xz=at"*' (14 ¢), traverse £ =0 au point z = o, z = a. La carac-
téristique C tangente & y = ax au point O présente en ce point la
disposition ordinaire d’une courbe dans le voisinage d’un point
régulier. Si n est impair, la caractéristique I', qui est tangente
a z = o, ne traverse pas £ = o au point de contact z = o, 3 =a.
La caractéristique C présente en O un point de rebroussement.

'On obtiendrait de méme les caractéristiques C de (107), qui
sont tangentes en O &4 # = o, en posant £ = uy et considérant les
caractéristiques I"passant par ¥y = o, u=o et vérifiant I'équa-
tion

[—P(u,1)+...]du + [uB,rs(u, 1) + Ay (u,1)+...]Jdy = 0.

Silon a
P(o,1)=0 et App(o, 1) =0,
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la direction z = o est une direction singuliére pour le point di-
critique.

Ce cas mis de coté, nous avons une caractéristique et une seule
passant par u = o, y = o, et par suite une seule caractéristique C
passant par u = o0, y = 0 et tangente & x = o.

Si u = o est une racine d’ordre impair de P (u, 1) = o, et dans
ce cas seulement, I', qui est tangente & «=o0 au point u=o, y=o0,
ne traverse pas u =o en ce point, et G présente un point de
rebroussement en O avec tangO y.

Si nous appelons direction singuliére une direction vérifiant
simultanément les deux équations

P(z,y)=090, yA n(z,y)+2B,n(z,y) =0,

et direction remarquable une direction non singuliére obtenue
en égalant & zéro un facteur linéaire d’ordre impair de P(z, y),
nous avons les conclusions suivantes :

Il y a une caractéristique C et une seule tangente en un
point dicritique P-a une direction D non singuliére. Cette
caractéristique ne présente pas de rebroussement en P, si D
n'est pas une direction remarquable. C présente en P un
rebroussement de premiére espéce si'D est une direction remar-

quable.

Remarque. — La région R voisine du point O et comprise
entre les deux branches d’une caractéristique C ayant un
rebroussement en O est une région répulsive pour le point
dicritique.

En effet, considérons, comme on peut toujours le faire, le cas
ou latangente de rebroussement n’est pas Oy. Nous avons dit que
la caractéristique I' correspondant a C dans le plan des variables z
et z ne traverse pas z = o dans le voisinage de x =o0, z=a.
Supposons qu’elle reste a droite de z = o par exemple. Les carac-
téristiques I'" voisines de I' et situées a droite de T ne couperont
pas la droite £ = o. La transformation y = zx leur fait corres-
pondre des caractéristiques C' situées dans la région R aussi voi-
sines que l'on veut de C, et pour lesquelles z et y ne peuvent
tendre simultanément vers zéro, puisque z ne ‘devient pas nul
lorsqu’on parcourt I'.
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38. CARACTERISTIQUES ABOUTISSANT A UN POINT SINGULIER AVEC UNE
TANGEN1E DETERMINEE. — Si nous posons y =z z, z devra tendre
vers une limite pour toute caractéristique C aboutissant & O avec
une tangente distincte de 2 = 0. En employant la notation (106)
I'équation (105) devient

(110) x[X, (1,3)+...]dy +[R(1,2)+...]dx = o.

Si 5 tend vers une limite @ lorsque z tend vers zéro, cette limité
doit vérifier I'équation R(1, z) = 0. En posant

(”l) I=a+ ), }'=(a+}/l)w7

nous obtenons une équation en z et y, que nous appellerons
équation transformée de (105). Nous désignerons par I' une
caractéristique de cette éguation transformée correspondant a C.
Le point z =0, y, = o sera dit l'origine O, relative au plan des
variables z el y;. Si z=a est racine simple de R(1, z)=o0 ou
si 3=o0 ne vérifie pas 'équation X, (1, z) = o, 'équation en z
ct y, sera une équation de forme simple pour laquelle z = o,
y1==0_sera un point élémentaire. Nous savons que, dans ce cas,
il y a au moins une caractéristique I' passant par z=o0, y = o0 et
différente de z = 0. Il y a donc au moins une caractéristique G
passant par £ =0, y =0 el tangente 4 y = az.

Pour rechercher s’il y a des caractéristiques G passant par O et
tangentes en ce point & £ = 0, nous posons

(112) r=uy
et nous cherchons si 'équation transformée
(v13) yIY(uy)+..)du+[R(u,1)+...]1dy =0

admet des caractéristiques I' passant par y=o, u =0 et diffé-
rentes de ¥ = o. Ces caractéristiques ne peuvent exister que si
t=o0 est racine de R(u,1)=o0, et nous ne sommes pour le
moment assarés de leur existence qué dans les deux cas suivants :
1° celte racine est une racine simple; 2° cette racine étant multiple
n’annule pas Y, (u, 1).

Nous arrivons.a la conclusion générale suivante :

Les seules directions possibles de tangentes en O a une caracté-



— 137 —

ristique passant par ce point s’obtiennent en égalant a zéro les
facteurs linéaires réels de R (z, y).

Si 'on considére un de ces facteurs, les caractéristiques C tan-
gentes a la droite correspondante s’obtiennent en considérant une
équation transformée obtenue, suivant le cas, par I'un ou l'autre
des changements de variables (111) ou (112). Si le facteur linéaire
considéré est un facteur simple de R(z, y), ou n’est pas en méme
temps facteur de Y, (z, y) et de X, (z, ), I’équation transformée
est de forme simple et il y a au moins une caractéristique G tan-
gente a la direction considérée. Si le facteur linéaire considéré est
a la fois facteur multiple de R (x, y), ainsi que facteur de
Y. (z,y) et de X,(=, y), 'équation transformée n’est pas de
forme simple. Dans ce dernier cas, nous sommes amenés, pour
trouver les caractéristiques G, a étudier pour I'équation trans-
formée les caractéristiques I' passant par I'origine relative a cette
équation.

Considérons par exemple 1'équation en z et y,, que nous écri-
rons
(114) z[A(z, y1)+...1dyy+ [B(z, y1)+...]dz =0,
en désignant par A et B deux polynomes homogénes de degré r,
en x et y,, les termes non écrits étant de degré supérieur a ry.
Nous sommes ramenés a étudier les caractéristiques de (114) pas-
sant par £ =o, y, = 0.

Remarque I. — L’équation (114) admettant la caractéris-
tique £ = o, qui aboutit 4 P'origine avec une tangente déterminée,
toutes les caractéristiques I' aboutissant & x = 0, y = o, auront en
ce point une tangente déterminée. Par conséquent, nous ne laisse-
rons de c6té aucune caractéristique I' aboutissant 4 z =0, y =0
en cherchant les caractéristiques aboutissant & ce point avec une
tangente. La méme remarque s’applique a 'équation (113).

Remarque II. — La solution z=o0 de I’équation (114) ne
fournit aucune caractéristique C. Pour distinguer cette solution
des solutions de (114), fournissant des caractéristiques C, nous
dirons que x = o est une solution introduite par la transforma-
tion y = (a + y,)z. De méme I'équation (113) admet la solution
Y = o, qui sera dite solution introduite.

39. EquaTions TRANSFORMEES succEssivrs. — Si 1’équation (114)
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est une équation & point dicritique, nous appliquerons les résul-
tats du n°37. Si dans (114) #=o0, yy=o0 n’est pas un point
dicritique, nous sommes, d’aprés ce qui vient d’étre dit (n° 38,
remarque I), ramenés a chercher les caractéristiques I' ayant
en r=o0, y,=o une tangente. Nous raisonnerons comme nous
I'avons fait pour (105). Nous formons les équations différentielles
transformées de (114) relatives aux diverses directions possibles
de tangentes en z =o0, y,= 0. Nous pourrons appeler ces équa-
tions des transformées secondes de (105).

Si ces transformées secondes sont toutes des équations de forme
simple, le probléme de la recherche des caractéristiques T est
résolu, puisque nous savons étudier les caractéristiques d’une
équation de forme simple. Si certaines de ces transformées
secondes ne sont pas de forme simple, nous raisonnerons de nou-
veau sur elles comme sur I'équation (114), et ainsi de suite.

Nous sommes ainsi conduits a faire une suite de changements
de variables de la forme (111) ou de la forme-(112). La suite d’un
nombre quelconqﬁe de ces changements de variables revient tou-
jours a exprimer z et y en fonction de deux variables u et ¢ au
moyen de polynomes en u et ¢. Une de ces variables u et ¢v peut,
au moins dans certains cas, coincider avec z ou y. On considére
pour les équations transformées successives que I'on obtient les
caractéristiques y aboutissant & u =0, v =0 avec ‘une tangente
déterminée. A ces caractéristiques y correspondent les caracté-
ristiques G, que nous voulons considérer pour I'équation en z
et y.

On sait (Bendixson, p. 72 et 75) qu’une suite de changements
de variables, du genre de ceux que nous employons, conduit au
bout d’un nombre fini d’opérations a une équation en « et v, pour
laquelle # = 0, ¢ = o est, soit un point singulier élémentaire, soit
un point ordinaire.

Si dans la suite des équations transformées que nous obtenons
on ne rencontre aucune équation admettant I'origine pour point
dicritique, toutes les équations transformées admettront V'origine
pour point singulier et nous arriverons a des équations de forme
simple. C’est-a-dire de l'une des formes
(115) [+ Xe(u, v)]do+ [hu+av+ Yy(u, v)]du =o,

(116) Xo(u, ¢)de +[¢ + Yz (u, v)]du = o,
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ou A et o sont des constantes. X, et Y, des séries entiéres dont
tous les termes sont de degré supéricur a 1 en u et ¢. Les équa-
tions transformées de forme simple auxquelles nous arrivons
admettent toujours soit la solution u = o, soit la solution v = o.
Si dans la suite des équations transformées que nous obtenons on
rencontre une équation admettant 'origine pour point dicrilique,
nous considérerons pour chacune des droites passant par le point
I'équation transformée correspondante. Si la droite n’a pas une
direction singuliére, nous obtenonsune équation pourlaquelle u=o,
¢ == 0 est un point ordinaire, équation que I'on peut mettre sous
la forme '

(r1y) dv = F (u, v)du,

F étant une série entiére en u et ¢.

Si la droite a une direction singuliére, I’équation transformée
admet l'origine pour point singulier, mais n’admet en général,
comme on le voit par I'équation (108), ni la solution « = o, ni la
solution ¢ = o, contrairement & ce qui se passe pour toute trans-
formée d’'une équation qui n’est pas a point dicritique. Nous étu-
dierons les caractéristiques ‘de cette équation transformée en rai-
sonnant comme sur I’équation (105).

Remarque I. — Nous appelons{(n® 38, remarque II) solution
introduite ou caractéristique introduite d’une équation trans-
formée une solution ou caractéristique de cette équation a laquelle
ne correspond pas de caractéristique de I’équation donnée. Cette
solution est, soit u = o, soit ¥ = o, si les variables de 'équation
transformée sont u et ¢. 1l peut se faire que la nouvelle équation
transformée relative a la direction de la caractéristique introduite
soit de forme simple et n’admette comme caractéristiques passant
par l'origine que des caractéristiques introduites.

Cette équation de forme simple ne fournira, dans ce cas, aucune
caractéristique C.

Considérons par exemple, pour I'équation (114), la solution
introduite z = o. Posons

xz = uy,, A(o,1)+B(o,1)=a, B(o,1)=8.

Supposons que I'une au moins des constantes « et  ne soit pas
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nulle. On obtient I'équation

7B+ Ddu+u(za+...)dy;=0

ou les termes non écrits sont nuls pour u =o, y,=o0. Si l'ona
8> o0, le point u =0, y, = o0 est un col. Les seules caractéris-
tiques passant par ce col sont u = o, y, = o. Elles ne fournissent
ni l'une ni l'autre de caractéristique C de I'équation en z et y.

Remarque I11. — Nous avons rappelé (n° 38, remarque I) que
I'équation (114) admettant la caractéristique z = o, toules les
caractéristiques aboutissant 4 z =0, »’,= o0 ont en ce point une
tangente déterminée. 1l en sera de méme pour une équation trans-
formée en u« et ¢, admettant soit la solution u = o, soit v = o.
Nous avons vu qu’il n’en est pas en général ainsi pour une trans-
formée d’une équation a point dicritique.

Si cette transformée en u et ¢ d’une équation a point dicritique
n’admet ni la solution «=o0, ni la solution ¢ = 0, nous savons
(n” 5), que l'on est toujours dans I'un des cas suivants :

1° Cette équation admet une caractéristique aboutissant
du=o, v=o0 avec une tangente déterminée. Dans ce cas,
comme dans le cas considéré n° 38, toutes les caractéristiques
aboutissant & ¥ = o0, v = 0 admettent en ce point une tangente.

2° u=o0, v =0 est un foyer. Une infinité de caractéristiques
aboutissent a ce point sans admettre de tangente.

3° u=o0, v = 0 est un centre. Aucune caractéristique n’aboutit
a ce point.

Dans les deux derniers cas’ (Bendixson, p. 69), les spirales ou
les courbes fermées entourant u = o, ¢ = o fournissent des carac-
téristiques de I'équation (107) passant par z =o, y =0, mais
aucune de ces caractéristiques n’est tangente a la direction y = ax
pour laquelle on a formé 1’équation transformée. Toutes ces carac-
téristiques font partie d’'une région nodale. Aucune d’elles n’est
une séparatrice.

40. DETERMINATION DES CAS OU UN POINT SINGULIER EST UN FOYER
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ou uN ceNTRE. — Pour que le point singhlier O (x =0, y =) de
I’équation (105) soit un foyer ou un centre, il faut (n° 5) qu'il
n'y ait aucune caractéristique C aboutissant en O avec une tan-
gente déterminée. Il résulte de ce qui préceéde que I'on sait recon-
naitre s’il en est ainsi. Précisons les_cas ou il y a foyer ou centre.
En considérant I'équation (105), nous sommes toujours dans 'un
des quatre cas suivants :

1° L'origine O est un point dicritique. Cest le seul cas ou il
n’existe pas d’équation fournissant les directions possibles des
tangentes en O aux caractéristiques aboutissant a ce point.

2° L'équation R (z,y)=o0 donnant les directions des tan-
gentes en O admet au moins un facteur réel, auquel corres-
pond une équation transformée de forme simple.

30 L'équation donnant les directions de tangentes en O
n’admet aucun facteur réel. '

4° L'équation donnant les directions de tangentes en O
admet des fuacteurs réels, mais a aucun d’eux ne correspond
une équation transformée de forme simple.

Nous avons vu (n"* 37 et 38) que, dans les cas 1° et 2°, il y a au
moins une caractéristique C ayant une tangente au point O. Dans
le cas 3°, il ne peut y avoir de caractéristique C ayant une tangente
en O. Dans le cas 4° il y a doute. Pour lever le doute, formons
les transformées relatives aux divers facteurs réels de R (z, y).
Considérons 'une de ces transformées. Le cas 3° ne peut se pré-
senter pour elle, car cette équation admet la solution introduite,
x =0 ou y = o, suivant le cas. Par contre, le cas 2° peut se pré-
senter sans qu’il y ait de caractéristique C.

En effet, si I'on considére le facteur réel de R (z, y) correspon-
dant a la solution introduite = o0 ou y = o et si 'on forme la
transformée relative a ce_facteur, on obtient, d’aprés ce que nous
avons dit (n° 39, remarque I), une équation qui pourra n’ad-
mettre que des solutions introduites. Elle ne fournira dans ce cas
aucune caractéristique C. Les cas 1°, 2°et 3° peuvent seuls se
présenter pour chacune des transformées considérées. Ce que nous
avons dit, pour (105), peut se répéter pour chacune des trans-
formées. En continuant ainsi, jusqu’a ce que nous ne rencontrions
plus le cas 4°, ainsi que cela finira toujours par se produire, nous
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voyons que pour que le point O soit un foyer ou un centre, on
doit avoir les conditions suivantes :

a. Il faut que les équations donnant les directions des tan-
gentes a lorigine de 'équation donnée et de ses diverses trans-
Sformées n'admettent, en dehors des facteurs correspondant
aux solutions introduites, aucun facteur linéaire rsel fournis-
sant une transformée de forme simple.

b. St un facteur linéaire correspondant a une solution
introduite fournit une transformée de forme simple, il faut
que cette transformée n'admette que des solutions intro-
duites.

Ces conditions nécessaires sont suffisantes. En effet, nous avons
vu (n° 39) que toute caractéristique C ayant une tangente en O
correspond par 'intermédiaire d’'un nombre fini de changements
successifs de variables a une caractéristique I' d’une équation
différentielle transformée de forme simple, [, aboutissant avec
une tangente déterminée a I'origine O’ relative a cette équation.
Les changements de variables en question sont ceux qui fournis-
sent les équations transformées successives que nous venons de
considérer. Si les conditions a et b sont vérifiées, les transformées
de forme simple auxquelles nous arriverons n’admettront pas de
cara(;téristiqué [ a laquelle corresponde une caractéristique C.

41. SIMPLIFICATION DES CHANGEMENTS DE VARIABLES CONDULSANT A
DES EQUATIONS DE FORME SIMPLE. — La suite des changements de
variables que nous avons considérés pour obtenir les caractéris-
tiques au moyen d’équations de forme simple présente I'inconvé-
nient de ne conserver, tout au moins dans certains cas, aucune des
variables primitives z et y. Il sera avantageux, pour la simplifica-
tion des raisonnements que nous aurons a faire, de montrer que
Pon peut conserver, dans la plupart des cas, soit la variable z,
soit une variable u liée a z par la relation u?=z, p étant un
entier convenablement choisi.

Nous sommes amenés a ne pas conserver la variable z, lorsque
nous considérons une caractéristique telle que y : z croisse indé-
finiment quand z et y tendent vers zéro, ou plus généralement
lorsque nous considérons une caractéristique d’une équation
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transformée en z et y;, telle que y; : x croisse indéfiniment
quand z et y; tendent simultanément vers zéro. Nous posons
alors : z = y,z,, et z, tehdra vers zéro en méme temps que ;.

Pour prendre immédiatement le cas le plus général, supposons
que la caractéristique considérée soit telle que si. ’on fait une suite
de changements de variables

(118) Zi—y =Y s Ti, (xo =),

z; tende vers zéro, lorsque x;_, et ) tendenl vers zéro. Deux cas
peuvent se produire :

1° Au bout d’un nombre fini de changements (118) on
obtiendra, pour i =p, une équation en y; et x, telle que,
pour la caractéristique considérée, xp . y; ne tende plus vers
zéro en méme temps que xp et y;. Le quotient y;: z, tendra
vers une limite finie @, qui pourra étre nulle. L’équation en z,
et ys admettra d’ailleurs z,= o0, y;= 0 soit comme point singu-
lier élémentaire, soit comme point singulier complexe.

2° 8¢ grand que soit i, le changement de variable (118) fait
toujours corresponrdre aux points de la caractéristique consi-
dérée des valeurs de x; tendant vers zéro avec y; et z;_,. On
sait alors que pour une valeur finie i = ¢ ('), on obtiendra une
équation différentielle de forme simple. Cette équation en z4 et y;
admettra une caractéristique jouissant de la propriété suivante :
Quel que soit 'entier r, le quotient z,: y; tendra vers zéro en
méme temps que x4 et y;.

Considérons le cas 1°. Par hypothése j:x,=1¢ aura une
limite finie; quand y; et z, tendront vers zéro. On a
s

= yhop =1L

Si l'on pose z=wuf*', on a t=yl*':urt' et le quotient
¥s: u tendra vers une limite finie, lorsque u et y; tendront vers
zéro. En considérant I'équation en u et y,, nous sommes donc
ranienés au cas général ou l'on.a une caractéristique qui, dans le

() Voir BENDIXSON, p. 72. Voir aussi : MaLmouist, Arkiv. for Matematik,
t. 15, Chap. II.
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plan des variables y, et «, n’est pas tangente cn u =o, y;=o0 ala
droite u = o.

On peut donc, si I'on se trouve dans le cas 1°, éviter de faire

des changements de variable de la forme (118), en faisant un
changement de variable

(t19) z =Y,

n étant un entier. Nous devons remarquer qu’on arrive a une
équation de forme simple par un nombre fini de changements de
variables. On n’aura donc qu’a effectuer un nombre fini de chan-
gements de variables de la forme (119), z;= =z, pour éviter les
changements (118).

Oni peut remplacer ’ensemble de ces changements de la forme
(119) par un changement unique x = u™.

Si nous avons une caractéristique C passant par x =0, y = o
telle que y : = tende vers une limite finie lorsque z tend vers zéro
et que pour toutes les transformées en z et y;, que 'on considére
dans la recherche de C, le quotient y; : z tende vers une limite
finie, nous dirons que dans la recherche de C nous sommes dans le
cas normal. En désignant par ¢ (x) un polynome convenable-
ment choisi de degré inférieur & n-1 le changement. de
variable

Yy=9¢(x)+z"v

fournit une équation différentielle en x et ¢ de I'une des formes
(115), (116) ou (117) et fait correspondre a4 C une caractéristique
de cette équation passant par le point £ = 0, v = o.

Si dans la recherche de C nous ne sommes pas dans le cas
normal, mais si nous ne rencontrons pas le cas 2°signalé plus
haut, nous dirons que mous sommes dans le cas réductéble. En
désignant par m et n des entiers et par ¢ («) un polynome conve-
nablement choisi de degré au plus égal a », le changement de
variables

(120) z=ur, y=o¢(u)+vour
conduit a une équation différentielle de I'une des formes (115),

(116) ou (117) et fait correspondre a C une caractéristique de
cette équation, passant par ¥ = 0, ¢ = 0.
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Si enfin, dans la recherche de C, on rencontre le cas 2° signalé
) ’
plus haut, nous dirons que nous sommes dans le cas irréductible.
En désignant par m, n et g des entiers et par © un polynome con-
P ) q par @ un poly
venablement choisi, de degré au plus égal a n, le changement de
variable
z=zm,  y=9(3)+v", 3= uvt

conduit a une équation différentielle en « et ¢ de I'une des formes
(115), (116) ou (117) et fait correspondre a C une caractéristique I
de cette équation passant par © = o, ¢ = o. Cette caractéristique I'"
jouit de la propriété suivante : Quel que soit r, le quotient « : ¢2
tend vers zéro avec u et ¢. Il en résulte que I'équation en u et ¢
ne peut étre ni de la forme (135) ni de la forme (117), elle est de
la forme (116); ¥ = 0, v = o est un point exceptionnel.

42. RECHERCHE DEs sEPARATRICES. — Si parmi les caractéristiques
aboutissant & £ = 0, ¥ = o il y a des séparatrices, elles admettront
en O une tangente et feront partie (n° §) des caractéristiques que
nous avons cherchées (n'* 38 et 39). Si dans la recherche d’une
séparatrice on ne rencontre pas d’équation a point dicritique, cette
séparatrice sera fournie par une équation de la forme (ri5)
ou (116) admettant soit la solution « = o, soit la solution ¢ = o.

Si dans la recherche d’une séparatrice C on rencontre une
équation a point dicritique, il est impossible que la caractéristique
correspondante I'" de cette équation soil tangente en ce point
dicritique a une direction ordinaire, car I serait intérieure a une
région dont toutes les caractéristiques aboutissent au point dicri-
tique et nous verrons qu’il en serait de méme de G, ce qui est
impossible, puisque C est une séparatrice. Nous sommes donc
dans 'un des cas suivants: 1° La caractéristique I'' est tangente a
une direction remarquable. Dans ce cas I et par suite C seront
obtenues au moyen d’une équation de la forme (117) admet-
tant ¥ = 0, ¢ = o pour point ordinaire.

2° T’ esl tangente & une direction singuliére. La séparatrice C
sera alors obtenue, exceptionnellement au moyen d’une équation
de la forme (117) et habituellement par une équation de la
forme (113) ou (116) pouvant n’admettre ni la solution ¢ = o ni
la solution u = o. Dans tous les cas, on voit qu’il n’y aura qu’un

LI. 10
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nombre fini d’équations (115), (116) ou (1 17) pouvant fournir des
séparatrices. Pour reconnaitre celles de ces équations qui fournis-
sent des séparatrices montrons que, A une séparatrice del’équation
donnée (105) correspondent des séparatrices des diverses équa-
tions transformées.

Si nous faisons la transformation y = zz, a un point M de coor-
données z et y correspond un point u de coordonnées x et 5. A
une courbe C du plan des zy correspond une courbe I' du plan
des zz. Soient C, et G, deux séparatrices relatives a 2 = o0, y=o0
etlimitant une région répulsive dont nous considérons la portion R,
voisine de z = o, y =o. Supposons que la région R ne soit pas
traversée par Oy et que ni G, ni C; ne soient tangentes a Oy
en O. Si l'on fait la transformation y = zz, a C, et a G, corres-
pondent deux caractéristiques I', et Ty du plan des xzz. Ces courbes
coupent respectivement z = o en des points A, et A, de cote
s=uoa, et 3=ua,. A la région R correspond dans le plan des sz
une région o limitée par Iy, et T'; et par & = o, si l'on a o 3£ a,.
Aucune caractéristique I' de I’équation en z et x comprise dans la
région g ne peut couper le segment A, A, de x = o, car il lui
eorrespondrait une caractéristique C de I'équation en z et ) inté-
rieure a R et aboutissant a x =0, » = 0. Donc T, et T, sont des
séparatrices relatives aux points singuliers A, et A,.

Si la région R est traversée par Oy, mais si G, n’est pas tan-
gent a Oy, nous considérons une demi-droite OL de coefficient
angulaire o, limitant avec G, un vecteur R’, situé dans la région R
et qui ne soit pas traversé par Ox. En appliquant a R'le raisonne-
ment fait pour R, la demi-droite OL prenantle réle de C,, on voit
que I'y est une séparatrice relative au point singulier £ = 0, 3 = a.

Si G, est tangent a Oy en O, nous faisons le changement de
variable £ = yz et un raisonnement analogue a ceux que nous
venons de faire montrera que, a G, correspond dans le plan des yz
une séparatrice I', relative au point singulier z = o, z = o.

Nous avons donc établi qu’a une séparatrice G correspond une
séparatrice ' d’une équation transformée. La propriété restant
vraie quel que soit le nombre de transformations effectuées, nous
arriverons en recherchant une séparatrice C & une équation de
P'une des formes (115), (116) et (117) admettant la courbe T
correspondant a G pour séparatrice relative a u =0, v =o.
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Si 'on obtient une équation de la forme (117), il faut (n° 37,
remarque), pour que la caractéristique de cette équation passant
par u = o, ¢ = o puisse fournir une séparatrice, que ' ne traverse
pas ¢ =0, au point « =0, ¢ = o. L’équation (117) est la trans-
formée d’une équation a point dicritique, transformée corres-
pondant a une direction remarquable relative a ce point dicri-
tique. . :

Si 'on obtient une équation de la forme (115) il faut et il suffit
que A soit positif pour qu’une caractéristique I' passant par u = o,
¢ = 0 soit une séparatrice.

Enfin, si 'on obtient une équation de la forme (116), nous
avons facilement, d’aprés ce que nous avons dit (n® 24 et 23), les
conditions pour qu’une caractéristique I' passant par u=o0
soit une séparatrice.

Remarque I. — Le raisonnement que nous avons employ¢ plus
haut, dans le cas ou la région R est traversée par Oy et ou C,
n’est pas tangent a Oy, sera encore valable si C, n’est pas une
séparatrice, a condition qu’il n'y ait aucune caractéristique G
aboutissant & £ = 0, y = o en restant a U'intérieur du secteur R’
limité par G, et OL. La caractéristique I, correspondant a G, par
le changement de variable y = zx sera encore une séparatrice. On
voit quesia une caractéristique G, correspond, par un changement
de variable de la forme employée, une séparatrice I';, la réciproque
n'est pas exacte.

Par exemple, I’équation

(y +22)dy —ydr=o,

dont 'intégrale générale est

y:=0C (y +x),
admet le point singulier z =0, y =0 qui est un neud. En
posant ¥ = 5z, on obtient une équation en 3 et z admettant le
point singulier 2 = o0, =10 qui est un col. 3 =0 est une sépa-
ratrice relative a ce col tandis que la caractéristique correspon-
dante, y = o, n'est pas une séparatrice.

Remarque 11. — Puisque a une séparatrice d’une équalion
transformée ne correspond pas nécessairement une séparatrice de
I'équation en z et y, il peut étre utile d’indiquer comment on
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reconnaitra les séparatrices parmi les caractéristiques fournies par
une équation de 'une des formes (115), (116), (117).

Si nous désignons par I’} I'ensemble des deux branches de la
caractéristique d'une équation (117) passant par le point « = o,
v= o0, I, ne peut fournir de séparatrice que si (117) est la trans-
formée d’une équation a poinl dicritique et si la caractéristique T,
de cette équation correspondant a I', est tangente en ce point
dicritique a une direction remarquable. Les deux branches de T,
forment un rebroussement. Pour que la caractéristique G, corres-
pondante de l'équation en x et y fournisse des séparatrices, il
faut et il suffit qu'aux caractéristiques I' de l'équation a point
dicritique, comprises entre.les deux branches de I'y, correspondent
des caractéristiques G n’aboutissant pas & £ =0, y = o. Il sera
facile de reconnaitre s’il en est ainsi, en considérant les change-
ments de variables successifs, qui, en partant de I'équation en z
et 5, ont conduit a 'équation en u et ¢.

Considérons une caractéristique Ty, qui soit une séparatrice
relative au point =0, ¢ =o0, d’'une équation (115) ou (116).
Pour que la caractéristique correspondante C, de I’équation en z
et y soit une-séparatrice relative & z = o, y = o, il faut et il suffit
que l'on puisse lui a_ssocier au moins une caractéristique G, abou-~
tissant & # = 0, ¥ = o et telle que la région comprise entre C,
et C, soit une région répulsive relative a x =o, y =o. Cette
seconde séparatrice C, ne peut étre fournie que par une équatibn
de la forme (115) ou (116). En considérant celles de ces équations
qui peuvent fournir des séparatrices et la suite des changements
de variables qui ont conduita chacune de ces équations, on pourra
toujours déterminer les deux équations transformées E' et E” de
forme simple (115) ou (116), qui peuvent seules fournir, de part
et d’autre de C,, les caractéristiques les plus voisines de C, et
seules susceptibles de limiter avec G une région répulsive. Pour
reconnaitre si E' par exemple fournit une séparatrice C, limitant
avec G, une région répulsive, nous considérons les diverses sépara-
trices I'y de I’ et nous examinons, pour chacune d’elles, sila carac-
téristique correspondante G, de I'équation en z, y limite avec C
une région répulsive. En opérant de méme avec E/, on pourra
décider si C, limite un ou deux secteurs répulsifs, ou bien si C,
n’est pas une séparatrice.
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43. REMARQUES SUR LES CIRCONSTANCES QUI SE PRESENTENT DANS .
LA RECHERCHE DES SEPARATRICES. — Si nous faisons un changement
de variables de I'espéce indiquée (n°® 39), pour la recherche d’une
caractéristique C ayant une tangente en x —o, )y =0, nous
obtenons une équation transformée E en u et ¢v; a C correspond
dans le plan des u, ¢ une caractéristique I' passant par le
point u=o0, ¢=o0. Nous dirons qu'une séparatrice G a été
isolée par le changement de variable considéré, lorsque 1'équa-
tion E est de 'une des formes (115), (116), (117).

Si deux caractéristiques C, et C, de I'équation en z et y passent
par £ = o0, ¥ = o, mais n’admettent pas en ce point la méme tan-
gente, nous dirons que G, et C; sont séparées. S’il n’en est pas
ainsi, nous dirons que les deux caractéristiques C, et G, ont été
séparées, par le changement de variables qui a conduit a 'équa-
tion E, si les deux caractéristiques correspondantes I'y et I'y de
cette équation passent loutes deux par u=o0, ¢=0, mais
n’admettent pas en ce point méme tangente.

Nous avons vu (n° 42) qu’une séparatrice G peut toujours étre
isolée. Sil’équation E est de la forme (117), elle n’admet pas d’autre
caractéristique qué I' passant par v =0, v=o0. Si E est de la
forme (115) ou (116), elle admet en dehors de la séparatrice T'
correspondant a C, la caractéristique « == 0 ou ¢ = 0, qui est en
général une solution introduite.

Nous allous montrer que deux séparatrices G, et C,, limitant
une région répulsive relative & £ = 0; y = 0, et admettant méme
tangente, peuvent toujours étre séparées.

Nous supposerons d’abord, comme nous le ferons souvent dans
la suite, que 'on a remplacé # par z*, n étant un entier tel que,
dans la recherche des séparatrices considérées, on ne rencontre
pas le cas réductible (n° 41).

Le cas normal ou le cas irréductible se présenteront seuls.

Considérons d’abord deux séparatrices G, et C, telles que dans
leur recherche on soit dans le cas normal. Soient

Y =ou(z) +xhe,  y=(z)+ 2"y,

les changements de variables isolant chacune de ces séparatrices,
¢y et o, étant des polynomes de degré n, et n, au plus. Les
termes du premier degré de o, et ©, sont identiques, puisque les
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deux caractéristiques G, et C, ont méme tangente au point.O.
Les deux polynomes o, et ®» ne peuvent étre identiques, car s’il
en était ainsi et si 'on suppose n,Sn,, le changement de variables
y=10v,(x)+ x™¢ ferait correspondre a C, et a C, deux sépara-
trices [y et T'y, vérifiant ’équation transformée E, isolant C,, et
passant toutes les deux par le point 2 = o, v =o0. L’équation E ne
pourrait donc étre de la forme (117). Elle ne pourrait étre non
plus de la forme (115) ou (116). En effet, si G, et G, qui admettent
en O ane méme tangente différente de Oy, sont situées du' méme
coté de 'axe Oy, celui par exemple des x positifs, T, et I'y, sépa-
ratrices correspondantes pour le point singulier z =0, v =0 de
I'équation E,, seront également situées du coté des z positifs. Or
I'équation E, de la forme (115) ou (116), obtenue par le change-
ment de variable indiqué, admet la caractéristique z = o, et si une
caractéristique située du c6té des x positifs est une séparatrice, il
n’y a pas d’autre caractéristique située du coété des z positifs.
T’y et T, ne peuvent étre séparatrices.

Les deux polynomes o, et o, étant distincts, supposons que leurs
termes de degré r -1 sont différents, tandis que leurs termes de
‘degré inférieur a r—+1 sont identiques. Soit ¢(z) le polynome
formé par ces termes identiques. En posant

(121) y=o(z)+z"y,,

nous obtenons une équation transformée E en x et y,. Aux sépara-
trices G, et C, correspondent des caractéristiques I', et I'y passant
par £ =o, y,= 0, mais n’admettant pas en ce point méme tan-
gente. C, et C, sont donc ainsi séparées. Nous voyons que ces
deux caractéristiques ont au point =0, y =o0 un contact
d’ordre r.

Remarque. — Nous pouvons supposer que 'équation E, en y,
et z, a é1é obtenue par une suite de changements de variable de
la forme

Vi1 =@ +2TYi, Yo=Y (i=1,2, ..., 1)

De méme, les équations transformées successives que nous for-
merons, en partant de E, pour isoler par exemple C,, s’obtien-
dront par des changements de variable de la méme forme, ¢ pre-
nant les valeurs r 41, r+42, ..., n,.
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Pour i <r, les équations transformées peuvent admettre
x=o0, yi=o0 comme point dicritique. Il ne peut en étre de
méme pour i2r.

En effet, il correspond aux séparatrices C, et C, des caracté-
ristiques T, ¢t T, du plan des variables x et y;, I, passera parx =o,
Yi=o, el sera une séparatrice relative a ce point. A la région
répulsive du plan Oy, limitée par C, et C;, correspond dans le
plan des zy; une région limitée par I', et T, si 'on ai=r, et
limitée par I',, T',, et un segment de £ = o, si 'on a { > r. Dans
les deux cas, il y a toujours dans cette région une infinité de vec-
teurs ayant pour origine le point £ = o, ;= o. Si ce. point était
un point dicritique, il y aurait une caractéristique I’ tangente en
ce point a chacun des vecteurs considérés et située dans la région
en question. A chacune de ces caractéristiqués I’ correspondrait,
pour I'équation en z et y, une caractéristique C' aboutissant au
point O et située dans la région répulsive comprise entre C, et C,.
Ni I'équation E ni les équations. transformées qui s’en déduisent
ne peuvent admettre leur point origine pour point dicritique. Il
en résulte que toutes les transformées que U'on déduit de E,
pour isoler G, ou Cy, admettent la caractéristique x = o.

4%. SEPARATRICES DANS LA RECHERCHE DESQUELLES SE PRESENTE LE
cAs TRREDUCTIBLE.” — Pour considérer maintenant ces séparatrices,
cherchons a déterminer tous les cas ou il se présente de telles
séparatrices. Soit C une caractéristique dans la recherche de
laquelle se présente le cas irréductible.

En désignant par s un entier et par ¢(x) un polynome, nul
pour = o, de degré au plus égal a s, le changement de variable

(122) Yy =9(@)+xy;s

fait correspondre a I'équation donnée une équation E ; a C cor-
respond une caractéristique I' de E. Cette caractéristique I' passe
par £ =0, y;=o0, si p(x)a été convenablement choisi. Nous
devons supposer pour rencontrer un cas irréductible que, pour le
point de T', le quotient z : y/ tend vers zéro en méme temps que ,
quel que soit 7. On peut avoir en particulier s = o. Dans ce cas,
onay,=y etg(r)=o.
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Montrons d’abord que pour que le cas irréductible se présente,
il faut d’abord que I'équation E admette la solution z = o.
En effet, s'il n’en était pas ainsi, cette équation pourrait s’écrire

[zA(z, ys) +yP(a+ysF)ldys+ B(x, ys)dz = o,

ou a est une constante différente de zéro, p est un entier positif;
F, A, B sont des séries entiéres en z et y;; la série B est nulle
pour z = 0, y;= o.

Posons £ = uy?*'. En divisant pour y? I’équation obtenue, ona

[a+D(u, y5)ldys—+ysC(u, ys)du = o,

Cet D sont des séries entiéres en u et y;. La série D est nulle
pour u =0, y;=o. Cette équation n’admet pas de solution telle
que u tende vers zéro en méme temps que y;. Le cas irréductible
ne se présente donc pas dans la recherche d’'une caractéristique,
si I’équation E n’admet pas la solution z = o.

Supposons que I'équation E admette la solution z = o et suppo-
sons que le cas irréduétible se présente dans la recherche d’une
séparatrice relative au point = o, y;=o. En faisant le change-
ment de variable

(123) r=uz.y7,

on obtient (n° 41) une équation de forme simple, si ¢ est suffi-
samment grand. A la séparatrice I de I'équation E correspond une
séparatrice relative au point singulier z,= o, y,= o de I'’équation
de forme simple ct cette séparatrice doit étre tangente a la droite
Zg= 0 en ce point, puisqu’on n’est pas dans le cas normal.

Or, si 'on considére les deux cas d’équations de forme simple, on
sait que, ou bien il y a une seule caractéristique passant par z,=o,
¥s= o0 el tangenle & z,=o0, ou bien il y en a une infinité. S’il
y en a une seule, cette caractéristique est 2y =0 correspondant
a la solution # = o de I'équation E. §’il y en a une infinité, on sait
également que, de chaque c6té d’une caractéristique I', autre
que zg=o0, il y a une infinité de caractéristiques aussi voisines
que I'on veut de I'" et aboutissant & ;= 0, y;= 0. Aucune de ces
caractéristiques I'' ne peut correspondre a la séparatrice I Nous
concluons que, a la séparatrice T de I’équation E en x et ¥, ne
peut correspondre aucune caractéristique autre que z,= o. Cetté
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caractéristique, ,= 0, ne peut éire acceptée comme COrrespon-
dant a une caractéristique C de I’équation en x et y que sil’on
a s=o et si I'équation en z et y admet la solution z =o. En
effet, la relation (123 ) montre que 'on a =0, si 'on a 2,=o,
et sil’on a s > o, la relation (122) montre que sil’on a = o, on
a en méme temps » —=o. Ceci n’est pas acceptable pour une
caractéristique C. Nous arrivons a la conclusion suivante : Le cas
irréductible ne peut se présenter dans la recherche d’une
séparatrice de Uéquation (105) que si cette séparatrice est x =o.

Si le cas irréductible se présente dans la recherche de deux
séparalrices limitant une région répulsive, relative 8 z = o, y = o,
l'une d’elles est # = o, l'autre est tangente a une droite autre
que Oy. Ces caractéristiques sont donc sépardes.

Nous voyons de plus qu’un simple changement de la direction
de I'axe Oy permet de supposer que le cas irréductible ne se pré-
sente jamais dans la recherche des séparatrices.

43. EQUATION TRANSFORMEE RELATIVE A DES INTEGRALES TANGENTES
A x = o. Nous pourrons toujours supposer, en faisant un change-
ment d’axes, que £ — o n’est pas une direction de tangente pos-
sible au point £ =0, ¥ = o, pour les caractéristiques de I'équa-
tion (105) en z et y. Nous ne pouvons faire cette hypothése pour
les transformées de (105), qui admettent en général la solu-
tion £ = 0. Nous aurons & considérer, pour I'étude de la loi de
correspondance, les équations transformées relatives aux inté-
grales réelles ou imaginaires tangentes a = o, et vérifiant 'une
des équations transformées de (105). Considérons une équation

(124) zX(z,y)dy +~Y(z, y)dx = o,
admettant la solution = o. Pour considérer les intégrales réelles
ou imaginaires tangentes 4 £ = o au point £ =0, ¥ = 0, nous
posons x = z,y, nous obtenons une transformée admettant les
solutions 2, = 0, ¥ = o et que I'un peut écrire

(125) z [A(z y)+...]dy + y[B(xy, ) +...]dx =0,

en désignant par A(z,, ») et B(z,,y) deux polynomes homogenes
de degré n représentant les termes de degré minimum des coeffi-
cients de x, dy et de y dz,. Si nous ne faisons aucune hypothése
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complémentaire, n peut étre un entier quelconque, mais si nous
supposons que l'on ait remplacé, dans (124), x par P, p étant un
entier tel que le cas réductible ne sc présente pas dans la recherche
des intégrales réelles ou imaginaires de (124) tangentes a z =o,
nous allons montrer que I'on a n=o, c’est-a-dire que l'équa-
tion (125) est une équation de forme simple. Je m’appuierai pour
cette démonstration sur les théorémes suivants ('), dans les énoncés
desquels nous considérerons aussi bien les intégrales imaginaires
que les intégrales réelles. Pour-les intégrales que nous allons con-
sidérer, x, aussi bien que y pouvant tendre vers zéro par valeurs
imaginaires; le quotient y : z, pourra tendre vers une valeur
réelle ou imaginaire, lorsque x et y tendent vers zéro.

1. Si x=0, y=o0 est un point singulier d’ordre p, c’est-
a-dire si dans I'équation

X(z,y)dy + Y(z, y)dr =o,

les termes de degré minimum des séries X et Y sont de degré p
en x et y, il existe au moins p + 1 intégrales distinctes passant
par z=o, y=o.

II. St z=o0, y =o est un point singulier exceptionnel, c’est-
a-dire si Péquation différentielle en z et y est de la forme (116),
il y a une infinité d’intégrales pour lesquelles x et y tendent
simultanément vers zéro.

Démontrons que dans I’hypothése ou nous nous plagons, on a
n=o. Puisque le cas réduciible ne se présente pas, dans la
recherche des intégrales de (124) pour lesquelles z, et y tendent
simultanément vers zéro, on sera dans le cas irréductible: si nous
faisons les changements de variables successifs

i=ziny (I=1,2,...)

nous obtiendrons des équations transformées telles que pour
aucune intégrale de l’éq'uation en z; et y, le quotient y : z; ne

(') Yai démontré le premier de ces théorémes dans les Annales de I’Universite
de Grenuvble (t. XVII, p. 8 et 13). La démonstration du second est donné dans
ma thése (Paris, 1903). Voir également le¢ Journal de l'Ecole Polytechnique
(1904). '
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tende vers une limite finie ou nulle, lorsque z; et y tendent vers
zéro.

Si nous faisons les changements de variable en question il est
impossible que le degré minimum en z; et y des termes des coef-
ficients de dy et de dz, des équations en x; et y reste toujours
égal & n+1, comme dans I'équation (125), & moins que l'on
ait n =o0. On sait en effet (n° 43, note) que ces changements de
variable finissent toujours par conduire 4 une équation ayant y =o,
;= o pour point singulier du premier ordre. Nous allons montrer,
d’autre part, que si le point z;=o0, y = o est, pour I'équation
en z; et », un point singuliér d’ordre inférieur a n + 1, le cas
réductible se présente. Il en résultera que l'on a n=o0 dans
I’hypothése ou nous nous plagons.

Nous pourrons faire notre démonstration en supposant que c’est
pour I'équation en z, et ) que l'ordre du-point singulier z,= o,
¥ = o estinférieur a n + 1. Montrons d’abord que I'on a

([26) A(x‘h}’)“'-B(zn}')ECl"{,

¢ étant une constante. En effet, s’il n’en était pas ainsi, le chan-
gement de variable y = ¢z, fournirait I'équation

(127) @y [A(1, ) +... ]dt+¢[A(Q, )+ B, t)+...]dz,=o.

I’équation
(128) Ali,t)+B(1,t)=0

aurait au moins une racine ¢=a. Si nous faisons voir qu’il y
aurait au moins une intégrale telle que ¢ tende vers «, lorsque x,
tend vers zéro, nous aurons montré que, contrairement a notre
hypothése, le cas réductible se présenterait et que, par conséquent,
on a bien l'identité (126).

Silonaaz£oet A1, a)5£ 0, il est évident qn’il y a une inté-
grale ¢t(z,) de (127) holomorphe pour z,=o0 et égale 4 a
pour x, = o.

Si 'on a a3£ 0, A(1, a)52 0 et si ¢ =a est racine d’ordre ¢
de (128), en posant 3 =t — a I’équation (127) prend la forme

z\[2h(3)+ z H(>y, 2)|dz+ [378(3) + 2,G(2y, 2)] dxy= 0,

h et g désignent des polynomes en z. On a g(o)3£0. H et G
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désignent des séries entiéres en z, et z. On peut toujours sup-
poser que z, G(z,, z) ne contient que des termes du second degré
au moins. S’il n’en était pas ainsi on serait ramené a ce cas en
posant z, = u*. Nous n’avons a considérer que les deux cas sui-
vants, pour I'équation différentielle en z, et 2: 1°On a g =1. Le
point z,=o0, 5=o0 est un point singulier exceptionnel; 2° On
a g >1. Le point £, =0, =0 est un point singulier d’ordre
supérieur & 1. Dans les deux cas, il y a des intégrales Z(.Eq) ten-
dant vers zéro avec z,.

Si I'on a e =0, A(1,0)30 le point t=o, Z,=o est un
point singulier exceptionnel de (127). Silonaa=o0, P(1,0)=0
le point singulier ¢ =0, z, = o est d’ordre supérieur a 1. Il ya
encore dans ces deux derniers cas des intégrales ¢(z, ), autres que
t = o, pour lesquelles ¢ tend vers zéro avec z,.

L’identité (126) est donc démontrée. 11 en résulte que si I'on
pose x, = z, ¥, I’équation (125) devient

(129) @s[exf+yH(zy, y)]dy +y[zi 8(x2) + y G(22, y)]dz2= 0,

r est un entier égal ou inférieur a n; g(z,) est un polynome
en i, qui n'est pas nul pour zy=o. H et G sont des séries
entiéres, qui peuvent étre nulles pour x,=o0, y =o.

Puisque nous supposons que 3= 0, ¥ = 0 est un point singu-
lier d’ordre inférieur a n + 1, le degré minimum des termes entre
crochets sera inférieur a n. Il faut pour cela, ou bien que l'on
ait 77 <<:n, ou bien que I'une des expressions yH(z», y) et yG(z, )
ait des termes de degré inférieur a n. Examinons successivement
chacun de ces cas.

Si I'on a r<n, faisons le changement de variable y = vz},
I’équation (129) devient

(130) @y[exl"4+oH (24,0)]dv+0[g(22) +rex} " 4+ ¢ Gy (23, 0)]dxy=0;

H, et G, sont des séries entiéres. Puisque g(o) n’est pas nul,
Z3= 0, v = o est un point singulier exceptionnel de (130).

Sil'on a n = r, mais si le degré minimum des termes de y H ou
de y G est inférieur a n, nous pourrons, en désignant ces termes
respectivement par yP(z,, y) et yQ(a:2. y), écrire l'équa-
tion (130) sous la forme

2y[yP(22, y)+...1dy +y [y Q2 y) +...]dva=0.
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Posons ¥ = ¢x,, nous obtenons I'équation
(131) @3[¢P(1, ¢) +...]do + ¢[¢P(1, ) +0Q(1, ¢) +...] dzs= 0,

dans laquelle les termes non écrits contiennent ., en facteur.

Les termes de chacun des crochets étant au moins du premier
degré par rapport a ¢ et 2, nous avons un point singulier v = o,
xy=o0, d’ordre supérieur a 1. Aussi bien pour I'équation (130)
que pour I'équation (131) nous aurions au moins une intégrale
autre que v = o pour laquelle v tendrait vers zéro avec x et le cas
réductible x se présenterait. Nous pouvons donc énoncer le théo-
réme suivant :

Si le cas réductible ne se présente pas dans la recherche des
intégrales réelles ou imaginaires de (124) passant par x = o,
y=o0 et tangentes a x = o, l'équation transformée, par la
substitution x =x,y, admet x, = o0, y = o0 comme point sin-
aulier élémentaire. Le cas oi x =0, ) = 0 est un point dicri-
tique de (124) est laissé de coté.

46. LO[ DE CORRESPONDANCE POUR UNE REGION REPULSIVE LIMITEE
UNIQUEMENT PAR LA CARACTERISTIQUE Z = 0. — Placons-nous dans
les conditions suivantes : 1° L’équation différentielle admet la
caractéristique x = o, passant par le point singulier com-
plexe, =0, y =o0; 2° d’'un cOté de cette caractéristique, du
coté des z positifs par exemple, il n’existe aucune caractéristique
aboutissant & x = o, y = o, sans traverser O y.

Nous pouvons écrire I'équation différentielle sous la forme

(132) z[P(z, y)+...]dy +[Q(z,¥)+...]dx = o,

xP et Q étant des polynomes homogénes de degré n, représen-
tant les termes de moindre degré des coefficients de dy et dr.

Soient / et /' deux nombres positifs tels que I'équation diffé-
rentielle n’admette, en dehors de #x = o, y = o, aucun point sin-
gulier situé sur z = o, entre les droites y =! et y = — /. Nous
considérons une caractéristique C voisine de x = o et nous vou-
lons trouver la forme de la relation qui existe entre les x des
points d'intersection M et M’ de C avec y =lety = — /..

Lemme. — Les relations, qui nous donneront la loi de corres-
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pondance cherchée, montrent que toute caractéristiqgue C cou-
pant y =1len un point M, suffisamment voisin de Oy, cou-
peray =1 en un point M' aussi voisin que lon voudra de Oy.
Démontrons directement cette propriété afin de ne pas étre obligés
d’introduire dans nos raisonnements des complications destinées
4 éviter un cercle vicieux. La propriété en question nous sera du
reste utile a plusieurs reprises.

On peut toujours trouver un nombre o, tel que, si 'on prend
y =1, et sil'on fait varier x de o & «, le coefficient Q(x, )+ ...
de dy dans (132) ne devienne pas nul. Soient M, et M} les points
d’'intersection dex = o avec y =/ et y =—10'. Soient A et A’ les
points d’'intersection de y =/let y = — I’ avec z=a et R le rec-
tangle My AA'M,. Nous pquvbns toujours supposer a assez petit
pour qu’il n’y ait pas de point singulier de I'équation (132) a I'in-
térieur du rectangle R.

La caractéristique G passant par un point M de My A n’est pas
tangente & MyA. Nous la suivrons en pénétrant dans R. Ce rec-
tangle R ne contenant aucun point singulier a son intérieur et C
ne pouvant, par hypothése, aboutir au point O, on sait que G
sortira du rectangle en un point M. Lorsque M se rapproche indé-
finiment de M,, le point M’ se déplace toujours dansle méme sens,
sur le contour de R, et tend par conséquent vers une position
limite K'. Montrons que K' est confondu avec M.

En effet, si K’ n’est pas confondu avec M, il passe par K' une
caractéristique G’ qui n’est pas confondue avec O y. On peut suivre,
a partir de K', la caractéristique C' dans un sens tel que l'on
pénétre dans R, car s’il n’en était pas ainsi, les caractéristiques G
passant par un point M’ voisin de K’ sur le contour de R ne péné-
treraient pas non plus dans R. La caractéristique C/, suivie dans le
sens indiqué, sortira de R en un point K distinct de M,. L’arc K'K
de C' ne passant par aucun point singulier, une caractéristique G
passant par un point M’ voisin de K', et suivie dans le méme sens
que C/, sortira de R en un point M voisin de K. Ceci est impos-
sible, puisque M est voisin de M, et que K est distinct de M,.

K’ est donc confondu avec M. La caractéristique C coupant
y =10 en un point M voisin de M vient couper y =—1 en un
point M' voisin de M. Le lemme est démontré. Avant de cher-
cher la loi de correspondance entre M et M’ faisons une remarque.
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Y

Il n’est pas contraire & nos hypothéses de supposer que I'équa-
tion (132) admet des solutions réelles ou imaginaires telles que le
quotient z : y tende vers zéro en méme temps que z et y. Il faut
supposer seulement qu’une telle solution ou bien est imaginaire,
ou bien n’est réelle - que si z tend vers zéro par valeurs négatives.
Nous supposerons, pour le moment, que le cas réductible ne se
présente pas dans la recherche des intégrales de (132) passant
par x = 0, ¥ = o et tangentes a x = 0. S'il y a des intégrales telles
que z : y tende vers zéro en méme temps que x et y, elles sont
telles que,.quel que soit s, le quotient z : y* tende vers zéro. Ceci
posé, soit n un nombre positif quelconque. Considérons les
droites OD et OD’, ayant respectivement pour équations ny = z
etny +x=o0. Si M est suffisamment voisin de My, M sera au-
dessus de OD et M' sera au-dessous de OD'. La caractéristique C
coupant ¥ = [ et y =— 1 en des points d’abscisses z et z' cou-
pera OD et OD’ en des points N et N’ d’abscisses z, et z,. En
choisissant convenablement #, nous allons montrer qu’on peut
trouver : 1° la loi de correspondance entre x et x, et de méme
entre z' et z'; 2°la loi de correspondance entre x, et .

1° Loi de correspondance entre x et x,. — Si nous posons
x=ty, 'équation (132) devient

(133) tfp(t,)+q(t,1)+...1dy +y[g(t,1)+...]dt =o.

Les termes non écrits sont nuls pour y = o. Puisque nous avons
supposé que le cas réductible ne se présente pas pour les solutions
de (132) passant par x =0, y =0 et tangentes a x =0, nous
avons vu (n° 43) que £ =o0, y = o est un point singulier élémen-
taire de (133). On ne peut donc avoir a la fois P(o, 1)=o0
et Q(o, 1) =o0. L'expression P (¢, 1)4-Q(¢, 1) n’est pas identi-
quement nulle, car si elle était identiquement nulle, x =0, y = o
serait un point dicritique et la condition 2°, énoncée au début de
ce n° 46, ne serait pas satisfaite.

D’aprés la maniére dont les nombres [ et /' ont été choisis,
I'équation (133) n’admet, en dehors de ¢t = o, y = o, aucun point
singulier situé sur ¢ = o, entre les droites y = let y = — ['. Nous
pourrons choisir un nombre 7, tel que, lorsque ¢ varie de — 7



— 160 —
a n (extrémités comprises), P(¢, 1) + Q(¢, 1) ne s’annule pas,
sauf peut-étre pour ¢t =o (').

La position des points d'intersection M, N, N'; M’ de C avec les
droites y =1, ny =z, ny + =0, y =—1 sera complétement
définie par les valeurs x, z, #, ' des abscisses de ces points. La
relation x = ¢y fait correspondre a C une caractéristique C, de
I'équation (133), et fait correspondre aux points M, N, N'; M’ les
points M,, N,, N, M intersections de G, avec les droites y =,
nt=1, nt=—1, y =— 1. Les positions de ces points seront
définies par les valeurs de z, x,, |, '. Aux points M, et M}, cor-
respondent dans le plan de y, ¢ les points Ay, y =1, t=o;
A, y =— 1, t =o0. Soient enfin dans le plan des y, ¢ les points :
Oyt=o0,y=0;Dy, t=m,y=0;D, t=—m,y=o0.

La portion de C, située dans la région oul'on a ¢ >0,y >0
est voisine de la caractéristique G, formée du segment A, O’ de
l'axe ¢t = o et du segment O’'D, de I'axe y = o. lLes droites y =/,
t =1, qui coupent Cy en A, et D, sonl normales a C,. L’arc
A,0'Dg de C, ne contient que le point singulier O’, qui est un
point élémentaire. Nous connaissons donc la forme de la relation
entre z et x,. De méme en considérant la portion de C, située
dans le quadrant pour lequel on a ¢ < o, y <o nous aurons la
forme de la relation entre 2z, et z'. Laforme de ces relations
dépendra de la nature du point singulier O’ : col ou point excep-
tionnel.

2° Lol de correspondance entre x, et x'. — Posons y = zx.
L’équation (132) devient

(134) «|P(1,3)+...]dz+[3P(1,2)+ Q(1, 3)+...]dx =o,

ou les termes non écrits contiennent x en facteur. Aux droites
===y du plan des zy correspondent les droites 5z ==+1 du

(') Sil'on a P(0,1) + Q(o,1) = o, le point ¢ = o, = o est pour (133) un point
exceplionnel et I'on peut montrer que cette équation (133) admet des solutions
¥(¢) telles que lorsque ¢ teud vers zéro suivant un chemin convenablement
choisi dans le plan de la variable complexe ¢, la fonction y et le quotient y : ¢
tendent vers zéro. On peut donc supposer (n° 43) que I'on n’a pas P (0,1) + Q (0,1),
puisque le cas réductible ne se présente pas dans la recherche des intégrales
de (132) passant par £ = 0, ¥ = o et tangentes & Ox.
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plan des zz; & C correspond une caractéristique C, coupant les
droites 5 =1 et nz=-—1 aux points N, et N, d’abscisses z,
et x,.

Supposons d’abord que I'équation (134) n’admette aucun point
singulier situé sur z = o entre les deux droites nz3==1. L'ex-
pression zP (1, z) + Q(1, z) ne s’annule pas lorsque 7,5 varie de
— T a-I.

Désignons par A, et Aj les points d’intersection de 2 = o avec
les droites 7z ===1. Le segment A;A, de £ =0 est un arc de
caractéristique qui ne contient aucun point singulier. La caracté-
ristique C, étant voisine de cet arc A,A), il y a une relation
holomorphe entre z, et &/, abscisses des points d’intersection de C,

avec sz ==1.0na
x;= x,h(.’z‘,),

h(z,) étant holomorphe pour z =o et 'on a £ (0) = o.

3¢ Loi de correspondance entre z,, et x',, lorsque (134) admet
des points singuliers situés sur x = o. Considérons maintenant
le cas laissé de coté dans 2°. Nous supposons que I'équation (134)
admette un ou plusieurs points singuliers situés sur = o, entre
les droites 7,z ===1. Il n’y a aucun point singulier de (134) situé
sur z = o en dehors de ce segment Ay A compris entre les droites
n3==:=1. Divisons le segment A,A, en aulant de segments
qu’il contient de points singuliers, chagque segment ne contenant
qu'un seul de ces points. Soient z=o;+; et 5=0;—[; les
droites perpendiculaires a z = o, limitant le segment contenant le
point singulier # = 0, z == 2,. La relation qui existe entre z, et x|
résultera des relations entre les x des points d'intersection de C,
avec les diverses droites 3 = a;+ [;, 3 = a;— [, en donnanta i les
valeurs 1, 2, ..., p correspondant aux p points singuliers de (134)
situés sur x = 0. Nous aurons la forme dc ces relations en remar-
quant que r =0, 5 =a, est un point singulier de méme espéce
que le point x = 0, y = o de I'équation (132).

Si I'on pose 3 = «;~+y,, I'équation en x et )’, n’admet aucune
caractéristique située du coté des x positifs et aboutissanta r = o,
1= 0, car une telle caractéristique fournirait une caractéristique
de (132) aboutissant a4 z = o, y, = 0. L’équation en z et y, admet
de plus, comme (132), la solution x = o. Pour établir la relation

LL 11
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qui existe, dans le plan des x, y, entre les z des points d’intersec-
tion d’une caractéristique avec les droites y, = /;et yy, = — {, , nous
raisonnerons donc comme nous avons raisonné sur l'équation
en z et y, pour obtenir la relation entre les = des points d’inter-
section de Cavecy =lety =— /.

Si en posant yy = z, z,'équation différentielle en z et z, n’admet
aucun point singulier & distance finie situé sur la droite x = o,
nous aurons, d’aprés ce qui a été dit dans 2°, la forme de la rela-
tion entre le z des points considérés. Si nous sommes dans le cas
ou Péquation en x et z admet des points singuliers a distance finie
situés sur x =0, nous raisonnerons sur cette équation comme
nous avons raisonné dans 3°.

En continuant ainsi, nous arriverons certainement a une équa-
tion en z et 34, n’admettant plus de point singulier a distance finie
sur z = o. En effet les équations successives que nous formons de
cette maniére sont les transformées fournissant les solutions y (z)
(imaginaires si z est positif) telles que ) : # tende vers une limite
finie, ainsi que yy : z; ¥ Z, ..., lorsque z tend vers zéro ('). On
sait que la suite de transformations ainsi effectuées conduit & un
point singulier élémentaire, & moins qu’on ne soit arrété a une
équation en x et 3, n’admettant pas de point singulier sur x = o.
C’est’'le cas qui se produira toujours, car si I'on arrivait a une
équation en x et y,, admettant x = o, y,, comme point singulier
élémentaire, cette équation admettrait au moins une caractéris-
tique, située du coté des x positifs, aboutissantaz = o, y,=o0. A
cette caractéristique correspondrait une caractéristique C située du
c6té des z positifs et aboutissant a =0, ¥ =0, ce qui est con-
traire a nos hypothéses. Nous serons donc nécessairement ramenés
a des équations pour lesquelles le raisonnement fait dans le cas 2°
s’applique.

Nous arriverons donc certainement par la méthode indiquée &
trouver la relation entre z, et £;. Au lieu d’avoir, comme dans 2°,
une relation holomorphe entre z, et 2, nous serons amenés a con-

(t) Les limites finies que nous considérons pour y : z, y, : z, ¥, : , ... sont
réelles, puisque nous ne considérons que les points singuliers réels situés sur
x =o, mais les solutions y (&) correspondant & ces limites sont nécessaire-
ment imaginaires pour x positif, puisqu’il n’y a pas de caractéristique située du
coté des z positifs et aboutissant Az =0, y = o.
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sidérer une série de parameétres intermédiaires z, (i=2, 3, ..., q),
‘qui sont les abscisses des points d’intersection de C avec des
courbes passant par z =o0, y = 0, comprises dans I’angle formé
par les droites ny = == z. En posant z,,, =z, nous aurons une
série de relations entre deux valeurs consécutives z; et z;,,, 'en-.
tier / prenantles valeurs 1, 2, ..., ¢. Ces relations seront, ou bien
des relations holomorphes, ou bien des relations correspondant au
passage d’une caractéristique dans le voisinage d’un point singu-
lier élémentaire.

Conclusion. — Nous voyons que, soit dans le cas ou le raison-
nement fait dans 2° s’applique directement a I'équation (134), soit
dans le cas ot nous sommes obligés de considérer les relations
auxquelles conduisent les raisonnements de 3°, le passage d’une
caractéristique G dans le voisinage du point singulier consi-
déré est équivalent, en ce qui concerne la loi de correspon-
dance, au passage d’une caractéristique successivement dans
le voisinage d’un certain nombre de points singuliers élémen-
taires.

Si, par exemple, nous supposons pour I'équation (133) que le
point ¢t = 0, y = o soit un col et que, pour 'équation (134), il n’y
ait pas de point singulier sur 2 = o, nous avons les relations

z = az[1-+ F(ay)], zy=bz'V[1+ G(2')], zy=cxi[1+H(z})],

a, b, ¢, A\, X' sont des constantes. On a AN =1. F et.G sont semi-
réguliéres et nulles pour la valeur zéro de la variable, H est. holo-
morphe et nulle pour ) = o. En éliminant successivement z' et z,,
entre ces relations, nous obtenons

z=ka'[1+ K(z')],

k est une constante, K (z') est une fonction semi-réguliére et
nulle pour z'=o. Dans des cas particuliers, K pourra étre une
série entiére en z’, mais, en général, K sera une fonction semi-
réguliére dépendant de puissances de 2/, z™*, ¥, etméme de z' L2/,
si A est rationnel. Si tous les points singuliers élémentaires que
nous rencontrons en appliquant a I'équation (134) la méthode
indiquée dans 3° sont des cols, et s’il en est de méme pourle point
singulier ¢t = o, ¥ = o de (133), larelation entre et z’ sera encore
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de la forme z = k2/[1+K(z')], la fonction K(z') étant semi-
réguliére et nulle pour z'= o. Cette conclusion ne me parait pou-
voir s’étendre qu’avec des restrictions au cas ou certains des points
¢élémentaires considérés sont des points exceptionnels. Nous pau-
‘vons cependant remarquer que, si nous traversons l'un de ces
points exceptionnels dans le sens u¢, nous traverserons un autre
point exceptionnel dans le sens.vu (n° 34).

Remarque. — La méthode que nous venons de suivre pour
trouver la loi de correspondance, dans le cas du point singulier
considéré, s’appliquerait en particulier au cas d’'un point semi-
singulier (n” 5). Si les deux arcs de caractéristiques aboutissant
au point semi-singulier £ = 0, = o sont les deux branches d’une
courbe admettant £ = 0, y = o comme point régulier, nous pren-
drons, au moyen d’un changement de variable, cetie courbe pour
axe £ = 0 et nous serons exactement ramenés au cas que nous
venons de considérer.

Siles deux arcs de caractéristiques aboutissant a z =0, y = o
ne forment pas une courbe admettant x = 0, ¥ = o comme point
régulier, nous appliquerons la méthode qui sera indiquée plus
loin pour le cas d’un point singulier quelconque.

47. MODIFICATIONS A INTRODUIRE DANS LES RAISONNEMENTS LORSQUE
LE CAS REDUCTIBLE SE PRESENTE. — Nous avons a diverses reprises
supposé dans le n° 46 que le cas réductible ne se présentait pas
dans la recherche des intégrales de (132) passant par z = 0, y = o.
Nous avons fait ensuite implicitement la méme hypothése dans 3°,
pour les intégrales passant par les points origine des diverses
équations transformées que nous avons été amenés a considérer.

Pour lever la restriction ainsi faite nous pouvons choisir r de
maniére qu'en faisant le changement de variable z=u", on
déduise de (132) une équation différentielle en « et y telle que le
cas réductible ne se présente pour aucune des intégrales passant
par u =0, y = o. Il me parait préférable de faire le changement
de variable x = u’, en choisissant  de maniére que, dans I'équa-
lion u et y, le cas réductible ne se présente pour aucune des inté-
grales telles que pour l'intégrale correspondante de ’équation en z
et ¥, x : y tende vers zéro en méme temps que x et y. En considé-
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rant I'équation différentielle en u et y, le cas réductible ne se
présentera pour aucune des intégrales telles que y : u” croisse indé-
finiment, lorsque y et u tendent vers zéro. Le changement de
variable x = " fait correspondre a la caractéristique C, du plan
des x, y, une caractéristique I', du plan des u, y. L’équation (132)
devient

(133) u[A(u, y)+...]1dy +[B(u, y) +...]du = o,

en désignant par # A et par B des polynomes homogénes de méme
degré, représentant les termes d’ordre minimum des coefficients
de dy et de du. Si nous obtenons la relation entre les valeurs de u,
correspondant aux points d’intersection de la caractéristique I’
avec y = l et avec une courbe y = l'w", I’ étant une constante, il
en résultera la relation entre les valeurs de = correspohdant aux
points d’intersection de C avec les droites y = l et y = I'z. Nous
nous serons ainsi affranchis de I'hypothése restrictive que nous
avions faite au n° 46, dans 1°, pour établir la relation entre les
valeurs z et z,.
Si nous posons u = ty, I'équation (135) devient

(136) t[A(t, )+ B(t, 1)+...]1dy +[B(¢ 1) +...]du = o,

les termes non écrits étant nuls pour u = o. Par hypothése, le cas
réductible ne s¢ présente pas pour les intégrales de (135) passant
par u = o, ¥ = 0, et tangentes a u = o. Nous savons donc (n° 48)
que t = 0, ¥ = o esl un point singulier élémentaire de (136). Nous
raisonnerons sur (136) comme nous l'avons fait pour (133). Nous
pourrons trouver un nombre 7, tel que A (¢, 1) + B(¢, 1) ne soit
pas nul, lorsque ¢varie de — 7, a + 7w, sauf peut-étre pour ¢ = o.
Considérons dans le plan des ¢, y, la caractéristique I correspon-
dant a C. Cette caractéristique I" couperay = ! en un point de
paraméu‘e uett—mn, enun point de paramétre u,, nous connai-
trons la forme de la relation entre u et u, d’aprés la nature du
point singulier élémentaire t=o0, y == o. Nous aurons donc la
forme de la relation entre les abscisses n des points d’intersection
de ' avec les droites y =/ et 1,y = u.
Posons maintenant y = y, u, nous obtenons I’équation

€37)  ulA(r, y)+..]Jdyi+ 1AL )+ B, y1)+...]du=o.
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Si cette équation admet des points singuliers situés sur u =o et
d’ordonnée y, positive, désignons par /, un nombre positif infé-
rieur aux ordonnées de tous ces points. Soit T, la caractéristique
de (137) correspondant a I'. En raisonnant sur I'équation (137),
eomme nous avons raisonné sur l'équation (134) (n° 46, 3°),
nous aurons une série de relations établissant une correspondance
entre les valeurs de u correspondant aux points d’intersection de I,
avec les droites n,y,=1 et 3, =1{,. Nous aurons, par suite, une
série de relations établissant une correspondance entre les valeurs
de u correspondant aux points d’intersection de I avec y =1
et ¥y ={,u. Si I'équation (137) n’admet pas de point singulier
d’ordonnée positive situé sur & = o, nous posons 1/, =1 et nous
avons la relation entre les valeurs u et u, correspondant aux points
d’intersection de I' avec y = let y = [, u.

Considérons maintenant I’équation-(137) et raisonnons sur elle
eomme nous avons raisonné sur (135), nous établirons la relation
entre les valeurs de u correspondant aux points d’intersection de T,
avec y, = [, et avec y, = ly 1, le nombre [, étant choisi de maniére a
jouer le réle que jouait ; pour (137). Nous avons ainsi les relations
entre les points d’intersection successifs de I avec les courbes y =/,
y=1{,u, y=1u?, .... En continuant de méme, nous arriverons
a une série de relations entre les points d’intersection successifs
de I'avec y =/ y=Lu,y=4Lu? ..., y=L_yw ', y=1Luw".

1

Si dans ces relations, nous remplagons u par z”, nous aurons,
par leur intermédiaire, la correspondance entre les valeurs de z,
abscisses des points d’intersection de la caractéristique C de I'équa-
tion (132) avec les droites y =l et y = l'x, en posant [, =1.

Passons en revue les diverses formes de relations que, en appli-
quant les méthodes ‘du n® 46, nous pouvons obtenir entre les
valeurs u et u’ correspondant aux points d’intersection de I' avec

deux courbes consécutives y =/liu, y =1{; ,u. Voyons ce que
1 1
deviennent ces relations, lorsqu’on remplace u par z” et v’ par z'".

Si nous avons une relation
u'= aur1+ F(u)],

ou a et X sont des constantes positives et F(«) une fonction semi-



-~ 167 —

réguliére et nulle pour u = o, nous aurons
u'r= a"u"\"[t—o—F(u)]",' x’=aw7\[l+?(x)],

a étant une constante et ¢ (z) une fonction semi-réguliére et nulle
pour = o.
Si nous avons une relation

piw
uw'=aude “* [1+ F(u)],

ol a est une constante positive, b une constante, n un entier,
p(u) un polynome de degré inférieur a n, nous aurons

rp ()
»Z
2

x' =azbe [1+¢(2)],

o(z) étant comme F(u) semi-réguliére et nulle pour la valeur zéro
de la variable.

Ces relations peuvent étre employées dans nos démonstrations
de la méme fagon que les relations utilisées précédemment pour
les lois de correspondance. En particulier, subsiste la propriété
établie au n® 34 pour une caractéristique passant successivement
dans le voisinage de deux points exceptionnels traversés I'un dans
le sens u v, 'autre dans le sens vu.

48. Lol DE CORRESPONDANCE DANS UN CAS PARTICULIER. — Nous
allons étudier la loi de correspondance pour une région répulsive
relative a un point singulier complexe dans les hypothéses sui-
vantes :

1° L’équation admet £ = o0, y = o comme point singulier. A
ce point aboutissent, entre autres caractéristiques, £ = o et un are
de caractéristique I' aboutissant au point O tangentiellement a la
partie positive de Oz.

2° T et la partie positive de I'axe Oy limitent un sectear
répulsif R relatif au point.O. Il n’y a dans la région située a droite
de Oy et au-dessus de I' aucune caractéristique aboutissant au
point O.

3° Sil'on pose y = y.z", en désignant par n un entier positif,
Yn tend vers zéro en méme temps que z, si I'on se déplace sur T,
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en se rapprochant indéfiniment de O. De plus, I'équation diffé-
rentielle en z et y, admet £ = o0, y,= 0 comme point singulier
él¢mentaire.

Nous écrirons I'équation différentielle considérée sous la forme
déja employée (132) :

(138) z[P(z, y)+...]dy +[Q(z, y)+...]dz =o.

Prenons sur la partie positive de Oy un point M, et sur T un
point M{, tels que les arcs de caractéristiques M, O et OM; dont
nous désignerons l'ensemble par C, ne contiennent, en dehors
de O, aucun point singulier. Par M, faisons passer une droite S,
par exemple y = {,. Par M| faisons passer une droite S', par
exemple x =1I'. Soit C une caractéristique de (138) passant par
un .point M situé sur S et d’abscisse . On montre facilement, en
raisonnant comme dans le lemme du n° 46, moyennant certaines
restrictions provisoires sur la position de M, et M), que, si 2, est
suffisamment petit, la caractéristique C suivie dans un sens conve-
nable a partir de M va couper z = (' en un point M/, aussi voisin
que P'on veut de Mj.

Ce résultat s’établit également par le raisonnement employé par
M. Bendixson (p. 23). Soit ¢ la longueur MyM’ définissant la
position du point M'.

I’expression yP (z, y) + Q (2, ) ne peut étre identiquement
nulle, car # =0, y = 0 ne peut étre un point dicritique. Parmi
“les droites réelles ou imaginaires représentées par l'équation
obtenue en égalant cette expression a zéro, il peut y avoir un cer-
tain nombre de droites a coefficient angulaire positif.

Soient a, b, ¢, ..., k ces coefficients angulaires rangés en
décroissant. Désignons par OD,, OD,, ..., OD;, ..., OD, des
demi-droites situées du coté des x positifs et admettant pour coef-
ficients angulaires les quantités positives a,, by, ¢iy « .., kyy &
telles que P'on ait

o< h<k<kh<...<h)1<a<a.

Dans un secteur compris entre deux demi-droites consécutives,
OD; et OD;,,, il n’y a qu’une seule demi-droite y = ma« dont le
coefficient angulaire vérifie la relation P (1, m) 4+ Q (1, m)=o.
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Si z, est suffisamment petit, le point M, sera au-dessus de OD,
et le point M’ sera au-dessous de OD,. Il suffit de faire la figure
pour voir que 'arc MM’ de C rencontrera toutes les droites OD;.
Soit z; I’abscisse du point M; d’intersection de C avec OD;. Pour
trouver la relation entre les paramétres x, et ¢ définissant la posi-
tion des points M et M/, nous allons chercher :

1° La relation entre x; et z,,,;
2° La relation entre z, et z,;
3° La relation entre z4 et ¢.

1° Relation entre z;et z;,,.— Cherchons, par exemple,la forme
de la relation entre z, et z,. Posons y = (a—+ z)z. D’aprées les
hypothéses faites, nous avons les propriétés suivantes du point
singulier £ = 0, 2 = o de I'équation différentielle en z et z, :

a. L’équation admet la caractéristique z = o;

b. L’équation n’admet pas de caracléristique située du coté
des z positifs et aboutissant a x = 0, 2 = o.

Nous sommes donc dans le cas du n° 46. Si nous désignons
par C’ la caractéristique de I'équation en z et z correspondant C,
les valeurs z, et x, sont les abscisses des points d’intersection
de C' avec les deux droites 3 —=a, —a et 3= >0, — «. L’arc de
caractéristique £ — o compris entre ces deux droites ne contient
pas d’autre point singulier que z = o0, z=o0. Nous connaissons
donc, d’aprés le n° 47, la forme de la relation entre z, et x, et
plus généralement entre z; et z;,,.

2° Relation entre z, et x,.— Posons x = ty, nous obtenons une
équation déja obtenue (133):

(139) ([B(,1)+Q(t,1)+...]1dy+y[Q(t,1)+...]Jdt =0.

Considérons d’abord le cas ou y = o0, ¢t =o0 est un point sin-
gulier élémentaire.

Soit C" la caractéristique de (139) qui dans le plan des ¢, »
correspond a la caractéristique C de (138). Les valeurs z, et z,
abscisses des points d’intersection de C avec y =/, et y = a, z,
déterminent la position des points d'intersection correspondants
de C" avec y =1{, et a,t =1. L'équation (139) admet les deux
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caractéristiques =0 et y =o. L'ensemble des portions de ces
deux arcs de caractéristiques compris entre y = {, et @, ¢ =1 ne
contient que le seul point singulier y = o, t =0 qui est un point
élémentaire. Nous connaissons donc la forme de la relation entre
Z, et z,.

Pour nous affranchir de 'hypothése faite en supposant que ¢ =o,
y=o0 est un point singulier élémentaire de (139), nous n’avons
qu’a raisonner comme au n° 47.

3° Relation entre x, et v. — Posons y = y, x. Nous obtenons
I'équation

(140) [P (L, )+ ... 0dyi+ [P, 1)+ Q(1, 1) +...]dr =0,

admettant le point singulier =0, y,= 0. Par ce point passent
la caractéristique z ==0 et un arc de caractéristique T, corres-
pondant & I'arc T de caractéristique de (134). La région située a
droite de = o et an-dessus de I'; est une région répulsive. A la
caractéristique G de (138) correspond une caractéristique G,
de (140), C coupe la droite y = I,z en un point M, d’abscisse x4
et la droite z =1 au point M" défini par M;M,= ¢. Ces para-
métres déterminent la position des points d’intersection de C,
avec les droites y, =/, et z =1' du plan des zy,. Nous aurons
immédiatement la relation entre ¢ et x4, si £ =0, y,==0 est un
point singulier élémentaire de (140). En effet, sur ensemble des
arcs des caractéristiques formés : 1° par le segment de z = o com-
pris entre y, = [, et y = 0, 2° par I'arc de ', compris entre x = o
et z = (', il n’y a pas d’autre point singulier que z =0, y,==o.
Supposons maintenant que x = 0, ),= 0 ne soit pas un point
singulier élémentaire. L’équation (140) jouil de toutes les pro-
priétés énoncées au début de ce. n® 47 en remplagant dans leur
énoncé I' par Ty, y par y, et z" par z"~'. Nous pouvons donc rai-
sonner sur l’équation (140) comme nous avons raisonné sur
Péquation (138). Désignons par /, un nombre qui jouera pour
(140) le role joué. par /, pour (138). Nous aurons la forme de la
relation entre les z des points d’intersection de C, avec les droites
yi=1{, et yy=1Lz. En continuant de méme, posant y,_, = zy,
et désignant par Cg la caractéristique, qui, dans le plan des zy,,
correspond a C, nous aurons la forme de la relation entre les
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des points d’intersection de Cgavec les droites y, =1{; et y, =1, z.
Cette suite d’opérations revient a trouver les relations de corres-
pondance des points d'intersection de C avec les courbes succes-
sives y = /o9 du plan des zy (g =o, 1, 2, ...). Lorsque nous
serons arrivés a I'équation en x et y,, cette équation admettra, par
hypothése, z =0, y,=o0 comme point singulier élémentaire et
nous fournira par conséquent la relation entre I'abscisse du point
d’intersection de C avec la courbe y =1,z" et le paramétre ¢

définissant la position du point d’intersection de C avec z = I.

Conclusion. — La correspondance entre les valeurs z, et v,
définissant les points d’'intersection de C avec les deux courbes S
et S’ que nous avons considérées, résulte des diverses relations
que nous avons établies dans 1°, 2° et 3°. Ces relations sont de la
forme de celles que l'on rencontre en considérant une caractéris-
tique passant dans le voisinage de points singuliers élémentaires.
Nous en concluons que le passage d’une caractéristique dans
le voisinage du point singulier considéré équivaut, en ce qui
concerne la loi de correspondance, au passage d’une caracté-
ristique successivement dans le voisinage de plusieurs points
singuliers élémentaires.

Remarque. — Nous avons obtenu la forme de la loi de corres-
pondance entre les -points d’intersection de C avec les droites
y =1, et =10.Laforme de cette loi serait absolument la méme,
si on remplacait la droite y = /, par une courbe S, représentée
par y = ¢ (x) coupant £ =o0 en un point tel que sur la portion
de x =0 comprise entre S et y =/, il n’y ait aucun point sin-
gulier de (138). Nous supposons ¢ (x) holomorphe pour z =o.
En effet, entre les abscisses z, et z;, des points d’intersection de G
avec y = l, eL S, il y a une relation holomorphe

Ty = az, [1 -+ h(2)],

a désignant une constante et & (x,) une fraction holomorphe et
nulle pour z = o.

49. Lol DE CORRESPONDANCE POUR UNE REGION REPVLSIVE RELATIVE
A UN POINT SINGULIER QUELCONQUE. — Soient C, et C, deux arcs de
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caractéristique aboutissant a un point singulier O et limitant un
secteur répulsif relatif a ce point O.

Soient OT, et OT, les demi-droites tangentes en O a C, et C,.
S’il existe un segment OD, tel que OD soit tout entier dans le
secteur répulsif considéré, nous appellerons angle de ce secteur
le plus petit angle dont il faut faire tourner OT, pour 'amener a
coincider avec OT,, aprés avoir coincidé avec OD. Cet angle peut
étre égal a am, si OT, et OT,; coincident.

S’il n’existe aucun segment OD répondant a la condition indi-
quée, U'angle du secteur sera dit égal a zéro. 1l en est ainsi,
lorsque la région répulsive est comprise entre deux arcs de carac-
téristique formant un point de rebroussement.

Si Pangle du secteur répulsif est inférieur a x, on peat toujours
supposer, au moyen d'un changement de I'axe Oy, que cet angle
ne contient a son intérieur aucun point de Oy et que ni OT,, ni
OT, ne: coincident avec Oy. Nous pouvons également supposer
que ce secteur est situé dans la région des z positifs. Si I'angle du
secteur est supérieur a T nous pourrons toujours supposer que les
deux demi-tangentes OT; et OT, sont situées dans la région des
positifs.

Considérons une droite x = { coupant C, et C, en M; et M.

Nous supposons que, sur les arcs OM; et OM, de C, et de C,,
il n’existe aucun point singulier autre que O. Une caractéristique C
suffisamment voisine de C, et de C, rencontre z =1/, en des
points N, et N, respectivement voisins.de M, et M,.

Nous voulons trouver la loi de correspondance entre N, et N,
c’est-a-dire la forme de la relation des distances M,N, = ¢,
et M, N2 = vy.

Ecrivons I'équation différentielle, admettant le point singulier
Z = 0, y = o, sous la forme

(1451) [A(z, y)+...]dy +[B(z,y)+...]dz =0,

A et B désignant deux polynomes homogénes de degré n, repré-
sentant les termes de moindre degré des coefficients de dy et
de dz. Soit

Rz, y)=yA(z, y)+2B(z,y).

Laissons, pour le moment, de coté le cas ou R(z, y)”étant
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identiquement nul, le point £ =0, y == o est un point dicritique.
Pour trouver la loi de correspondance nous allons considérer
différents cas :

1° L'angle du secteur répulsif est inférieur a = et supérieur
@ O. — Considérons toutes les demi-droites vérifiant I'équation
homogéne R(z, y) = o et situées a I'intérieur de ’angle du secteur
répulsif. Soient OT; ces demi-droites que nous numérotons dans
Pordre ou nous les rencontrons, en partant de OT, et décrivant
Iangle du secteur répulsif. L’indice ¢ prendra les valeurs 1, 2, ...,
g —1. A lintérieur de chacun des angles T,OT,, T;0T;,,
T,_,OT, intercalons une demi-droite. Soient OD; ces demi-droites
(ue nous numérotons de la méme fagon que les droites OT;.
Désignons par ; le coefficient angulaire de OD;. L’indice ( prendra
les valeurs 1, 2, ..., ¢.

Un raisonnement analogue a celui fait pour le lemme du n° 46
montrera que si une caractéristique G passant dans la région
répulsive considérée rencontre z = { en un point N, suffisamment
voisin de M,, elle rencontrera chacune des droites OD; en un
point Q;. La position de ce point sera déterminée par un abs-
cisse ;.

Pour établir les relations de correspondance entre ces quan-
tités x;, posons y = zz. L’équation (141) devient

(142) z[A(r,3)+...]dz +[R(1, 3)+...]dx = o,

les termes non écrits étant nuls pour z =o ; a C correspond,
dans le plan des zz, une caractéristique C; a une droite OD;
correspond une droite z=a;. Au secteur compris entre deux
demi-droites OD; et OD;,, correspond, dans la région des x
positifs, la portion du plan des zx comprise entre z=o0,; et
3 =ua;,,. L’équation (142) admet la caractéristique x = o. Il n’y
a sur x = o entre les droites z = a; et 3 = 2;,, qu’un seul point
singulier. Aucune caractéristique située du coté des x positifs
n’aboutit a ce point singulier. Nous sommes donc dans le cas
étudié au n° 46. Nous savons trouver la forme de la relation qui
existe entre les abscisses z; et z;,, des points d’intersection de C’
avec 5= a; et z=ua,,. Le lemme du n° 46 montre que sil'un
de ces points d’intersection existe, il en est de méme de P’autre.
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Pour obtenir la loi de correspondance relative a la région M, MO,
il suffit de trouver la loi de correspondance entre les points N,
et Q, ou C rencontre x = [ et OD,, puisque laloi de correspon-
dance entre N, et Qg intersections de C avec z = [ et ODy s’ob-
tiendra de la méme maniére. Employons encore le changement de
variable, y = zz. A la séparatrice C, correspond, dans le plan
des zx, une séparatrice C| coupantz =1 au point M/ et cou-
pant £ = o en un point A, dont le z est égal au coefficient angulaire
de OT,; a OD, correspond s =a,. La caractéristique C’ corres-
pondant & C coupe = /et 3 =« en des points N, et Q) corres-
pondant a N, et Q,. Si A, qui est un point singulier de I'équa-
tion (142) est un point élémentaire, comme c’est en général le cas,
nous aurons la forme de la relation entre x, abscisse de Q, et la
longueur ¢, =M N, =M, N,. Nous aurons la loi de correspon-
dance entre Q, et N,.

Si A, n’est pas un point élémenlaire nous supposerons, pour
-commencer, que, dans la recherche de la séparatrice C,, on est
dans le cas normal (n° 41) et nous ferons un changement de
variable pour éire ramenés au cas considéré au n° 48.

D’apreés ce que nous avons dit (n°41) nous savons qu’il existe
un entier m et un polynome g () de degré au plus égal a m, tel
que si I'on fait le changement de variable

z=g(z)+yma",
les conditions suivantes soient vérifiées :

a. ym et z tendent simultanément vers zéro, lorsqu’on se
déplace sur C| en se rapprochant indéfiniment de A, ;

b. L’équation en z et y, admet z:==o0, y»= 0 comme point
singulier élémentaire.

11 résulte de la que, si 'on pose
3= g(z)+ o,

on obtient une équation différenticlle en x et y, admettant z=o,
Yo=o0 comme point singulier, tel que les trois hypothéses faites
au début du n° 48 soient vérifiées. Nous aurons donc, en utilisant

également la remarque du n° 48, la forme de la relation entre ¢
et.x,.
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La loi dé correspondance entre N, et N, résultera des diverses
relations que nous venons d’établir.

Examinons maintenant les divers cas que nous avons laissés de
cOté :

2° L'angle du secteur répulsif étant encore compris entre O
et &, supposons que le point A,, considéré dans 1°, ne soit pas
un point élémentaire et que l’on ne soit pas dans le cas normal
dans la recherche de la séparatrice C,. — Puisque C, est une
séparatrice différente de x = o, nous savons (n° 44) que si le.cas
normal ne se présente pas dans la recherche de C;, nous serons
dans le cas réductible. Il existe un entier r tel qu’en posant = u’,
on soit dans le cas normal, lorsqu’on recherche la caractéristique T',
du plan des uy correspondant a C,.

A C correspond dans le plan des uy une caractéristique T.

Nous savons obtenir (n° 49, 1°, et n° 47) la relation entre le para-
1

métre ¢, définissant lintersection de T avec u=1" et le para-

métre u définissant 'intersection de I avec y = o, x. En rempla-
1

cant, dans la relation obtenue, w par ", nous aurons la loi de
correspondance entre Q, et N,.

3° L'angle du secteur répulsif est nul. — Les deux demi-
tangentes OT; et OT, sont confondues et situées dans la région -
des z positifs, comme la région répulsive considérée.

Nous savons (n° 43) qu'on peut séparer les deux caractéris-
tiques C, et G; au moyen d’un changement de variable

¥ =¢(®) + yax?

qui fera correspondre a C une caractéristique I' et a G, et C, des
séparatrices ', et I'y, limitant, dans le plan des variables z et 3,
une région répulsive relative au point singulier £ = o0, yy=o0. En
raisonnant comme nous venons de le faire dans 1° et 2°, nous éta-
blirons la loi de correspondance entre les points d’intersection v,
et v, de I avec z = (. Nous aurons ainsi la relation entre les para-
métres ¢, et ¢, égaux respectivement aux longueurs M,N;
et M;N,. )

4° L'angle du secteur répulsif est supérieur a =. — Les deux
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demi-droites OT, et OT; peuvent coincider et 'angle du secteur
étre égal a 2x, sans que cela modifie les raisonnements. Nous
adjoignons aux demi-droites vérifiant ’équation R (z, y)=o et
situées dans l'angle du secteur les deux demi-droites limitées par
le point O et portées par Oy. Nous intercalons, comme dans 1°,
entre ces diverses demi-droites, auxquelles on adjoint OT, et
OT,, des demi-droites OD;. Nous conservans toutes les notations
employées dans 1°. Pour avoir la loi de correspondance entre N,
et Ny, il suffit d’utiliser ce que nous avons dit dans 1° et dele com-
pléter en montrant comment on obtiendra la loi de correspondance
entre les points d’intersection de C avec deux demi-droites OD;
et OD,,, limitant un secteur contenant une portion de Oy.
Soient z —ay =o0 et £+ By =o0 les équations de OD, et
OD;,,, a et 3 étant positifs. Posons z = ty. Nous obtiendrons
une équation différentielle en ¢ et y, admettant la caractéris-
tique y = o

(143) [R(¢, 1))+...]Jdy+y[B(t, 1)+...]dz =o.

SiTon a R (0, 1) 3£ 0, cette équation (143) n’admet aucun point
singulier situé sur y = o entre ¢t =a et ¢+ = o correspondant
a OD; et a OD,,,; a C correspond, dans le plan des y¢, une
caractéristique C/ coupant ¢ —a=o0 et £+ 8 =o0 en des points
Q. et 'Q’,, correspondant a Q, et Q,,,. Nous avons donc une
correspondance holomorphe entre les coordonnées y, et y,,,
de Qs et Qqyy, En posant p;= OQ; nous aurons donc une relation
holomorphe p;, = (lp;[l + h(ps)] entre o; et pgy,. Si l'on a
R (0, 1)=0, le point t =0, ¥ = o est un point singulier de (143).
A ce point n’aboutit, en dehors de y = o, aucune caractéristique.
Nous sommes donc dans un cas identique a celui considéré (n° 46).
Nous savons trouver la loi de correspondance entre g; et pg, .

En employant les paramétres o; au lieu des paramétres z; consi-
dérés dans 1° pour exprimer la loi de correspondance entre Q,
et Q;yy, nous évitons d’introduire des paramétres négatifs.

50. Lol DE CORRESPONDANCE POUR UNE REGION REPULSIVE RELATIVE
A uN poINT DICRITIQUE. — Nous avons vu (n° 37, remarque), dans
quel cas il y a une région répulsive relative a un point dicritique.
Si nous considérons une direction remarquable, y + az, relative



— 177 —

au point dicrilique £ =0, ) =0, el si nous posons y = 3Z,
I’équation différentielle en z et x admet le point A (x = 0, 5 = a)
comme point ordinaire. Par ce point passe une caractéristique I'y
tangente & x, en A et ne traversant pas x = o en ce point. Les
caractéristiques T voisines de 'y et situées dans celles des régions
limitées par T'y, qui ne contient pas de points de £ = o voisins
de A, ne couperont pas Oz, dans le voisinage de A; a T, corres-
pond une caractéristique G, de 1’équation en x et y. Les deux
branches de C, aboutissant & £ = o, ¥ = o forment un point de
rebroussement. Aux caractéristiques I' correspondent des caracté-
ristiques G, comprises entre les deux branches de C, formant un
rebroussement. Ces caractéristiques G voisines de Gy n’aboutissent
pas au point O. La région comprise entre les-deux branches de G,
est une région répulsive.

Considérons la droite £ = I, coupant les deux branches de G,
en des points M, et M,, tels que sur 'arc M, OM,; de G, il n’y ait,
en dehors de O, aucun point singulier. Une caractéristique G
coupe x =1 aux points N, et N;. Nous aurons la loi de corres-
pondance entre N, et N, en considérant, dans le plan des sz, les
points correspondants N’ et N}, qui sont a l'intersection de T
avec z = [. Cette droite x = { coupe I'; en des points M, et M,
tels que 'arc M, AM;] ne contienne aucun point singulier. Nous
aurons donc une -relation holomorphe entre les paramétres
ey =M N, et ¢o,=M|N,. 1l y a donc une correspondance
holomorphe entre les longueurs M, N, et M;N, proportionnelles
av, et vy,

81. CARACTERISTIQUES VOISINES D'UN CYCLE PASSANT PAR DES POINTS
SINGULIERS COMPLEXES. — En résumé, étant donnée une région
répulsive limitée par deux séparatrices G, et C; aboutissant a un
point singulier complexe et par une droite x = [, coupant C, et G,
en M, et M,, nous avons considéré une caractéristique C coupant
z = [ en des points N; et N;. En posant z,=M;N, 5,=M,N,,
nous avons établi la forme de la relation ou des relations liant
%z, a 3,. Dans le cas le plus général, nous avons été amenés a con-
sidérer, au moyen d’une série de changements de variables, les
points d'intersection de C avec une séric de courbes S, passant
par le point singulicr et intérieures & la région répulsive. Nous

LI 12
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aurons obtenu les relations liant les points d’intersection de G
avec deux courbes consécutives S;. Certaines de ces relations sont
holomorphes. Les autres relations, obtenues en considérant des
équations différentielles auxiliaires, dans le voisinage d’un point
singulier élémentaire, ont une forme qui dépend de la nature de
ce point singulier : col ou point exceptionnel.

On voit donc que, dans le cas le plus général, le passage d'une
caractéristique C dans le vbisinage d’un point singulier complexe
est équivalent, en ce qui concerne laloi de correspondance, au
passage de C dans le voisinage de plusieurs points élémentaires
successifs.

Si ces points élémentaires sonl tous des cols, la relation entre
3, et 5, peut étre résolue soit par rapport a z,, soit par rapport
a 33. On a, par exemple,

2= az} [1+ F ()],

a et v étant des constantes positives et F (z,) une fonction semi-
réguliére et nulle pour z, = o0. On veut, si 'on ne considére que
le terme principal az} du second membre, dire que le passage
de C dans le voisinage du point singulier complexe est équivélent
au passage dans le voisinage d’un col unique.

Des simplifications notables interviennent dans la détermination
de I'exposant v (') ct de la forme de la fonction F.

Si parmi les points ¢lémentaires, qui se présentent dans Pappli-
cation de la méthode précédente, on rencontre des points excep-
tionnels, des simplifications pourront encore se présenter. Par
exemple, il en sera ainsi (n° 34), si 'on traverse deux points
exceptionnels consécutifs I'un dans le sens w¢, autre dans le
sens vu. Nous devons remarquer cependant que les résultats éta-
blis ne permettent pas d’aftirmer que la relation entre z, et 3, peut
étre résolue par rapport & z, ou par rapport i z,. La relation entre
3, et 3, résulte de relations liant 5, a 3, par'intermédiaire d’autres

(') On peut montrer que I'exposant v est égal au quotient des exposants rela-
tifs aux séparatrices C, et C,. Ces exposants (voir le Mémoire que j'ai publié
Annales de I’Université de Grenoble, t. XVII, 1905 ; sont donnés immédiatement.
par les équations & point singulier élémentaire fournissant respectivement les
séparatrices C, et C,.
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paramétres définissant l'intersection de C avec les courbes inter-
médiaires S;.

Nous concluons de tout ce qui précéde, par les raisonnements
du n° 35, que les résultats obtenus pour un cycle singulier Gy, ne
passant que par des points élémentaires, s’étendent aux cycles sin-
guliers passant par des points singuliers quelconques.

Il existe, dans la région limitée par le cycle C,, et dans
laquelle nous voulons considérer les caractéristiques voisines
de Gy, une région annulaire R adiacente a C,, telle que l'on
soit toujours dans l'un des deux cas suivants :

1° Aucune caractéristique passant dans R n’est un cycle;
2° Toutes les caractéristiques passant dans R sont des
cycles.

QUATRIEME PARTIE.

COMPLEMENTS ET CONCLUSIONS.

52. CARACTERISTIQUES VOISINES D'UN POINT SINGULIER AUQUEL
AUCUNE CARACTERISTIQUE N’ABOUTIT AVEC UNE TANGENTE DETERMINEE.
— Nous allons montrer que tout se passe comme si ce point singu-
lier O était un cycle singulier réduit a un point. S¢!’on considére
les caractéristiques voisines de ce point O, ou bien toutes les
caractéristiques sont des cycles entourant O; ou bien ce sont
toutes des spirales qui, suivies dans un sens convenable, se rap-
prochent indéfiniment de O.

Pour démontrer ces résultats prenons le point singulier pour
origine et l'équation différentielle sous la forme déja consi-
dérée (1471)

(144) [A(z, y)+...1dy + [B(z, y)+...]dz = o.

L’expression

R(z, y)=yA(z, y)+aB(z, y)

peut, comme au n°49, admettre des facteurs linéaires réels ax—+0y,
mais il n’y a aucune caractéristique passant. par O et tangente en
ce pointd ax + by = o.

Considérons, comme au n° 49, les diverses demi-droites véri-
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fiant I'équation R(z, y) =o, en y adjoignant les deux demi-
droites limitées par O, sur x = o. Soient OT; ces demi-droites,
numérotées en partant de T'une quelconque d’entre elles, et tour-
nant dans le sens direct. L’indice ¢ prendra les valeurs 1, 2, ...,
r — 1. Intercalons entre deux demi-droites consécutives OT; des
demi-droites OD,, OD,, ..., OD,_,, OD,; la demi-droite OD,
étant identique a OD,. Si nous posons y = zx et si1 nous considé-
rons équation (142), ainsi que la caractéristique T' de cette équa-
tion correspondant a une caractéristique G de I'équation (144), le
raisonnement du lemme du n° 46 montre que, si C rencontre la
droite OD; en un point M;, suffisamment voisin de O, la caracté-
ristique C rencontrera OD;,, en un point M;,,, aussi voisin que
Pon voudra de O. Une caractéristique G coupant OD, en M,
viendra recouper OD, confondu avec OD, en un. point M,. Les
caractéristiques voisines de O seront des cycles si M, est confondu
avec M, et des spirales si M, et M, sont distincts.

Pour préciser la circonstance qui se présente, remarquons ue
les raisonnements du n° 49, en particulier ceux de 4° nous ont
donné la forme de la relation entre p; et p;,y en posant p; = OM,.
D’aprés ce que nous avons vu, il y aura entre p, et p,, déterminant
la position de deux points d’intersection conséculifs M, et M, de C
avec OD,, une relation absolument de méme nature que celle qui
se présente entre les valeurs du paramétre définissant la position
de deux points d’intersection consécutifs d'une courbe S avec une
caractéristique C voisine d’un cycle singulier Cy. La -conclusion
obtenue au n°51 s’applique ici. /'n général, les caractéristiques C
voisines de O sont des spirales qui, suivies dans un sens con-
venable, se rapprochent indéfiniment de O. Si certaines condi-
tions, les unes algébriques, les autres transcendantes, sont
vérifiées, toutes les caractéristiques voisines de O sont des
cycles entourant O. Etant donné un cercle de centre O et de
rayon aussi petit que 'on veul, on peut trouver une infinité de
cycles intérieurs a ce cercle. Dans le premier cas, le point O est
un foyer. Dans le second cas, O est un centre.

53. Points A L'inFini. — Bien que les expressions « cycles » et
« courbes fermées » semblent exclure I'étude des caractéristiques
ayant des branches infinies, il y a lieu d’étendre les considérations
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des Chapitres précédents aux caractéristiques qui ont des points
a linfini. En effet, on peut, par une transformation homogra-
phique, faire correspondre a ces caractéristiques des courbes
n’ayant pas de point a l'infini. L’étude des caractéristiques ayant
des points a l'infini n’est donc pas distincte des caractéristiques
qui restent & distance finie. Ce n’est point du reste en vue d’une
simple généralisation que nous considérons les points a I'infini.
Pour montrer que le nombre des cycles limites est fini, lorsque
I'on a une équation

(145) X(z, y)dy + Y(x, y)dr =o,

ou X et Y sont des polynomes en z et y, nous aurons besoin de
considérer des caractéristiques passant par des points a 'infini.

Ainsi que nous venons de le dire, nous considérerons exclusive-
ment ici le cas ou X etY sont des polynomes de degré n en z et y.
Nous désignerons leurs termes de degré n et de degré n — 1 res-
pectivement par X, (2, y), Ya(z, ¥) et Xo_i (2, ), Yy (2, ¥).
Posons

R(z,y)=yXn(®, y)+2Yn(z, ¥).

Pour étudier un point a linfini dans la direction de Oy, nous
poserons

_ I _ v
Y=w T W
L’équation (145) devient
(146) u[Yu(o, 1)+...]dv=[R(¢,1)+...] du,

les termes non écrits étant nuls pour y =o. Nous étudierons
a l'aide de cette équation le point u = o, ¢ =o.

Pour étudier un point a linfini, dans une direction autre
que Oy, nous poserons

= =2
= Y=u
L’équation (145) devient
(147) u|Xp(1,2)+...]Jds=[R(1,3)+...] du,

les termes non écrits étant encore nuls pour u = o. Pour étudier

LI. 13.
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un point a U'infini dans la direction y = az, nous poserons
Z=a-+v,

et nous étudierons le point ¥« = o, v =o.
Les deux formes d’équations (146) et (147) ne conviennent que
si R(z, y) n’est pas identiquement nul. Sil'on a

R(z,y)=o,
nous poserons

Xn(z‘,}’)=-7f‘A(1‘,.}’); Yn(w,y)=—-.z'A(:v,y),
B(z,y)=yXp(2, y) +2Yna(z, 5);

les équations (146) et (147) deviennent, en n’écrivant que les
termes qui ne sont pas nuls pour u = o,

(148) [—A(v, ) +...]do =[B(¢, 1) +...] du,
(149) [ A(1,3)+...1dz=[B(1,2) +...] du.

Un point a l'infini sera dit un « point ordinaire », un « point sin-
gulier », un « col », un « nceud », etc., suivant que le point cor-
respondant ¥ = o, ¢ = 0, que nous étudions a I'aide des équations
(146), (148) ou de I'équation déduite de (147) ou (149), admet
u = o0, v = 0 comme point ordinaire, point singulier, col, etc.

On voit que, si R(z, y) n’est pas identiquement nul, I'équation
en « et v admet la caractéristique = o. Un point a l'infini sera,
ou bien un point ordinaire, par lequel passera la seule caractéris-
tiqie # =0, ou bien un point singulier, qui ne sera ni un centre
ni un foyer. Pour qu'un point a linfini dans la direction
Bx —ay = o soit un point singulier, il faut et il suffit que 'on ait
.R(oz, ﬁ) = 0.

Si R(z, y) est identiquement nul, les équations (148) et (149)
montrent que, pour que le point a l'infini dans la direction
Bx — oy ==0 soit un point singulier, il faut et il suffit que
I'on ait

A(a, Q):o, B(a, 8) =o.

Ce ne sera donc que tout a fait exceptionnellement qu’un point
a l'infini sera, dans ce cas, un point singulier. Ce point singulier
ne présentera aucune particularité a signaler.

Considérons I'équation en u et ¢, au moyen de laquelle nous
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étudions un point a l'infini en considérant le point v = o0, v = o.
Soient I, et I'; deux arcs de caractéristique aboutissant 4 u = o,
¢ =o et formant ou bien les deux branches d’une caractéristique T
passant par le point ordinaire u = 0, v =0, ou bien limitant une
région répulsive relative au point singulier u =0, v =o0. ', et T,
sont dans les deux cas le prolongement 'une de I’autre. A ces deux
caractéristiques I'y et 'y correspondent, dans le plan des zy, deux
branches infinies C, et C, de caractéristiques que nous considére-
rons naturellement comme le prolongement l'une de l'autre et
comme formant les deux branches d’'une méme caractéristique C.

Supposons d’abord que le point ¥ =0, v =0, que nous dési-
gnerons par w, soit un point ordinaire. Prenons dans le plan des
variables « et v deux arcs de courbes 2, et Z,, coupant T', et T, res-
pectivement en y, et iy, ces points étant tels que I'arc wywp, de T
ne contienne aucun point singulier, On pourra toujours prendre
pour X, et 2, des droites v ===/ ou w===10". Si nous considé-
rons, dans le plan des u¢, une caractéristique [ voisine de Iy, il y
aura une correspondance holomorphe entre les points de rencontre
w, et w, de I avec les arcs 2, et Z,. A I correspond dans le plan
des z y une caractéristique C', que nous appellerons « caractéris-
tique voisine de C »; a 2, et Z, correspondent des courbes S,
et Sy; a w, et W, des points M| et M,. Les paramétres qui défi-
nissent la position de | et p;, et par suite de M, et M), étant liés
par une relation holomorphe, nous dirons qu’il y a une correspon-
dance holomorphe entre les points d’intersection de C’ avec S,
et S,. Si la caractéristique I' n’est pas tangente en © a la
droite u = o, ou si, lui étant tangente en w, elle traverse en ce
point « = o, la courbe C’ présentera deux branches infinies.

SiTl esttangente en ®w a u =0 et ne traverse pas en ce point
u=o, les caractéristiques C' situées d’'un c6té de G admettront
deux branches infinies, et les caractéristiques C' situées de I'autre
coté de C n’admettront pas de branche infinie voisine des branches
infinies de C.

Supposons maintenant que « =o, v = o soit un point singulier.
T, et T, sont deux séparatrices limitant une région répulsive rela-
tive a w. Considérons une caractéristique I" voisine de I et située
dans la région répulsive limitée par T. Tragons comme plus haut
deux courbes Z, et 2, coupant T, et T'y en des points p, et p, tels
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que, sur l'arc w,wp, de T, il n’y ait pas d’autre point singulier
que w. Nous savons trouver la forme de la relation entre les para-
meétres définissant la position des points d’'intersection p.| et ) de I”
avec I, et 3,. En considérant, dans le plan des zy, la caractéris-
tique C! correspondant a I, nous aurons laloi de correspondance
entre les points d’intersection M/, et M, de C’ avec les courbes S,
et S, correspondant a I, et Z,.

Il résulte de ce qui précéde que nous pourrons appeler «cycle »
une caractéristique possédant des branches infinies lorsque, en
s’éloignant a l'infini sur une branche de la courbe et suivant
ensuite a partir de I'infini la caractéristique qui est le prolongement
de cette branche infinie, et marchant toujours dans le méme sens,
on revientau point de départ, sans traverser une région nodale rela-
tive a un point singulier.

En particulier, nous pouvons considérer des cycles singuliers
ayant des points & I'infini. Ces points a I'infini peuvent étre soit
des points ordinaires, soit des points singuliers. Dans ce dernier
cas, le cycle pourra comprendre une portion de la droite de
Pinfini.

Si I'on considére un cycle singulier G, une caractéristique G
voisine de C, et une courbe S coupée en M; par G, et coupée suc-
cessivement en M et M’ par C, la relation de correspondance entre
les paramétres définissant la position des points d’intersection
consécutifs M et M' de C avec S est, d’aprés ce qui précéde, de la
méme forme lorsque C, a des points a Pinfini et lorsque G, est
entiérement a distance finie. 1l résulte de la que toutes les conclu-
sions des Chapitres précédents s’appliquent a la généralisation de
la notion de cycle dent il vient d’étre question.

54. Les cycLEs LiMITEs sONT EN NOomBRE FINI. — Nous savons
(Bendixson, p. 16) que tout cycle contient a son intérieur au
moins un point singulier. D’autre part, le nombre des points sin-
guliers de I'équation (145), ou X etY sont des polynomes, est fini.
Pour montrer que le nombre des cycles limites est fini, il suffira
de montrer qu’il y » un nombre fini de cycles limites entourant un
point singulier P.

Menons par P une droite PZ ne rencontrant, a distance finie ou
infinie, aucun point singulier autre que P. §’il y a une infinité de
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_cycles limites entourant P,‘ leurs points d’intersection avec PPZ
admettent au moins un point limite M, a distance finie ou infinie.
Il'existe donc un segment MM, de PZ tel que, par des points M"
aussi voisins que 'on veut de M et situés sur MM,, passent des
cycles limites. Montrons que cela est impossible.

Désignons par C la caractéristique issue de M et suivie dans un
certain sens, choisi arbitrairement. On sait (Bendixson, p. 17)
que les cas suivants sont seuls possibles :

1° G est un cycle ne passant par aucun point singulier;

2° G s'approche indéfiniment d’une courbe fermée K, sans
passer par un point singulier;

3° G aboutit a un point singulier et les caractéristiques
issues des points du segment MM, voisins de M aboutissent éga-
lement a ce point singulier;

4° C aboutit a un point singulier et les caractéristiques
Ussues des points du segment MM, voisins de M n’aboutissent
pas a ce point singulier.

Considérons successivement chacun de ces cas.

1° C est un cycle. — Si l'on considére une caractéristique C'
passant par un point M’ de MM, suffisamment voisin de M, cette
caractéristique C' viendra recouper la demi-droite PM en un
point M” voisin de M etil y aura une relation holomorphe entre les
longueurs MM’ et MM". 1l en résulte que, ou bien toutes les
caractéristiques C' sont des cycles, ou bien aucune d’elles n’est un
cycle. Dans les deux cas, aucune d’elles n’est un cycle limite.

Pour lever I'objection que souléverait notre raisonnement si la
droite PM était tangente en M a C, il suffirait de remarquer
(Bendixson, p. 11) que I'on peut décrire, autour de M comme
centre, un cercle de rayon assez petit pour que toute caractéris-
tique C passant par un pointintérieur a ce cercle coupe la normale
MN, élevée en M a C. Toute caractéristique C' passant par un
point M/, suffisamment voisin de M, coupera la normale en N'.
Aucune objection ne se présentera en raisonnant sur le point N’
de MN,, comme nous avons raisonné sur le point M de MM,.

2° G est une spirale qui se rapproche indéfiniment d’une
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courbe fermée K. — On sait (Bendixson, p. 15) que I'on peut
toujours entourer M d’un cercle de rayon assez petit pour qu'une
caractéristique passant par un point intérieur a ce cercle soit une
spirale se rapprochant indéfiniment de K. Ce cercle renfermant les
points de MM, voisins de M, il est impossible que, par ces points,
passent des cycles, et en particulier des cycles limites.

3° Puisque les caractéristiques C/ issues des points M' de MM,
voisins de M aboutissent, comme C, a un point singulier, il est
impossible que, parmi ces caractéristiques C/, il y ait des cycles
limites.

4° On sait (') que, si Gaboutit i un point singulier P,, et si les
caractéristiques C' passant par un point M', voisin de M sur MM,,
n’aboutissent pas a Py, on peut prolonger C au dela de P, par un
arc de caractéristique G, tel que les caractéristiques C' restent
voisines de C. Nous pouvons raisonner sur I’ensemble des caracté-
ristiques G et G, comme nous avons raisonné sur C. Si les cas 2°
et 3° se présentent, il est démontré qu’il n’y a pas de caractéris-
tique C' formant un cycle limite. Si le cas 4° se présente pour G,
nous considérons l'arc de caractéristique C, qui prolonge C, au
dela du point singulier P, auquel aboutit C, et nous continuerons
de méme.

Si les cas 2° ou 3° se présentent, il est démontré qu’il n’y a pas
de cycles limites rencontrant MM,. Le cas 4° ne peut se présenter
indéfiniment, car le nombre des points singuliers ainsi que celui
des séparatrices étant fini, nous reviendrons nécessairement au
point de départ M, si les cas 2° ou 3° ne se présentent pas. C et ses
prolongements successifs Gy, C, ... formeront un cycle singulier.
Nous avons vu que, dans ce cas, toutes les caractéristiques C’ pas-
sant par des points M’ voisins de M sur MM,, ou bien sont toutes
des cycles, ou bien ne sont jamais des cycles. Dans tous les cas,
aucune d’elles n’est un cycle limite.

Nos raisonnements sont valables en s’appuyant sur le n°53, dans
le cas ot le pointlimite M est a'infini sur PZ. Nous pouvons toujours
supposer, pour éviter I'objection signalée dans 1°, que la droite PZ

(') Voir n* 3 ce que j’ai dit au sujet des séparatrices, en rappelant les résultats
énoncés par M. Bendixson {p. 23).
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n’est pas langente en M a la caractéristique C passant par le point
a P'infimi M,

Nos raisonnements ne sont pas valables si le point limite M est
confondu avec P. Nous aurons alors les deux cas suivants :

° Il y a au moins une caractéristique aboutissant a P avec
une tangente déterminée;

2° Aucune caractéristique n’aboutit @ P avec une tangente
déterminée.

Dans le premier cas, il est ¢videmment impossible qu’il y ait des
cycles passant par un point voisin de P et entourant P. Dans'le
second cas, nous avons montré (n°52) que les caractéristiques C/
passant par un point M’ voisinde P, ou bien sont toutes des cycles,
ou bien ne sont jamais des cycles. Dans aucun cas, une caracté-
ristigue C' n’est un cycle limite.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Une équation
(150) X(z, y)dy + Y(x, y)dx = o,

o X et Y sont des polynomes, admet un nombre fini (qui peut
¢tre nul) de cycles limites.

L’hypothése que X el Y sont des polynomes est intervenue de
trois fagons différentes dans nos raisonnements, pour nous per-
mettre d’affirmer que :

° On peut étudier les points singuliers a distance finie de
’équation en supposant que X et Y sont holomorphes dans le voi-
sinage de chacun de ces points;

2° On peut (n° 53) étudier chacun des points a I'infini, et en
particulier chacun des points singuliers a I'infini, en ramenant
cette étude au cas d’une équation P(u,v) dv + Q(u,v)du=o,
ou P et Q sont holomorphes dans le voisinage de u= o, ¢ = o;

3° Le nombre des points singuliers & dnslance finie ou infinie
est fini.

Nos conclusions s’appliqueraient au cas ou X et Y sont des
fonctions continues de z et y, si ces fonctions sont telles que les
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trois propriétés ci-dessus subsistent. S’il n’en est pas ainsi, les
conclusions s’appliqueraient aux cycles, et en particulier aux cycles
limites entiérement contenus dans une région R du plan, ne con-
tenant a son intérieur ou sur son contour qu’'un nombre fini de
points singuliers, a condition (ue, dans le voisinage de chacun des
points de R ou de son contour, X et Y soient holomorphes, ou
bien encore que I'étude des caractéristiques de (150), dans le voi-
sinage de chacun des points de R ou de.son contour, puisse se
ramener a I'étude, dans le voisinage de u = o, v = o, des caracté-
ristiques d’une équation P(u,v)dv + Q(u,v)dv =0, 0u P et Q
sont holomorphes pour « = o, v = o.



