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1SÎ) —

SUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE
SUIVANT LES INVERSES DE POLYNOMES;

PAR M. PAFL APPELL.

Dans le Bulletin de la Société matJ té ma tiquer. 7-48, 1020),
j'ai résumé diverses recherches antérieures. Il est évident que,
étant donnée une suite de polynômes dans les conditions indiquées

Pv(;r) = ̂ 4- ai^^-^-h ai^^-9-^ . . . 4- <^v, v,

si l'on développe —^— par une série

—— = I „ Q»' . r ) Q.2(.r)
x — y Pi(.r) ' P:s(<) P3(.r) î

on peut, par l'identification des développements des deux membres
en séries procédant suivant les puissances de î-, | y \ <^ \ x [, déter-
miner les polynômes Qi(y), Q^Cr)? • • • ? Qv(y) dont les coef-
ficients apparaissent alors comme polynômes par rapport aux
coefficients a / n ^ / s des polynômes P^,.

Comme ]0 l^ai montré, on peut considérer l'intégrale

i^_.ro^^
'>.T.l Jç Pn+l^)

prise, dans le sens positif, sur un contour C entourant toutes les
racines du polynôme donné P,^| (rc) ; la notation Qv(^) désigne
un polynôme de degré v

Q^(d?) == ̂ .+.^.^-14- b^x^--^ 4-. . . &v, v,

assujetti à une sorte dWthogonalité avec P/^i, de telle manière
que

< î > ]';, =o, v^/ i ; r;; == î .

En vue de la détermination des 6///,v, nous écrirons

f.,) 1), = K); + &i,v K^-1 4- b^ K^-.2 4- ^,v K;î
LI. l3
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en posant
(3 ) XPKg=—— C——^l

2^,4 P^iïnij^ Pa+ïW
dy.

Vérifions d'abord que cette intégrale est wne fonction rationnelle
entière des coefficients de P^+i. En prenant le cas général où ?„, ,
a ( n+ i ) racines distinctes quelconques x^ x^^ ..., Xn^\^ l'inté-
grale est égale à la somme des résidus

yi.=s»+1

^ K^ 2 (., _4_
^ (a-jt- X t ) (Xy.- ,Vî}. . .(SCy.- a-n_l) (S'y.—— Xy,+l). . . ( .P y. —— .(•„+! )

où «c/i+i+A est i'dentiqueà .r^; en rédnisant au même dénominateur,
on obtient

<î) K{;=^,
•*»

où Àp désigne le déterminant

< 6 )

.P? .yg
a??-1 a'3-1 ... a'2ïi

... x^

... ^+i
^n^-\ x^ x^

et où A» s'obtient en remplaçant p par 71. Ces déterminants, qui
s'annulent évidemment des que deux des x., deviennent égaux,
sont bien connus. On voit que Ajp est divisible par A,, : l'inté-
grale K^ est donc une fonction symétrique entière des racines *r«;
elle est une fonction rationnelle entière des coefficients a\^^
^,/î-t-t, • • • 5 a/i^i^^i. Comme on a^ évidemment, ainsi qu'on le
voit notamment d'après (5),

Kg=o, p<n\ K g = i ,

les équations déterminant les bm^ deviennent

Kï-i-4- 61 y = o,

K^_, + bt^ K^r| 4- b^ == o,

KÎ!_, -r- 6i,v K^i -+- ^,v K^Z2 + ... + b^ == o,

elles donnent successivement fr ,^ , ^^.vy • • ? ^v
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Les Kg peu vent s^obtenir de proche en proche. On a en effet,

pour chaque racinex^

(7) .C î l { -4- <ïi,/z4-i ̂  — <Ï-2^/4-l •^ï"1 —...4- «/i 4-1 ra-n = O-

(^== I. ^, . . . , 7 1 4 - 1 ) .

On a alors
•^/i+l =: "~ ^1,/t-M ^/l< ^^+1 == — ^l,»-»-! î

puis, eu inultipliant (7) succes5iveinen,t, car .r^, dp^, ..., x^~^

^n+2 == — ^1,/»+! -^/t +-1 — ^2^+1 A/i»
............................. ^

on encore
K^^-^^iK^*-^^,
............... .......... ..,
K^ = - «i,«+, K;i+*-« -... - (i,+,«+. K,*-.


