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SUR LA SOMMABILITE DE LA SERIE ULTRASPHERIQUE
A L'INTERIEUR DE L'INTERVALLE (—1, +1)
PAR LA METHODE DES MOYENNES ARITHMETIQUES;

Par M. E. KogBETLIANTZ.

Les polynomes ultrasphériques P (z), qu'on définit par la
fonction génératrice

(1) T-A= (1~ zxz+zz)—k=2 mPM(z)  (A>o),

n=0
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et qui sont orthogonaux dans l'intervalle (—1,~1)

T\
(2 —————(n+))
1\ . /1
1‘(;)1(-2-4—)\)
L(n+0)T(2)) H'PA(@) PN (z)de (o (ms#n),
F(n-+2x) J_, (l—x’)%‘)‘ (1 (m=n),

A . 1 .
généralisent les polynomes de Legendre ( cash = ;) et les relient
aux fonctions trigonométriques, puisqu’on a pour A —> o

.1 2cosnb
)l\l;l:)i P (cost) =

(@ = cesh)
ainsi que pour A =1
sin® P{l:(cos8) = sin(n +1)0.

La série de Legendre
ol ; +1 ,
~ B n P" 2 d -_<‘
e go(n« ;) Pn@) [ Pade (=g

n’est que le cas particulier pour A :% du développement de f(z)
dans I'intervalle (— 1, + 1) en série des polynomes ultrasphériques

fo) ~
o))
(D l‘(n+l)l‘(27\) 'Hf(u)Pm(u)du
' ><2<n+>) T o) TR @ )f i
(fz]s1, A>0)

qui résulte des formules (2) et qui se réduit dans les cas parti-
culiers A=1 et A - o aux développements trigonométriques
des fonctions f(x) /1 — z* = sinf f(cosb) et f(cos8) dans l'inter-
valle (o0,7) en séries de sinus et cosinus respectivement. La
série(I) est a son tour le cas particulier pourF (8, ¢)= f(cos¥)= f(z)
du développement ultrasphérique de la fonction F(6,¢) sur la
sphére S

’ (I)
F(0, 9) ~ “2,(”"')‘)[ F(o, (cos*{)a!s‘)~ (2> o)
n=0 [sin2@’ sm’(er o')]*

(1

[cosy = c0s0 cos®’ + sin0sin b’ cos(¢ — ¢')]
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qui généralise la série de Laplace et qui se réduit a la derniére
N 1 . e,
pour )\:5- Les questions de convergence ou de la sommabilité

de la série (I) par une quelconque des méthodes de sommation
des séries divergentes peuvent étre traitées, en I’envisageant
comme le cas particulier de la série (II'), mais en ce qui concerne
les points intérieurs |z | <<1 l'application des théorémes géné-
raux, relatifs a la série (1), donne des résultats heaucoup moins
précis que ceux qu’on obtient, en étadiant la série (1) elle-méme
pour |z | < 1.

Ce travail est consacré a l'étude directe de la sommabi-
lité (G, 3 > o) dela série (I) en points intérieurs | z | < 1 de U'inter-
valle (— 1, +1) ('). Sous la méthode (C,8) de sommation des
séries divergentes nous ecntendons la méthode des moyennes
arithmétiques d’ordre 3, qui représente la généralisation la plus
naturelle de la sommation ordinaire d’une série convergente.

o

Par définition la sériez u, est dite sommable (C,3) avec la

o0
somme s, s’il existe la limite pour n — o de la moyenne arithmé-
tique s d’ordre 8

n
. b . Y n(n—rI1)...(n—m-—+1
s = lims® = lnnnszlo+\ ( )~ ( ) U
n=w ,,:,.' a’-ii(n—y—'o‘)(n—-l+o)..‘(,n—m+l+8) 5
m=

lim I‘(n+|)l‘(6+1)) 2 Fr(n—m +1+0) u $
=" T(n4+d-+1) ’ m=01‘(n— m+DrG+1) "\
ct'on voit que la convergence n’est que la sommabilité (G, 6 =o),
s') étant la somme partielle s, des n + 1 premiers termes de la
série.

Nous démontrons (§ IlI) I'existence des fonctions continues dans
tout intervalle (— 1,~1), les séries ultrasphériques (I) desquelles
néanmoins divergent en un point donné z (—1 <z < 1) de
I'intervalle (— 1,4 1); par conséquent on peut poser le probléme
de la sommabilité (C,8 > o) de la série (I) a 'intéricur de I'inter-
valle (—1,-+1).

(') Tous les résultats ont éié exposés dans les Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, t. 164, 1917, p. 7;8-780.
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Dans le cas particulier ) = = (la série de Legendre) cette ques-
2

tion a été traitée par MM. Haar ('), Chapman (?) et Grenwall (3).
Les résultats de MM. Haar et Chapman n’ont a présent que
I'intérét historique : le théoréme de M. Harr ¢tablit la sommabi-
lité (C,1) en un point intérieur, ou existe la valeur moyenne de la
fonction developpée, de la série de Legendre d’unc fonction
absolument intégrable dans (— 1,4-1) et le théoréme de Chapman
3
4
et f(z)=(—z*)Yg(x) pour |z|Z1—c¢e(s>>0), g(x) étant
4 variation bornée dans un intervalle aussi petit bqu’on veut,
entourant le point considéré x = xg(— 1< o < +1).
Le théoréme de M. Gronwall, qu’on peut énoncer ainsi :

e, ~ ~ 3 . -
— sa sommabilité (C,6<é) pour 8 >2 y—-Zo0, o 15>y2

La série de Legendre d'une fonction f(x), qui est absolu-
8 » 4
0

1

ment intégrable ainsi que le produit (1 — x*)* *f(x) dans
Uintercalle (—1,+1), est sommable (C,8 > 0) en tout point
intérieur x de cet intervalle o existe la valeur moyenne

;‘ [f(r—o0)—+f(x+ 0)] et a pour somme cette valeur moyenne,

montre que la série de Legendre d’une fonction absolument inté-
I\ . e,
grable dans (—1,+1) est en tout cas sommable <C,;) a linté-

rieur de (—1,-+1) avec la valeur moyenne de la fonction déve-
loppéc pour somme et Iest (C, 8 < %) pourd > 2y — %( 1 >v2 ?‘,;);
st f(x)=(1—x?)Yg(z) pour |z |21 —¢, g(r) étant bornée,
sans supposer que g(x) et f(x) sont & variation bornée. Nous
allons démontrer le théoréme analogue pour la série la plus géné-
rale 1 avec ) quelconque (A >> o), a savoir le théoréme :

La série ultrasphérique (1) d’une fonction f(z) est sommable
(C,%) en tout point intérieur x de lintervalle (—1,-+1), ot

" existe la valeur moyenne i [f(zx —o0)+fix—+o0)], et a pour

(') Ueber die Legendresche Reihe ( Rendiconti di Palermo, t. 32, 1911,
p- 132-142).

(?) Mathem. Annalen, B. 12, 1912, p. 220-226.

(®) Mathem. Annaler, B. 15, 1914, p. 321-375.
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. . A—1
somme cette valeur moyenne, si le produit (1—xz?) *f(x)est

absolument intégrable dans Uintervalle (—1, +1), et Uest
h+8—1

(C,35}), si le produit (1—z*) * f(x) est absolument inté-

grable dans cet intervalle (— 1+ 1).

1 Ly \ .
Pour ):;, notre théoréme se réduit au théoréme cité de

M. Gronwall. La démonstration du théoréme énoncé est basée sur
la considération des majorantes de Lebesgue R®» () d’ordre &
de la série (I), qu'on définit ainsi :

1
R(,f,h(,p):f [SG1(0, ¢) |sinthodp (@ = cosb, A > o).
(]

S®M (6,0) désigne la moyenne arithmétique d’ordre § de la
n 'y o
série

(1) ON_I_"(L)___

I‘( )1( +)\>

x2<n+ ‘-‘—;'—(—;;%%—Uchose)Ps}’(cos?) (A>o0),
donce

(3) SPGB 9= ;\(—5’—(:)-1;(‘2_;:—*5
2 2

PX)(cos8) PX(cosp)
A

XEA(/?LIn(m'*')‘)
m=0
T'(n+ 8 +41)
® —
ou A] Tr(a+nT(5+1)
Taylor de la fonction (l — 3)~(3+n,

est le coefficient de z” dans la série de

Les majorantes B( >(x) de la série de Legendre ont été étu-
diées par MM. Haar et Gronwal. M. Haar a démontré qu’elles
restent toutes bornées dans leur ensemble pour |z |S1—e(c > 0),

1
oo~ , . . . 0, > . .
si 621. Il a établi aussi qu’au contraire RS :) (o) augmente indé-
finiment avec n-— oo. M. Gronwall a généralisé le résultat de

51), ..
M. Haar, en démontrant que toutes R,(, ;) (z)pour|z|S1—¢c(c>0)
restent bornées dans leur ensemble pour chaque 8 > o.
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Nous démontrons au paragraphe Il que le méme fait a lieu
quel que soit X > o, c’est-a-dire que 'on a 0 << R®¥ (2) <R pour
|#|S1—¢<(¢>0) et n=0,1,2, ... 0, pourvu que & reste
positif. La constante R dépend de 3, X et ¢, mais ne dépend ni
de n ni de z. Au contraire on a lim R%M(z) = oo quels que soient

n-—=owo
A>o0 et r dans Tintervalle (— 1, +1), extrémités exclues,
puisqu’on démontre (§ I) qu’on a pour |r|S1 —zeth >0

16 .
ROM(z) = Zlog(n +1) + ¢ (2),

ou les fonctions ¢/» (z) restent bornées dans leur cnsemble pour
2>o0 et |z|S1—e, quel que soit n=o0, 1, 2,..., 0. On
démontre ces propriétés des majorantes R®¥(z) a l'aide des
formules approximatives et des inégalités pour S (6,5). On
les déduit (§I) par la méthode de Stieltjes (*). Ces inégalités
résolvent en quelques mots (§ Il) le probléme de sommation (C, 3)
de la série (III). On voit que la sommabilité (C,62) en un point
intérieur (| z| < 1) de la série (I) d’une fonction f(z) ne dépend
pas des valeurs que la fonction développée prend au voisinage des

. . . . r-i
points frontiéres  =z=1, sile produit (1—z?) *f(x) reste abso-
lument intégrable dans (— 1,—-1). Mais la condition suffisante de
la sommabilité (C,8 < %) de la série (I) en un point intérieur, a
S+)—1

savoir l'intégrabilité absolue du produit (1—22) * f(z) dans
(— 1,+1), n’est satisfaite que si I'ordre y d’infinitude de f(z) en
} . . . 3+ A\
un point frontiére est plus petit que - ;
84+ A+1

2

<

Il est trés intéressant d’observer que déja M. Darboux, en
étudiant la sommabilité (C,8 = o) c’est-a-dire la convergence de
la série (I), a établi (2), qu’elle diverge partout a l'intérieur de
Vintervalle (—1,+1), si Pordre y d’infinitude de f(z) en un

“+1 A+ R
- :y2—2—- De méme

point frontiére est égal ou supérieur a

(') Sur les polynomes de Legendre (Annales de Toulouse, 1 série, t. 1V,

1890, p. 1-17.
(*) Journal de Liouville, 3* série, t. IV, 1878, p. 393.
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) .. S+ A+ . .
nous démontrons que la condition vy <C —-—;—1 est nécessaire
pourlasommabilité (G, 8 <7)) de la série (I) en un point intérieur,
si dans Dintervalle (—i1,c—1) —¢>o0— la fonction déve-
loppée f(z) a la forme (14 x)Yo(x), ou ¢(r) est régulicre au

At

point £ = —1, et si le produit (1 —z?) * f(x) est absolument
intégrable dans Dintervalle (:—1,1). Par exemple la série (I)
d’une fonction f(x), continue dans (e—1,1) et qui a la
forme (14 2x)V¢(x) pour —1Sxr<:—1 (¢ >o0), n'est som-
mable (C,¢) en aucun point intérieur z pour 3S2y — (A1) et
Vest pour & >2y — (A1) avec la valeur f(x) pour somme
partout a l'intérieur de (— 1, + 1) et méme uniformément pour
|r|St1—c¢.

gL

Tout ce qui suit est basé sur la formule, trouvée par M. Kampé
de Feriet (') et qui nous fournit I'expression de la fonction
génératrice correspondant a la série (IIT)

I'(A+1) (1 —3z2)F (X +1, A, 2\, 1)

(4) r l)[‘(—l-—f—)\) [1—23cos(8 + ¢) + 22|+
()r (G
LY P/\\COSO)P(”(COSQ) .
=l‘ . Z(n—f—)\) ! AT z
(3)rG+2)=
ou

4z sin0sing

T=x(3)= l—zzcos(e—o-(p)—i—z"

et ou F est le signe de la fonction hypergéométrique.
On prouve (4) en posant cosy = cos 8 cos © + sin § sin o cosw
dans la formule

*(1— 2 N ; _
[t — 23z cosvy —{—)32])“"' =Z (n+2) P(':.)(COSY)ZH

n=90

en la multipliant ensuite par (sinm)’x“l dw et en intégrant les

(') Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 858.
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deux membres de zéro a z, puisqu’on a (')

1
r(-> T o x =

2 P (cos0) PN (cos . .

- n A()n_,‘l) ?) =f P (cosvy) (sinw)?r-1 duw.
I‘(;_'_x) n ]

La relation (3) nous fournit aussi I'expression suivante de la
moyenne arithmétique S{V(0,0)

(8)

"1 -
(6) SPN0, )= = [ BB () (sinw)d=t do,
0
ou s (~) désigne la moyenne arithmétique d’ordre 3 de la série
n i g } q
(1V) ONE(n+7\)P(’3‘)(cos~() (o<y<ar).
0

En désignant par o) (8,%) Pexpression A®. SEN(,0) et eu
¢gard a (3), nous déduisons de (4), en divisant les deux membres
par (1 — 3)%+1,

i"a’)"(o yame — LA+ (1+3)F{A+1, ) 2}, 7(3)]
" ' l‘< ') 1‘(1 +)\) (r— 3)5[1—-2zc05(0+(9)_._zz]).+1
m=0 —2 ;
d'ou
Y(z)= 2 3‘(’§1;>-)(0, (?) gn-m—1
m=0
- I'(h+1) a1+ ) F[A+1, ) 2), 7(3)]

La fonction f(5) n’a que les cinq points singuliers suivants :
5y = e~Hb+q) gy = e—i0-9), s3=1,
z,=¢el0-0) et zy=eib+o),
Nous supposons dans la suite

0<e<I<O+o <7,

(') N. NIELsEN, Theorie des fonctions metasphériques, Paris, 1911, p. 203,
form. (1).
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et sous cette hypothése tous les cinq points singuliers sont distincts.

En désignant par C le chemin d’intégration, composé de cinq
lacets consécutifs L,, L,, L;, L, et L;, ayant leur entrée
commune a lorigine z=o0 et pour centres de leurs cercles les
points critiques z,, 3., 33, 34 €L 25, nous avons

() 0,9 =5 [uards
Je

ani

. T(A=+7) /'(z+1)zn+8+:l Fi(z)dz
21:;'[‘(-;-) l‘(§+)\>~c (r—1)8 T+t

ou .
Fa(z)=F[A+1, A, 2}, 3 (3)]
cl
T=T(0,9)=1—23co0s(0+¢)+ 3%

Les branches des fonctions multiformes sont définies par la condi-
tion qu’elles deviennent réelles & mi-chemin d’intégration, c’est-
a-dire au point 2 =14 «.

. zsinfsino . .
Vu que 1=73(2) = A_T‘—_ tourne autour les points cri-

liques = = oo et t=1 de la fonction F; (), quand z parcourt les
cercles des lacets L, et L, respectivement, nous voyons que la
branche de F,(t) est la méme au commencement du lacet L,
qu'au commencement du lacet L;; quant a la fonction T-0+1)
elle devient e ®®T-+"  quand s a tourné autour du point
3, = e~ ™*®; donc nous. devons commencer l'intégration le long
du lacet L, avecla différentielle ¢?™{(z)dz pour arriver au
point z =1+ ¢ (¢ > o) avec la différentielle réelle.

 Au commencement du lacet L, nous avons par conséquent

(41 ei( g 4 1) gn+S+h
! ! (4sin0 sing)* (3 —1)8T
2)r(; +x> ? )

$i(3) = e §(3) = ™ Fy(x),
"

et la théorie de la fonetion hypergéométrique nous enseigne que
d’un coté

I'(2)) eIt

[P FA(®)]s=e 00 = [F FA(T) )o=0 = roroFn’



— 953 —

et que de l'autre coté la fonction TF; (z) = F (A 41, A, 22, 7)
augmente de

2mil(a)k) e-Oimi N 1
TOTO =1 = F()\—i—x,z—/\, 2, _:)

quand : effectue la votation autour du pomt 3, = e i0%9), puisque
alors < tourne autour du pomt T = .

Par conséquent le lacet L, fournit la contribution
: 5, G4 5+:
. ~ e—¢[<n+/.+ )(0+q>) ( 1:] 2O — 1) e
: - ‘B+1 A+1
<l 9.1':(2 sin _:?) (sinf sing ) Sn(smﬂsmw) N

e—itt+9)

(54 1)gn+d+i-1

= F()\-i—l 2 —12, 2, —)dz

) (5 —1)b

L’intégration le long du lacet L, commence avec la branche 9, (z)
de la fonction multiforme ¢(z) :

Ya(3) = Y1(3)—-

Wk —1)erm (3 n-+84-)—1
“Q 'x)e" ( +.')z’ F()w—#—l 2— K, 2 1)-
4(sin@ sing)i+1 (3—1)8

Aprés le parcours de deux lacets L, et L, la branche ¢;(3)
devient égale a ¢(z) =e~2md,(3), donc sur le bord gauche
du lacet L,, quand z a déja effectué la rotation autour du point
critique 35 ===, la branche {¢,(s) est remplacée par la
branche e~2md, ( 3). De 'autre coté

e—i[(n+ 6_;-_1 + ‘A)(O—p)-— | ]

o\ o+t
27(sin0 sing) (z sin . n c?)

hm{’[z—e"o-?']q.o,(z)‘ =
Qe) .

z=¢

et par conséquent le lacet L, nous fournit la contribution

e—i[(:n+)‘+ 6'H)(O--:p) 6+1 J

(90 = -
VL Qt(sinOSinQ)I(t).sine_;?)o*—l
T /e o (3+1)3" 8 AF (A 1,2, 2,1—3) 3
”‘(5'“05‘“?))‘ (3—1)3[1—23cos(0+-¢)+ 3]

comme on le déduit facilement en s’appuyant sur les proprictés
¢lémentaires de la fonction hypergéométrique.
L
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L’intégration le long du lacet Ly nous fournit

(10) szq,(z)dz
_ T(A+1) (3 + 1) gn+d+a) Fa(v)dz

_z,¢r< )I‘( _,..)‘> (5 —1)8 T+t

Quant aux valenrs des inwégrales [ et f prises le long des
: L A A .
lacets L, et LL;, elles sont conjuguées aux valeurs (9) et (8) des inté-

grales / et [, ce qui permet de conclure -
1 Ll
cos[(n—kk—c— éi—l) 8 +9)— ()\—i— Oi’_')ﬂ]

6+1
(Slnﬁilnw))\(‘)sul _’;(P)+
cos{(

o i

(1) #9100, )=

]

1
+z . . N .0 —g)\d+1
(sin singp)A (2 sin— )
. -+ ’:n+jn,
ol
. M —1)
= i (sind sing +1
‘ ) £i+9) - .
X R e~ ,——+—z"+&")~‘ F()\—!—l 2—1, 2, —)dz
! ° (3 —1)3
£0-9) + )
_ (% A DAt F(L 41, A, 2, T — —.)dz’-
v'o
et :
. U(A+1) /‘ {53 +1) z0+3+2A Fy (1) ds
Sn= (3—1)3TA+1 )

».m‘l‘(i) r( +A>

le cas i4+o=m= (9 >§- > ?), se laisse traiter de la méme

muniére, mais dans ce cas le chemin d'intégration se réduit. a
quatre lacets, ayant leur entrée commune a I'origine z =o et
pour centres de leurs cercles les points critiques e~{(20-m
eit20-m ¢ respectivement. On obtient la méme formule (11)
dans ce cas particulier o == — . Elle est par conséquent valable
pouro-_o-70<+49Sm

Maintenant nous allons déduire de (11) I’inégalité fondamentale
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pour S{*(4,%), qui est valable quels quesoientn =o,1, 2, ..., w,

0Shsw, 0%9Sw, h>0et 6 > —1.

4

L’inégalité

| PV (cosh) | S2(sinb)=r AQ—Y
(020Zx, A >0, n=0,1,2,...,%)

(12)
a pour conséquence

. S
; 12 C : 12 4AAG+H)
[P0, ¢) |5 2 P(sintsing) X Y AD, = 2 _Fha

T (sin®sing )k

m=0
donc 1l vient
|S@2(0, 9)| = | 7% 10, 9)] < .2 @n+3+1)
(13) SR ‘ A® = (14 8)(sinf sing)}
(A>0,3>—1;0505n;0S9Sm; n=0,1,..., ®).
Soit
™
— < .
10 ?I=n+l’
alors

A

[(n + 1) sin li:z__i_l_]&n

()"

et (13) nous fournit 'inégalité

- le—q;l'lBH
(4 |o‘(a:7~)(0 ©)! < 1‘-’«.47\A(n5+l [("+l)smT
o T rln 1)+

(sinBsin ?))‘<Sin _I_O_—ﬂ)£+|

2
[4] (|0_ e W )
; gls
(Sinesin?)l(sin.lo'Q?l) t T n41

<

Soit maintenant ‘
T

020+ .
' n—+1

Envisageons le dernier terme du second membre de (11), a savoir
Pintégrale

j _ P(l-{-() f(5+l)2”+6+’)‘F}(‘t)dz
n=
21:;'1‘(1)[‘(1 +1)- L (3 —1)8 Th+i
2 \ 2 -
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Elle s’exprime i I'aide de l'intégrale

s e MY it aiaad : UL S
2ﬁil‘(1> I‘(-l +7\) 1, (3— 1)8 T+ gf-1
2/ \2
ou .
0=T(0, —g)=1—122c08(0 —¢)+ 32,
ainsi :

Jn=3n( 1,8, 0) + 35y (X, 1,8, )) (2= g=n.

Quels que soient «, 3,7.>>0 et 6 > — 1, I'intégrale 5,(«, B, 3, ))
satisfait a I'inégalité

- s (n +1)8-1 s«
(15) |3n(x 5,3, M)1< ( 0+?>m<. 0_?),[3 [0--o]2—r
s siIn ———
; 2 2
pourvu que 'on ait.
0;? - I .
ST n1
Si 6<1 on a tout simplement
FIRE Y 1 n+a+B+8+N Fy [< (1)
3u(a, B, 8, )) = sindr T(A=+1) /‘ wn+a+f Fy[z(u)] du

T l(i> F(T:+7‘>.° (1r—u)® Ta+108 1

\

et 'on en déduit (15) vu que

7, 8 2 sin? 0———?;
3 2
%F)_[r(u)] == F(h 41, 22 7)

(-]
T
8 F() —1, A, 2\, T)
T

=F(—1,} 2% 1)SC,.

Pour ¢ =1 on a aussi
. 0 F(h—1, ), 2},
Apta, g? 1, A)= ll( —.’—ll) [ ( ,lfa é? T)
1‘(-)1‘<—+‘A> o :
2/ \2
Cs

< i .
= ( . 6+p>“< . 0—-—:9)’(5
sin s ——

2 2

\

1}
-

Donc (15) est ¢tablie pour — 1 << 6 <1, Pour l'affranchir de la
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restriction 3 1 nous envisageons I'identité

gn+a+B+3++1 Fy (1) d | zn+a+f+e+h+1 Fy (1)
(3—1)5+1 Ta+1 -1  dz % (3 —1) Te+1 B!
Zn+a+B+8+\
= (3 +1)8-1 Ta+1 @f-1

o %([_)‘2)5in0 sing 3(5+1) (l-—- %) Fori(7)

2 41 T.8
[n+8+)\+1 (a4+1)(34+T1)
-+ - N
5—1 T
_(B—0)(z+1) _2(A+1)sinb sin:pz(z-o—l)] ¥ (.,‘)E
e T.® M*

qui est la conséquence des relations

dr . . 0
T’d—z = 4(1—32)sinDsing, 11— =7
dT . _de
,;?d—;—u-—l—!—T, ut—i—z-—-u—l-i—e
et
) dFy(x) _ Fa(=) 1 — A? T . _
= _()\+’)1~: ‘).(‘).)\—Q—l)l—‘:l)\_H("'

L+ s et en

r (l) r (1+)\) 2wt
2 2

intégrant sés deux membres le long du lacet L,, on obtient

En multipliant cette identité par

(16) 8.8x(%, B, 8+1,A)
=(n+A+38+1)3,(2, 8, 8, ))
— (e +1)[Sn(a—+1, 8,8 =1, h)+ (241, , 6 —1,))]
—(p—=1)[n(2y P+1,8 =1, \) = Fppq(a, B+1,8—1, M)]
—2(k+1)sinbsing[ &, (z+1,B+1,8—1,2)
. + dppr(a+1, P4+1,8—1, \)]
"sin()sinc‘s[ Ipq(z4+1, B41,8 —1, A+1)

]
+ D

+dp (a4+1,B41,8—1, k+1)]

sinfsing[ 9, y(x+2,8,8—1,2+1)
+3d, (42,8 8—1,A+1)].

Supposons maintenant (15) établie pour SN =E(N) et soit
N — 1< 35N. En l'appliquant dans le second membre de (16) on
vérifie qu’alors (15) est aussi valable pour N<8<N+-1. On
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s’appuie dans ce calcul sur 'hypothése faite

f>°+?> ik SIS SN
27 2 2. TnR4+12
On voit par conséquent que (15) a liea pour & quel-
conque (8 > —1), d’ou I'on déduit pour a=">% et 3 =1 liné-
galité a laquelle satisfait I'intégrale 7, :

, . r(x+1) 1 [ (31) et Fy(z) ds
(17) l!nkl = ]‘(l)l‘(l—}—l axwi Le (z—1)8 Ta+1
_ 2 2
C;(’l+l)6-l ( ) > T )
<(. 0+‘P)n(. b —o\? 18 —el2 7o
sin sm—)
2 2

Pour déduire l'inégalité a laquelle satisfait l'avant-dernier
terme i, du second membre de (11) nous le transformons en
remplacant le chemin rectiligne d’intégration, allant de l'origine
jusqu’a e par le chemin formé de la ligne droite (o, e%) et
de Yarc de la circonférence du cercle | 5| =1, qui lie les points ?®
et €149 . de méme V'intégrale suivant le rayon du méme cercle,
aboutissant au point e/®-9) est égale a 'intégrale suivant le rayon,
aboutissant au point e, augmentée de I'intégrale suivant I'arc du
cercle | z] =1, qui lie les points ¢ et ei(0-¢).

Vu que
. o ' . .
e-hmi F(_k +1,2—1, 2, ;) — D HF(A+41, % 2, 1—7)

_ siniAm T(A —1)T(X)

3 .
p ST T(2)) T F (A +1, A, 22, 1),

on obtient I'expression suivante pour i, :

P AMA—1)
“7 {m(sinf sing )+
‘ ‘,i(e-f(p) 5+
X Rle‘)\"‘" R G :)az"'*?ﬂ-l'-’ F(l +1,2—h, 2, %) dz
/e -
0=2)
— /. (: +Il)6 AL D F (L 41, %, 2, 1 — 1) d3
Sy _
) o
- sin\x I;()\——l) () /‘ BT et Ot Fi(<) dz}
nediF(21) J, (3—1)p
AR —1) R[&,— & + sinAn T(AYE(X +1) Rz

ne

T (sin0 sin @ )A+1 4 =XF (2 ) (sin 8 sin @ P+1
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Par conséquent on a

|sinl1:|l‘(l)l‘(i +1 .,

. MA—1]
8 < i
(18) linl= < /;n’F(z)\)(sinOsin?)l*“ "

47 sin0-sino)h+!

&)+l +

!

Dans l'intégrale i, z=e", et w croit de § a b+ o<r;

2sinfl sin¢
coso — cos(0 +¢)

v —

est réelle et positive; de plus on a

o<l = cosw — cos(0 + )
= 2sinfsing
< €0sd —cos(8+¢) <1 cos(— ) — cos(b+¢)
= = ’

2 sin 0-sin ¢ 2sinfsing

puisque o <C v << b << =; donc dans 7/,

1 ‘F()\, 1—), o, 1) i
‘F(7\+1,9.—)\,2,:>“: T Gt

N v

Or

< 2sin0 sing

- )
T—1  cos(—o9)-—cosw

et par conséquent

0+9
Iié.lémf
9

w . .
2 cos —2sin0 sing dw

[cos(8 —o)—cosw} <2 sin%)o

dsin®
<casin05in9f0+? Y
= ’
(sinf)'>8+l 0 sn'n(io——sino_(19
92 2 9
puisque
cos(f —¢)—cosw =2 [sin2 © _sin? i= ?]
2 2
P ) [ . w . 0——9]
< 2sip — | sin — — sin. 1.
2 2 2
Vu que
B+ a'si”nn-(;: ( sin-% cos% ’
o <f - 0 =1og 5 ) < log o
0 sin.— — sin. i cos (- — f)s;nl ,
2. 2 2 f, 4

(0 +o<m),
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on obtient définitivement

i< cosinlsing cysinfsineg

(. 0 RS L0 — o\oH1
glll;) (sm ‘)

\ 5

Dans lintégrale 7}, = = ¢™, » croitde §—z afet

o< 1 cos(0 — ¢) — cosw

T 2sinfsing

HA

cos(0— @) —cos(8+ ¢) .
2sinfsing -

puisque § < i+ » <x; donc dans ¢,

|AF(A =1, 1, 2, 1—1)|=IF()\, I—\ 2, l-:T>|<cm,
et il vient
i

e
+ o
[ SEL antded-t1 o F(A+1,4, 2, 1—1)ds
Jid-9 (3 —1)8

0 |1:| cos%(lw
<c“f e
0

8
-? <sin2>
2

linl=

)

d’ou
U] .
]i;’,]<'c“si|10$inq>f sin o dw
- 0— . w\8+!
‘?(sm ;) [cosw — cos(8 + ¢)]
s ) s
sinf sin¢g I ciasinbsing
e o1 log — !
<5in0 -—9) tlg_g - cOS® cos(b+ o) (sin o.:.?> +1
2 5

puisque pour 4+ oSmwona

sin0cos$§25i11(0+ _‘.‘)
2 2

et

0 . \zsinﬂ cos ¥

2
lo - = log(———)<log4
0—o gcosm—cos(‘)-&-ep) g?sin(0+g) &
2!

Tous ces résultats nous donnent 'inégalité

AA—1 D c
(9 b | 1l < »

e\ o1
(sinfsing)X (sin6 > ?) '
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Envisageons maintenant I'intégrale

i0
3 +1 o o N <
m guHil=l e+ [ (X 4-1, X, 20, T) da.
) )

Dans cette intégrale z = te®®, ¢ croitde o a 1 et

ftsinlsing

w(3)|=|z(ted) | = f(t)= .
l ! =s V1—2tcoso + 2 /1 — 2tcos(20 + o) + 2

La fonction f(t) croit de o a f(1) quand ¢ croit de o a 1, donc
| (=) | reste toujours plus petite que

28inf cos-?—
<4

Sy =|x(e)| = ——=%
ﬁn(ﬂq—i)
2
puisque pour Ogg on a
sin6 cos % <sin (0 + 3) ;
2 2
soit 6 >> =, alors, vu que
2

U P

»
1l
N A
®
[ad
N3
AN
>
+
v l-a
A

on a

ce qui nous donne

(] .
2, sin(o -+ Z) 22 €08 — gzsingcos—e—cos-CE =sin0cos?.
\" 2 2 2 a2 a2 2
Désignons par ¢, (0 <ty < 1) la valeur de ¢ pour laquelle
|t(3)| =1, c’est-a-dire la racine de I’équation f(/) =1.
Pour 0 ¢ ¢, nous avons | 7|1 et
'F()\——l, )\, ‘2)\,’3)' C“

[Fo(x) = = < ==

(0St2ty).

Pour ¢,S¢<1, nous exprimons Fy(t) =F(h+1, %, 2), %) &
I'aide des intégrales o(z) et ¢(z) de I'équation différentielle
hypergéométrique aux parameétres a=— A +1, 3 =0» et y =2),
qui forment son systéme fondamental dans le domaine du
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point T —

TO)T (A —1)

, 2 I'(%)
(20) T

F\+1,), 2%, 1) = o(z) + ; JF(X) —1—21"(1) § v (7).

Or dans le demi-plan supérieur, R (; ~> 0, onales expressions
suivantes de ces intégrales o(7) et ¥ (1) :

¢(:),=_elni¢—(k+l) F<)\+l, 2—)\7 2, })’

o(t) = (mi—logt) $(z) + ermi -} K(;) ’

o\ , . 1
ou la série K(;) 2 converge absolument et uniformément

pour |t|21. Pour toSt<1 on a 15|7]|<4, donc la relation (20)
nous fournit pour ¢, <¢ <1

() |T(x

T(2)) =N ELTOTHE

%2IF£;))\)—I+2F’(|)$~9~=P(7)I
<c,5+—|ft‘—‘|’F<x+1,2—>\,2, >|<|1_ =

Maintenant on voit que ’on a toujours pour 0 <t <1

(>1) | DHFy(r) 1<—"'°—'1'T<c,gt (s=ted; 0St20),
puisque

< _ 43 sinf.sine
1—= 1—235c05(0 —9) + 32

4tsinbsing
\/1—2t005q>+t" Vi—2fcos(28 —¢)+ 22

?

. . 16¢ cos —cos-
< 4tsinbsing
=, . . . 6

smism <0 —_ 2) sin ¥ sin - cos
2 2 2 2

4tsinfsing

ﬁ—cpz 0~_? <161
2 2

A

cos

L’'inégalité (21) nous fournit

1 Y
. tn+06+\ gy
22 lw 2C f —_—
(22) < mo |tem—l|°

! tn+8+\ dt
= 2019/ 3
0 -

(1 — 2t cos b + ¢2)?

€20 C20 .
< 5 < =0

(u—%—x)(sin%), (n+1) (sine:?)




et de (18), (19) et (22) on déduit pour 7, I'inégalité

(23)  lisl< e
(sinOsinq)l(sin 1;>

Ca0

NP . —o 6
(n+1)(sm05mcp))‘+1(5m S )

+

Vu que 7:20+<?>0——:?>0, on a

sin(.)_{P <sin0+T?‘

2 b
et par conséquent (11) nous donne, eu égard aux inégalités (15,
(23) et (14):

—+ S—1
(24) [¢(16L,1)(0,?)‘_< ce(n +1)

’y — 2
(m":_)’ (S;,,L?_\>
-2 \ 2

Ca1
— 3+1
(sinf sing)} (sin ‘6—2—?]—>
20

18 —<|\S
(n +1)(sinf sing ) +1 (Sm,—i_‘__l,)

-+

4

L'inégalité ( 24) est établie sous ’hypothése n 26 - e >02¢ o,
mais elle a lieu aussi pour ©2 6+ o> 9 > o puisque ses deux
membres sont symétriques par rapport a 8 et o. Elle est valable
aussi pour § + o >> = puisque, en posant ' = —fh et o' = — o,
nous avons d’un coté

BN, @) = BN (m — 0, m—¢) = BN, ¢),

et de l'autre coté, en appliquant (24) a a'®V.(§,¢'), ce qui est
permis puisque

O+ =or—(0+9)<m pour 6 + ¢ > T,

nous la justifions pour § + ¢ > =, vu que

sin@’ = sin0, sing’ = sin¢g,
in I i 2R y— =0l
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On a supposé o << < = et 0 < ¢ < 1w, mais il est clair que (24)

a lieu aussi pour 6, ¢ = o, =« puisque alors s (6,¢) reste finic
tandis que le second membre devient infiniment grand. En obser-

vant enfin que
#3900, 0) = AP SE N (0, o),

on a
25 Si& (0 s , -
(23) | S (’?)I— T 04 l()——o[
(n_:l)<5|n u ) (Slll )
2 2
Ca3
-+ _ ‘f’l 8+1
(n+1)8(sin0singp) (sm~— )
. Ciy
i 2

i -
(n =+ 1)1 (sin 0 sin )i+ (sin Ie—z?l)
\

(r>0;3%20;n=0,1,2,...,%;02057 0S¢p<m),

d’ou pour eSS —e, [—2 2
[

n-—+1

(26) (sinc?)ﬂls‘,?,”(o 0) [ <+ (sing 1—'%

(n+|)8 I(j__'_.?|6+1
()\>O;O§5§l;Il=(),l,...,‘.‘l),§£6§7:——s;0< <rx; |6—cp[>n+l>-

En appliquant la méme méthode de Stieltjes a (1), on justifie
facilement. I'inégalité (12) et la formule approximative suivante
pour PPV (cosb) :

2 AR cos[(n + M8 — )—;E]

(27) PXN(cosh) = - -+ P(0) s
‘ " (2sinf)* (n —+1)t-4(sin 0)\+t
ou
. . = -
( < . <oSn—
|2 (0) | 2 cx pour n+|“0‘r n—+1

En s’appuyant sur (27) et sur la formule de Christoffel

22 T2(x) T(n+2)
4 T(r-+akh)
N (cos8) PN (cosp) — PR (cosh) PiX, (cosp)
cosb — cos¢ ’

Sy (0, 9) =
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on démontre la formule approximative

(28) I (sin0sing ) SHN(Y, ¢)

sin[(n-{—l—}-i)(ﬂ—?)] sin[(n—:——l+é)(0+9)——7m]

-+

6= 04
sin ? sme_'_?
2 .
720, %)
+ : 0+ o f—o’
(n +1)sinfsino sin —sin hd
: 2 2
ou
[ gD (0, @) S ear
pour
T <fgm— = et T Seim———.
n-—+1- - n—+1 n-+i1-"- n-+1i
L’inégalité

) | Pf.“(cos 0)|< A("z).—.)

nous fournit

| P%)(cos) Pk (cosg) |
A

. n
|20, ¢) [ ) AR (m +2)

m=0

n
[t} 2. (&+20+1)
<2)\2A"lm A(IIL)ZZ)‘AII * y’
m=0

donc ,
(29) |S<'§,‘M(a,?)l<¢,s(n+.)s).+|_
En appliquant la méthode de Stieltjes a la fonction génératrice

Mi+3 ,., 3
_ ( ) = 2: s g3 (),
(1—3)5(1 — 23 cosy + g¥)h+!

n=0

ou

n
1 M) — o ! 2 ar )
e h(y) = E A (m o+ L) Ph(cosy),

n-m -
m=0

i > 12382 > linéga-
nous en déduisons pour 12A >0, A +12820 etY=n+1 néga
lité

-
Ca9 An’

. I\ 8+1
(sm 9')

(30) (sin*{))"pg:)“(y)] < (oSysm).
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Elle a lieu aussi pouro Sy < T_ puisque la définition de o*(~)

donne, eu égard a (12) :

2\ At6+)\+n
M) | < 25

282 <y<
e (s1Em),

. T A .
d’ou lon obtient (30) pour 0 SyS——- Pour Gter la restric-
n—+1
tion A< 1 nous observons que I'on a pour N=h41>1

y_ 1tz A+
’ (1—z)®T TX

=<x+|>{2 an gt (r)HZZ"Pchsw},
0 0

W gn o8 by
dond en
0

donc

(siny)hrt 9‘3’}‘ H(y)] =

(siny )+ (A1) 2 & (y) PR (cosy)

m=0

S (h+1) Z | siny P'f}’—'n't(\'” | (sin vy P (cos y)

m=0

— h+1
< ng()\—|—l) 2AL, Al}t 1 CaoA(n+'

= 31 1)
m=0 <smz) (sin I)
2 2

ce (ui nous prouve que (30) a lieu pour A >> 1 quelconque, sil'on
suppose qu’elle est vraie pour A<1. Or nous I'avons établie pour
0-_AS1 et 0S3<1, donce (30) est vraie pour A quelco nque positif
et 0<0=<1. Mais on a aussi

- r '(,_»)TI (1—3)T
an+3
" COS*——COS p Y'
;zzuua l)(/) zn 2 2 )y
s) 0 z.smlsm” \
2 i

ce qui nous donne

(31) e (n) ] < —2 L By .

ASIn sm*r m=

Supposons maintenant qu’on a démontré (30) pouroSSSA 41
et A\SN=E(N). L’'inégalité (31) nous prouve que (30) est alors
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vraie aussi pour N< ASN--1 et 1352 4. Or pour 05851
(30) a été ¢tablie quel que sort A > o3 donc (30) est valable pour
058<h+1 et ASN +1, si elle I'est pour oS8<A+1 et ASN.
Mais elle a été établie pour 0 S8 <Kk 41 et <1, donc (30) a lieu
pour 0 S8 S A +1 quel que soit % >> o.
En désignant la moyenne arithmétique d’ordre & de la série

2 (n+2) P‘,}'(cnsy)

ar s®V(~), nous en déduisons l'inégalité
p n Al g
| 9(3’}")(7) | ey (n +1)h-8
) , ~\ 841
A (siny))‘(sin ;{)

(0S8Sh+1,A>0,05ySR).

(32) [s&N() | =

En la substituant dans la formule (6) on obtient
(staw)2h~1 dw

oNo+1’
(sin*{))~<sin;{) '

cosy = cos0.cosg + <inf sing cosw,

| @™o, >|< <n+x>>°

ou

ce qui donnc-
siny2sin0. sin'w

ainsi que
sinxisinli_——?—l et cos L 2 coso+?l,
2 2 2 2 !
d’on
N c n-i—l'7\—6
(33) |S@1(6, ¢)| < ”‘ =

(smﬂ)) sin —L° )

(0S8SX 41y A>o,o-0 ™, O0S¢S®

Pour £ SH<x — ¢, cette inégahié se réduit a
A ) g \

© egz(n 4 )
(34) |SEN(8, 0)| < ﬁ

(0S£8Sh+1,x>0,05095m, cS05R —¢).

De méme l'inégalité

‘Cay (12 +1)2h-8

‘ &
<sin I) o
o2

[s@Miy)] < (A>0,8>—1,05757),
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que nous avons déduite ailleurs (*) aussi par la méthode de Stieltjes,
nous fournit I'inégalité correspondante pour S&V (6, %) :

X (a)l) _——-———————-css(n +‘l)’x-6
(3\)) Ism (0, “E)l< (” Ie_?l )64_1
Sln—z———

(A>0,8>—1,0205m 0593 m).

En ce qui concerne sg?fhv(e‘,?) pour 62 2k 1 le fait démontré
ailleurs (?) que s>"(cosy) n’est jamais négative, si 82 2%+,
nous permet de conclure a I'aide de la formule (6) que I'on a aussi

(36) SN0, ¢)20
(A>o0;822 +1;0505x;0%¢2nm;n=0,1,2,3,...,%).

§ 11

Dans ce paragraphe nous envisageons les majorantes de
Lebesgue RV (z) d’ordre & <7 2% + 1 de la série (III)
> T ~
o <RENCe) = [ [SPI0, g)|sin o de
0
(r=cosb, 028 < 2h+1).

Quant aux majorantes R‘,,a'“(z’) d’ordres 8= 2) + 1 on démontre
facilement, en s’appuyant sur (36), que V'on a pour 822241
quel que soit § dans l'intervalle (0,7) —0S0Sw® —

M‘(l)

(0S50S, 8;2_2).—&-1).

-
R("’”(x) f S(” »1)(9, @) sintho dp = . [ sin?o dp =1

La définition de la majorante peut étre formulée ainsi : la
nitme moyenne avithmétique d’ordre 3 1%V (cos8) de la série (1)
s’exprime par l'intégrale

T
S& W (cosh) =f S@1(0, 9) f(cosp) sin ¢ do

0

V) Journal de Liouville, t. 111, 1924, p. 139, form. (37).

(
(*) Ibid., § 6. p. 169-170.
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et R (cosh) n'est que la borne supérieure de toutes ces
moyennes f®V(cosf), si I'on choisit les fonctions f(cosy) dans
la classe des fonctions bornées | f(coso)|S1. Par conséquent on
obtient pour = 6 la borne supérieure R (cosf,) en choisissant

pour la fonction f(cos¢) la fonction sign SV (8y,%), d’ou la
définition de la majorante donnée plus haut.

Mais la série (I) est le cas particulier pour F(8,9) = f(cosf) de
la série (II) et I'on peut envisager la borne supérieure

roy o
()

de toutes les n**™* moyennes arithmétiques

S ' S, ) \ '
F&N(0, ¢)= - [[F(" ¢) i (coswdc),
[sin20'sin2(¢ — ¢/) ]}

sil'onn’envisage que les séries (IT) des fonctions bornées | F(8, ¢)|S 1.
Done¢ on obtient pour § =, et v =
prenant

la borne supérieure en

F(0, ¢) = sign S (@ ))(cns-y),
ou
cosy = cos 0y cosd —+ sinby sinf cos(p — 9o),
et Pon a

\ (6,7 N
re) 9(0)‘(0,@:—— /‘/‘ | 568 ’(cosr)(d:

1\ (1 15"
ACYLICERY [sint0"sin2 (g — o) [

sinf’sin(¢ — ¢') = siny siny, dz'= siny dy dy

“et on obtient définitivement le résultat que p®V (8,%) ne dépend
point de 6, ©

T
p®N(0, o) = p(,,5»7-)=f | s M (cosy) | sin2hy dy.
0

On voit que 'on a toujours
I'(A) -

56, %)

wn )
I <'-> r (1 +’7\>
P 2

LI. 18

RGP (cosh) <
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puisque Pensemble des fonctions f@V(cos#) est contenu dans
Pensemble des fonctions Fi22(8,0).
Nous avons établi ailleurs (') le résultat
p(,§:7~)<p (M=0,1,2,.0.,%; 8220,
ot la constante p = p(8.%.) ne dépend que de ¢ et de ).
Au contraire pour ¢ <A on a

’!iinmp(,?- W= o (3ZD)

Maintenant nous pouvons conclure que. quel que soit 4 dans
I'intervalle (0, ), toutes les fonctions

RP%Nicosh) (n=0,1,2,...,%)

sont hornées dans leur ensemble pourvu que L'on ait 5 ™ 7.

O»

ROM(cos0) <R  (n=0,1,2 ....%;8> 10 05x)

et la constante R ne dépend que de 3§ et de i
D’un autre coté il est facile d’établir que pour

h=e, = (& ===1),

on a tout simplement

- l‘();) @, 7,

(G

On le démontre en s’appuyant sur les velations

RN (1) =

T(\)

s<f3,‘m(2, ?) =
" L4 [ 1
r(=)r{--—-=>m
(i)
<

s\(,?, (== cossy).

Par conséquent on a pour o<

lim RGN () =4n (850,

R=on

et dans le cas ¢<) il ne nous reste qu'a étudier les majo-
rantes R (z) a l'intérieur de lintervalle (— 1, +1), c’est-a-dire

(') Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 627, ainsi que Journal de Liouville, \. 11I,
1934, p. 145, form, (43).
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sous I'hypothése e == —¢, ou la quantité positive ¢ est autant
petite qu’on veut, mais fixe.
Nous allons démontrer que 'on a poure<fSn—cet >0

(37) REM(cos0) < R=RGN(z) (¢S0Zm—¢, 3> o0)

ot la constante R ne dépend pas de § et de n =0, 1, 2, ..., %:
0+

| — XA
.. T N n+t n+1 =
R P (r) = f IS‘,?""<°,<?1>|sin%dq:=f + f T4 [
<o o ™Yy, ®
SN+

[P <

n+1 1
=3 + 35 + A

L'inégalité (13) nous donne pour e <Sw—¢

w
) 1

cyg(n +1 . 2w

L(_’-—)\—) sinde de < — il 5 Cas = Cy7 (8>
(sinz) h__m (sine)*

n+41

0+

‘:‘n< 0)

Dans les intégrales 3, et 3, nous appliquons 'inégalité (26), cn
supposant 351 :

0— T
n-+1 4 r
NI IR dy f ds [ Gingy
&, 4V, Ky —_— + S SN ] —t,
n n<< (n—+1)° .[0 (0_?)6«1 < (p—0wr L (sing) e
{ 6+n+|
k19
Caj , 0‘—';7‘ 1 . T 1 (
= ity 3(0 3 I e T s
(n+1) ' 0 (0 —9) 52 3(p—0) ‘
[
U YEET) SR S P
Sn+18( \ = 8 (m—0) (< 3

Donc l'inégalité (37) est établie pour 3 <1.
Quant aux majorantes R (z) avec 3 > 1, la relation
n

N0, 9) = W AGTIEN(0, q) (3> 8),

m=0

(u’on peut transcrire ainsi

n
A SEN(D, §) = 3 ACIVABSEN(O, §) (¥ 3),

n—-m m
m=0



— 212 —

nous fournit 'inégalité

n
ARG, N(z) < 2 A@G=-1)A® RGN (z)

m=0

n
< maximum R®M(z) Z AG-3-1A @)
m=0

0<r<n

= A®) maximum R M (2),
0<rZn

c’est-a-dire pour 3’ >4 on a

R®N(z) S maximum RGN (z) (8> 3).
o<n<m
On voit que I'inégalité (37) est démontrée aussi pour 821.
Etudions maintenant R%"(z) pour 8=o

«

1
RGP ()= [ |S07(0, 9)]sinthe dg
[

us3 K3

T 11
nrl b= O i T T
:f +[ +[ +/ +f
0 - ™ . 0_ T 6 T e T n
1

—_ 4+ —_—

n+1 n+1 T+t

=90+ oy -+ a5y + 35 -+

L’inégalité (29), appliquée aux intégrales 5') et 5\, donne

ki

/~ n+1 T+

?2)\ d(P = Cgs 2)\

A - A< eag (- 1) = 0(n),

o -+ 1

Quant alintégrale 3! on a vu plus haut qu’elle est bornée

I < - .21: c36= cy7 = O(1),
(sine)h
donc on a
g—_T_
R n+1 N
R (cosh) = O(l)+f IS(,‘,”)‘)(O, )| sin? ¢ dg
T
n+1
— T
n+1
+f |S(,?’)‘)(0, ¢)|sinPo dy.
64—
ntl

Aux intégrales 32 et 3%’ nous appliquons la formule approxima-
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tive (28), quidonne pour eSHSw —¢

sin(n—f—)\-&—i)(o—?)‘
L+ q0(0, 9),
[0—¢] (% )

sinh@ sin——1~
2

sinkg [ SN0, ¢)| =

ars

ott pour

7%(8,¢) satisfait a 'inégalité

7,(,})(0,?)=0(1)+0 ! 0— °
(n+1)sing sin——Q—?-I—

La contribuation dans 32’ et 5'4' qui provient de 7% (8, ¢) est
bornée, donc

0— = -
2 n+1 i
R(,?’)\)(COS)\)=O(I)+-—TT f +f
7 sink0 x -
n+1 0+n+1
sin<n+ A+ é) (0—¢)
X — sinh e dp.

sin

2
En complétant les intervalles d’intégration jusqu’a (o, 7) on ajoute

des quantités bornées et 'on a

sin(n—ﬁ—7\+ -;)(9—9)
0—9

sin* o dp,

R©M(cosb) = O(1) + 4 fﬂ
0

7 sin*0

puisque le changement de 2 sin 8—¢ par § — o sous le signe somme
>

n’altére I'intégrale que d’'une quantité bornée.

Vu que
P sin<n+)\+£)(0—?)
- sin} o d
f. —¢ e
w sin(n+ l—i-l)(O—?)
=O(1)‘+—sin)\0f 2 dg,
() b—e
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an obtient définitivement

de

RV —
(c0s0) = Of1) + To—oT

sm(n-f—)\—i—

=0(1)+

‘IH-\ ‘!laa

sm n—|-7+ >

( x) du
sin(n—+A+4+—)u| —-
2 I

-
[
ST

A I.—\

Or pour eS6Sm—¢, les intégrales prises de § anet den—fa=
élant bornées on peut écrire

. ( 1) du
sin(n+A4+-)u|—,
; 2 1

/

N 8§ T
Rﬁ?*”(cosO):O(I)-i——f
T 0

et la substitution ¢ = (n-{-k-{—%) u nous fournit

(n+HT

RV (cos0) = O(1) + i [ Isin"Iff,—"-
¥~“
On a
(n+1)T
|sinvl‘£’ = Elog(_n + 1)+ 0(1),
. i ™

et l'on trouve définitivement
RO 9 16,0 (9
w'(cosh) = e og(n~+1)+riy’ (9),
ou les fonctions r» (8) restent bornées dans leur -ensemble pour

A>oetel<n—e¢,.
1 .
11 ést donc démontré que R (2) - oo avec - et aussi
ROM( ) 16

. _ 16 e
nl!r:olog(n—&—l)_:c! (A>o, jz[Z1—2¢),

uniformément dans l'intervalle (e —1, 1—¢).
Les inégalités (25), (34) et (35) résolvent le probleme de la
sommation (C, &) de la série ultrasphérique (IIT)

() O~ _r 2 I;(_'_‘+_’)_li’_)‘) PO (2) PO(y)
[

o)

(x> o).
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L’'inégalité (33) nous montre ue cette série est sommable
(C,8>2)) pour z £y, quels que soient x et y, —1 Sz, S+1;
la sommabilité (C,3 > 2X) est uniforme pour |z — y 12> o.
Pour z = — ) ===1, la série (Il1I) n’est pas sommable (C. 3 =22%),
puisque alors son terme général
Gl VAN CY

|<§\) 1(1, +_;.>

ne satisfait pas a la condition nécessaire lim =5 =0 de la somma-

o+ k) E(n—l—z})_
: r(aM)T(n +1)

Uy =

n=w
bilité (C, 2=27). Mais, si 'on n'envisage la série (IlI) qu'en
points intérieurs |z | < 1 de lintervalle (—1, 1), Pordre de la
sommabilité ¢ >> 2% peut étre abaissé jusqu'a 8> A, comme on
le démontre, en s'appuyant sur inégalité (34). Cette inégalité
prouve que la série (III) pour z 3£y est sommable (C, 3) “pour
A< 65X +1, done a fortiori sommable (C, 3) pour chaque 3 >,
si—1 <Lz <<+1 et —1ZyS+41; la sommabilité est uniforme
pour |Z|S1—¢, (3, >0) et |z —y|2e2>0. Pour |y|=1 la
série (III) n’est pas sommable (C, 8=12%), quel que soit .r,
puisque alors son terme général

S N0
e(3)r (32

Wy ==
ne satisfait pas a la condition nécessaire lim

. n=w
bilit¢ (C, 5 =72). Enfin pour |z | <1 et|y|<<1,lasérie (1), est
sommable (C, 6> o) pour chaque ¢ >o, si 7 y; la somma-
bilité est uniforme pour |z —y |2, >0, |£|S1—z, (e2>0) et
|y |S1—2y (s3> 0). On'le démontre a 'aide de l'inégalité (23).
La formule approximative (28) nous montre que la série (111) diverge
toujours, c’est-a-dire n’est jamais sommable (C, ¢ = o). Dans tous
les cas de la sommabilité (C, 8 >> 0) de la série (III) sa somme est
nulle et il est facile de voir que la méthode de sommation par les
moyennes arithmétiques ne peut lui assigner que la somme zéro

(n+A)PN(z)

u
— =o de la somma-
n*

puisque pour chaque série Z un, sommable (C, 3) avec lasommes,
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on a

s=lims® = lim Unprn,
n=w®o r=1—0
[

et la formule (4) nous montre que pour z £y la somme s de la
série (III) ne peut étre que zéro.

§ 111

Le méme raisonnement démontre la divergence de la série
ultrasphérique (1) de la fonction

F(0)=2;{—,5in[(2""+)\+;)|00—0|] (0 << )

m=1

en un point § = 0, intérieur a l'intervalle (o, =), quoique la
fonction développée est continue dans tout intervalle (o, ©).

La somme partielle —F,(8) — de la série ultrasphérique (I)
de F (9) s’exprime par l'intégrale

T .
Fr(0)= [ F(9)8:(8, p) sinhe de,
[

ou

Sr(0, ) = S®N(8, ).

En désignant la fonction

sin [(2’"“+ A+ i) |6o— 6 |]

par f® (6), ou p=uwu(m)=2™", et la somme partielle de la
série (1) de f® (8) par £ (9), on obtient

T[N Fw =y (0
Fr(*’)=f0 [ f———ilﬁ?)]sr(ﬂ,?)sin”?@ =Ef’ 2

m?
1 1

d’on, en posant f® (8 ) =s®) et F,.=F,(6,),

: o (i)
Fr(6)=F,= -"% (e =12"")
1
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Ona

sggL:f(ru)(eo):/;ﬂsin [<H+7\+ 1) [8o—
AL "‘+f L

S,(0s, ©) sin?z do

—_

+|a
e
+
|
a
i

Les inégalités (13) et (29) nous montrent que les intégrales I,,
I, et Iy sont bornées :

sW=00)+ f _,.f sin[(p.-{—)~+;:-/)leo—‘?|]

i B + 5
< S,(8y, ¢)sin?¢ do.

La formule (28) pour o < §, <= donne

sin [(rq—l-}—é\) (00-—9)]

e Q _ : .
sinhe Sr(fy, ¢) = TS “o— +nr(9),
sin ——
ou
) I
nr(¢) =0()+ 0O . —
. . IOO ?
(r—+1)sing sin ————
pour
T _<osm— —
r—+1 r—+1

On voit que d’un c6té la contribution que donne 7, ) dans I,
q q ]

et ], est bornée et que de 'autre coté pour , > ¢ >

us
6o —¢ T 1 .
f + sin [<y+7\+—>|00—9|]
b 0o+ ¢ 2

rri
sin [(r—i— L+ -l-) (0o— ?)j
: Gof—(p 2 sinhg dp = O(1),
2

011 a

X

sin
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ou ¢ est aussi petite qu’on veut, mais fixe. Donc

r+1 0o +¢ .
+f sin[(y.+l+;>|00—:pl]
kg

=00 +—2| [
% sin} 6, %

On démontre facilement qu'on peut remplacer sous les signes
somme sin*¢ par sin*§, puisque I'erreur qui en résulte est toujours

bornée, et en décomposant le produit des sinus en une différence
des cosinus, il vient

S d
sW=0()+ L cos[(r— 1) (hy— )] —5—
™ Jp—z ) sinoo—?
2
Bot2 d
+é[ cns[(l'—-}l)(oo—?)] ?_:T
%, br T sin(‘;r»-'o
*T >
T
l Yo— 537 de
_1 [ cos[(r 4+ 2k +1) (8~ 9)] —5—
7 Sz sino—_)—?
Qo+ € ()
_'_f cos[(r—+m+2h+1) (00— ¢)] ;(f_()
7 by T sint— ¢
T F1 ?
) z d
=0(1)+ = f cos[(r—y)u] uu
T J x sin —
r+1
N € du
__f cos[(r—+w-+ak+r1ul
) sin —
e >

2 2
=0(1)+ =3 — =3,
() n"l g

La fonction —

étant décroissante, il est facile de prouver que
sin -
2

: ) — : 5 , iR T inter-
I'on a 5% = O (1) en décomposant l'intervalle (,_ — s) en inter

valles partiels dans lesquels cos [ (r+ p—+2y—41)u] est alter-
nativement positif on négatif.
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En appliquant pour 735£ u le méme l‘aisonnement a linté-

M_O<%

et il est démontré que les sommes s sont toutes l)ornees dans leur

grale 347, on établit aussi qu’elle est bornée pour

ensemble si r Fuet 31|—_— =0 (1). Soit maintenant r = p..
On a
L2 [ du 4 4 4
5= 0(1) + = oo+ d [ g (r ey + 00,
- Lol i u ks
_T_sin b
r+t 2 el

- Posons r = 2™

f 3
. Vu que p = 2™, on a pour r £ u

r -1

— =00
o r—p =0
et 'on obtient
) W 0 )
Sro_ s Sy (1) s
Fr=F,(%)= an? - m T T mt T
m=1 mzn m ¢'n
_ ! 4 Iogz } __4loga2
O(A.lm? + —=n - 0(1)“—-——7r (n-+1)+ O(1).
N |
Ce résultat
lim I“‘,n’ (’00) - 4 lOg‘).
n=w N—+1 T

prouve que la série ultrasphérique (1) de F(8) diverge pour § = §,,
(uoique cette fonction est continue dans tout intervalle (o, ).

Le second exemple est particuliérement simple : la série ultra-
sphérique est formée a I'aide de la suite bien connue de Fejér e,,
€3, €yy...s Cpy.... M. L. Fejér a démontré (') que la série trigo-

-
nométrique 2 e,cosnh est la série de Fourier d’une fonction

1
®

continue partout dans ( — =, + ), mais 2 en, c’est-a-dire la série

1
de Fourier pour § = o, diverge. Les nombres e, de M. L. Iejér

(') L. Feskr. Sur les singularités, etc. (Annales de UEcole Normale,
3¢ série, t. 28, 1911, p. 83).
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sont définis ainsi : posons H, = o et pour r21
H, =2 [o"+ 22 4 23 ... 4 201" 4 2°];

chaque entier n définit alors deux autres entiers r, et /i, tels que
H, <n»niH, etn=H,  + h,doncish,H, —H
On a par définition

= 2.2"*
Pu—g T 2 *

1

€p= r—————ﬁ[z";’z._ hn+ e] ’

olte = 1pour 12h,S2™ ete=o pour 2" hp 2.2,
M. Gronwalla appliqué avec succés (') cette suitee,,e,, ... e, ...
@

pour former la série de Legendre Z en. P, (cosh), qui diverge

pour §=o0 quoiqu'elle est la série de Fourier d’une fonction
continue partout dans (o, w). Cette suite de M. Fejér peut servir
dans le cas général de A quelconque pour former la fonction
continue partout dans (o, ), dont la série ultrasphérique

(38) 2 Mpgz‘)(cosﬂ)

T(n+2X)
n=1
ey PM(cosb) e, PP(cosh) en PP (cost)
- A=y AQR—1) cetT A -1

diverge au point §=o, converge pour 6>o0 et converge
uniformément dans lintervalle ¢S0<w (e>o0). La série de

®

M. L. Fejérz en. cos n i n’est que le cas particulier pour A »>o

1
de notre série (38).
Tout ce qui suit est basé sur les formules suivantes (2) :

(391) P (cos8)= OCED) (cose — cos0)i-X

(n2o0, A>o0).
1
=2
21-)(sin20)? [(n+21) [ Tcos[(n+N)w—An|dw
r2(\)T(n+1) g ° (cosb— cosw)r-)
(n20, X>o0).

.
s— A
21-)(sin20)? l‘(lz+2l)/‘00(;s[(ll+‘A)(o]dw
°

(392) PW(cosb) =

(') GrRoNWALL, Mathem. Annalen, t. T4, 1913, p. 230-233.
(?) LeTNIKOFF, Mathem. Zbornik (Moscou), t. 12, p. 24o.
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Ces formules généralisent les formules bien connues de Mehler
et se réduisent aux derniéres pour = ;l '
Désignons par C?2) ,, (8) la somme suivante :

P (cosf) 1 P (cosh)

) —— m+-2
C(n m(e) - 7; A‘,?,)‘G” n—1 A‘:');'_’)
e
+ 1P ,,,m 4(cosb) P”Al)Jr“(cos())
2AQKY AR
”H_”H(cm()) 1 P”H"H(cos())
L] 2 AR
1 PR (cosh) oy Py, (cos®)
=1 ARRIY no Ay

M. L. Fejér'a démontré que la somme trigonométrique corres-
J q g
pondante

cos(m —+1)h  cos(m + 2)0 cos(m + n)b
-+ R

Gyt (0) = lim Y, (6) =

nym n n—1 ’ I
cos(m—+n-+1)8 cos(m—+n-+2)9 __cos(m+12,)0

‘ - > —

k)N si £)0
sinm + O sin(m—+n—+4k)
et la somme analoguc (-———l— VA ERTE) restent
n—hk—+1 L k
k=1 A =1

toujours en valeur absolue plus petites que ©—-2. On en déduit
que 'on a aussi pour 0 <8< = quel que soit A

- +k+ A0
Ap,m(0)] = Z C—OS(—,?:H—I)
k=1
_ 2cus(n+r;zk+k+)\)0 < 2(m-2)
k=1
et
os[m—+ k+ A)0 —Axw
l nm(e){— |20 [ n—-k—‘—)l ]
k=1 '
_2cos[(;z+m+k(c+)\)0—)\n] <2 (nt2)

k=
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On prouve maintenant, en s’appuyant sur les formules (3y),
que l'on a ‘

nyM=0,1,2, 0., %
[CM, (0)]= 22+ (x+2) 0565w .

2>o0

Soit d’abord 9__; La formule (39,) nous donne, en posant

) . b

SIn — = . SIN —)

2 2

210 (sin®)1 -0 T (20) 8 | A, m(w)| do

o) =
Ch - (6)] T2(}) , (cosm —cos)fi-2

nym*

.0
a2 (ma2)C(ad) [ 2sm—211u

S T (sin@)-1T2(R) . b L1 /T
0 [25m2 ;(l—u-)J \/ l—uisinZ;
4im4-2)T(2k) fl»_ du
2T )) (cosg)u Jo (1=t

-Z

_2(m+2) 2(w--2)
'_-< 0):)\: 1 \2:
3 ()

- T . . Y :
Pour 62 - la formule (39,) nous fournit la méme conclusion

= ahH (T + 2).

[CM(8)] < 2(7+2) 2(m+2) oM (T 4 2) (0:E>

n,m ) 2 = L \2 o
sin - -
< l '—") <‘/0>

Revenons maintenant a la série ultrasphérique (38). Posons
2g,=H, —H,_, (rZ1) et groupons les termes de la série (38),
en prenant 2g, termes dans le r*™ groupe. Eu égard aux définitions
des nombres e, et des sommes C}', ,, (8), on voit quele 7" groupe
n’est que

1 A n=4gr .
F ng) 'n‘--t(e) ( ) )

m = H,_
donc la série (38) définit la fonction

(40) F(cosb) = 2 ri,cgj,,r_‘(o) .
r=1
Or |CH, (8) | << 2*! (m+2) et la série (40) converge absolu-

ment et uniformément dans (o, =). Par conséquent F™ (cosf)
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est continue dans tout intervalle (o, =). Pour calculer les coeffi-
cients de la série ultrasphérique (I) de F™* (cos ) nous pouvons
substituer dans les intégrales

n
f F® (cosg) P (cose) sinthg dy.

0

la série (40) a la fonction F* (cos ), puisqu’elle converge unifor-
mément; mais P (cos c‘o)-n’entre que dans le ™ groupe

. .. e T
¢t Pon obtient définitivement »\—*’ﬁ-‘ comme coefticient de P2 (cos 8)
“tn
dans le développement ultrasphérique (1) de F® (cos §).
On voit que (38) représente la série ultrasphérique de Fourier
de la fonction F® (cos §)

F (")(COSO) ~ Z €en P’:,ff:se )

n =}
<

Ce développement se réduit pour =0 a la série divergente ze,,

1
quoique la fonction développée F* (cosf) est eontinue partout
dans (o, =).

La série Een est sommable ((i; 8 > 0) avec la somme zéro
1

puisque la série Ee,, cos n§ est la série trigonométrique de
1
Fourier d’une fonction continue partout dans (— =, 4+ =) et qui
s’annule pour § = o.
On a aussi

1
Fb() = ¥ 5 Gy, (0) =0,

r=1 -

puisque C,, (o)=o. Soit maintenant § > o0. M. L. Fejér a
démontré que Von a pour : <{f|Sn quel que soit N
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d’ou I'on déduit I'inégalité
N
QY ] 1 .
2‘ epcos[(m—+n)0—2z]| < — (esbz=m).

m=n

A

En appliquant la formule (39,), on trouve que 'on a pourcSf<=
quel que soit N

N
. PY (cos0) < 8= 1 1 A(*<0’~'n)
m BY -_— c = - .
2 (20—1) e\ 2) 77 — ==
m=n A”l ¢ <Sill 2)2) Tn !

Or 1, — w0 avec 1 —» o et cette inégalité confirme la convergence

de la série (38) pour §> o0 et méme la convergence uniforme
pour eSO x.

§IV.

Envisageons la série (1) d’une fonction f(z) et supposons que le

produit (1 — z? )l‘:f(a:) est absolument intégrable dans P'inter-
valle (—1, +1). Nous allons démontrer que sous cette seule hypo-
thése la série(I) est sommable (C,)) en tout point intérieur z = cos¥,
0 < <=, on existe la valeur moyenne i—%f(a‘ —o0)+f(x+ o)
de la fonction développée, et qu’elle a pour somme cette valeur
moyenne.

On va voir que la série (I) est sommable (C, 3) déja pour

0<a=30<)\,

-~

A+0 -1
si le produit (1—22%) * f(x) est absolument intégrable dans

(—1, 1) pour 5 = &, >o.

Soientdonco < nZfsn—n mete < 2 Lamoyenne arithmé-
tique d’ordre 3 — f@ (cos 8) — de la série (1) au point z = cos
s'exprime par l'intégrale suivante :

™
fi9(cost) = f F(cosg) SB(0, ¢) sinhg de
0

3 0—e¢, 04+ey T—c AT
=f +f '+f + —+
0 3 0z, [/

+ €& T—E
=3V P AP Y Y.
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Désignons une quantité positive, aussi petite qu’on veut mais
lixe, par 2. En choisissant ¢, sufﬁsamment petit, nous avons sous
la supposition de I'existence de - Sif(2—0)+ f(z+ 0)

| f(coso) —-./'(x-—o}|<oik- (r=-cosh, 0 2 0<b+e),
[f(cos,s)-—f(.c—%—u)|<6,—% (x = cos, 0-—5.5_? ),
ot R estla borne supérieure de toutes les majorantes R%» (cos 6)
pour nS6Sw—+v,8>0eln=o,1,2,...0, dont 'existence fut

établie au paragraphe II.
On voit que I'on a

O4-¢,
‘f f(cosp)SLEM (8, ®) sinro de —-f(x—o)f ‘°)'(0 %) sin?* ¢ dg

2 RS M (cosh)

8 %) in?
GI{f | SUA(0,)]sin*odo = R 6

ainsi que

[] ]
‘ /;_ Slcosy) sz-‘“} (8, ¢) sin?* ¢ dp—f(z+0) S ®,2) sin?g d:p' <=

6—¢,
Or
Oxe, .
f S13,%1(8, ¢) sin? ¢ dp = 5 “+o(1) (820),
(]
comme I'a montré Darboux (') pour ¢ = o, d’ou on le conclut «
fortiori pour 8 > o. Donc

flz—o)+ flx+o0)

S(cosg) SEM (0, ) sinthg do — -

\ V0+¢,

) —c

=1

< g + | f(z —o0)+ f(x+o0)|o(1),

c’est-a-dire

(41) flxz—o0)+ f(x+o0)

2

3P — <3+o() (@3>0

Dans les intégrales 3@ et &) on a

[0 —¢|2e, MS0Em—7n et

A
-6

HA
b
>

@

(') Journal de Liouville, 3¢ série, t. IV, 1878, p. 385.
LI. 9
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donc, en appliquant I'inégalit¢ (26) pour 0 << 3<1, on obtient

Cos T 4+ I
(n+1)8 { (sinz)2hed+l ~ (sine)r+1

Lt
xf If(cos'.;)]sin""(pdq;<—-—-—6=0(|),
o .

€1
(n—=+1)

32+ a0 <

puisque le produit | f(cos?) | sint’s est supposé intégrable
dans (0, ). On a la méme inégalité pour & >>1 a fortiori et par
conséquent

(42) AP+ =0(1)  (8>o0).
Dans les intégrales 3% et 7% nous appliquons I'inégalité (34) :

f(cose)|sint o do
(0 — )i+

(3.

]".’(u”|<c,3(n+l)).--6f |
)

2

. f . .
Mais h — o271, —e¢ >1,— *=d et il vient
v="1 ~— N 2 2

[P ] < ep(n—4+1)r [ | f(cosg)|(sine)h doy.
0
De méme inégalité (31) nous fournit

~T

M) < Cya(n 4 1)—8 Cf(cose) | (sine)t de (8. N).
i : ; 7 )

T3

Grace a Pintégrabilité supposée du produit | /' (eos o) | (sing)*
o] o v/ 3
dans (o, w) les scconds membres de ces inégalités peuvent étre

. - . 3 « . .
[‘(",ll(llls pour 3 = A I)lllS I)Cl.lls (lll(,‘ ; cun (‘h()lb’lSS(llll z ASSCZ I)(“,lll,

. ( 4 5 ! a a
(43) Mg [A 1< = (6=0>).

6
En additionnant (41), (42) et (43), on obtient

',—:Z—H»(x) (8=1DM),
)

lfm(o)— fr— 0)—!—‘/'1'.1-+0)| _ 2

d’ot, pour n2N=N (7, ¢, ¢,) = N (2),
|f,s"'-"<0 )—

Jr—o0)+ flx—+o0 l -
” <z,
c’est-a-dire

lim f;})(ﬂ):f(’*“)f—f(-"-f—“) (-’f=cusﬂ).

2 o=\
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On voit que la sommabilité (G, %) de la série (1) est la consé-
quence de la seule hypothése d’intégrabilité absolue du produit

(1 — a? ) ’j(.t) dans (—1, + 1), étant donnée Dexistence au
point considéré z (—1 <<z <+ 1) de la valeur moyenne

S f@—o) -+ f@+o){-

: ot
Supposons maintenant que non seulement (1 — 22)* f (z),
N —l

mais déja (1—=z2) ¥ f(z), ou >0 est fixe et plus petit
que X, 3 <<Ah, est absolument intégrable dans (—1, -+1), c’est-a-
-dire que l'intégrale

1‘ N
[ 1/ (eosg)|(singp+tde (o< <h)
<o

M ™
existe. On a pour n suffisamment grand —— < 2¢ et
n1

N“:f f(cosg)Sid, )‘(O,cp)(smw)*i\dw—f f =4,
1=
)

A P'aide de I'inégalité (34) on obtient

1
2

n+1
i1 < ey [ [n+1)singPd| f(cose) | (singp+d do
<o
1

, - )\_a n—+1 . L. )
< (5)7 [ 1S (cosy) i (singiivt as,
0

wld

. . < <T s . 1y _
puisque (2 +1) sing¢S(n—+41) ¢S et A—3 >0.. Quant al'inté
grale i nous avons, en nous appuyant sur I'inégalité (25),

Cha (sino)2h Cya(sing)a+d
22 ; 23 ?
n—+1 [(n+1)sing )8

€
|i;,a>1<[ | f(cosg))

vy

L

0l

¢y, (sing)+d )
[(n+1)sinp] 3+ { g

</ |f(005?)|0(sin7~+3'-?)dc?

n+i 2
€

<C£3[ If(costp)[(sing?))\+5d?'
. 1 T

n+l 2
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puisque A _> G et 8 > 0. On voit maintenant quel'on a

€
R NEAE SRS Cu/ | fcosg)|(sing )8 dg.

0

Le méme raisonnement nous donne aussi
T -
| AR | < c;;.;f | f(coss) | (sing) *+b do.
m—<

En choisissant : suftisamment petit, on obtient pour un certain 523,
r4+-8—1

—_—

tel que le produit (1 —z2) *  f(x) est absclument intégrable
dans (—1, + 1)

@ o
[BT<g et |3 <g:

Eu-égard a (41) et a (42) il vient pour nZN =N (=)

20 -
< 3 +o(1) <2

'\). '—/(‘T”—O)*—f(-l—r—o)
Sio0h) 2

¢'est-a-dire

lim f;;a’(‘0)=f(I_()‘)+j(j+0) (0<O<A)’

2 x = cosh

sous la seule hypothése d’intégrabilité absolue du produit

dans l'intervalle (—1, 41).
Silafonction J(x),quiestabsolumentintégrabledans (e —1,1—¢)
quel que soil ¢ >> o0, devient infinie en points frontiéres x = =1
h+8 =1
d’ordres v, et vy, le produit (1— z2) * | f(«x)| n'est intégrable
dans (— 1, 41) que pour 3 >> 2y — (A~ 1), ou y désigne le plus
grand de deux nombres v, et v,, etla série ultrasphérique (I) de f(x)
n’est en ce cas sommable (C, 629) que pour & >2y — (% +1).
On le prouve sur I'exemple particulier suivant. Supposons
que f(x), étant absolument intégrable dans l'intervalle (e —1,
1—e),apour 1 Z|z|21—z (s> 0) la forme

S(x)=(1—at)Ve(a) (Y>§,x—a;!z1;:>,
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oty > %et ou la fonction ¢ (x) est définie ainsi :
) )
o(x) =2A4-(| — 22 (1 — z?)e+l (),
)

la fonction ¢ (x) étant bornée et e — E(Y)' Le cas YE% est exclu

A+3—1

puisque dans ce cas le produit (1— 2?)” * | f(x)| est intégrable
dans (—1, 1) pour chaque valeur positive de 5 et la série (1)
de f(z) est sommable (C, 3) pour chaque 3>o0. On voit que
notre théoréme fournit pour & la plus petite valeur possible, a
savoir '3>2y—— (A+1). Revenons a l'exemple cité et sup-
posons v > =.
' 2

La moyenne jf,a) (x) d’ordre & s’exprime ainsi :
1—¢ 1

-
(R Vet of1—e
= 3, + 3, + 3

5 +1 - . €1
rrn=fa—y) T sive ar= [+ [

1

(7 = cosh, y = cosp).
On a déduit plus haut pour chaque 8 > o0 et |z|S1 —¢ le résultat

lim 3=~ f(z—o0)+f(x+0)! (>0, |2]|S1—¢)

n=ow

1
2
et pour démontrer que la série (1) de f(x) n’est pas som mable (G, 8)
pour 3 2y— (% +1) il suffit de prouver que la somme 3, 43, ne
tend pas vers la limite déterminée, quand n—>x, si 3 S ay — (A+1).
On a pour |z |21 —¢

f(=) =2Ak(l—z’)k"y+ w(z)=E(z)+w(zr),

k=0

ou la fonction w (x) est bornée, et

¢ €1 1 1
A—mh— N
.s',,+5¢;=2.A,c[ -l—[ (1—p2) "2 TV 8308, o) dy
) vy Ji—g

. fH+ [ w(y) SEX (8, o) dy
—1 H
e

1

(1—y2)?

-

= S A ()

[
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Le produit | (cos ¢)|sin** %o est intégrable dans (o, =) et, en
choisissant convenablement < et N, on peut diminuer autant qu’on
veut la valeur absolue de I'intégrale ;' (z) pour n2ZN; c’est-a-
dire j™ () = o(1). Pour obtenir la formule approximative pour
J% (x) nous écrivons cette intégrale ainsi :

A S N B Y e

r4-€

La fonction (1— z*)*~7 est continue dans (e —1, 1—z) et par
conséquent on a pour chaque & >0

lim &= limiz=0 et lim = (1— 2y (8§ >0),

n=o n—aw n=auw

ce qui nous fournit la formule

+1 3N
3y A= / SE2LARCLIL S ORI

1

=y
0z )—2 Ar(1 —22) Y et P—E(‘Y) L’intégrale dans le

second membre n’est que la moyenne arithmétique d’ordre ¢ de
la série ultrasphérique (1) de la fonction £ ()

(44) | E(x)~ZEn PY(z).
' 0

On voit par conséquent que la somme 3; + 3, tend pour n »o0
vers la limite zéro, si la série (44) est sommable (C, ) et tout
revient 3 démontrer que la série (44) n’est pas sommable (C, 3)
pour 3< 2y — (A+1). Or la condition nécessaire de la somma-

bilité (C, ¢) d’une série }_‘ u, s’exprime ainsi
0
lim 22 =
n=w no
et notre proposition sera établie, si nous démontrons que la
condition .

lim En u)‘x)
n=o na'

(—1<z <)

n’est remplie que pour ¢ > 2v — (k-4 1).
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On a d’abord

. +1 ()) B ’
-;,n=——-———r<h) - (n-1'—7.) l f E(.Z‘)P (iv) dw
r(i\r (l 4+ AT S
2] \2 (1—a?)
el puis
=1 Am
2A Veos | (n+N)8 — — %
Py &) = 2 + wy'(8) (x =cosB)
" (2sin6) (sin®)+1(n41)2-} ’

donc il suffit d’établir que
+1 ) ¢
(",) Iim (,,.,.,)n—l»& e(_x)__l)"'_(z;)ﬂ =0

—w 1
n= Jy

(1—at)
n’a lieu que pour 6 > 2v — (A= 1). En posant

P () dx
_—

v(“’_—_
" J_ a+ion
(1—at)
on a
+1 "
§(z) Py (z)dx ‘(x)dw k=)
/:1 ‘ EA ol
(1— zz)- k=0

et il s’agit d’éxprimer v{¥’ par la formule approximative.
Formons la fonction génératrice V, (z) de la suite ¢, ¢{*), ...,

v
o'®) S‘ >N dt
Vyis )-—2 ’”—/ I,,(T)Z” —— a”g-!-\/.
(1—az2) *
f dz
a+;—-).
(1—2xz4+2) (1—2x2) 3
On a
5 C Lo f1—ax \"
(l—'z:tz-f-z‘l)—'-_—..(1——1.)—’7\2,&‘”*““(—2 1) ,
n=0
o 7T =— ——A——#, donc
(r—23z)2
\Y% (z)_(l—z—2).§‘A(7\——Illt>” [H (1—z)dx
R Tt (, J a+i
n=0 (l—.l") 2

r<l>r<l+x—1) F<A, )«+1——a,2)\+|—ga, 1:)
_ \a2 2 2

- T(A+1—2) (1—35)™ ’
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ou F est le signe de la fonction hypergéométrique. En appliquant
pour 1>ila méthode de Darboux,; nous observons que les pro-
priétés les plus élémentaires de la fonction hypergéométrique

nous permettent d’écrire

I

\ \
I‘(—)l‘(1 +l—z) F()\—y—l-—az,)\—kl——z, -_).).-1"—1—2:,':)
2/ \2 2

Va(3) =

r(x+1—a) (1 — 3)F1-2a( 4 g a1
l‘(l>l‘(l+ - a) F(l+1—2a, A+t —a o h 1 —aa, — )
o \2 \ 2 N 2 T—i/
- (A +1—a) (1 — z)h+1-2a (y — z)ta-1
T 43 o e T §
Or_h_[_(—l_*_—z)—l-donc T=1 pour 3= —1 el —— =1 pour
= +1 d’un coté et de Pautre coté
F<A+l—aa,)\+-;-—-a, 22X +1—2a, l)
existe pour « >i et elle est égale a
I‘(:).)\—.L—l——-zaz)l‘(az—— l))
I‘(l)l‘()\+-l-——-u)
2
On voit que V4 () n’a que deux points singuliers 3 = — 1 (s =1),
= +1(v=o ) et y devient infinie d'ordre 20— 1. Selon la

methode de Darboux nous devons développer c¢n série de Taylor
la fonction auxiliaire

A B

D(z)= (1 + 3)r—t + (1— 3)%e~t ’

ouA__llm{(l+z)’“ LVa(z)]et B—llmj(l-——-z)“‘ - V (3)}.

On calcule alsément que I'on a

r(\)r (X—o—i——u)

A=B= ST =)

F()\—i—l—-—ﬁd, )\+i-—a, 2)\-3-1——21,:)

et le premier terme de la formule approximative cherchée est
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fourni par le coefficient de 3" dans la séric de Taylor de D (5) :

F(n+2a—1)
I'2a—1n)r(n+1)!

“r 1
(=) et (\)\«l—;-—a)
2 I'(a)

o= A1+ (—1)7] 1-+o0(1)

(n+l)'“_’=l+0(l): (a>£):

-+1

d’out la formule cherchée ‘pourf (—=z 2)~A’:?,E (z) PP (z) dz :

1
+1 \) . ,Ao ' (A+ -
E(z) P (z)de 1+ (—1)n ( 2 2y—ai
/; ” = ” G=iT(y) (n+1)% 1;|+o(|):

1 (l_xﬂ)%

(r>3)

. I
et e =
nfin pour v> 5

+1 () R
(n 1) ;\_5/‘ E(z) Py (;Z‘){Lv _ |+(' l)u(ﬂ_hl)gy—)\-& 1 Cago(1)).
Yt (G-t " 2 ‘

Donc (43) ne peut av.().ir licu-que pour 6 > 2y — (A1), ce qui
démontre notre proposition.

On voit que les points Srontiéres x = %=1 nWinfluent pas sur
la sommabilité (C, 5 >0) de la série(l) a l’m!el ieur de Uinter-

leul m/l uence

+1
valle (1 —, +1), si v< —— mais pour v>

détruit la sommabilité (C, 8 <2y —h — l)pal tout a Uintérieur
de Uintervalle (— 1, + 1) et I'on ne peut pas par conséquent dimi-

nuer la puissance 8—-%_—1 du binome 1 — z* dans I'énoncé du
théoréme démontré concernant la sommabilité (G,3<%) de'la
série (1) pour |z | < 1, a savoir :

Tutoniue. — La série (I) est sommable (C,3 > o) avec la valeur
moyenne i :f(z' — o)+ f(x + o) pour somme en tout point

intérieur z, oi existe cette valeur moyenne, si le produit
S+A—1
(1—2z3) * f(x) est absolument intégruble dans Uintervalle

(—1,4+1).

Le développement (I) d’une fonction continue partout dans (—1,
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—+ 1) est sommable (G, 3) vers la valeur dela fonction développée
pour chaque ¢ > o partout a 'intérieur de (—1,+1), la somma-
bilité étant uniforme dans U'intervalle (¢ — 1, 1 —¢), (¢ > 0).

. , . ~
On sait que la senez u, sommable (C, 8) avec la somme s
1
jouit de la propriété suivante :

lim 2 upzt=s= lim s‘,f‘).
Z=1—0 n=ow
0
En appliquant ce théoréme a la série ultrasphérique (1) et en s’ap-
puyant sur la formule (4) de M. Kampé de Fériet, on déduit le
corollaire suivant :

CorroLatre. — E'n tout point intérieur x, on existe la valeur
moyenne de la fonction f(x)= f(cosb), on a, en posant
43sin0 sing
1—23cos(8 + o)+ 32 ’

T +1) . [TFQ 1.}, 94, 1) fleoss )sinzhodo
: — - (1—37) A [1—23cos(0+ o) + z2[A+1 :

=

=-§:f(x—o)+f(x+o)§,

: L
pourvu que le produit (1 — :c*)L L |f(z)] soit intégrable dans
Uintervalle (—1, +1).

Vu que -
r < — 4 U +3?
lim 1 ”\—:l) \_l:()\+]’)\’2A’T)=;I;: 1 : 1:=: ':::r(:j((ﬂji;—'-z_‘l’
l=01,<_>1‘(_+)‘) ) - E Q)=
2/ \2

le passage a la limite ponr A-» o dans la formule (46) nous fournit
I'intégrale de Poisson : '

| f(z—o0)+f(z+o0)|

r=t1—0 2T

l——rﬂf‘" f(coso)ds _
°

]
1—a2rcos(6—¢)+72 2

(= cosb).

On voit que (46) généralise I'intégrale de Poisson et la lie a I'inté-
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grale analogue, qu’on déduit de (46) pour k= i :

lim l—-ri./'" IE(\/-?)./'(cns?)simpd?
r=t-0 T J, [t—a2rcos(d—cg)+r}y/i—arcos(0+¢)+r?
=t —o+ferol (A=t (z=cosn)

et ot E (/) désigne l'intégrale clliptique de second espéce

T

3 . o
£(y/7)= f /i Tt dy [:= frsin0sing ]
0

1—2rcos(0+¢) -+ r

Remarquons pour conclure (ue les moyennes /{* () de la série (T)
d’une fonction bornée pour ¢22)—+1 sont toujours comprises
entre les bornes inférieure et supérieure de la fonction déve-
loppée f () dans I'intervalle ( — 1, +1).

Soit donc pour —1Sx <+

msf(ar)< M (—r-xZ+1).

En s’appuyant sur (36) on en déduit pour &2 2k +1

= n
m [ SR, o)sintre dy SfP () S ,\If S8R (H, ©)sinhe do
0 . o0

(x = cosH),

d’ou découlent les inégalités a démontrer :

mIf@(xr)iM (—1<eS41,8Z9k+1).



