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SUR LES ELEMENTS SINGULIERS D'UN SYSTEME
DE DEUX EQUATIONS DE PFAFF;

Pir M. E. Goursar.

Dans un Mémoire Sur le probléme de Bdcklund et les sys-
témes de deux équations de Pfaff (*), jai étudié en détail les

(?) Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. X, 1918, p. 1-109.
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éléments singuliers d’'un systéme de deux équations de Pfaff a six
variables, et montré comment cette étude se liait de la facon la
plus naturelle au probléme de Bicklund. Javais indiqué rapi-
dement a la fin du Mémoire comment la méthode pouvait étre
étendue aux systémes de deux équations de Pfaff & un nombre
quelconque de variables. Je me propose d’exposer ici quelques
résultats plus précis. Ces résultats sont évidemment trés parti~
caliers; s’ils ne sont pas absolument dépourvus d’intérét, c’est
parce qu’ils se rattachent a une question générale et importante
encore bien peu étudiée, le role des éléments singuliers dans un
systéme de Pfaff.

1. Considérons un systéme S de deux équations de Pfaff a
n variables, n’admettant pas d’élément caractéristique,
1) ‘ = ay dzxy—+...+a,dz, = o,
| vo=bydery+...+ bpdx, =0;
nous supposerons en outre que ce systéme n’admet pas de com-
binaison intégrable, et que le nombre n est supérieur a cinq (').
Tout élément linéaire intégral du systéme (dz,, dz», ..., dz,)
est en involution avec une infinité d’autres éléments linéaires
intégraux (8z,, 8z, .. -y 8n), qui doivent satisfaire aux quatre
équations

(2) w(d)=o, w,(8) = o, o'y (d, ¢) =o, wh(d, 8) =o.

Le systéme (1) étant de caractére deux, ces quatre équations
sont distinctes, si I’élément linéaire intégral (dz;) est quelconque.
Elles ne peuvent se réduire aux deux premiéres équations puisque
le systéme (1) n’admet pas, par hypothése, d’éléments caractéris-
tiques. Mais il peut se faire que, pour cerlains éléments linéaires
intégraux (dz;), ces quatre équations se réduisent a trois. Nous
appellerons éléments singuliers du systéme S les éléments
linéaires intégraux (dz;) de ce systéme tels que les quatre équa-
tions (2) qui déterminent les éléments (6, 8z,, ..., 82,) en

(') Les systémes de deux équations de Pfaff a cinq variables ont été étudiés
en détail dans un important Mémoire de M. Cartan (Annales de I’Ecole Nor-
male supérieure, 3¢ série, t. XXVII, 1910, p. 109-192).
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involution ‘avec I'élément (dz;) se réduisent a trois équations
linéairement distinctes.

D’aprés cela, un élément (dz;) sera un élément singulier si I'on
peut trouver des coefficients A, u, v, o indépendants des oz;,. tels
que P'on ait identiquement, quels que soient 8z, ..., 0Z,,

(3) Aol (d, ) + pw)y (d, 3) -+ v (8) + pwy(3) = o,
et cette condition équivaut a 7 relations distinctes

Aay+ pby)de+ ...+ XM(aim—+ pbin) dry+vai+pbi=o0

dai dak

) ai,ﬁ:m—ﬁi (=112 ...
b — ab; dby
ik = %‘/: - -();i

L’¢lément (dz;) doit en outre satisfaire aux deux équations (1)
et, en éliminant les n + 2 indéterminées dx,, dz,, ..., dz,, v, p
entre les n + 2 équations linéaires et homogénes (1) et (4), on
est conduit a la condition

)\a“ —I—IJ.[)“ 7\an'+11b,, e )\ll]n—l—{.lb“, ay bl

)\a“ -+ P-bzl )\agg -+ ]J.b,g e )\ag,, -+ }lbz,; Qs bg
G) A= Aapt+ pbny- A@ps+ pbua ... Aann+ pbun g by =
— a, — ay e —a, o
— b, — b, — b, o o

Si le rapport % satisfait a cette condition, les 7+ 2 équations (1)

et (4) sont compatibles en dz;, v, p, et I'on obtient des éléments
linéaires intégraux (dz;), tels que I'on ait identiquement

(6) (A= pog) =0 (mod wy, wy),

de sorte que ces éléments linéaires (dz;) sont en involution avec
tout autre élément linéaire intégral (8z;) du systéme (1), rela-
tivement a ’équation
Awy+ pwy=o0

de ce systéme.

Le déterminant A(A, 1) est un déterminant symétrique gauche
et les résultats de la discussion sont tout différents suivant la
parité de la classe du systéme (1).
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1° Supposons n pair et égal & 2p—+2. Le déterminant A(), 1) est
un déterminant symétrique gauche d’ordre pair et de degré 2p
en A, i; on a donc

(7) A()‘y P')=[F()‘> )12,

F(), p) étant un polynome homogeéne de degré p en 2, p. Ily a
donc en général p systémes distincts d’éléments singuliers, corres-
pondant aux p racines de I'équation

(S) F()‘7 l"')=°

A \ . ; .
en —- A chaque systéme de solutions (A, ) de cette équation cor-

respond une équation )\(o,—i—y.w.,: o du systéme (1), que nous
appellerons une équation singuliére de ce systéme. A chaque
équation singuliére correspond une famille d’éléments singu-
liers (dz;) qui sont en involution avec tous les éléments linéaires
intégraux de (1) relativement a 'équation Aw, + pw, = o.

Ainsi, lorsque la classe est un nombre pair 2p+2,ily a
en genéral p familles distinctes d’éléments singuliers, et
P équations singuliéres.

2" Lorsque la classe du systéme (1) est un nombre impair
2p +1, les conclusions sont toutes différentes. Le déterminant
symétrique gauche A (A, ) d’ordre impair est identiquement nul,
et les n + 2 équations (1) et (4) sont toujours compatibles, et se
réduisent en général a n 41 équations linéairement distinctes.
A toute équation W, + pwy=o0 du systéme (1) correspond
donc en général un élément linéaire intégral singulier, qui est
en involution avec tous les autres éléments linéaires intégraux,
relativement a cette équation.

2. Ces. conclusions ne s’appliquent qu’aux systémes les plus
généraux de deux équations de Pfaff a n variables. Pour étudier
les divers cas particuliers qui peuvent se présenter,. on doit tenir
compte du degré d’indétermination du systéme formé par les
équations (1) et (4), lorsque le déterminant A(A, 1) est nul. D’une
facon générale, si tous les mineurs de A(%, u) a n—+ 2 — £ lignes
sont nuls, sans que tous les mineurs a n + 2 — k — 1 lignes soient
nuls (kZ0) pour un systéme de valeurs de A et de y, les équa-
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tions (i) et (4) se réduisent & n + 2 — k — 1 équations distinctes.
Les valeurs de dz,, .:., dz, dépendent linéairement de &+ ¥
paramétres arbitraires. Comme un élément (dz,, ..., dz,) ne

d
singuliers qui sont en involution avec tous les éléments linéaires.
intégraux du systéme (1), relativement a 'équation hw, - pow,, ok
X et w satisfont a la condition (7), dépendent de A paramétres ou
forment une multiplicité linéaire d’éléments a & dimensions. Nous.
dirons que le nombre £ est le rang de I’équation

dépend en réalité que des rapports —, on voit que les éléments.
. L

lwg + uwe = o,

et que cette équation est singuliére si son rang k est positif; il
résulte de cette définition qu'a une équation singuliére de
rang k correspondent ok éléments singuliers.

Sirn est égal a 2p + 2, le nombre k est un nombre impair, car
le premier mineur de A qui n’est pas nul est d’ordre pair. D’aprés
ce que nous avons dit tout & I’heure, il y a en général p équations.
singuliéres de rang un.

Au contraire, si n est égala 2p—+1, il n’y a pas en général
d’équation singuliére, puisque tousles mineurs du premier ordre
de A devraient étre nuls pour un méme systéme de valeurs des
indéterminées X, p.. Une équation du systéme (1) est en général
de rang zéro, mais une équation singuliére, s’il en existe, est
nécessairement de rang pair.

3. Soit @ = o0 une équation de classe 2m + 1 du systéme S
(2m +15n),
qui peut s’écrire sous forme canonique
(9)' QA=P, dzy~+...+ P, dr,,—ds =o,
et soit
(10) ©y=Xydz,+...+X,,dz,,+Pidp1+ ...+ Pupdpn+Q=o0

une autre équation du systéme, distincte de la premiére, Q» ne
renfermant aucune des différentielles

dZ, d.l‘l, ooy d.Z‘,,,. d[)], e 'd/)m.
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Pour qu'un élément intégral du systéme S soit en involution avec

tous les autres éléments linéaires intégraux de ce systéme, rela-
tivement & Q = o, il faut que la relation

m

(11) .z'=2 (d; 8pi — dp; dzr) = o
1

soit vérifiée par tous les éléments 8z;, op; qui satisfont a la rela-
tion Q, (¢) = o.

Nous supposcrons d’abord que le systéme S est de classe im-
paire 2p + 1; dans ce cas on a forcément m<p. 1l peut se pré-
senter deux cas : Si la forme Q, disparait, c’est-a-dire si Q, ne
contient que les différentielles des 2m variables z;, pi, I'équa-
tion Q'=o sera une conséquence de I'équation Q,(3)=o0 si
l'on a
(12) dps _ dps

dps ]

. de —
xm Pi

dz
[) m

X, X,

et ces 2m — 1 relations, jointes a 'équation Q = o, déterminent
une famille d’éléments linéaires singuliers définis par 2 m relations
entre les 2 p + 1 différentielles.

Le cas général ou m=p est évidemment compris dans I'hy-
pothése que nous venons d’examiner, ce qui confirme le résultat
déja signalé. A toute équation du systéme S, et de méme classe
2p + 1 que le systéme lui-méme, correspond un élément intégral
singulier, qui est en involution avec tout autre élément intégral
relativement a cette équation.

Si I’équation (10) renferme des différentielles autres que

({1‘17 ey ({.I’,,,' dPh ceey dPlllv

c’est-a-dire si la forme Q, n’est pas nulle, on a forcément m << p,
et la relation Q'= o0 ne peut étre vérifiée par tous les éléments
linéaires intégraux (8z;) qui vérifient 'équation Q,(3) =0, que
si ’on a a la fois
(13) dry=o0, ..., de,=o0, dpy=o0, ..., dpm=o0,

les éléments singuliers devraient en outre vérifier les deux équa-
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tions ds = o, Q,= o, ce qui fait en tout un systéme de

2m—+252p
relations.

En définitive, a toute équation d’un systéme S de classe impaire
2p + 1 correspondent toujours des éléments singuliers définis
par un systéme de 2g¢ relations, le nombre ¢ étant au plus égal
a p. Mais, pour une valeur du nombre ¢, il peut se présenter deux
cas bien distincts. Les éléments singuliers qui correspondent a
une équation Q=o étant définis par un systéme de 2q relations,
cette équation peuat étre de classe 2¢ + 1, ou de classe 2g — 1. Si
Péquation Q = o est de classe 2+ 1, tous les éléments caracté-
ristiques de cette équation appartiennent au systéme de Pfaff
proposé. Si I'équation Q = o est de classe 2¢ — 1, les éléments
caractéristiques de cette équation n’annulent pas la seconde
équation du systéme, et les équations de définition des éléments
singuliers correspondants admettent 2¢ — 1 combinaisons inté-
grables. ‘

Les équations du systéme S auxquelles ne correspondent qu'un
seul élément singulier peuvent étre de deux espéces. Sil'équation
est de classe 2m + 1, et que I'élément singulier correspondant
soit défini par 2m relations, on doit avoir m =p, ¢’est le cas
général d'une équation du systéme dont la classe est égale a celle
du systéme. Mais il peut aussi arriver que les éléments singuliers
correspondant a une équation de classe 2m - 1 soient définis par
2m —+ 2 équations; pour qu’il n’y ait qu’'un élément singulier de
cette espéce, 1l faut donc que 'on ait 2m—+2=2p, ou m=p—1,
et I'équation @ = o est de classe 2p — 1. On sait qu’un systéme
de Pfaff de deux équations et de classe 2p 1 admet toujours une
infinité d’équations de classe 2p —1 ('). Une équation de cette
espéce sera en général de rang zéro, si ces éléments caractéris-
tiques ne sont pas des éléments intégraux du systéme.

En définitive, une équation Q = o appartenant a un systéme de
deux équations de Pfaff de classe 2p + 1 ne peut étre une équa-
tion singuliére de ce systéme que si elle est de classe inférieure
~a2p—+1, et, sielle est de classe 2p — 1, ses éléments caractéris-

(1) Sur le probleme dc Backlund (loc. cit., p. 109).
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tiques doivent-gtre des éléments intégraux du systéme. Toute
équation du systéme de classe 2m —+ 1 inférieure a 2p — 1 est une
équation singuliére du systéme, et les éléments singuliers corres-
pondants sont définis par un systéme de 2m ou de 2m + 2 équa-
tions. Le rang & de cette équation est donc égala 2 (p—m) ou a

2(p—m—1).

On peut toujours reconnaitre, par des calculs algébriques, siun
systéeme de classe 2p -1 admet une équation singuliére de rang
k > o. Il suffit, comme on I'a vu au n° 2, qu’il existe un systéme
de valeurs pour A, w, annulant tous les mineurs de A(}, n) a
2p + 3 — k lignes, sans que tous les mineurs a 2 p + 2 — klignes
soient nuls. La classe de cette équation est alors égale a 2p+1—4£,
ou & 2p —1—A, suivant que les éléments caractéristiques de
I’équation sont des éléments intégraux du systéme, ou non.

Supposons en second lieu que le systéme S est de classe paire
2p + 2. Si une équation @ = o de classe 2m -1 appartient a ce
systéme, on a forcément m < p. Si m = p, cette équation ne peut
étre singuliére que si ces éléments caractéristiques sont des élé-
ments intégraux du systéme, et le i‘ang est égal a un. Si m est
inférieur a p, I'équation est toujours une équation singuliére, et
les ¢léments singuliers correspondants sont définis par un systéme
de 2m ou de 2m + 2 relations. Le rang & de I'équation est donc
2p—2a2m—+10u2p—2a2m—i, et inversement, toute équation
singuliére de rang k est de classe 2 p + 2 —k ou de classe 2p—k,
suivant que ses éléments caractéristiques sont ou non des élé-
ments intégraux du systéme.

4. Un systéme de Pfaff de classe impaire n’admet donc pas
d’une fagon normale d’équations singuliéres, mais I'existence de
telles équations permet en général de simplifier le probléme de
I'intégration. Considérons par exemple un systéme de classe 7. Tl
existe une infinité d’équations de ce systéme de classe 5; on peut
donc ramener d’une infinité de maniéres ce systéme a la forme

(14) wy=ds—pdr—qdy =o, wy= o0,

la seconde équation w,= o0 contenant d’autres différentielles que
dz, dy, dp, dq, si équation w,= o0 n’est pas une équation
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singuliére. On peut évidemment ramener cette équation a la
" forme

(15) we=Pdp+Qdqg+Xdor+Ydy+Fdv=o,

X, Y, P, Q, F étant des fonctions de z, y, 3, p, q, et de deux,
autres variables u et ¢.- On satisfait a la premiére équation en
posant

aJ )
z:f(x,y), P=_d_'_f.1," =;}'§-,

f(z, y) étant une fonction arbitraire de z et de y. En remplacant
3, P, ¢, dp, dq par leurs expressions dans la seconde équation

wy=o0, et en égalant a zéro les coefficients de dx et de dy, on
obtient les deux relations

o f af v
(1
a2f nf do
(P—_d.t()y+ 5}7 +Y+F(T}-’—O,

Pélimination de u conduira a une équation aux dérivées partielles
du premier ordre pour déterminer ¢. Conformément a la théorie
générale, le systéme est de genre deux, car il admet des intégrales
A deux dimensions.

La fonction F n’est pas nulle, si I’équation v, == o n’est pas une
équation singuliére, ce qui est le cas général. Mais si 'équation
w, = 0 est une équation singuliére, on a F = o, et les deux équa-
tions (16) donnent u et ¢ explicitement. Tout systéme S de deux
¢quations de Pfaff, de classe 7, est donc intégrable explicite-
ment s'il admet une équation singuliére de classe 5.

Il en est de méme s’il admet une équation singuli¢re de classe
trois. Le systéme est alors réductible a la forme

wy=dz —pdzr =o,

wy=Xdr+Ydy+Pdp+Qdg+Udu+Vdv=o,

N, Y, P,Q, U, V étant des fonctions des sept variables z, y, s,
P1 ¢y u, v. La forme de Pfaff Ydy + Q.dg+ Udu + Vdy, ou
Pon considére z, 3, p comme constants, peut a son tour étre
ramenée a une forme canonique, et le systéme S s’écrira, apres
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<cette réduction,
{ wy=ds—pdr=o,

(17 | we=Xdr+Pdp+Udu+Vdy,

P, U, V étant des fonctions des sept variables z, y, z, p, ¢, u, .
‘On satisfait a la premiére équation en posant 5 = f(z), p=f'(z),
et la seconde équation devient

[X+Pf"(z)]der+Udu~+ Vdo=o;

«c’est une équation de Pfaff a cinq variables z, y, ¢, u, ¢, ramenée
a une forme canonique. On trouvera donc toutes les intégrales par
des formules explicites, par exemple, en posant

oF oF
(18 =F X +— Pf" =—— Y — j—— —_—
(18) v (z, u), () de, U Vdu

D’une fagcon générale, soit

m

(19) m,:d:—Zp,-d.ci:n

i=1
une équation singuliére de classe 2m —+1 d’un systéme de Pfaff
de classe 2p +1(m < p). Le systéme se compose de l'équation
w,=o0, et d’une autre équation w,=o0, ou l'on peut supposer
que dz ne figure pas. Si dans cette équation w,; = 0, on fait

z=0C, ri=0C, pi=0C, dz =o, dr;=o, dp;=o,
elle se réduit 4 une équation de classe 2r —1, que l'on peut
ramener a une forme réduite ou ne figurent que r différentielles.

La seconde équation w, = o peut donc toujours étre ramenée a la
forme

(20) wiy= X;dri+...+ X, dr,
+Pidpi+...+Pudpy+duy+ e dug+...+ v, du,_ = o,
les variables s, z;, px, u;, vx formant un systéme de
am—+1—+2r—I
variables distinctes. Comme le systéme S est de classe 2p—4-1, la

somme 2m—-2r ne peut étre supérieure a 2p -1, et par suite,
on a

(21) m—+rip.
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On peut trouver explicitement toutes les solutions de I'équation
w,; =o. Par exemple, on aura toutes les intégrales a m dimensions
par des formules donnant explicitement les variables s, z;, ps au
moyen de m variables auxiliaires ¢,, ts, ..., t,. En portant ces
expressions de s, x;, pi dans la seconde équation w,=o0, on
obtiendra une équation ou figureront seulement m -+ r différen-
tielles, et ou le nombre des variables sera s p—am—+m=2p—m.
Cette équation sera réduite a une forme canonique, et pourra par
conséquent étre intégrée explicitement si 'on a

2p—mz2am—+a2r—i1,
c’ést-a-dire

(22) 3m-—+—ariaop—+1.

Les inégalités (21) et (22) sont certainement satisfaites si I'on
am =1, car on tire de la premiére 7 <p —1; et la deuxiéme sera
vérifiée aussi.

Tout systéme de deux équations de Pfaff de classe impaire
est donc intégrable explicitement, s’il admet une équation sin-
guliére de classe 3.

5. On peut faire des remarques analogues pour les systémes de
classe paire. Considérons par exemple le systéme de classe 8 formé
des deux équations

oy=ds—pdr—qdy=o,
wy=Xdr+Ydy+Pdp+ Qdg=o,

X, Y, P, Q étant des fonctions des huit variables z, y, 3, p, ¢,
u, v, w. A Véquation singuliére w,=o0 correspond une famille
d’éléments singuliers définie par les relations

de _dy dp__:__tig’ dz =pdzr + q dy,

Le systéme considéré est de genre trois, et I'intégrale générale
M; est définie par les relations

‘ of 9
m:f(z' ), P= g q=§
) Jtf aif of _
X_{_l().z‘ﬂ_"‘Qd.z'c)_y i Y+P():r()y+Q 0
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qui permettent d’exprimer toutes les variables au moyen de x, ¥
et de 'une des variables u, ¢, w. Sur chaque intégrale M;, il y a
une infinité de multiplicités M,, dépendant d’une fonction arbi-
traire dont tous les éléments sont des éléments singuliers, c’est-a-
dire de caractéristiques de Monge a une dimension. En effet, sup-
posons que les coordonnées d’un point quelconque de M; aient été
exprimées au moyen des trois variables indépendantes z, y, «. Si
I'on se déplace sur M3 de fagon que l’on ait entre les différentielles
dz, dy la relation

d:n__dl/
PQ°

on aura aussi, pour ce déplacement,

rf of pOf o9 __ Xdx,
dp = dat A2+ 5y dz dy dy = dx* + Q55 A
on a donc aussi
dp _ dx
X~ P
et’on verrait de méme que’on a dp =— dz
1 Y P

Y

On peut rattacher cette remarque a une théorie plus générale
de M. Cartan (Bulletm de la Société mathématique,:t. 29,

p- 3o1).



