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SUR QUELQUES ARPLICATIONS DE LA REPRESENTATION
CONFORME A LA RESOLUTION D'EQUATIONS FONCTIONNELLES:

Par M. Gaston JuLia.

INTRODUCTION.

1. 1l s’agira ici d’équations fonctionnelles ot la variable ne figure
pas explicitement : le probléme est de déterminer une fonction
analytique f(s) de la variable z, telle qu’entre les valeurs de la
fonction aux deux points variables s et 3, = S (3), de son domaine
d’existence, liés par la relation donnéc a priori s, =S(3), on ait
'une relation donnée a priori

F |.f(2), IS(s)]} = o.

Ce probléme comporte évidemment la détermination du domaine
d’existence de la fonction inconnue. Soit d(z) ce domaine : il
pourra étre constitué par une aire, finie ou infinie, du plan z, ou
par une surface de Riemann étalée sur le plan. Il est clair que
d(s) devra rester invariant par la transformation sy = S(z). On
ne parlera blen entendu de solution f(z ) que si d(z) comprend
une partle d’un seul tenant, telle que, si z la décrit, 5, la décrit
aussi, et de fagon que I'on puisse passer d'un point z arbitraire au
point 3, correspondant par un chemin continu sans sortir
de d(3z), c’est-a-dire sans rencontrer de point singulier de f(z). Si
d(z) comportait deux parties telles que, z décrivant l'une, sz,
décrive Pautre, et d€ fagon qu’il soit impossible de joindre s a s,
par un chemin continu sans rencontrer de point singulier de
f(5), on ne considérerait pas ces parties comme appartenant au
domaine d’existence d’une véritable solution de I'équation fonc-
tionnelle considérée. d(z) devra donc se composer d’une ou plu-
sieurs parties individuellement invariantes par la transforma-
tion 5, = S(3). Cette transformatnon sera le plus souvent du

premler degré :
5183, 3, =z+a
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et le domaine d’existence sera alors une aire du plan z, a un seul
feuillet. Elle pourra étre une relation rationnelle 5, =R, (3) et
le domaine d’existence sera alors une surface de Riemann a une
infinité de feuillets, sur laquelle la relation 5, =R, (z) définira
une transformation biuniv oque etanalytique entre les points z et 5,.

Lorsque z parcourt d(z), le point Z = f(5) parcourt, dans le
plan Z, un domaine D(Z) qui est en général une surface de
Riemann. A la relation 5, = 5(z) qui transforme en lui-méme le
domaine d’existence de d(s), correspond une transformation
biunivoque du domaine D(Z) en lui-méme : par cette transforma-
tion se correspondent les points

L=f(z) et ZLi=f(a)=f[5(5)];

cette transformation, si I'on veut, peut étre définie par la relation
donnée a priori, F[Z,Z,]=o0. D (Z), que nous appellerons
domaine des valeurs de f(z), sera, comme &(z), d’'un seul tenant,
ou composé de parties d’un seul tenant, de telle fagon que Z = f( 5)
et Z, = f[S(z)] soient simultanément intérieurs ala méme partie.
La relation Z = f( z) peut alors étre considérée comme réalisant une
correspondance point par point entre les points 5 et 7. de d
et D, correspondance analytique en tout point intérieur a d.
Ainsi congu, le probléme de la résolution d’une équation fonc-
tionnelle se décompose en trois problémes partiels indépendants :

1° La recherche d’'un domaine d (le plus grand possible),
invariant par la.substitution 5, = S(3).

2° La recherche d’un domaine D (le plus grand possible), inva-
riant par la substitution [Z | Z,] que définit la relation

F(Z,Z,)=o.

3° L’établissement d'une correspondance analytique et biuni-
voque entre les points intérieurs a d et D, telle que la substitution
|z]| 2] surd se transforme, par cette correspondance, précisément
en la substitution [Z|Z,] sur D. Le probléme n’est pas toujours
possible comme on le verra plus loin. Mais, dés maintenant,
apparait une condition a laquelle on devra se soumettre dans la
résolution des trois problémes partiels qu’'on vient d’énumérer :
les domaines d et D doivent acoir le méme ordre de connexion.
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Dautre part, la relation 7 = f(5) étant congue comme correspon-
dance entre les points de d et D, il pourra y avoir avantage a
déterminer s en fonction de’L, c’est-a-dire adéterminer la fonction
inverse 3 =4 (1) del'équation fonctionnelle envisagée. © (Z) admet
D pour domaine d’existence; d estle domaine des valeurs de o (Z).

Les substitutions [Z|Z,] que nous envisageons ici seront
toujours du type Z, = R, (Z), R, étant une fonction rationnelle.
Il en sera de méme pour les substitutions [ z | 5,]. Plus particuliére-
ment nous étudierons dans le Mémoire actuel les substitutions du
premier degré entre 5 et 5,, lesquelles, selon que leurs points
doubles sont distincts ou confondus, peuvent étre prises sous I'une
ou l'autre des deux formes canoniques

%y =S8z, 3 =3+ a.

Nous choisirons alors des domaines 'd (5) ne couvrant qu’une
Jfois le plan z, en tout ou partie de fagon que f(z) soit uNIFORME
dans d (z). Nous déterminerons d’abord D(Z), sur lequel les
points Z et Z,, Z, = R, (L) se correspondent d’'une maniére
biunivoque. Puis nous ferons la représentation conforme de
D(Z) sur une aire simple d(s) du plan z, parla relation s =o(Z);
aux points Z et Z, de D correspondront des poiuts s et 3, et il
faudra examiner si la relation entre s et z, est bien une relation du
premier degré. On pourra dire alors que, par la relation z = % (%),

la substitution [Z|Z,] du domaine D en lui-méme a été lincarisée,

¢'est-a-dire transformée en une substitution linéaire de d(z) en
lui-méme.

2. On peut présenter de cette fagon la théorie des fonctions
fuchsiennes ou kleinéennes. Considérant en effet un groupe
fuchsien ou kleinéen engendré par les substitutions fondamentales

31 =8S;(3) (t=12,...,p)
une fonction fuchsienne ou kleinéenne de ce groupe est une fonc-
tion, uniforme et analytique dans le domaine ou le groupe est
proprement discontinu, douée de certaines propriétés au voisinage,

des points singuliers essentiels du groupe, satisfaisant aux p équa-
tions fonctionnelles

SIS:i(z)]=f(3) E=1,2,...,p).
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Le domaine d(z) est ici une aire du plan 3, invariante par toutes les
substitutions [ z]|S; (3)], dont les points frontiéres sont les points
ou le groupe cesse d’étre proprement discontinu : cette aire peut
étre une aire circulaire (groupe fuchsien) ou limitée par une
courbe de Jordan (groupe kleinéen) ou limitée par un ensemble
parfait discontinu (groupes de Schottky). La frontiére du domaine
d’existence de f(3) est 'ensemble dérivé de I'ensemble constitué
par les points doubles de toutes les substitutions du groupe. Le
domaine D (Z), formé par les valeurs que prend Z = f (3) dans le
domaine d () recouvre tout le plan 7 sans exception; si 'on
considére seulement les valeurs de Z = f(z) dans un domaine
fondamental dy du groupe considéré, ces valeurs constituent dans
le plan Z une surface de Riemann algébrique X a £ feuillets | & étant
Pordre de la fonction fuchsienne ou kleinéenne, nombre de
racines de f(3) —a =o dans le domaine fondamental, nombre.
indépendant de a], étalée sur le plan Z, y compris le point a l'infini.
Le domaine D (Z) est alors composé d’une infinité de surfaces de
Riemann identiques a X, empilées sur le plan Z, raccordées les
unes aux autres par des lignes de croisement qui sont, dans
le plan Z, les transformées des cotés du polygone fondamental du
plan z et de ses homologues dans le groupe. Le domaine d (3)
reste invariant par chacune des substitations [ z|S;(z)]. Une telle
substitution échange simplement entre eux les divers domaines
fondamentaux qu’on a déduits du domaine fondamental primitif d,
par toutes les substitutions du groupe considéré, et dont ’ensemble
recouvre d(z)sans omission nirépétition. Aux points etz = S;(3)
correspondent des points Z =f(3)etZ, =f[Si(z)]telsqueZ=1,.
Les pointsZ et Z, du domaine D (Z) sont superposés. A toutes les
substitutions dugroupe considéré correspondent ainsi des transfor-
mations du domaine D (Z) en lui-méme dans lesquelles les points
correspondants sont surerposts. Lorsque Z décrit une des surfaces
de Riemann X en lesquelles D (Z) se décompose, son transformé Z,
décrit un¢ surface identique ¥, superposée a I et sur ces deux
surfaces les points superposés Z et Z, occupent des positions
homologues.

3. Toutes ces propriétés se déduisent sans peine de la théorie des
fonctions fuchsiennes ou kleinéennes telle qu’elle est donnée par
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Poincaré dans ses travaux mémorables. Mais elles peuvent aujour-
d’bui servir a établir Vexistence des fonctions fuchsiennes et
kleinéennes. C’est ainsi par exemple que procéde M. Koebe. Soit
a prouver lexistence des fonctions fuchsiennes du type Schottky.
On part d’une surface de Riemann algébrique quelconque ¥ étalée
sur un plan Z et on la découpe par le procédé connu a l'aide de
p courbes fermées (s1 I est de genre p) de maniére a én faire une
surface ' que toute courbe fermée morcellera, chacune des
coupures faites ayant deux bords, £’ peut étre considérée comme
ayant pour frontiére 2 p courbes fermées. On considére une infi-
nité de surfaces identiques 4 ¥'. Sur X' on placera une ¥ iden-
tique a ¥', les coupures de Z| étant superposées a celles de 2'. On
choisira une de ces coupures et on reliera par une ligne de croise-
ment un de se$ bords pris sur £’ au bord opposé pris sur . ¥’ se
trouve ainsi unie a ¥, par une de.ses 2p courbes frontiéres. On
unira de méme ¥’ & 2p— 1 autres surfaces identiques a ¥', super-
posées a ¥'! par ses 2p—1 autres courbes frontiéres. A ce stade,
T est encadrée dans 2 p surfaces identiques dont chacune a mainte-
nant 2p— 1 bords libres. Mais ¥'n’a plus de bord libre. On con-
tinue indéfiniment. sur chacune des 2p surfaces encadrant ¥’ ce
qu’on vient de faire sur ¥'. La limite du processus fournit une
surface D a une infinité de feuillets, sans frontiére a distance
finie, que toute courbe fermée moreelle, mais sur laquelle il y a
une infinité de courbes fermées ne délimitant aucun domaine a
distance finie. [ Ces courbes proviennent des courbes fermées qu’on
peut tracer sur X' et qui divisent ' en deux parties dont chacune
contient parmi ses lignes-frontiére au moins une des lignes-fron-
tiere de ¥'.] Cette surface D(Z) a un ordre de connexion infini.
M. Koebe l'appelle une « surface de recouvrement de X sans point
de ramification ».

Il démontre qu’on peut en faire la représcntation conforme
z =9 (Z), sur une aire d(s) du plan z limitée par.un ensemble
parfalt discontinu de points. Aux diverses surfaces ' dont est
composée D (Z) correspondent des aires ¢’ du plan z limitées
chacune par 2p courbes fermées. On montre que deux quel-
conques de ces aires sont transformées 'une de l'autre par une
as+

substitution linéaire (zl =
: Yz2+38

> qui lgisse d () invariant. Toutes
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ces substitutions forment un groupe du type Schottky, proprement
discontinu dans d(3), dont chaque ¢’ est un domaine fondamental.
La fonction Z=f(z), inverse de 5=19(Z), est une fonction
uniforme et analytique dans le domaine d(s), invariante par les
substitutions du groupe précédent; elle est méromorphe en tout
point intérieur a d(z), c’est une fonction fuchsienne ou
kleinéenne du type Schottky.

Les problémes qu'il a fallu résoudre par cette méthode sont :
1° détermination de D(Z) domaine des valeurs de f(z); 2° repré-
sentation conforme de D(Z) sur une aire d(s) du plan z, domaine
d’existence de f(z). Dans le Mémoire actuel on va utiliser cette
idée .de la représentation conforme pour résoudre d’autres
équations fonctionnelles. Le principe sera toujours : 1° détermi-
nation du domaine des valeurs D(Z) de la fonction cherchée;
2° repésentation conforme de ce domaine sur le plan 5 ou sur une
autre surface de¢ Riemann. En d’autres termes : 1° détermination
du domaine d’existence D (Z) de la fonction 5 = ¢(Z) inverse de
la fonction cherchée; 2° détermination du domaine des valeurs
de p(Z), qui n’est autre que le domaine d () ou existe la fonction
cherchée.

CHAPITRE 1.

RAPPEL DE RESULTATS OBTENUS SUR LA REPRESENTATION CONFORME.

4. Envisageons un domaine D étalé sur le plan Z a la maniére
d’une surface de Riemann ayant un nombre fini ou une infinité
dénombrable de feuillets. On le suppose simplement connexe,
c’est-a-dire que toute courbe fermée tracée sur D ou toute ligne
joignant deux points frontiéres de D morcelle D. Le domaine D
peut avoir a son intérieur un nombre fini ou une infinité dénom-
brable de points de ramification : 'ordre de chacun de ces points
devra cependant étre fini, c’est-a-dire que le nombre des feuillets
sur lesquels on doit passer en décrivant sur D une courbe fermée
infiniment petite autour du point considéré (ordre augmenté de
I'unité) doit étre fini. Des points autour desquels se ramifieraient
une infinité de feuillets de D sont des points frontiéres de D. 11
s’agit ici de points tels que, sans sortir d’un cercle arbitrairement
petitles entourant, on puisse, en restant sur D, décrire un chemin
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continu qui traverse une infinité de feuillets de D. | Cela ne veut
pas dire que tout point du plan 7 qui est point limite de projec-
tions sur le plan L de points de rdm{ﬁcation de D soit point
frontiére de D, car il peut se faire que dans un cercle arbitraire-
ment petit ayant pour centré ce point on ne puisse trouver une
infinité de feuillets se ramifiant les uns aux autres a 'intérieur du
cercle, la partie de D a I'intérieur de ce cercle étant formée d’une
infinité de surfaces de Riemann dont chacune est d’un seul tenant,
d'un nombre limité de feuillets, ces diverses surfaces étant sans
lien deux a deux a I'intérieur du cercle considéré (*).]

Tout point P intérieur a D sera donc tel que : 1° ou bien l'aire
d'un certain cercle vy, ayant pour centre P, sur le feuillet auquel
appartient P, soit formée de points intérieurs a D : alors le point P
est un point ordinaire (non point de ramification); 2° ou bien la
portion, projetée a l'intérieur d’un certain cercle v de centre P,
d’une certaine surface de Riemann a un nombre fini K de feuillets,
tous ramifiés entre eux au point P, limitée par le cercle considéré
parcouru K fois dans le méme sens, est formée de points tous
intérieurs a D : cette surface de Riemann est la portion d’un seul
tenant avec P; découpée dans D par le .cylindre projetant v.
Le domaine D peut avoir des points ou des lignes-frontiére quel-
conques sur chacun de. ses feuillets pourvu cependant qu'il reste
simplement connexe. Cela étant, on peut faire la représentation
conforme de ce domaine D sur une aire d du plan z a un seul
feuillet, les points intérieurs a d et les points intérieurs a D se
correspondant d’'une maniére biunivoque et analytique. L’aire du
plan 3 sera : 1° ou bien limitée par un cercle; 2° ou bien limitée
par un point unique qu’on peut toujours supposer étre le point a
I'infini (plan pointé), elle comprend alors tout le plan sauf ce
point; 3° ou bien elle pourra étre constituée parle plan tout entier
¥ compris le pointal'infini (plan complet ou sphére de Riemann).
La représentation conforme sera déterminée par une fonction

(") Ce phénoméne se produit par exemple aux points Z = — i et Z =+ 1 de
la surface de Riemann sur laquelle la fonction arc sin Z est uniforme. La por-
tion de cette surface projetée. dans un cercle arbitrairement petit de centre 7 = 1
compte une infinité de fragments identiques chacun composé de deux feuillets
ramifiés cn Z = 1 et limité par le cercle considéré parcouru deux fois dans le
méme sens.

L. 19
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5 = (Z), uniforme sur D, analytique en tout point intérieur a D.
Le domaine d sera le domaine des valeurs que prend ¢(Z) sur D.
Dans le premier cas ¢ (Z) est holomorphe et bornée sur D, dans
le deuxi¢me elle est holomorphe sur D mais non bornée. Le
troisiéme cas ne peut se présenter que si le domaine D est une
surface de Riemann sans frontiére, fermée, recouvrant chaque point
du plan Z d’un nombre égal et fini K de feuillets, cette surface étant
une surface de Riemann algébrique du genre zéro. Ce résultat est

di a Schwarz [Ueber die Integration der partiellen Difféeren-
tial gleichung — ,—}—zy—l:_-o unter vorgeschriebenen Grenz-und
Unstetigkeitsbedingungen, Berliner Monatsberichte (1870)].
L'existence de ¢(Z) dans le premier cas est établie par Poincaré
dans son Mémoire de 1883 Sur un théoréme de la théorie
générale des fonctions (Bulletin de la Société mathémathique
de France, t. XI). La démonstration ne s’applique toutefois
qu’aux domaines D qui laissent a découvert au moins trois points
du .plan Z. Clest une restriction due a 'emploi de la fonction
modulaire : elle est artificielle. Poincaré I'alui-méme levée dans un
Mémoire du Tome 31 des Acta mathematica (Sur U'uniformisa-
tion des fonctions analytiques) ou il établit sans restriction, par
sa méthode du balayage; I’existence de la fonction ¢(Z) dans les
premier et deuxiéme cas.

M. Koebe a consacré plusieurs Mémoires et Notes a 'uniformi-
sation des fonctions analytiqués, les fonctions uniformisantes jouis-
sant de propriétés diverses assignées a priori. Une des questions
principales qu’il a traitées est justement celle de la représentation
conforme des aires simplement connexes (voir par exemple Ueber
die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven dans
Gattinger Nachrichten, 19go7). Voici, briévement résumée, la
méthode qu’il emploie et que nous allons aussi employer dans la
suite.

5. On détermine une suite de domaines Dy, D,, ..., Dy, ...
simplement connexes et jouissant des propriétés suivantes. Tout
point intérieur a un domaine D, est intérieur au domaine D que
lon considére : on dira en al)rége que D, est intérieur a D,
chaque D, ne comporte qu'un nombre fini de feuillets, ne
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posséde a son intérieur qu'un nombre fini des points de ramifi-
cation de D et ne peut étre limité que par un nombre fini de
lignes analytiques, par exemple, des segments de droite. Chaque
D,, est intérieur & D, et a tous les D; d’indice > n. Enfin tout
point P, intérieur a D, est a partir d’'un certain rang n, ntérieur
a tous les D,. On peut dire que D est la limite du domaine D,
quand n croit indéfiniment, les domaines D, successifs étant
emboités les uns dans les autres.

Choisissant un point O intérieur a D, et qui ne soit pas point
de ramification de D, on considére les fonctions de Green u,
relatives a tous les D, (') et au pdle O. u, est une fonction
uniforme et harmonique, du point P qui décrit D,, nulle sur la
frontiére de D, devenant infinie en O de facon que la différence

u, — log ,1 reste réguliére en O [r = (j)] D,, étant contenu dans

D, on aura en tout point de D, u,,, > w,. Considérant en un
point P de D toutes les fonctions r, relatives aux domaines D,
qui, a partir d’un certain rang contiennent P, on voit que ces fonc-
tions croissent avec n et la séparation des deux cas de la représen-
tation conforme dépend de la limite des «, pour n = o. Si cette
limite est finie, on est dans le premier cas, si elle est infinie on est
dans le deuxiéme. Voici comment on peut, d’aprés allure de u,
autour de O, séparer ces deux cas. Développant «, au voisinage
de O, on aura

I . . T .
‘up = log - + ¢, + fonction harmonique réguliére de P, nulle au point O,
>

Upys — U, étant réguliére, harmonique et positive dans D, .et
prenant en O la valeur ¢,y —¢,, on voit que les ¢, vont en

croissant
o< <<ag< ... << ...

6. Dans ces conditions : 1° Ou bien lim ¢, est une quantité

n-— »
finie ¢c. On démontre alors qu’en tout point P de D la suite des
ur a une limite finie «. Cette limite est une fonction du point P,

(*) C'est 1a un probléme qu’on sait résoudre, pour les D, ayant les propriétés
indiquées, depuis Schwarz.
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uniforme sur D etharmonique. En O elle devient infinie comme
1
l(lg ;

# = log — + ¢ + fonction homonique réguliére de P, nulle en O.

I
r
C’est la fonction de Green du domaine D. Elle tend vers zéro
quand P tend vers un point frontiére de D ou s'éloigne sur des
feuillets de D d’ordre indéfiniment croissant. La fonction
harmonique ¢, conjuguée de « sur D, est alors parfaitement définie.
La fonction
9 (L) = e~ (nu+iv)

est une fonction uniforme sur D, holomorphe et inférieure en
module & I'unité; en deux points différents de D elle prend des
valeurs différentes : elle fournit la représentation conforme de D
sur lintérieur d’un cercle de rayon 1. On est ici dans le
premier cas.

7. 2° Ou bien lim ¢, = 0. Alors, en tout point de D, la suite

n==*

des u, devient infinie. Mais on démontre alors que la suite des
U, =u,—'c, est convergente en tout point P de D. Soit U la
limite de cette suite, elle est harmonique et uniforme sur D, et

. . . I
devient infinie en O comme log —

U = log ~+ fonction harmonique réguliére de P, nulle en O.

Soit V la fonction conjuguée. La fonction

=B (L) = e~ [U+iV],
uniforme et holomorphe sur D, nulle en O, fournit la représenta-
tion conforme de D sur le plan z pointé limité par le seul point
a linfini. On le voit aisément en remarquant que, V, étant la
fonction conjuguée de U, (ou de uy, ), la fonction

Gy = @, (L) = e— (Un+iVa) (1)

(') v, conjuguée de w,, n'est définie qu’a une constante réelle prés. On déter-
minera cette constante par la condition qu’a une certaine direction OT issue de
O sur D corresponde une direction ot issuec de l'origine dans ce plan z. Cette
direction of ne dépendant pas de n, la suite des ¢, convergera vers la fonction V
conjuguée de U et satisfaisant 4 la condition de correspondance des direc-
tions OT et ot. Faute d’avoir pris cette précaution, la suite des V, ne converge-
rait pas nécessairement.
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fournit la représentation conforme de D, sur un cercle du plan z -
ayant son centre a l'origine et dont le rayon (valeur de e~ '~ sur le
contour de D,] égal a e» devient infini avec n. La fonction
®(Z) est la limite des ®,(Z), uniformément atteinte dans tout
domaine intérieur & D. On est ici dans le deuziéme cas : ® (Z)
fournit la représentation conforme de D sur le plan pointé a
Uinfini.
Dans le premier cas, considérons la fonction

Gn=0, (L) = e—(n+1q),

¢, étant conjuguée de w, ('), sur D,. Elle fournit la représentation
conforme de D, sur un cercle du plan 5 qui a son centre a
Vorigine et pour rayon l'unité. D étant alors représentable sur
un cercle dont on peut toujours supposer le rayon égal a 1, la
fonction ¢ (L), qui fournit la représentation.conforme, est la
limite, pour n =, des fonctions o, (L) qui représentent les
D, sur ce méme cercle de rayon 1. Dans le deuxiéme cas, consi-
dérons cette méme fonction

"?n(Z) = e - (Un+ivy),

Elle fournit la représentation conforme de D, sur un cercle de
rayon 1, mais D n’étant pas représentable sur un cercle, la suite
des o, tend vers zéro en tout point intérieur a D. On a en effet

la relation.
Pp(L)=¢er 9,(ZL)

puisque U, =u, —c, et V,=v,. La convergence des ®,(71)
vers une limite finie £ o en tout point de D différent de O entraine
la convergence des o, vers zéro.

8. On peut comprendre les deux cas dans une méme considé-
ration.
Reprenons la fonction

Pn (Z) = e— (Un+ivy)

(') La méme précaution doit étre prise bour définir ¢, que dans la note (') qui
precéde.
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dans laquelle le choix de la constante réelle entrant dans ¢, aura
été fait de telle fagon que ¢, (0) soit réel et positif, ce qui veut
dire que les deux directions OT. et ot correspondantes sont
paralléles.

On a
Up+ 0, = —log o, (Z).
Donc
up=—Rlog (9, (Z) = —log|oan(Z)|,

V= —arg 9, (Z).
Or on a autour de O

T 7 .
?n(Z)”:L?u(O)*‘;?/I(O)""~- SZ‘P‘I(O)[I ~+z]

en supposant que le point O est l'origine des coordonnées du
plan Z. ‘
Donc

up =—log|Z ¢, (0) [t +¢]| = — log |Z]| — log|o), (0)| —log|r+¢].

On voit ainsi que la constante ¢, du-développement de u,, au
voisinage de o, est.—log [¢) (0)]. Puisque ¢} (0) est réel et
positif, o, () = e~ . '

D’autre part, on aura

vop =— argZ — arg 9}, (0) — arg (1 + ¢€);

¢, (0) étant réel on prendra la constante figurant dans ¢, de fagon
que’V-,»,—y—argZ tende vers zéro avec Z. c‘s,) (Z) est alors bien
déterminée. La fonction o, (Z) donne, on I’a vu, la représentation
conforme de D, sur le cercle de rayon 1, de centre V'origine. La
fonction

' ¢n (%)
‘?’u(o)

®, (L) = =Z4+ WO 2t 4 ...

donnera la représentatiou conforme de D,, sur un cercie concen-

. 5 . N o . I s o 1 .
trique a celui-la mais de rayon O e. De plus @), (¢) =1..

Dans le premier cas les o, (Z) ont pour limite ¢ (Z) qui .repré-
sente D sur le cercle de rayon 1;les ®, (Z) auront ici pour limite

une fonction

§<Z>=;—‘(§—;=Z'+x;ze+..
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telle que @ (0)=1 et qui représentera D sur ur cercle de
rayon e¢, ¢ =—log o’ (o) est la limite des ¢, = — log ¢,, (0).

Dans le deuxiéme cas les fonctions ®, (Z)=e~'V"*+V"' que
nous avons formées au n° 7 sont précisément celles que nous
venons maintenant de former au n° 8, cela résulte aussitot de ce
que U, = u, — c, et, par conséquent, puisque V, = v,,

on (Z)

b, (Z) = e ¢, (Z) = ‘Plu (0)

On a @, (o)=1 et les ®,(Z), fournissant la représentation
conforme de D, sur un cercle e, ont pour limite la fonction
® (L) =e~"+Y) indiquée au n® 7, telle que ®' (o) =1 et qui
représente D sur un cercle de rayon €™ — a0, c’est-a-dire sur
Ie plan pointé a I'infini.

En définitive on déterminera la fonction ®,, (Z) nulle en O, don¢
la dérivée @), (o) soit=r1, et qui fournisse la représentation
conforme de D, (*) sur un cercle du plan s, ayant son centre a
I'origine. Ce cercle aura un rayon e qui croit avec 7 :

1” Si ce rayon a une limite finie e¢ pour n — o0, on est dans
le premier cas, et les fonctions @, (Z) ont pour limite une fonction
@ (7),® (o) =o0,® (0) =1, fournissant la représentation conforme
de D sur un cercle de rayon e<;

2* Si ce rayon devient infini avec n, on est dans le deuxiéme
cas et les fonctions ®, (Z) ont encoxe pour limite une fonction
® (L), ®(0o)=o0, ®' (0)=1, fournissant la représentation con-
forme de D sur le plan pointé a Uinfin:.

CHAPITRE 1I.

L'EQUATION DE SCHRGDER ®[R(Z)] = s 9(Z) ET L'EQUATION ASSOCIEE

S(sz)=R[f(3)]

9. Elles sont associ¢es par ce fait que 3=0o(Z), solution
de la premiére, est fonction inverse de Z = f(s), solution de la

(') Ce praobléme. relatif a un domaine D,, est un probléme que l'on sait
résoudre depuis Schwarz, ainsi au’on I’a dit plus haut.
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deuxi¢me. Poincaré a prouvé (') que, si la substitution [Z|R (Z)]
a un point double répulsif a I'origine

re u [R(0)=o0, is=R'(0)|>1],
équation

(1) Slsz]=R[f(s)

admet une solution et une seule, telle que f(o) =o, f'(0)=1,
et cette solution est méromorphe dans tout le plan 5. On prouve
par la méthode des majorantes qu’elle admet une telle solution
holomorphe, unique au voisinage de 5= o, et ’équation (1) elle-
méme fournit I'extension de f(5) comme fonction méromorphe
a tout le plan z, sauf l'infini. Le domaine d () est ici'le plan s
moins le point a 'infini.
Posant

Zy= 53, sz(z)’ Zl=f(sz)=f(zl))
Z,=R(Z).

on aura

La substitution [3|s3] transforme en lui-méme d’une fagon
biunivoque le domaine d’existence d de f(z), 3 =o0 étant seul
point double intérieur a d. ‘

La substitution [Z|R(Z)] transformera en lui-méme d’une
fagon blumvoque le domaine des valeurs D de/( ), Z = o0 étant
point double intérieur a D.

Or il est facile de construire a priori D. f(z) étant holomorphe
en o et f’ (0):’1 un pem cercle autour de z = o devient, par
Z = f(z), une pelite aire du plan Z entourant Z = o et limitée par
une ¢ourbe fermée analytique. Si I'on envisage au contraire o (),
fonction inverse de f(z), elle transforme un petit cercle (C,), de
centre Z—o0, en une petite aire simple (c,) entourant z—o et
limitée par une courbe fermée analytique. Les valeurs de f(z)
dans (¢,) recouvrent (C,). Les valeurs de f dans I'aire (¢, )= (s¢,)
[obtenue en multipliant par s les affixes 5 de tous les points inté-
rieurs a (¢,)] recouvrent I'aire (C,) transformée de (C,) par la
substitation [Z | R (Z)]. D’une fagon générale on aura les valeurs
de f dans l'aire {c;) = (s"¢,) en soumettant I'aire (C,) n fois de

(') Sur une classe nouvelle de transcendantes uniformes (Journal de
Jordan, 189o).
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.uite a la substitution [Z|R (Z)], c’est-a-dire en 'itérant n fois.
Le domaine D des valeurs de f(s) dans le plan z sera la limite
de (C,) itérée n*m de (C,), quand n decient infihi. On va étu-
dier cette limite.

10. Sil’on a choisi (G,) assez petit, il résulte d’une étude élémen-
taire de I'itération de la substitution [Z|R (Z)], autour du point
double répulsif Z = o, déja faite par M. Keenigs (et qu’on pourra
retrouver dans le Mémoire du Journal de Mathématiques, 1918,
Sur Uitération des fractions rationnelles, n° 1, 10, 19, 28),
que (Cy) est une aire limitée par un contour analytique fermé C,
et contenant (C,) a son intérieur, les frontiéres de (C,) et (C,) ne
se rencontrent pas. Les aires (C,) et (C,) seront considérées comme
tracées sur un méme feuillet étalé sur le plan Z, le premier. Par
I'itération de [Z |R (Z)], (G,) devient une aire analogue (C,) qui
contient (C,) a son intérieur comme (C,) contenait (Co); (Cs)
contient (C,), etc. Les aires (C;) successives vont en s’agrandis-
sant; a partir d’un certain indice p, elles se recouvrent elles-
mémes en tout ou partie. Cela arrivera dés Vindice p si l'aire
(Cp_,) renferme au moins deux points distincts ou R (Z) reprend
la méme valeur. On considérera alors que laire (C,) est tracée
sur deux ou plusieurs feuillets. Le nombre de ces feuillets s’ob-
tiendra en ajoutant I'unité au nombre maximum de racines Z, dis-
tinctes de ¢ et distinctes entre elles, qu’'on pourra trouver a l'inté-.
rieur de (C,_,) pour l'équation en Z, R (Z)=R (), lorsque
décrira (Cp_y).

En supposant que (C,_,) est a un seul feuillet, on déduira (Cp)
de (Cp_,) par la substitution [Z|R (Z)] a l'aide de la méthode du
prolongement analytique. Tout d’abord la partie de (C,_,) qui
coincide avec (Cp_,) devient (Cp_,).

Envisageons l'anneau entre les courbes C,_, et C,_,. Cet
anneau ne contient qu’un nombre fini de racines de R'(Z) = o.
Si, autour d’une de ces racines J, d’ordre K ('), nous décrivons
un cercle vy de rayon assez petit, intérieur a l'anneau (G, _»,C,_,),
I'aire transformée de ce cercle (y) par la substitution [Z|R (Z)]
est une partie de surface de Riemann [R (y)] a (K —4-1) feuillets,

(') K est inférieur ou égal 3 d — 1, K étant le dégré de R (Z).
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tous ramifiés entre eux au point R (), portion limitée par une
courbe fermée R (y) transformée de v, courbe qui fait (K + 1)
tours autour de R ({) en parcourant les (K + 1) feuillets précé-
dents. Si méme on remplace le cercle y par une courbe fermée
convenable v, entourant g, la courbe R(y,) sera un cercle de
centre R (§), parcouru (K +-1) fois dans le méme sens. Si, sur la
frontiére C,_, on trouvait une racine de R’(Z) = o, on ne consi-
dérerait que la partie de l’aire (v,) intérieur a 'anneau. Isolant
ainsi - chacune des racines de R'(Z)= o situées dans. l’anneau
(Cp_2, Cp_y) ou sur sa frontiére par une petite aire telle que ()
par exemple, il reste un ensemble fermé constitué par les points
intérieurs i cet anneau ou sur sa frontiére, extérieurs aux petites
aires précédentes ou sur leur' frontiére. En tout point de cet
ensemble |R'(Z)| Z¢, ¢ ayant une valeur fixe positive. Chiaque
point peut donc étre entouré d’un cercle (y') de rayon assez petit,
pour que l'aire transformée de ce cercle par [Z|R (Z)] soit une
aire simple a un seul feuillet. L’ensemble tout entier peut étre
recouvert a 'aide d’un nombre fini de ces cercles (théoréme de
Borel-Lebesgue). En définitive I'anneau (Cp_», Cp_i) peut étre
recouvert par un nombre fini de cercles (') ou d’aires (vy,) dont
les transformées par [Z|R (Z)| sont ou bien des aires simples
|[R(y)] a un seul feuillet, ou bien des portions de surface de
Riemann [R (y,)] a (K 4-1) feuillets, limitées par un cercle par-
“courn (K'+-1) fois dans le méme sens, les (K + 1) feuillets se
ramifiant entre eux au centre du cercle qui est un point d’ordre K.
11 sera alors facile de constituer 'anneau (Cp_,, Cp), transformé
par [Z|R (Z)] de I'anneau (Cp_,, C,_,) a Vaide des aires trans-
formées des aires (') et (y,), en partant de la courbe C,_, tracée
sur le premier feuillet et juxtaposant les aires précédentes sur
autant de feuillets qu’il sera nécessaire, de maniére a observer
entre les aires [R ()]s [R(yi)] et (Cp_,) toutes les connexions
qui existent entre les aires (y'), (y,) et (Cp_»); deux telles aires
empiétant 'une sur 'autre se transformant nécessairement, par
[ZIR(Z)], en deux aires qui empiétent aussi I'une sur I'autre. Le
degré de R (Z) étant d, I'aire (Cp) aura ainsi au plus d feuillets et
elle ne contiendra qu'un nombre fini de points de ramification.
En ce qui concerne le numérotage des feuillets, on sait d’abord
queyCp_,) est tracée sur le premier feuillet. Parcourons le con-
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tour (Cp_,) dans le sens positif et rangeons dans 'ordre ou nous
les rencontrerons a partir d’une aire (') déterminée, les aires (y')
et (y,) en nombre fini que nous traverserons ainsi; a 'aide de ces
aires et de (Cp_,) nous recouvrons une partie (I'y) de (Cp_,) dont
nous désignons le ¢ontour par I',(*) (T, contient C,__,). Décrivant
I, dans le sens posilif, nous rangerons dans l'ordre o nous les
rencontrerons, eta la suite des précédentes, les aires (y') et (y,) en
nombre fini que nous traverserons. Adjoignant ces aires aux pré-
cédentes, nous recouvrons une partie (T',) de (C,_,) dont ', sera
le contour. Répétant eette opération autant de fois qu’il sera
nécessaire, nous aurons classé les aires (') et (y,) qui recouvrent
I'anneau (C,_a, C,_,) dans'un ordre déterminé. Cela étant, nous
disposerons d’abord les aires R (y') et R (y,) transformées des
aires (1) et (y,) qui nous ont servi a constituer (T';), de facon que
ces aires empiétent toutes sur (C,_,) comme leur aires antécé-
‘dentes empiétaient sur (C,_;), et en observant les principes sui-
vants :

1° Tout point Z n’appartenant pas & (Cp_,) et qu'on est amené
a recouvrir par les aires R(y") et R(y,) sera considéré comme du
premier feuillet la premiére fois qu’il sera recouvert, comme du
- deuxiéme la deuxiéme fois qu’il le sera, etc., les aires R(y')
et R(y,) étant rangées dans I'ordre ou l'étaient les (y') et (v4)
deT,.

2° Tout point Z recouvert déja par (Cp,_, ), et qu’on est amené
a recouvrir encore par les aires R(y') et R(y,) précédentes sera
considéré comme du deuxi¢me, du troisiéme, ... feuillets, la
premiére, la deuxiéme, ... fois qu'il sera recouvert par une de ces

aires R(y") et R(y,).

On constituera ainsi le-domaine transformé de (T,). En obser-
vant ces mémes principes, on constituera ensuite le transformé
de (T,) jen substituant dans les considérations précédentes (T'y)
a (Cp_;) et [R(T,)] a (Cp_,) ! en prenant successivement les (y')
et (y,) dans l'ordre défini plus haut, puis le transformé de (Ty), . ...
On a ainsi un procédé régulier pour constituer 'anneau (Cp._.(, Gp)

(*) 11 pourrait arriver que ce contour fut composé de plusieurs courbes dis-
tinctes.
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transformé de (Cp,_., Cp_,) et par suite pour constituer (C,) sur.
plusieurs feuillets numérotés.

L’ensemble des opérations précédentes peut étre concu de la
facon suivante. Envisageons sur le plan Z la surface de Riemann
algébrique ¢, de genre zéro, sur laquelle la fonction inverse de R (7,)
est uniforme. On peut dlre que cette surface est décrite par le
point Z, = R(Z) lorsque 7 décrit le plan Z complété par l'infini.
Elle a d feuillets et il y a correspondance biunivoque entre elle et
le plan Z. On peut toujours la supposer batie de telle sorte qu’au
point- O du premier feuillet corresponde le pomt O du plan Z
(c’est-a-dire que l'on part de O sur le premier feuillet avec la
branche de fonction inverse nulle en O). On peut dire alors
que [Z|R (Z)] transforme le premier feuillet de & (plan Z) en la
surface ¢, 'origine O étant un point double répulsif

[IS="R'(e)|>1];

dans ces conditions les aires (G, ), (Cy), ..., (Cp_, ) seront tracées
sur le premier feuillet de o et (C,) sera tracée sur deux ou plusieurs
feuillets de o, (Cp) sera une aire fermée sur ¢ et G, une courbe
analytique fermée sur o.

11. Pour passer maintenant de (Cp) a (Cpyy) on observera que
la partie (Cp_,) de (G,) devient (C,) par [Z|R(Z)|].. Reste
Panneau (Cp_,, Cp) a plusieurs feuillets. Sur chacun des feuillets
de cet anneau, on fera, outre les opérations qu’on 4 faites précé-
demment pour l'anneau (C,_., G,_,) du premier feuillet. une
nouvelle opération. On isolera les points de ramification
de (Cp_i, Cp) par les aires de Riemann R(y,) qui ont justement
défini ces points de ramification (ou par des aires concentriques,
de rayon plus petit qu’on appellera aires y,); puis on isolera sur
chaque feuilletles racines de R'(Z) = o distinctes des points précé-
dents par des aires du type des aires (7). Il restera alors un
ensemble fermé qu’on pourra reeouvrir par un nombre fini de
cercles du type (y'), chacun d’
en une aire simple a un seul feuillet. On sait ce qué deviennent,
par [Z|R(Z)], les aires de ces deux sortes. Une aire () entou-
rant un point de ramification est un morceau de surface de Riemann
‘limité par une scule courbe fermée analytique tournant (K 1)
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fois autour d’un point w d’ordre K autour duquel se ramifient
les (K +1) feuillets de cette surface de Riemann. Si le point de
ramification w n’est pas une racine de R'(Z) = o, etsi l'aire (y,)
ne renferme pas de telle racine (ce qu’on peut toujours supposer en
la remplacant par une aire concentrique, de rayon suffisamment
petit), (v2) deviendra une aire [R(y,)] de méme caractére que (y2),
a (K +1) feuillets ramifiés entre eux au point R(w) transformé
de w. Mais si w est .uune racine d’ordre K' de R'(Z)=o,
Laire [R ()] aura (K + 1) (K’ 4 1) feuillets ramifiés entre eux au
point R(w) et sera limitée par une courbe fermée analytique tour-
nant (K—+4-1)(K’+1) fois autour de ce point. Sachant ce que
deviennent, par [Z|R(Z)], les trois espéces d’aires, en nombre
fini, dont on a recouvert 'anneau (G, _,, C,), on classera ces aires
dans un ordre déterminé en procédant comme au n° 10, et consi-
dérant d’abord celles de ces aires qu’on traverse en parcourant le
contour C, dans le sens positjf les adjoignant a (Cp) pour conti-
nuer un domame (I'}), puis considérant celle des aires en ques-
tion qu’on rencontre en décrivant le contour de (l"‘), etc. Puis
on établira entre les aires transformées les mémes connexions
qu’entre les aires primitives, et ces aires transformées servant a
définir 'anneau (Cp, Cp,.,) seront ainsi réparties sur un nombre
de feuillets certainement =d?, feuillets qui serornt numérotés en
observant les principes déja indiqués par la construction de C,.

1° Tout point Z non recouvert par (C,) et qu'on est amené i
recouvrir par une des aires transformées.est considéré comme
appartenant au premier feuillet, puis au deuxiéme si une deuxiéme
aire transformée le recouvre, ..., dans I'ordre ou ces aires se pré-
sentent dans la transformation.

2° Tout point Z, recouvert par 38 feuillets de (C,), est recouvert
par des feuillets n** 1,2, ..., 8 de (C,) en vertu du principe 1°
obscrvé par (Cp); si on est amené a le recouvrir &' fois par les
nouvelles aires précédentes, qui définissent anneau (C,, Cp_,),
on numeérotera, dans l'ordre ou se présentent ces aires, par
341,042, ..., 840 les nouvcaux feuillets.

En observant ces principes on définira 'aire (G, ) transformée
de l'aire (Cp) par [Z|R(Z)]. (C,,,) pourra aussi étre congue
comme une aire fermée tracée sur la surface de Riemann 7, de la
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fonction algébrique inverse de Ry(Z) =R[R(Z)] et se déduisant
de (Cp_, par la transformation [ Z| R,(Z)] comme C, a été déduite
(surg) de (Cp_,) par [Z|R(Z)]. =, ayant d* feuillets et un
nombre fini de points de ramification, (C,.,) sera simplement
connexe, aura au plus d? feuillets, et aura un nombre fini de
points de ramification.

12. A Taide des mémes principes, observés de proche en
proche, on pourra définir aisément (C, ) a partir de (C,—,). Les
aires (G,) successives, simplement connexes, seront contenues
chacune dans les suivantes et chacune & un nombre fini de
Jeuillets et de points de ramification. L'étude des projections
de ces aires sur le plan Z, faite dans le Mémoire cité au n®9, prouve
que ces projections vont en s’élargissant constamment et que :

1° Dans le cas général une certaine aire (C,) recouvre tout le
plan sans exception. ‘

2° Si la substitution Z, = R(Z) se raméne (par une méme sub-
stitution homographique sur Z et Z,) a la forme canonique ou R
est un polynome, seul un point du plan Teste extérieur a toutes
les (Gq)-

3° Si cette substitution se raméne a la forme canonique
ou R(Z)=7** (K entier positif), deux points seulement restent
extérieurs a toutes les (C,).

Dans tous les cas, le voisinage de l'origine sera certainement
recouvert une deuxiéme fois par une certaine (C,). DoncZ, =R, (%)
transforme (C,) en (G, ) recouvrant deux fois au moins lorigine.
Par suite, si (Cy) tout entiére est recouverte deux fois par (C,) 1l

est clair que
Zz,‘ = Rg!;(Z) = Rn[Rn(Z)}

transformera (C,) en une aire (C,,) qui recouvrira quatre fois
au moins (G,), l'aire (Cs,) recouvrira au moins 23 fois (C,)...,
(Cyr) recouvrira au moins 2* fois (Cy). Or on peut toujours sup-
poser que (C,) recouvre deux fois au moins (C,) tout entiére, en
remplagant au besoin (G, ) par une de ses antécédentes (C_;) (anté-
cédentes qui tendant vers zéro sont, & partir d’un certain indice,
toutes recouvertes deux fois au moins par (C,)]et R, par R, ..
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Ceci montre que le nombre de feuillets de (C,) grandit indéfi-
niment avec n et que sur chaque feuillet tout point est recou-
vert dans le cas général (V). Clest seulement dans les cas 2° et 3°
que, sur chaque feuillet, un ou deux points restent extérieurs
aux (G,), ces points exceptionnels, d’ailleurs les mémes pour tous
les feuillets, étant ceux qu'on a signalés plus haut. Enfin, les
trontiéres des aires (C,) consécutives n’ont jamais de point
commun.

Ces aires (C,) sont de celles auxquelles peut s’appliquer la mé-
thode rappelée au n°® 8 du présent Mémoire.

13. Le domaine D (1), des valeurs prises par’L —= f(z) dans
d(3), est la limite de C, pour n—=wo. C'est une surface de
Riemann 2 a une infinité dénombrable de feuillets. Et sur chaque
feuillet de numéro fini tout point est recouvert dans le cas général
et c’est un point ordinaire ou de ramification d’ordre fini. Dans le
cas ou Z,=R(Z) se raméne au cas du polynome, un seul point
est extéricur & tous les feuillets de Z, et dans le cas ou-Z, = R(Z)
se raméne 4 Z, = 7=k, deux points seulement restent extérieurs a
tous les feuillets de X. Dans ces deux derniers cas, le ou les points
exceptionnels sont des points frontiéres de X, sur chaque feuillet
de . 11 peut cependant arriver que l'on puisse décrire sur X, un
chemin continu dont la projection sur le plan Z ait pour limite un
point =, de fagon que le chemin, considéré sur I, passe sur des
feuillets successifs de T dont le numéro soit de plus en plus élevé
et tende vers 'infini. On en verra des exemples simples dans une
étude plus détaillée de I que nous espérons avoir 'occasion de
faire ailleurs. Le point § est alors, pour la fonction 5= (%),
inverse de Z = f(z), un point transcendant non directement
critique, limite de points critiques algébriques, poui‘ employer les
dénominations de M. Iversen (Thése, § VII et VIII), tandis qu’il
existe une infinité de branches de ¢ (Z) finies au point g, et pour
lesquelles { est un point ordinaire ou un point critique algé-
brique.

Sans qu’il soit nécessaire d'insister, on voit que ¥ ne dépend

(') D’ailleurs, en vertu des principes observés, les feuillets successifs qui
recouvrent un point 7 sont numérotés dans un ordre croissant.



pas du domaine initial (G,). En effet, les domaines antécédents
(G_y), (G 2), ... sont emboités I'un dans 'autre et tendent vers O.
Si I'on remplace (G,) par un quelconque (C_;), I'itération indé-
finie de (C_;) redonnera 2. Remplacons C, par un cercle de rayon
plus petit, ou par une courbe fermée quelconque T'y, intérieure,
entourant o et délimitant une aire (T'y); il est clair que, (T,) étant
contenue dans (C,), donnera paritération des aires (T',) contenues
dans (C,), donc la limite des (T,) sera contenue dans X. Mais
(Ty) contenant (C_;) pour une certaine valeur de ¢, (T',,) contien-
dra (C_;4n), et il est clair aussi que la limite des (T';) contiendra
I, limite des aires itérées de (C_;). La limite des (T,) sera donc
identique a 2. Le raisonnement serait lc méme si () contenait
(Cy), car a partir d'un certain rang ¢ il serait contenu dans (C;).

14. Le plan pointé d (=) et la surface X se correspondent analy-
tiquement d’une facon biunivoque par Z = f(z). La fonction
3 =19(Z), inverse de Z= f(s), doit donc fournir une représenta-
tion conforme.de X sur le plan pointé z. Ceci suffit a la définir.

S étant, en effet, la surface de Fiemann trouvée au n° 13, comme
limite des aires (C,), soit ®(Z) la fonction, nulle au point O du
premier feuillet de X, telle que ®'(0) =1 et qui fournit la repré-
sentation conforme de X sur une aire du plan 5. Pour la trouver, on
opére comme au n® 8. Soit @, (Z) 1a fonction fournissant la repré-
sentation conforme de (C,) sur un cercle du plan z de fagon que

d,(0)=0 et P (0)=1.

Au point O du premier feuillet de toates les C, correspondra
toujours l'origine 5 =o.

On a évidemment ®,(Z) =7, puisque (G,) est un cercle de
centre O et (C,) se représente sur un cercle égal [, du plan 3
par 3 =®,(Z)="7.

Puisque (C,).se déduit de (Cy) par [Z|R(Z)], 1l est visible que
(C,) se transforme en G, par[Z|R_,(Z)], R_,(Z) étant la branche
de la fonction inverse de R (Z) nulle en O et holomorphe dans (C,).
Mais R”, (0) = lq Par éonséquent,

s2=>%(Z)=sR(Z)

est une fonction uniforme et réguliére dans (C,) qui transforme
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(Gy) en un cercle (sC,) et telle que @), (o) =1. C’est donc la
fonction qui fournit la représentation conforme de (C,) sur un
cercle du plan 5 quin’est autre que le cercle sT', dont les points se
déduisent de ceux de Iy en les multipliant par s.

En raisonnant de méme, on verra que

R_2(Z) = R1[R-1(Z)]
est une fonction uniforme dans (C,) qui transforme (C;) en (GC,)

R_;(0)=o0 et R_,(0) = s_Ié
Donc
z==Dy(7)=s2R_z(Z)

est une fonction nulle en o, @, (o) =1 qui fournit la représenta-
tion conforme de (C,) sur le cercle s2T'y du plan z. D’une fagon
générale il est clair que la branche nulle en O, de la fonction
inverse R_,(Z) de l'itérée n*™ de R(Z) sera uniforme et analy-

tique sur (C,) et transforme (C,) en (G,) R ,(0) = slu Donc
z="",(2)=s"R_,(Z)

fournit la représentation conforme de (C,) sur le cercle s*T'y du

plan 5 et’on a
®,(0) =o, ®5,(0) =1.

D’aprés les considérations du n° 8, les ®,(Z) auront une limite
®(Z) qui sera atteinte uniformément dans toute aire intérieure
a %, c’est-a-dire, en particulier, dans toute aire (C,) et 5= ®(Z)
fournira la représentation- conforme de X sur le plan z pointé a
Pinfini puisque le cercle s"Ty correspondant a (C,) devient infini
avec n.

Conclusion. — La suite de fonctions s*R_,(Z) converge uni-
formément dans toute aire intérieure & = définie au n° 13 (*). Et
sa limite fournit la représentation de I sur le plan pointé.

(1) Il n’est pas difficile de prouver directement qu’elle converge uniformément
dans G, par exemple, mais la méthode précédente a 'avantage de donner un sens
géométrique intuitif aux fonctions de la suite.

LII. 20



— 302 ..

Considérant les fonctions inverses
L=fo(z)=232, fo(o)=0, [fo(0)=13
Z=fi(zs)=R (é)

Z=fi(s)=Ra(3);

b4
P

Z=f,(z)=R, Ju(0)=o, Su(o)=1;

—/
N—

Elles transforment respectivement lcs cercles Ty, sTy, s2T,, ...,
sy ...enCq, Cyy ooy Gy ...

La suite des /5 (z) estuniformément convergente dans toute aire
finie du plan 5 et salimite est la fonction Z = f(z) fonction inverse
de z=0(Z). f(3) est une fonction méromorphe dans le plan z,
I'infini est son point singulier essentiel.

15. En vertu de sa définition méme comme limite des (C,), il
est clair que ¥ reste invariante par la transformation [Z|R(Z)].
Sur I cette relation établit une transformation biunivoque qui
transforme (C,) en (C,y,) et laisse le seul point O du premier
feuillet invariable. Posant

Z=f(3) et Zy=R(1)=f(5),

considérons les points z et 5, du plan 5 qui sont les images dans
le plan z des points Z et Z, ok X, qui se correspondent dans la
transformation biunivoque précédente. Il est visible que, lorsque z
décrit le plan pointé, 5, en est une fonction uniforme et d’ailleurs
analytique : il en est de méme pour z considéré comme fonction
de zy. Lorsque z vient a l'origine, z, y vient aussi puisque les
points Z et Z, correspondants de T viennent alors se confondre au
point O du premier feuillet. z,(3) et 5(z,) sont des fonctions
holomorphes. dans tout le plan, sauf peut-étre a I'infini, et elles
s’annulent & 'origine. On en conclut z, = Az, A étant un coefficient
constant. La fonction f(z) satisfait alors, dans le plan z, a I’équa-
tion fonctionnelle

S z) =R[f(2)],

et la considération des valeurs des dérivées de deux membres
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pour s=o0 prouve que A=s, f(s) est donc bien la fonction
cherchée, solution unique, holomorphe en o, de I'équation

f(s3) =R[f(3)],
Sf(o)=o, S'(o)=1.

Son inverse ®(Z) satisfait a la relation

pour laquelle

®[R(Z)] =s®(Z),

et c’est la solution cherchée de I'équation de Schrider indiquée
au début de ce Chapitre.

On a ainsi trouvé a la fois f(z) et ®(Z) et leurs domaines d’exis-
tence.

16. Une courte indication suffira maintenant pour avoir toutes
les solutions réguliéres en s = o de I'équation
Fi(hz) = R[Fi(5)],

pour lesquelles
Fr(z)=ak4+...(k>1),

car on peut toujours supposer égal a 1 le premier coefficient
de Fx(s) sans restreindre la généralité. D’abord il faudra
1

prendre 1= s*. Quant au domaine des valeurs de la fonction
Fi(s) 1l s’obtiendra en remplagant le cercle (C,) par une portion
de surface de Riemann (¢,) a A& feuillets tous ramifiés en Z =o,
limitée par un cercle de centre O parcouru k fois dans le méme
sens et en soumettant (g,) 4 une infinité d’itérations successives par
[Z|R(Z)] et ses puissances. On se rend compte aisément que la
surface de Riemann (Zx), limite des surfaces (s,) itérées de (o),
peut se représenter sur le plan s d’abord en faisant sur un plan z4
la représentation conforme de = du n° 45 par z,= ®(Z), puis en
1

‘faisant la transformation s — =% parce que, en somme, Xz se déduit
de I par la transformation Z;="7* [comme (g,) de (G,)]. Il est
alors visible que

Fi(z) =7 (%),

Sf(3) étant la fonction de Poincaré déterminée au n°15. Corrélati-
vement, la fonction inverse ®4x(Z) a un point critique algébrique
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d’ordre k£ — 1 en Z= o et elle vérifie
1
&4 [R(Z)] = sk®i(Z).
On a d’ailleurs
1
Oi(Z) = [P(Z)]%.
On aurait eu d’autres solutions holomorphes en O, de I'équation

de Schrider en prenant

Pi(2) =[2(Z)]*.
5

Ce sont les inverses de fonctions

Fye) = (s4),
k

qui ne sont plus uniformes, mais n’ont a distance finie qu’un
point critique algébrique, le point z =o.
On a les relations
Fy(sk2)=R[F,(2)]
i 3

et
k k
On déterminera ailleurs (*) des solutions de I'équation
F(Xz) = R[F(2)],

pour lesquelles 5 = o est un point singulier essentiel.

CHAPITRE IlI.

L'EQUATION D’ABEL $[R(Z)] = ®(Z) + a ET L'EQUATION ASSOCIEE

Sf(z+a)=R[f(z)].

17. Comme au n° 9 du Chapitre II, les fonctions f(z) et o(Z)

sont inverses 'une de l'autre. Le probléme résolu au Chapitre II

(') Voir des indications sur cette question dans une Note dcs Comptes rendus
de I'Académie des Sciences, t. 474, p. 800 : Sur la transformation des substi-
tutions rationnelles en substitutions linéaires, § 1.
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revient a transformer, grace a la substitution Z = f(3), la substi-
tution rationnelle Z, = R(Z) en une substitution linéaire 3, =ss.
Mais il a fallu supposer que la substitution rationnelle avait un
point double répulsif [a=R(a);|s=R'(a)|>1]. Ce point
double a servi d’origine dans le plan Z. La substitution linéaire
admet alors également un,point double répulsif.

Or il résulte de 'étude de V'itération des fractions rationnelles
(voir Mémoire du Journal de Mathématiques, 1918, et spécia-
lement - note additionnelle n° 118) que, si une certaine itérée
[Z|Rx(Z)] a toujours des points doubles répulsifs, la substitution
[Z|R(Z)] elle-méme peut ne pas en avoir, mais on voit aisément
qu’elle admet alors un point double indifférent, c’est-a-dire un
point o pour lequel

a= R(a) et R'(a) =1.

On va dans ce cas prouver que la méthode générale, indiquée
au Chapitre I et appliquée au Chapitre 1I, permet de déterminer
des solutions de I'équation d’Abel et de I’équation associée, c’est-
a-dire, par la substitution Z = f(3s), de transformer la substitution
rationnelle Z, = R(Z) en une substitution linéaire 5, =z + a ou
les deux points doubles sont confondus en un point double indiffé-
rent (') a infini.

Signalons-que I'équation d’Abel et son associée ont ét¢ étudiées
par M. Fatou dans son Mémoire du Bulletin de la Société matheé-
matique de France, tome 47, a 'aide des méthodes élémentaires
de la théorie des fonctions.

18. On va s’occuper ici du cas le plus simple : celui vu R'(a)
étant =1, on a R"(a) 5% o, etrappeler d’abord quelques propriétés
établies dans le Mémoire du Journal de Mathématiques, 1918,
Sur Uitération d’'une fraction rationnelle au voisinage d'un
point double indifférent (voir 4° Partie, n®* 104 a 108). Soit

une demi-droite quelconque issue de z; on peut, en général,

’ 1 I t L.
1) Si S€ 5= -y 5,= —) 0N awra I, = et I’brigine, trans-
(') Si en effet on pose A ‘1’ Sl gine,

formée du point double 5 =occ, est un point double indifférent de ¢, = p(¢)
puisque t,=t—at*+ ..., p(o)=o et p’'(0) =1.



— 306 —

crouver un segment de cette demi-droite terminé d’un c6té en a
et tel que, lorsque le centre d’un cercle (Co) passant par o est
choisi sur ce segment, 'aire antécédénte (C_,) de 'aire (G,), c’est-
a-dire transformée de (C,) par la substitution inverse [Z|{R_, (Z)],
est une aire simple intérieure a (C,), dont le contour est une.
courbe fermée C_, intérieure a G, qu’elle touche au seul point a.
Pour préciser, le segment signalé existe sur toute demi-droite
issue de a, excepté une seule direction exceptionnelle bien déter-
minée par la valeur de R"(a), et qui est telle que le segment
tende vers zéro lorsque la direction non exceptionnelle sur
laquelle il est porté tend vers la direction exceptionnelle. Bien
entendu, R'(a) étant =1, il est clair que dans toute une région
entourant o et par conséquent dans tous les cercles (G, ) précédents,
la branche de fonction R_,(Z) égale a « au point o est uni-
forme.

19. Choisissons une direetion non exceptionnelle et un cercle
(Co) qui contiendra sa courbe antécédente (C_,). L’aire consé-
quente (C,) sera une aire simple a un seul feuillet limitée par une
courbe analytique fermée (C,) contenant (C,), pourvu que (C,)
soit assez petit. G, et C, seront tangents en a et ce sera leur seul
point commun. De méme (C,), transformée de (C,) par [Z |R(Z)],
sera une aire simple contenant (C,) et les frontiéres seront tan-
gentes-en «. Les aires itérées successives iront constamment en
s’agrandissant. Leurs frontiéres seront tangentes en «. A partir
d’un certain indice (p) ces aires s’étaleront sur plusieurs feuillets
reliés entre eux en des points de ramification qui, ainsi qu’on I'a
expliqué aux n* 10 et suivants, sont les conséquents successifs
des racines de I'équation R'(Z) = o. On les construira de proche
en proche par le procédé de prolongement analytique indiqué
aux n* 10 et suivants du Chapitre II, laire (GC,) et. les
aires (Cy), ..., (Cp_y) étant supposées tracées sur le premier
feuillet, puis introduisant de nouveaux feuillets a partir de (Cp).
Toutes ces aires (C,) seront simplement connexes, 4 un nombre
fini de feuillets, et compteront un nombre fini de points de rami-
fication intérieurs. Elles seront contenues chacune dans la suivante
et leurs frontiéres n’auront en commun que le point « du premier
feuillet. Par [Z R(Z)] chacune se transforme dans la suivante.
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L’étude de (C,) faite dans le Mémoire du Journal de Mathéma-
tique, 1918, déja cité prouve que :

1° Dans le cas ou [Z|R(Z)] ne se raméne pas a un polynome, le
nombre des feuillets de (C,) augmente indéfiniment avec n, tout
point de chaque feuillet étant recouvert a partir d’une certaine (G,),
exception faite pour le point o, du premier feuillet, qui est point
frontiére pour toutes les (C,). [Le point «, sur les autres feuillets,
est un point intérieur ('). ]

2° Dans le cas ou[Z|R(Z)] se raméne a un polynome, le nombre
de feuillets de (C,) devient infini avec n, mais un point du plan
complet et un seul reste extérieur sur tous les feuillets a (C,) quel
que soit n. (Z, = Z** n’est pas a considérer ici, car il n’y aurait
pas alors de point double indifférent.)

La limite de (C,), pour n = o, sera une surface de Riemann
simplement connexe X a une infinité de feuillets, sur laquelle «,
du premier feuillet, est un point frontiére. Les (C,) qui la défi-
nissent satisfont aux conditions du n° 8; on va prouver que X est
représentable sur un plan pointé, tout comme la surface de
Riemann du n° 13.

20. A cet effet, nous adopterons pour la substitution Z, =R (Z)
une forme canonique en supposant d’abord R"(a) réel et négatif
_ (ceci peut étre réalisé par une rotation des axes de coordonnées),
ensuite en envoyant o & l'infini par une méme transformation
homographique sur Z et Z,. On a alors la forme canonique

Li=7Z+a—+ o(Z) (a réel et positif),

¢(Z) étant une fonction rationnelle, nulle a I'infini, dont le déve-
loppement de Laurent serait

(') Il faut observer ici que, pour un certain indice X, (C,) contiendra & son
intérieur une racine au moins de R(Z) = a, par conséquent (C,.,) recouvrira o
comme point int€rieur & un ou plusieurs feuillets, mais ces feuillets recevront
successivement les n>* 2, 3, ..., le point & dun premier feuillet ayant déja été obtenu
comme point frontiére de (C,), (Cy)....
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Ici la direction exceptionnelle sera celle des paralléles a 'axe
réel dans le sens négatif de cet axe réel. Pour cercle (C,) nous
pourrons choisir un demi-plan (P,) situé & gauche d’'une demi-
droite &(Z) =23, & nombre réel, qui peut étre positif ou négatif.
devant- étre inférieur a une certaine limite afin que laire (Py),
transformée du demi-plan (P,) [# (Z) £8], conticnne & son intérieur
le demi-plan (P,). Les aires (P,) successives sont emboitées I'une
dans I'autre, et, sur chacune d’elles, infini est un point frontiére.

Choisissons sur le premier feuillet un point déterminé o, inté-
rieur a (P,) et faisons la représentation conforme de l'aire (P,) sur
un cercle du plan {, ayant son centre a l’origine, de fagon que le
point @ de (P,) devienne I'origine, et de facon que la fonction
$=®,(Z), fournissant la représentation, ait sa dérivée égale a 1

au point ©
P,(w) =0, P, (w)=1

Nous allons, de proche en proche, formerles ®,(Z). Si I'on prend
d’abord z =09,(Z) =17, P, est transformé en 1I, demi-plan 3
défini par &(z)28. En prenant

?o-— w ., ®
b, = (w — wh),
°T go— wp b):
on verra immédiatement que
Py(w) =o, o(w)=1,

et P, est transformé en un cercle T’y de centre O de rayon |w — wyj|.
$ On a choisi o/, symétrique de w par rapport i la droite & (Z) =3,
cest-a-dire wy =w—+2[8 — R (w)].}

D’une facon générale, la branche de fonction R_,(Z) [fonction
inverse de l'itérée R,(Z)], qui devient infinie avec Z, est, par la
définition méme de (P,), une fonction uniforme sur (P;), et
lorsque Z décrit (P,), le point R_,(Z) décrit (P,); cela résulte
simplement de ce que lorsque Z décrit Py, le point P,(Z)
décrit (P,). La substitution [Z|R_,(Z)] transforme donc (P,)
en (Py), mais elle altére w. Elle transforme w en w_, qui s’obtient
en appliquant  fois de suite & w la substitution [Z |R_,(Z)] qui
est uniforme dans (P,) et pour laquelle I'infini est un point double.
w_y est antécédent d’ordre n de w, dans litération [Z|R(Z)],
par la brapche de R_, infinie a I'infini.



— 309 —
Considérons alors la fonction
S = C?,,(Z) = R—n(Z) — W_,;+ .
Elle transformera (P,) en un demi-plan (II,) du plan z, défini par

R(3)ST—R(w_p) +R(w)=3,.
Toutefois
on(w) =w et ¢n(w) =R, (o).

Considérons enfin la fonction

on(Z)y—w o)—w',,_
7 0 )
Pnl L,) — ?;1('”)

§= Il(Z) =

w,, est le point symétrique de v par rapportaladroite & (5) = &,,
c’est-a-dire
w,=w-+2[¢,— R(w)].

Elle fera correspondre au demi-plan &[©,(%Z)]<¢, un cercle I', de
— !
centre O de rayon 'u’
Gn(w)

On a

¥y (w)=0, D)(w)=1.

dans le plan .

La fonction ®,(Z) fournit la représentation conforme de (P,)
sur un cercle du plan § dans les conditions réclamées au point .

La suite des fonctions ®,(Z) converge uniformément dans toute
aire intérieure a X el sa limite ®(Z) fournit la représentation
conforme de T sur un cercle du plan { ayant son centre en O ou
bien sur le plan §, pointé a I'infini, selon que le rayon de I', a une
limite finie ou devient infini. On va montrer que cette limite est
infinie, d’ou 1l résultera qﬁe 3 est représentable sur un plan
pointé.

21. On va en effet prouver d’une part que w), — w devient infini
et d’autre part que ¢, (@) a une limite finie £ o.

On a

oh—w=2[80 —R(w)]=2[0 —R(w_p)];

il faut donc étudier w_, pour n = 0. On va voir que «w_, devient

w_

infini et que sa valeur asymptotique est — na; —— tend vers
a

— n
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I'unité lorsque n devient infini. Donc & (w_,) tend vers — co. Par
suite, ), — v tend vers -+ co.
D’autre part,
#n(w) = Rlp(w).

11 faut prouver que R_, () a une limite finie >4 o lorsque n devient

.

infini. Ce fait va résulter précisément de ce que —=a pour limite

Punité. -
En effet, la branche de R_, (Z) uniforme dans (P,) et infinie
a l'infini peut s’y développer par la formule

Re(Z) =27 — a + Y(Z),

4(Z) étant nulle a Vinfini et holomorphe dans (P,) (il n’y a qu’a
supposer 6.assez petit pour cela). L’étude de I'itération de R_, (Z),
faite au Mémoire déja cité, prouve que (P_,) transformée de (P,)
par [Z|R_,(Z)] est une aire iptérieure a (P) et s’étendant a I'infini
du coté de axe réel négatif. De méme (P_,) (deuxiéme antécédente
de P,) est contenue dans (P_;), etc. D’une fagon générale (P_,)
contient [P_,,,)] et lorsque n devient infini, 'aire (P_,) s’éloigne
a l'infini et admet pour seul point limite le point a 'infini. w_, tend
donc vers l'infini quand n devient infini :

Wy = —a+Y(w),
w_g=w_y —a—+ $(woy),
w_p=W_(n-1)— & + Y[ O_(n—y)].
Donc, en ajoutant,
0= 0 — 1@ [P(0) + P(0or) o B0,
W_p —o  Y(o)+Y(og)+...+Y[o_p-n],

=1+ — ,
—na na na

11 suffit de prouver que

n—1{
izzo"!‘(:—i)

W—p

tend vers zéro pour démontrer que
. —na

a pour limite 'unité (on
sous-entend w, = w).

. . . . 1
Or w_; devenant infini  avec , ¢ (w_;) tend vers zéro avec 7; on .
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peut donc choisir un entier fixe p tel que pour 2 p on ait
[ (w-) | <e,

¢ nombre positif donné a priori arbitrairement petit.
On a alors si n > p

n—1 1=

szi l{l(w_,) 2‘!!!((9_,)
n

=0 i=0 . =p

A cause du choix de p, on a

2 Y '-"-1)

i=p

e<e.

p étant ainsi choisi on peut choisir n assez grand (et > p) de

facon que
. l"—’ ‘
Z Ylo_y) <
Ii:O n |

car le premier membre est une somme de p termes dont chacun
. 1
devient nul avec ae

On peut donc choisir r assez grand pour que

Zv(w—l)‘< 2z,

i=0

¢ étant arbitrairement petit. * - '
Donc le premier membre de cette inégalité tend bien vers zéro
I .
avec — -
n

Il en résulte que i’—"a tend vers. 'unité.

22. Montrons que 'c,,(w) _R’ '.(w) a une limite finie et diffé-
rente ae zéro.

Ona
R_,,(Lo)=R_1[R_1[...R__,(u))]...];

par consequent

Rip(0) = R, (0) Li(we) s Ry (9—qnen).
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D’autre part, R_, (Z) =1+ {'(Z) pour tout point Z de (P,).
Tous les w_; sont dans (P,); on a donc

Riy(o = l:[ [1+¢'(w-0)]-

i=0

Lorsque n devient infini, R_, (w) a une limite finie et 34 o si la
série

-
N (0]
[}
est convergente.

Or, n devenant infini, w_, devient infini et reste dans (P);
dans (Py) on a

b b
Y(Z)= 77 + g2+
’ bl |
Y (L) =— ey
c’est-a-dire que
¥z
I
7:

reste borné quand Z devient infini en restant dans (P,)

_p y o, <
— tend vers I'unité, on aura pour n > n,

comme, d’autre part,

I

W-p

I+ 7
na

bl

7 Ctant trés petit et positif; par suite, pour 2 >> nr,, on aura

. A B
Y (o) | < 5 <

| w_p|? nt’

B étant indépendant de 7.
La série

i | 4 (w-p)|
0
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est donc convergente; il en résulte que R’
et 7% o quand n devient mhm

(w) a une limite finie

—n

On a ainsi prouvé que

‘ devient infini avec n, ¢’est-a-dire
que I est représentable surie plan ¢, pointé a l'infini, par { = ®(Z),
® étant la limite des ®,, avec
P, (w) =o, P, (w)=1.
On aura
P(w)=o, L (o) =1.
23. Revenons a la suite des fonctions z = ¢, (Z).
La relation entre .p,, et ®,, résolue par rapport a @,, donne

_w (Pt w)— w?
Pn= wy+Pp—

Lorsque n devient infini, w, devient infini comme (v, — w). Et
dans”tout domaine intérieur a X, ®, converge uniformément
vers ®(Z), qui est finie; on voit donc que 9, converge uniformé-

ment vers une limiic
(L)=P(ZL) + o.

La fonction z = ¢ (Z) fournit donc une représentation conforme
de X sur le plan z pointé a l'infini, dans laquelle, au point w de Z,
correspond le point 5 = w,

Les fonctions ®,(Z) nous ont servi de simple intermédiaire
pour appliquer le procédé classique du n® 8; on voit que la suite des

on(Z)=R_4,(Z)—o_p+wv

a une limite uniformément atteinte dans tout domaine fermé
intérieur a X [ et méme dans tout domaine fermé (P;) dont tous
les points sont intérieurs a T sauf un point frontiére confondu
avec le point double indifférent’ a = o du premier feuillet qui
est point frontiére de Z| et cette limile z = (1) fournit la
représentation conforme cherchée.

24. Considérant les fonctions inverses
L=fy(z)=2z,
Z=f,(;-.)=R(z+lz,), hy = 0wy —w;

.................. seey

=fn(z)_ Rn(z + hy), hp=w_pn—o;



— 314 —

clles transforment les demi-plans (I,), (II,), ..., (II.), ... du
plan z en (Py), (Py), ..., (P,), ... et de maniére que le point a I'in-
fini du plan z corresponde au point « = w0, du premier feuillet,
de 2, et que le point 5 = w devienne le point w du premier feuillet
de 2. La suite des f,,(z) converge uniformément dans tout domaine
fermé a distance finie du plan z et méme dans tout demi-plan Il,,
ou dans tout demi-plan situé a gauche d’une perpendiculaire a
I'axe réel. La limite est la fonctibn Z = f(z), fonction inverse
de 3=1v(Z); c’est une fonction méromorphe dans le plan =
J(w)=w, et qui tend vers I'infini (valeur correspondant au point
double indifférent = oo de £) quand z tend vers l'infini sur un
chemin pour lequel & (z) reste inférieur a une limite fixe. L'infini
est, pour f(z), un point singulier essentiel.

25. D’aprés le mode de génération de X, la substitution
[Z|R(Z)] envisagée sur X laisse T invariante, elle y transforme sim-
plement (P,) en (P,y,). Cest une transformation biunivoque et
analytique de X en elle-méme, par laquelle aucun point intérieur
A I ne reste invariant : cela résulte de ce que, dans la transforma-
tion de (P,) en (P,), aucun autre point que « du premier feuillet
ne reste invariant. Ce point « du premier feuillet de £, point fron-
tiére de X, est le seul point de £ qui reste invariant par [Z|R(7Z)].
Considérons les points z et z, qui correspondent aux points Z
et Z,=R(Z) de £ par la représentation conforme [Z = f(z),
Z,=/f(5.)]; un raisonnement identique a celui déja fait au n° 13
prouve que la substitution (5| z,) sera une transformation biuni-
voque et analytique du plan 5 pointé a I'infini, dans laquelle aucun
point a distance finie ne reste invariable. C’est donc une substitu-
tion linéaire

Z1=23+ A.
La fonction o (Z) satisfait donc a I’équation d’Abel
¢lR(Z)] =o(Z) + 1,
et son inverse, a I’équation associée
S(z+21)=R[f(3)].
On peut aisément prouver que A = a. En eflet,

¢n(Z)=Rp(Z)y—w_pn+w
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ayant pour limite ©(Z) dans Z, il est clair que
6a[R(Z)] = R_p[R(Z)] — w_p+ 0 = Repgy(Z) — w_p—+ w
‘aura pour limite, dans Z, la fonction ¢[R(Z)]. On peut écriré
?a[R(Z)] = [Rez—1(2) — 0ty + 0] +[0—(z-1) = w—n].

Le premier crochet du deuxi¢me membre n’est autre que z,_,(3)
‘et sa limite, dans Z, est o(Z). On a d’autre part

w_n—1y=R(w_p) =w_p+a+ p(w-p),

et puisque w_, devient infini avec n, ¢(w_,) tend vers zéro,
donc [w_(n_y)— w_y] tend vers a.
On a donc, en passant 4 la limite, dans I’égalité précédente, la
relation d’Abel
¢[R(Z)] =9(Z) + a,

-en tout point intérieur & I, et par conséquent
Sf(z+a)=R[f(2)],

en tout point z a distance finie.

Il resterait a étudier d’une maniére plus précise I'allure de f(z)
a l'infini ou celle de ¢(Z) lorsque Z tend, sur I, vers le point
Jrontiére o = oo sur un feuillet ou ce point @ = o st bien point
frontiére (par exemple le premier). Nous espérons y revenir
-ailleurs, n’ayant eu ici pour but que d’établir 1'existence des
solutions des équations fonctionnelles considérées a partir des
surfaces de Riemann de leurs fonctions inverses.



