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SUR LES COURBES GAUCHES DONT LE LIEU DES CENTRES
DE COURBURE EST UNE COURBE DONNÉE ;

PAR M. G. ROENIGS.

Au Tome 16 du Journal de Mathématiques pures et appli-
quées^ en i853, dans un écrit intitulé : Mémoire sur une classe
adéquations différentielles simultanées qui se rattachent à la
théorie des courbes à double courbure, l'illustre géomètre
J.-A. Serret a développé d'ingénieuses considérations d'analyse
qui lui furent suggérées par les circonstances diverses qu'offre,
suivant les cas, la détermination d'une courbe par une propriété
de quelqu'un de ses éléments infinitésimaux tels que cercle oscu-
lateur ou sphère osculatrice.

Si, par exemple, ou veut une courbe dont le cercle oscillateur
soit orthogonal à une sphère donnée, on ne trouvera pas d'autre
solution que les cercles orthogonaux eux-mêmes. Mais il est des
cas où il nen est pas ainsi.

Si, par exemple, on cherche les courbes dont le cercle oscula-
teur a son centre sur une courbe donnée, on trouvera bien encore
l'ensemble des cercles ayant leur centre sur la courbe, mais en
outre il existera vraiment des courbes différentes de ces cercles et
répondant à l'énoncé du problème.

Inéquation différentielle à laquelle on parvient est du reste inin-
tégrable, quelle que soit la méthode suivie. Mais cela n'est pas une
raison pour empêcher d'étudier les circonstances géométriques du
problème. Il importe à cet effet d'y appliquer les méthodes plus
modernes de la géométrie infinitésimale.

J'appliquerai à la question la méthode du trièdre mobile.
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I. — Équation du problème.

Soit 0 un point de la courbe (0) qui doit être le lieu de centre
de courbure d'une courbe cherchée (/). Nous prendrons un
trièdre trirectangle direct T dans lequel Ox sera la tangente directe
à la courbe (0),0y la normale principale dirigée vers le centre de
courbure, 0 z la binormale.

Nous appellerons s l'arc de la courbe (0), /• et t ses rayons de
courbure et de torsion. Nous prendrons l'arc s pour mesure du
temps.

Appelons enfin M le point de la courbe cherchée (/) où le centre
de courbure est le point 0 et rc,y, z les coordonnées du point M
par rapport au trièdre T.

Du moment où s est la mesure du temps, les projections Vx^ ^yr
Vz de la vitesse absolue de M sur les axes 0;r, Oy, Oz seront

y ^x i ̂vs=l-T•+Ts ( 1 ) '

(,) ,,=î-^^,
' ' } r t ds

Y - az

z ~~~ T cl s '

Pour que 0 soit le centre de courbure de la courbe (/) au
point M, il faut d'abord que OM soit normale au point M à la
courbe (/), ce qui se traduit par l'équation

(2) xvx^-yvy-\- zvz^= o.

Mais on peut ici faire la remarque que le plan v normal en M à
la courbe (/) enveloppe une surface développable 0 qu'il touche
suivant une droite d, normale au point 0 au plan osculateur de (/).
Par suite, la courbe (0) est tracée sur cette développable ^ et
la tangente 0 .y en 0 à cette courbe est dans le plan tangent v
à 0 tout du long de la droite rf. En conséquence, la vitesse qui
est normale à ce plan v est rectangulaire avec Ooc qui y est

( 1 ) Voir DARBOUX, Leçons sur la théorie des surfaces^ t. I, et G. KŒMGS».
Leçons de Cinématique.



— 805 —

tracée. Il en résulte que la projection .̂ est nulle, donc

(3) ^=i--2:+^=o.

Ceci réduit Inéquation (2) à la forme

('2') yVy^-ZVz=0.

Appelons X, Y, Z les coordonnées courantes d^un point du
plan v, normal en M à la courbe (/).

Ce plan, normal à la vitesse de M et passant parle point 0, a
pour équation

PyX -+- Vy\ + (^Z == 0,

ou. eu égard à (3),
Py Y -+- V-^ Z == 0,

ou enfin, en vertu de (27),

< 4 ) — z Y + y Z = o .

La droite rf, caractéristique du plan v, s^obtiendra en cherchant
le lieu des points de ce plan dont la vitesse absolue y est contenue,
cela s'exprime par Inéquation

ou
—^(/Y+y^z^o,

X Z d\ Y dZ
^——-^T^^ ^-- ï-^-^î

il viendra ainsi
/X Z rfY\ / Y dZ\

— Z ( — -h - -h —— ) -+• y ( — -4--J- 1 = 0 .\r t ds I v \ t ds )

En différentiant inéquation (4) nous trouvons

^Y+^Z-^+Y^
ds ds ds ds

retranchons de l'équation précédente, nous obtenons

(3 ) _ î x + { r f ^ - y ) Y - ( ' ^ + - ) z = o ./ r \ds t j \ ds t
_îx+(^ - y )Y- f< r +-^Z=,

r \ds t / \ds t ]

Les équations (4), (5) représentent la droite d, caractéristique du
plan normal v. On reconnaît quelle passe au point 0.

Des équations (4), (5) homogènes en X, Y, Z, on tire les para-
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mètres directeurs de rf, en mettant les équations sous la forme

(6) x _ Y _ _ _ z
y d z — z d y __ i yz - ———^—— •
(yï-]rzî)ds t r(y^-}-z^) r(yï-^-zï)

Nous sommes déjà assurés que OM est normale; pour qu'elle
soit normale principale, il faut, en outre, que OM soit rectangu-
laire avec d, ce qui se traduit par l'équation

ry^-^__i1 ._Z!f_._^__
Uy^z^ds t ] l r(y^z^)^~ r(y^z^) ==0'

ou en simplifiant

(7) y dz ~~ z dy _ I . z ' -
(y^z^ds t ' " x ~ r ~ ~ 0 '

Les équations (3), (2') [ou (2)] et (7) expriment toutes les
conditions du problème.

II, — Introduction des constantes du cercle osculateur,

II convient d'introduire ici les constantes du cercle osculateur.
Ce seront les cosinus directeurs de la droite d et le rayon o de ce
cercle. k

Pour y arriver, il suffira d'introduire, au lieu de a-, y, z, les
coordonnées polaires du point M.

Soient 9 l'angle du vecteur OM avec Ox, y l'angle du demi-
plan xOM avec le demi-plan xOy, nous aurons

(8) a ?=pcos6 , y=ps in6 . cosy , z = p sin6. sine?.

Si, au lieu de ;r,y, z, nous introduisions les variables 9, co, p dans
les équations (2), (3), (7), elles prennent les formes simples sui-
vantes :

[ dç _^=-co.e,
/ \ ] ûTO _ s in6 coscp

ds ~ p ~ y ?

ds> i i
Ts^~t -^tangô.sincp.

Cherchons les cosinus directeurs du trièdre formé par la tan-
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gente (a, B, y), par la normale principale dirigée vers le centre de
courbure (a', ^, y') et par la binormale (a", ^ y'7) de la courbe (/)
au point M.

En ce qui concerne a, p, y cosinus^directeurs de la tangente, on
aura

-a =1 =-1,
Vx Vy Vzf

c^est-à-dire, eu égard aux équations (2') et (3),

a __ g _ y
o sin^ —coscp

cela permet de prendre

(ip) a = o, p = s i n < p , 7=—cosy.

Les cosinus directeurs de la normale principale MO sont égaux
et opposés à ceux de OM, ce sont donc

(n) a '==—cos9 , y = — s i n ô c o s c p , y ' = — s i n ô s î n y .

Quant à la binormale, ils seront donnés par les formules clas-
siques

^==Pï'-ïP', i^ï^-ay', ^a^-pa-,

c'est-à-dire, eu égard aux résultats précédents,

(12) OL" ==—sin0, y = cosO CQSÎP, Y* = cos6 sin<p.

On voit que a", ^//, y'7 sont les cosinus directeurs de la normale au
plan du cercle oscillateur, ce qui, avec le rayon p, constitue
Fensemble des constantes du cercle osculateur.

III. — Arc et torsion de la courbe (/).

La méthode que nous suivons nous donne immédiatement Parc o"
et le rayon de torsion T de la courbe (/).

Nous avons déjà trouvé peur les projections ̂ , py, Vz de la vitesse
de M lés expressions

x z dy y dz
Vy: == o. ^y = - -+- . 4- — > v^ = -- - + -r- •f y r t ds t ds

Si, dans ces expressions, on introduit les variables 6, y, p on
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trouve

^ p sin2^ ^_ p siny ces y
^ /• cos 6 ? ^ ~~ 7 cos9

Ces expressions sont d'ailleurs égales aussi à

c'est-à-dire à

a cîv d<j^=P-^, .—T^,

<^ . Û?Œ
^^smy, ^=-^cosc?.

Par comparaison avec les formules ci-dessus on constate que —
1 1 . ' a s

a la valeur suivante :
,^ d^ __ p sinyâf<r p siny

^ /' cosO
v / ^/» — -, „ - - n *

L'arc (T est compté dans le sens (a, (3, y) de la tangente.
En ce qui concerne le rayon de torsion, rappelons que si l'on

mène, par un point fixe Mo, un vecteur M,)U égal à i , parallèle àla

binormale (a", jî", Y), la vitesse du point U est égale à i ch ( < ) , et

cette vitesse est portée par la normale principale (a', 6', "/).
Soient x^ yoî ^o les coordonnées du point fixe Mo, les coor-

données de U seront ^o+a\ yo 4- p^ ^o 4- •//, d'où les projec-
tions de la vitesse du point U :

•î—^'^ "-"•).^—'-^^i (/.-?•),
^—'^'-â'—n.

Maintenant, le point Mo étant fixe, sa vitesse absolue est nulle
et par suite aussi sont nulles les projections de cette vitesse; on a
donc

yo ^ ^ o , f o 4.^0——0 V o . ^ o
/- ' ds - 0? r ^ t ^-ch ^oî " T ^ ' d s =0)

( 1 ) DARBOUX, Zeco/îs sur la théorie des surfaces, t. I. — G. KQENIGS, Leçons
de Cinématique.
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ce qui simplifie les expressions de ^, ^, ^ et les réduit aux
expressions

u y dy"pu ̂  _ r- -+- ,
•2? /' ^
,- ^ f dyv\. .= — -h -L-d- -J-,7 /* ^ ^

-^-^y.* ^ c/5

Si l'on transporte dans ces formules, pour a7, y , y", les valeurs ( 12)
trouvées plus haut, il viendra, en tenant compte aussi des équa-
tions (9) , . . •

^ — cosOsinQ ^u ___ sin»ecos<p ^ __ s i n ^ O s i n y
p ' y p 9 ^ ~ " ~ p ;

en se rappelant que cette vitesse a pour mesure ^— J sur la normale
• • i '"* cts

principale a , jî , y', on pourra écrire

— cose sine _ / i û[cr . s in^Ocoscp _ , i d<s
p " " T ^ ' ~ p ^ T ^

sin26 sincp , \ dv
~————P———L = = Y T dS9

et comme, diaprés (i i), on a

a^—cosO, p' ===— s in6 cose, y' == — s i n O sîny,

on devra avoir

c o s O s i n ô i ^Œ sin'^cos® i do-————-=-cos0^, -——^=-sin0cos^^,

sinSQ sin<p . . i dv— —————- = — sin 0 sincp - — .
P * T ds

Ces formules s^accordent pour montrer que l'on a

i d<s sinO
T ds ~ ç> f

et, eu égard a la valeur trouvée pour -7, formule (i3), il vient

(14) ^e 2 - 5 - " . .
/* s inU cosO

On trouverait sans peine que le rayon de la sphère osculatnce est
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égal à

p \/i 4-sin2<p col2 9.

IV. — Equation du troisième ordre.

Les équations (9) sont celles dont Pintégration résout le pro-
blème. J.-A. Serret a trouvé une équation en p du troisième ordre.
Il nous est aisé de la former ici.

Observons d^abord qi^en appelant p\ a" les dérivées première et
seconde de p par rapport à s^ il est aisé d'exprimer 0 et y en fonc-
tion de o, D , p".

La première des équations (9) nous donne d^abord

cos9 = — p',
d'où
(l5) cosess—p 7 , s i n O == \/i—p'2.

En differenliant il viendra

sin0^=p-,

et en tirant -r de la deuxième équation (9), il viendra

. . / sin 0 cosqp \s,ne(-^---^)=p',
d'où Von tirera
, „, r /s in^O \ /'(i — p ' î — p o" )
<1 6) c^=^[^-?l)=--^==^^

En différentiant enfin Féquation (16) il viendra

o?<p d r/'(i — p'a._ p p'-i
— sincp - T = — ——— r . r r ,

ds dr L p ^/i - p^ J

et si nous remplaçons —p par sa valeur tirée de la dernière des
équations (9), nous trou'verons

(17) —s in 9 ( - — 1- s in<ptang6 ) = — V I ~ ^ ~^P-.\T r • / ds p ̂  _. p/,

1 suffira de remplacer siny, tangO par leurs valeurs ^tirées des
îquations ( i3), (16) pour obtenir l'équation du troisième ordre.

Cette équation est compliquée et ne peut être intégrée.
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V. — Cas où la courbe ( 0) est une hélice ou un cercle,

J.-A. Serret a remarqué que Inéquation du troisième ordre se
réduit à une du second dans le cas où la courbe (0) est une hélice
ou un cercle.

Il est aisé d'en voir la raison.
On observera que si l'on possède 9, y, p en fonction de s, on se

trouve définir pour le point M une courbe trajectoire (a) relative,
par rapport au trièdre T. Le mouvement résultant de ce mouve-
ment relatif du point M sur la courbe (jji) et du mouvement d'en-
traînement du trièdre est le mouvement absolu de M" sur la
courbe(f).

Les formules d'intégration des équations (9) peuvent s'écrire
Gt(Qî ?» P? Clî C,, Cs) == 0, Gî(0, y, p, Ci, Cg, Cs) == 0,

^(ôî <?, P, Cl, €2, < *3 )—- î=0 ,

où Ci, Ça, Cç sont trois constantes arbitraires.
Les équations G, == o, G a == o définissent la courbe (u) : l'équa-

tion Gr3 =o définit la correspondance ponctuelle qui existe entre
le point M de la courbe ([JL) et le point 0 de la courbe (0).

Mais lorsque les rayons de courbure et de torsion r, t sont con-
stants, les équations (9) peuvent se partager en deux groupes

(.8) -l—— = . ^ ____^—cosO siïiO costp l i
——— — ———L - — _ tan—— — ——— ._ — _ tango sinep

? /• T r b *

^ -iâ-^
Le système (18) ne contient pas s puisque r, t sont constants

et peut être intégré à part; il est du second ordre et les formules
d'intégration s'écrivent

Gi(6? ?» P, Ci, c^ == o, Gi(e, y, r, c,, c,) = o.

Ces équations définissent les courbes (jji) qui ne dépendent ici
que de deux constantes.

Ensuite l'intégration de l'équation (19) donne-par quadrature

^(Q, ?, P, Ci, Ça) — (S -{- Cs) = 0,
Ln- 33
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en sorte que la troisième constante du problème est additive à .<?.
Il est aisé de comprendre que ceci correspond à la circonstance
que le cercle et l'hélice sont susceptibles de glisser sur eux-mêmes.

Pour intégrer les équations (19), nous poserons

p sin6 == - v, p =• r /M,

où u, v sont les deux nouvelles variables.
La première équation se réduit à

dv
^^du^^

en sorte que Fon a les formules

,.., S"--;-:-^ î/̂ -.
coso === P', s i n o = = ^ / i — v ' 2 .

En posant v" ==: — === — on trouve en differentiant cosc? = v\

-s ln?^==p ;

or
d(f d^ dp ' d^ p dp û?<p û?p2 d<s r2

du dp du dp p du dp i p du dp i o

II vient donc
d<p r2 „• sincp -y' — == v .T dp 2 p

En tirant — de la seconde des équations (18), nous avons

, y2 sincp /1 i \
= — ——- - — - tango s inep .2p cos9 \t r ° T /

En remplaçant p par r\/u et les lignes trigonométriques des
arcs 9, y en fonction de u, v, v par le moyen des formules (20), il
viendra définitivement

^(i—^2) r / i — ̂
4 u — v1 t\ 4 u — v2 *îl/3

De celte équation du second ordre dépend le problème de la
recherche des courbes (^.).
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Quant à la correspondance entre les courbes (m) et (0), la
quadrature (20) prend ici la forme

/ \ » du(22) ds = — - .
^/4 ̂  — ^2

Dans le cas où l'hélice se réduit à un cercle, I == o, et Inéqua-

tion (21) se réduit à la forme purement numérique

(23) _.(»-P^
[\u—v^

La quadrature (22) garde sa forme.
Malheureusement, les équations (22), (28) sont rebelles à toute

intégration.
Cependant, dans le cas de l'hélice, on sait que toute hélice est

le lieu des centres de courbure d'une autre hélice qui a même
normale principale qu'elle.

Les équations (18) admettront alors une solution pour laquelle

„ TT
9==- et 9=0, et p==a==cons t .

Dans le cas r ==-- a, il y a deux cou-bes (0) et ('/), toutes deux à

courbure constante -; elles ont même normale principale.

VI. — Sur un problème de géométrie plane.

On peut faire la remarque que, en interprétant ^, v dans le plan,
on obtient un problème de géométrie infinitésimale plane.

Mais pour obtenir un énoncé simple il convient de faire le
changement de variables suivant :

u-=x, v=yi, {i=^~^~\).

On trouve alors que l'équation (28) prend la forme suivante :

^- ,.(^y2)J J 4^-h.r25

ou
dy „ d^ry — •7 , -i/' — _•!_ .y ~ d x ' Y ~ dx^
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En coordonnées rectangulaires celte équation est celle des
courbes planes jouissant de la propriété que :

Le segment qui joint un point de la courbe à la projection
du centre de courbure sur une droite fixe du plan est vu sous
un angle droit d^un point fixe du plan.

Ce problème est ainsi en connexion étroite avec celui des
courbes gauches dont le lieu des centres de courbure est un cercle.

II serait très intéressant que quelqu\in de nos distingués ana-
lystes voulût bien examiner ce que l'on peut tirer de cette équa-
tion. Une homothétie permet de remplacer 4 par toute autre
constante non nulle.


