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SUR LE DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION HOLOMORPHE
EN SÉRIE DE POLYNOMES ET DE FRACTIONS RATIONNELLES:

PAR M. RYRILLE POPOFF.

(Sofia.)

La démonstration qui va suivre peut être considérée comme une
généralisation de la démonstration de M. Painlevé dans le cas d'un
contour convexe. Elle a l'avantage de résoudre la question dans le
cas d'un contour simple quelconque sans faire appel à la théorie
du potentiel ou de la représentation conforme et sans se servir du
procédé de M. Runge. Elle a l'avantage de pouvoir être appliquée
aussi dans le cas d'un domaine multiplement connexe.

Cas d'un domaine simplement connexe. — Soit D un domaine
quelconque simplement connexe, dont le contour G admet une
tangente. Nous admettons seulement que G ne présente pas des
pointes tournées Vers l'intérieur du domaine. (Les difficultés qui
proviennent de telles singularités peuvent être tournées par des pro-
cédés d'un usage courant, en se servant des indications ci-dessous.)
Pour simplifier l'écriture nous admettons que l'origine est à l'inté-
rieur du domaine et nous désignerons par Ci un cercle décrit
autour de l'origine et qui contient le domaine.

Nous désignerons par.a(^) le point de la normale extérieure au
point z du contour et à une distance d^ (s) de ce point, où d^ (z)
est une fonction positive et continue en général et choisie de ma-
nière que le cercle de centre a(^) et de rayon d ^ ( z ) ne coupe
nulle part le contour C. Soit Ça le lieu géométrique du point a(^) .
Cette courbe qui correspond en général point par point à la
courbe C pourra avoir même des points isolés, comme cela peut
arriver dans le cas d'un lacet.
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II peut arriver que la courbe Ça, qui est à l'extérieur de G, est
aussi à l'extérieur du cercle G) . Si ce n'est pas le cas nous cons-
truisons la courbe Cg qui satisfait à la condition unique de corres-
pondre point par point à la courbe C^ de manière que le cercle
qui passe par le point a(^) de G^ et qui a pour centre le point
correspondant ^(s) de Cp ne coupe pas le contour G. (Pour sim-
plifier nous pouvons supposer que la courbe C^ ne présente pas
des pointes, mais cela n'est pas nécessaire pour ce qui suit. De
même les courbes Cp et C^ peuvent se couper en des points qui
ne se correspondent pas. Elles peuvent avoir aussi des arcs com-
muns.) Si la courbe Cp est tout entière à l'extérieur du cercle G|,
nous nous arrêtons à cette courbe, sinon, nous construisons la
courbe Cy, qui correspond point par point à la courbe Cp et satis-
fait à la condition unique que le cercle qui passe par le point ^ ( ^ )
de C^ et qui a pour centre le point correspondant v(^) de Cy ne
coupe pas le contour C. Si la courbe n'est pas à l'extérieur de G|,
on construit la courbe Q, .... Il est facile à voir qu'on peut s'ar-
ranger toujours de façon qu'avec un choix convenable des courbes
Ça, C^ Cy, ... en nombre fini on arrive à une courbe G,, qui est
tout entière à l'extérieur de Ci . Pour simplifier nous supposons
que ce soit la courbe Cp.

Considérons maintenant l'intégrale de Cauchy

/(.)=-!- f f^l^
2^lJ ^-^

où f{z) est une fonction holomorphe de z à l'intérieur de D et
continue sur C. Soit x une valeur de z du domaine D< qui est à
l'intérieur de D et dont le contour n'a pas de point commun avec
le contour C. Puisque, dans ce cas, z étant un point du contour C,

| a ( < ? ) — 2\< \ y . { z ) — x ,
on aura

t(^=-±- Ç —t^l^v -2 TT / J z — - a + a —

r y/(^[a-^
J<c,^ [a-.rj/—îr.ij^^ [a-a-j/'+t

î ^J ioY 3 ' ^ - ' " -
= ̂ -. f î>„(————}d^+Kn(^

^^iC) V3 '--'"/

( ' ) Nous écrivons a, p au lieu de A ( ^ ) , ^ (^ ) .
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et l'on peut prendre n assez grand pour que | R« | < s- pour toute
valeur do x à l'intérieur de D,.

De même puisque fP,,c/z est la somme d'un nombre fini de
- (C )

termes de la forme.

/V^)(a--^ F /(^)(a-^
^C) (^-^-1 "J^C0^^^7^^^"1^

et puisque pour tout point x de D^ on a
|P(s)--a(^) |<|p(, î) .-^

on peut choisir un m assez grand pour qu'on ait

2^p" (^) ̂  = ̂ .^Q- (i^h) ̂  + R-
avec |R,^|< ^pour toute valeur de x à Pintérieur de D,. Ici

Q^ ( JT^) est la somme d'un nombre fini de termes
P7 /(^)(a--^)P(a--3)7
^-'-'(D-l-l) —————————-—————-————-——————•—__,
' l) (p—^)/^'7-H

Par conséquent Q,̂  est une fonction holomorphe de x pour
M<1?(^) | qu'on peut développer en série de puissances
entières et positives de x pour toute valeur de x du domaine D,.
On obtient ainsi

^•^^(p——ï)^ = Iïl(^)+ I^n

où n, (^) est un poljnome de x et | R,/,^ | < ̂  pour toute valeur
de x du domaine D, .

Soit maintenant une suite de domaines D, , Do, . . . , D,,, . . . qui
s'englobent et qui tendent vers D; faisons correspondre à ces
domaines les nombres s., ̂  ..., ̂  ... qu; tendent vers zéro.
Au domaine D,/ et au nombre £„ correspond un polynôme n,/ tel
que la série H, + (n,- n,) +. . .+ (n,- n^ )+. . . tend ab-
solument et uniformément vers f(x) dans chaque domaine inté-
rieur à D.

Cas d'un domaine multiplement connexe. — La généralisa-
tion que nous avons apportée à la démonstration de M. Painlevé
nous permet aussi de traiter la question du développement d'une
fonction holomorphe dans un domaine multiplement connexe.
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Soient par exemple D un domaine doublement connexe etf(z)
une fonction holomorphe à l'intérieur de D et continue sur le
contour intérieur G() aussi bien que sur le contour extérieur C.
Nous porterons sur la normale extérieure de Go par rapport àD le
point ao(^) à une distance d{z) du point correspondant z du con-
tour Go. On peut choisir d ( z ) de façon que la courbe C^ lieu
géométrique de ao(^) , soit toute à l'intérieur de Co et que le
cercle de rayon d { z ) décrit autour du point ao(^) ne coupe
pas Co. (Ici encore nous supposons que Co ne présente pas des
pointes tournées vers l'intérieur du domaine D.) Si la courbe C^
ainsi obtenue esta l'intérieur d'un cercle qui, lui aussi est à l'inlé-
rieur de Co, nous nous arrêtons là ; si cela n'est pas le cas, nous
choisirons une courbe C^ a l'intérieur de C^, qui correspond point
par point à la courbe C^ et qui satisfait à la condition unique que
le cercle qui passe par le point ao(-s) de C^ et dont le centre est le
point correspondant Po(^) de Ça ne coupe pas le contour Co. A
la courbe €3 on fait correspondre point par point la courbe Cy
intérieure à Ça et telle que le cercle-qui passe par le point po(^)
et dont le centre est au point correspondant Yo( 5 ) de Cv ne coupe
pas le contour Co? . . . . 11 est facile de voir qu^en choisissant conve-
nablement les courbes C^, Cp^, C^, . . . , on arrive après un
nombre fini de telles opérations à une courbe qui est à l'intérieur
d'un cercle qui lui aussi est à l'intérieur de Co. Soient pour simpli-
fier l'écriture C^ cette courbe et c le centre du cercle qui la con-
tient et qui est contenu dans Co.

Soit D/ un domaine intérieur à D et qui converge vers D quand
i croît indéfiniment. On a pour un point x de D/

/•(^=,-1- r /w^ l r /(z)^
' ^^C) z~•x ^^Co) -s•-lr

L'intégrale sur C nous donnera une série de polynômes de x.
Quant à l'intégrale sur Co on peut l'écrire sous la forme

_ r fj^i dz = -^ f f^)^
î r . i j ^ ^ z — x " lï^ij^^z—OLQ-^-V.Q—Xïr't /c^^'^ 27TÎ ̂ c^

r y/^o-^^R,
/.,^ (ao-^)/^9.r.iJ ^à (ao—.r)
^=0

^ni——{——}dz+\\„
-f^(—————)J^ \^-x/
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avec R/ / |<^ puisque II a o — 3 ]< [ a o — ^ | . Ici l\[^^^sl

un polynôme en ———•1 J aa— x
On a d'autre part

r f(^)(^-'zy) ̂  ̂  r /(z^^-zv ^
J^ (ao-^)/^ ^(ab-c+c-^)/^

où j ao — c ] -< ] x — c 1 et par conséquent on peut écrire

f Pn (——L——} CÎZ = f Q./// ( -L- }dz-^ \\n.n
J^ \ao-^/ J^} \ c - y f

avec R//,^ <^ ^ quelque soitj? àFintérieurde D/ et où Q,/,,, ( ^ — — /

est un polynôme en ———•1 J c — x
On obtient ainsi pour x du domaine D(

i r /^)^r Z^^.n.(-'-)-.R.
•2 ̂  ( J^ Z — X \ C —— X }

avec | R/ <; zi et où ÏLi—'— ) esl un polynôme en _ «
A chaque contour intérieur correspond un point intérieur c et

une série de polynômes en——-? c'est ce qui démontre le théorème
bien connu de M. Runge, qu'une fonction holomorphe dans un
domaine multiplement connexe peut être développée en série de
fractions rationnelles.

La méthode que nous employons donne tout de suite les beaux
résultats de MM. Mittag-Leffler et Bord sur le développement des
fonctions holomorphes en séries.


