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SUR LES COUPLES DE FONCTIONS D'UNE VARIABLE
CORRESPONDANT AUX POINTS D'UNE COURBE ALGEBRIQUE;

Par M. Georcrs-J. Reémounpos.

1. Dans un travail paru cn 1912 dans les RRend. del Circolo
Matem. di Palermo (tomo XXXII, 1° sem. 1g12), M. E. Picard a
établi le théoréme suivant, qui présente une certaine analogie avec
la généralisation dn célébre théoréme de M. Picard, aujourd’hui
classique, obtenue en 1904 par M. Landau, a savoir :
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1. « Considérant une courbe

(1) Sz, y)=o0

\

de genre supérieur a lunité, on met a la place de » dans
Céquation (1) une fonction méromorphe de z dans un certain
domaine autour de Uorigine, dont le développement taylorien
est

(2) X=Ud+ 05 +....

» On tire de (1) la fonction y de s prenant pour z=o la
valeur -3. Les deux fonctions x et y de s ne pourront étre
simultanément méromorphes dans un cercle de centre origine
et de rayon supériecur a une quantité R(«, o,) ne dépendant
que des a et o, [et nullement des autres coefficients du déve-

loppement (2)]. »

Pour établir ce théoréme M. Picard a utilisé une fonction % (2, y)
du point analytique (z,¥), qui résulte de la théorie des fonctions
fuchsiennes et qui est holomorphe dans le voisinage de tout point
de la surface de Riemann correspondant a (1) et pour laquelle le
coefficient de 7 est toujours positif.

2. Nous nous proposons ici d’utiliser 1a méme fonction X (x,»")
pour généraliser le théoréme de-M. Picard ci-dessus énoncé en
cherchant ce que nous pouvons obtenir dans cette voie pour les
fonctions algébroides z = a(z), y = b(z) qui satisfont a I'équa-
tion (1).

I1 est clair que, si dansl’équation (1) nous remplagons z par une
fonction a(z)algébroide, on en tirera une fonction y = b(z) aussi
algébroide et & chaque point z correspondent un certain nombre
de points analytiques (a,, b,), (@:b,), (asbs), .. ..

Supposons que le point z = o soit critique (singulier) pour un
systéme circulaire de n branches de la fonction a(z), prenant en
z = o la valeur a, et pour un systéme circulaire de n, branches de
la fonction b(z), prenant en 5= o la valeur 3 et soient

, 1 2
\ =04 3" 4 A3 3" 4+, ..,
<

(3) ! 2
(},___ B+ Brami+ Bazi+4...,
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les séries qui représentent, dans le voisinage de z = o, les branches
1

des deux systémes circulaires. En posant z™ =1, ou le premier

membre désigne une des racines "\/z, nous obtenons les séries

“) fz=a2+alm+alnt...=0(]),
ly=B+Big" + R +...= (%),

qui représentent deux fonctions ¢() et ¢, (), correspondant a
une branche de chaque systéme circulaire (3), holomorphes dans
le voisinage du point {= o et satisfaisant a 'équation donnée (1).

Or, d’aprés le théoréme ci-dessus énoncé de M. Picard, il existe
une quantité R (a, «,) telle que dans un cercle de centre origine et
de rayon supérieur a R (a, «,) les deux fonctions o (%) et ¢, () ne
peuvent pas étre simultanément méromorphes.

La quantité R(a, a,) de M. Picard est la suivante : Si nous
développons la fonction A(z, y) suivant les puissances de x —«

dans le voisinage du point analytique («, ), nous obtenons la
série

(5) Mz, y)=p(2)+ (2 —2) () +.. ,
et, alors, nous avons :

_ | w(2) — po(2)
(6) R(a, 2;) = “apla) |

o () étantle conjugué de (=), dansle cas particulier oa ny =1 (*).
Nous en concluons que, dans un cercle de rayon supérieur a
R(a, 2,), il existe un nouveau (en dehors de z = o) point singulier
de I'une au moins des fonctions algébroides a(z) et b ().
Ce résultat est valable pour tous les systémes circulaires de
branches qui se permutent autour de 5 = o.

3. Or; dans un]travail publié en 1913 dans le Bulletin de la
Société mathématique de France [t. XLI, p. 340-346, générali-
sation d’un théoréme de M. Laudau] jai démontré que, si la
fonction algébroide z = a(z) est définie par I'équation

(7) V4 Ay (3)aV-1+ Ax(B)2V 2+, . .+ Ay~ (3)z + A\ (3) = o,

(') Dans le cas général la formule qui donne R(a, B) est plus compliquée mais
facile a trouver (voir la Note citée de M. Picard); la valeur de R ne dépend
encore que des a ct a,.
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MGB)=ai+biz+..., Ay(z)=as+byz+...,
(8)
Ay(z)y=ay+byz... + ...

et si les polynomes

(9)

P(3) =3+ a2V + a; 32+, . .+ ay—1 3 + ay,
q(z): blz"—‘—f—bgz"—’—&—...+b.,_,z+b,,

n'ont pas de racine commune, les coefficients : a et a, des
séries (3) ne dépendent que des coefficients : a,, a,, ..., a,,
by, bg, ..., b, et des degrés de multiplicité des racines du poly-
nome p(x.).

Nous avons donc obtenu le théoréme suivant :

II Tutowri:me. — Soit
(10) Sz, y)=0

une courbe de genre supérieur a Uunité. Si l'on met a laplace
de x dans Uéquation (10) une fonction x =a(z) algébroide
dans le voisinage de z=o, définie par U'équation (7) et les
Jormules (8), oi les polynomes

p(z)=23v+ a1 391 +...+ ay—1 3+ ay
et

q(3) =031+ bazV-2+. .+ by_13+ by

n'ont pas de racine commune, on tire de l'équation (10) une
fonction y = b(z) aussi algébroide dans le voisinage de z = o.

Alors, une au moins de ces deux fonctions a(z) etb(z) aura
un (au moins) nouveau (différent de z=o0) point singulier
(critique) dans tout cercle de centre origine et de rayon
supérieur a une quantité

R(a,, bl, [22]) bg, o0y Qyy bv, ny, Na, .. .)

ne dépendant que des coefficients a,, by, as, by, ..., a,, b,, et
des degrés n,, n,, ... de multiplicité des racines du poly-
nome p(z) (').

(') La démonstration est faite en détail pour les cas ol » =1 ou bien n, cst
multiple de n, mais il est facile de I'étendre dans le cas général.
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NOUVELLES PROPRIETES VALABLES POUR TOUTES‘LES COURBES ALGEBRIQUES.

4: Supprimons maintenant toute restriction sur le genre de la
courbe (1) et supposons que la fonction algébrique y = o (z),
définie par I'équation (1), posséde deux au moins points cri-
tiques £ = ¢, et x = c, distincts a distance finie. Si, dans I'équa-
ton (1), nous remplagons x par une fonction M(z) holomorphe
dans le voisinage de 3 = o, on en Llire une fonction y =b(z) algé-
broide dans le voisinage de 5 = o.

D’aprés le théoréme de M. Landaa, si M(z) =g+ a3 + ...
est le développement taylorien de M(z), il existe une quan-
tite R(ay, 2, ¢y, ¢2) ne dépendant que des coefficients o, o, et
des points ¢, et c,, telle que, dans tout cercle C de centre origine
et de rayon supérieur & R, la fonction M(z), ou bien n’est pas
réguliére, ou bien prend une au moins des valeurs ¢, et ¢,. Suppo-
sons qu’elle (') prenne en 5 =« la valeur ¢; et soit

(11) r=c +(3—a)"E(z) t(a)#o

s1 m # o, le point o est un zéro de degré m de multiplicité pour
la fonction M(5) — ¢,. D’autre part, comme le point z = ¢, est,
par hypothése, critique pour la fonction y = »(x), nous aurons,
pour un au moins systéme circulaire de branches permutables
autour de £ = ¢, un développement

[
(12) y=pf+(@—c)in(z) (giu)

ou, la fonction £ étant irréductible, entier p désigne le degre en y
| P .

de I'équation (1), et la fonction n(z) est holomorphe en z = ¢,
pour chaque branche du systéme circulaire considéré.

La comparaison des deux formules (11) et (12) nous donne la
suivante :

pm e
. y—Bi=n(x)(z—a)1 [E(z)]
ou bhien
Ell
(13) y—bi=( =07 o),

(1) Etant réguliere dans le cercle C.
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ou o(z) désigne une fonction holomorphe et différente de zéro
dans le voisinage du point z =a. Si donc I'entier m n’est pas
multiple du dénominateur ¢, alors la formule (13) montre que le
point a sera singulier critique pour la fonction y = b(z).

Nous en concluons le théoréme suivant :

Tutorive lll. -—— Considérant une courbe algébrique
(i5) Sz, y)=0

de genre quelconque dont Uéquation définisse une fonc-
tion y = o(x) possédant deuxr au moins points critiques dis-
tincts (¢1,B1),(c2,P2), onmet ala place de x une fonction M(z)
holomorphe dans le voisinage de z =o

(15) l\l(z.):ao—i—oclz—i—....

On tire de (14) la fonction y = b(3z) prenant pour z=o la
valeur B. Alors, il existe une quantité R(azoy, ¢y, c3) ne
dépendant que des coefficients 2, et ay [ et nullement des autres
(roef/icienl,s- du développement (15)] et des poi/zts ¢y, Cs, telle
que dans tout cercle C de centre z=o et de rayon supérieur
aR ou bienlune auwmoins des fonctions x =M (z) et y = b (3)
admet un au moins point singulier ou bien les degrés de
multiplicité de tous les zéros des fonctions M(z)—c¢, et
M(z) — ¢a, qui se trouvent dans le cercle C, sont des multiples
respectivement du nombre des branches des systémes circu-
laires correspondant aux points critiques (cy,3;) ou (cg, 82).

5. Nous allons maintenant généraliser le théoréme précédent
en remplagan.t, dans I'équation (14), = par'une fonction algé-
broide  =a(s) av branches en z = o définie par I’équation (7)
et en supposant que la fonction algébrique y = o (x) admeltte 2v
au moins points critiques distincts

(e1, B1)y (€2, B2), (c3, Bs)y .-y (Cavy pw)-

Jai établi autrefois (') une. extension parfaite du théoréme

(') Sur le nodule et les zéros des fonctions analyliquei (Comptes rendus,
t. 170, p. 1557, .séance du 28 juin 1920).
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Picard-Landau, ci-dessus utilisé, aux fonctions algébroides, qui
consiste en ce (u’il existe une quantité

R[v, ¢, €9, €3, ..., Cay, a(0), A]

ne dépendant que des nombres v, ¢y, €3, €3, ..., Cay, des valeurs
en z=o0 de la fonction z =a(z) et du nombre X qui désigne un
quelconque coefficient des développements (8) différent de zéro
et des a;, et ayant la propriété suivante :

Dans tout cercle C de centre origine et de rayon supérieur a R
la fonction = a(z), ou bien n’est pas algébroideet finie, oubien

prend au moins une fois I'une des valeurs ¢y, cs, €3, ..., Coy.
Si, donc, la fonction x =a(s) est algébroide et finie dans le
cercle G, elle y prend I'une au moins des valeurs ¢, ¢, ¢4, . . ., Cay,

par exemple la valeur c¢;; alors, nous n’avons qu’a répéter les
raisonnements utilisés a la démonstration du théoréme précédent
pour arriver a la conclusion que les zéros de a(s) — ¢; seront, en
général, des points critiques d’ordre au moins ¢ — 1 de certaines

branches de la fonction y = h(z); ils ne le seront que dans le cas

. . cm , . g N
ou la fraction = est réductible, c’est-a-dire dans le cas ou le

numérateur de m (qui peut étre aussi fractionnaire) (') est divi-
sible par ¢. Si nous écartons ce cas, la fonction y =b (z) aura
des branches dont le nombre dépasse ¢. En effet, en chaque
point z, du cercle G la fonction z=a(z) prend v valeurs que
nous obtenons lorsque le point 5 décrit divers chemins dans C en
revenant au point 3, sans entourer le point a; d’autre part, si

em é <01‘1 la fraction L est irréductiblc)

q o 3
chacune des v branches de x =a(z) ci-dessus indiquées donne
naissance a d’autres que nous obtenons en décrivant des lacets
autour du point a; il en résulte que la fonction y = b(z) aura aun
moins v8 branches permutables par des chemins décrits dans le
cercle C. Nous avons donc le théoréme suivant :

Tutoriime IV. — Considérant une courbe algébrique de

(') Dans le cas ot le nombre m est fractionnaire, son numérateur (la fraction
étant irréductible) sera appelé degré de multiplicité du zéro z =« dca(s)—c;
pour les branches considérées.
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genre quelconque dont Uéquation définitune fonctiony = z(x)
possédant 2v au moins points critiques distincts :

(16) (e, B1), (cny (32% (cs, .33)7 ceny (Cayy pzv)

on met a la place de x une fonction z = a(z) algébroide &
v branches et finie dans le voisinage du point s =o. On tire
de (14) une nouvelle fonction algébroide y =b(z) prenant-cnr
s =o la valeur 3.

Alors, il existe une quantité

R[v, ey, €3, €3, ..., €2y, a(0), ]

ne dépendant que des nombres v, cy, s, ..., Cay, desvaleurs a(o)
[de la fonction a(z) en z=o0] ¢t du nombre ) : un quelconque
des coefficients des développements (8) qui sont différents de
séro et des ay, telle que dans tout cercle de centre origine etde
rayon supéricur a R, dans lequel x = a(3) est algébroide et
finie, ou bien Ualgébroide y = b(z) posséde des branches plus
nombreuses que celles de x = a(z) [le nombre des branches de
y=Db(3) dépasse le nombre v des branches de x = a(z)], ou
bien les degrés de multiplicité des zéros, situés dans le cercle C,

des fonctions
a(z)—c; (i=1,2,3, ....,2v)

sont tous des multiples du nombre des branches des systémes
circulaires respectifs relatifs aux points critiques c;, B; de la
JSonction y = o (x).

Ce théoréme offre, d’'une part, une extension, dans certains
points de vue, a un genre quelconque des théorémes I et Il et,
d’autre part, une précision au théoréme Il en supprimant la
restriction qu’il impose aux deux polynomes p(#) et ¢(z).

FAMILLES ET SUITES DE COUPLES DE FONCTIONS.
e ea. .
6. Considérons une suite

(17) xp=ay(3), xa=2a5(3), xz=a3(3), ..., Tp=2a,(3), ...

de fonctions algébroides a ¢ branches dans le voisinage d’'un
LIL 35
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point 5= a. Nous allons introduire une nouvelle notion. sur de
telles suites (illimitées), qui nous sera trés utile.

A chaque indice n correspond un rayon de convergence 9, (le
plus grand possible) des développements de tous les systémes
circulaires des branches de la fonction a, (3) autour du point z = a.

Or, la suite
Pts P2, P3y eeey Pay e

peut avoir le zéro comme valeur limite; il est donc nécessaire
d’introduire la notion suivante : §’i{ existe un rayon p=*o (indé-
pendant de n) (') de convergence des développements des
systémes circulaires, autour de z = a, des branches de toutes
les fonctions a,(z), nous dirons que la suite (17) de fonctions
algébroides est canonique dans le voisinage du point s —a.

Cela posé, revenons a I'équation algébrique (1) de genre supé-
rieur 4 'unité. ‘

A chaque fonction z, = a,(z), substituée dans I’équation (1),
correspond une autre fonction algébroide y, = b, (z) correspondant
a un point analytique (x,, Bn) elnous obtenons ainsi une nouvelle
suite :

(18)  y1=Dby(3), y2= ha(3), R yn=Db,(3) ey

de fonctions aussi algébroides dans le voisinage du point z = a.

Si a,(z) est a v branches et b.(z) a N branches, nous pouvons
dire que le couple des fonctions a,(z) etb,(z) admetv N branches.

Dans mon Mémoire Sur les familles de fonctions multiformes
admettant des valeurs exceptionnelles dans un domaine (Acta
mathematica, t. XXXVII, avril 1914, p. 241-300), ainsi que dans
mon Mémoire Sur les familles et les séries de fonctions multi-
formes dans un domaine (Annali di Matematica pura ed
applicata, t. XXIII della série IlI, p. 1 e seguenli) nous avons
donné la définition de la convergence d’une suite de fonctions
algébroides ayant le’ méme nombre de branches ainsi que de la
convergence uniforme dans un domaine et nous prions le lecteur
de s’y rapporter pour ces notions qui nous seront utiles dans les
pages suivantes.

(') Et différent dc zéro.
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Une famille de fonctions algébroides et finies dans un domaine D
sera dite normale dans D lorsque de toute suite de fonctions de
la famille nous pouvons extraire une nouvelle suite convergeant
uniformément dans D vers des.fonctions algébroides et finies
dans D ou vers la constante infinie. Cette notion est donnée par
M. Montel pour les familles de fonctions holomorphes dans un
domaine et étendue par moi aux familles de fonctions multiformes.

7. Supposons que les deux suites (17) et (18) soient canoniques
dans le voisinage de tout point d’un domaine D et qu’il ¢n soit de
méme dans tout le domaine; j’entends par la qu’il existe un
rayon p (indépendant de n et des points du cercle) de conver-
gence uniforme des systémes circulaires pour toutes les fonctions
des suites et pour tous les points du domaine.

Alors, a-chaque point 5 du domaine D correspond un cercleL
de centre 3, et de rayon p -et, d’aprés un théoréme classique de
‘MM. Borel-Lebesgue, il y aura des cercles en nombre fini :

(lg) Cly Ci) Clh LR ] C/u‘

appartenant a I'ensemble des C;, tel que chaque point du domaine D
appartienne a un cercle (19). & '
Commengons par le cercle C, et appliquons dans C,; et pour
chaque systéme circulaire de branches autour de son centre la
méthode de M. Picard (') et la mienne citée dans le n° 2 de ce
Mémoire; alors, pour chaque systéme circulaire, la fonction

G (3) = )(x/') }’u)—l(in, 3/1
" )\(xnv .}’n)—)\o(“u, Bn)

(19")
sera algébroide dans C, et nous aurons

[Ga(2)] <1
ct la famille des fonctions

(20) -Gy(3), Giy(3), G3(3), ..., Gu(3)

sera normale pour chaque couple de systémes circulaires. [Cela
résulte d’'une part du théoréme connu de M. Montel, puisque la

M) Voir le travail ci-dessus cité, p. 4 et 5.
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famille en question est bornée en module et d’autre part de mon
théoréme (') plus général sur les familles de fonctions algébroides
bornées en module.| Elle sera donc normale, pour I’ensemble
des couples de systémes circulaires de branches, puisque leur
nombre total sera inférieur a un nombre fixe qui est égal a v2y,
ou p désigne le degré en y de I'équation f(z, y) = o.

En faisant les mémes raisonnements dans les autres cercles (19)
nous voyons qu’a chaque cercle (19) correspond une famille telle
que (20) normale dans le cercle respectif. A chaque suite de G,

. convergeant vers des limites (2) correspondent une suite de z,
et une suite de y, convergeant aussi vers des limites respectives
puisque, comme il résulte de la théorie des fonctions fuchsiennes,
I'inversion de A(z, y) se fait d’'une maniére uniforme pour z et y.
Nous en concluons que la famille des couples (24, ¥») est normale
dans chacun des, cercles (1) et, comme le nombre de.ces cercles
est fini, la méme famille est normale dans tout le domaine D.
Nous avons ainsi obtenu le théoréme suivant : .

Tutorime V. — Soi¢
(21) (21, 1), (72, 72)y «os5 (@ny Yn)s

une suite de couples de fonctions de z, algébroides dans un
domaine D & un nombre de branches borné et satisfaisant
(chaque couple) ¢ une équation
Sz, y)=0

de genre supérieur @ un. Si chacune des suites

Xy, Xe, XT3y ..y Tpy o,
(22)

}’1, J2, }’a, ey .}’n, L3N

est canonique, la famille de ces couples est normale a linté-
rieur du domaine D. Nous entendons par la que, de toute
suite de couples (21) on peut extraire une nouvelle suite de
couples convergeant uniformément a l'intérieur de D.

8. Supposons maintenant que la suite de couples (21) converge

(') Voir mon Mémoire ci-dessus cité des Acta mathematica, p. 259-267.
(?) Dont le nombre est égal & celui des branches des termes de la suite (qui
cst commun),
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pour une infinité de points du domaine D possédant au moins un
point limite a son intérieur. Cela suppose, bien entendu, que le
nombre des branches des z, reste constant a partir d’un rang et
qu’il en soit de méme du nombre des branches de y,.

Alors, comme la famille des z, et celle des y, sont normales,
lés suites , et y, convergent dans toutle domaine D et uniformé-
ment a U'intérieur de D. Cela résulte immédiatement de I’extension
aux fonclions algéhroides des notions de convergence et de famille
normale. Nous tenons a remarquer que 'application de la méthode
méme du numéro précédent combinée avec le théoréme bien connu
de M. Vitali, sur les suites de fonctions holomorphes qui con-
vergent en une infinité de points, nous conduit i la conclusion ci-
dessus énoncéc.

Nous avons donc le théoréme suivant :

Tatorime VI. — Si la suite de couples (21), considérée dans
le théoréme précédent, converge enune infinité des points ayant
un au moins point limite & l'intérieur du domaineD, la méme
suite converge en tous les points du domaine D (c’est-a-dire
chacune des suites x, et y, converge dans D) et uniformément
a son intérieur.

9. Supposons que le domaine D soit un cercle C de centre ori-
gine et que la fonction z, soit définie par I'équation

(23) @+ AN+ Ana(2) 22+ Anyoi (3)@a+ Ay (3) =0,
An(Gy=a;+biz+...,  Aps(@)=as+bsz+..., An@)=ay+b,z+4 ..,

ot I'un au moins des couples (ay, by) (ay, by) ..., (ay, b)) est fixe
ne dépendant pas de n, tandis que tous les autres peuvent étre
variables avec n. Soit a;, b; ce couple et b; % o.

Si la suite des x, et la suite des y, sont canoniques dans tout
le cercle C et si ces suites convergent en une infinité de points
ayantun au moins point limite 5, intérieur a G, elles convergeront,
d’aprés le théoréme précédent, uniformément a l'intérieur de C
vers deux fonctions §({) et w({) aussi algébroides et finies &
I'intérieur de C. Alors, en appliquant la méthode bien connue de

2

M. Landau, nous arrivons & la conclusion que le rayon R de ce
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cercle sera inférieur & une quantité ¢(a;, b;). Nous obtenons le
théoréme suivant :

Tutonime VII. — Soit (zy, y1), (Z2y ¥3)y -++y (Zny Yu) une
suite de couples de fonctions de z, algébroides et satisfaisant
(chaque couple) a une équation

(29) f(‘z';}’)=°

de genre supérieur & un, et supposons que dans l’équation (23)
qui définit la fonction x,(3) un au moins des couples(ay, by),
(az, bs), ..., (a,,b,), soit fixe (indépendant de n) ; soit a;, b;ce
couple et b; 52 o.

Alors, il existe une quantité q(a;, b;) ne dépendant que de
ces coefficients a; et b; telle que dans tout cercle de centre ori-
gine et de rayon R > q,ou bien les deux suites x, et y, ne sau-
raient étre toutes les deuzx canoniques, ou bien il n'existe pas.
& son intérieur de point limite de U'ensemble des points com-
muns de convergence des deux suites x, et y,.

Remarque. — Les fonctions algébroides, pour lesquelles un
au moins des coupies a;, b; est fixe, constituent une famille F.
Alors, les fonctions z, que nous substituons a la place de dans
I'equation (24) appartiennent a cette famille F.



