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SUR L'IMPORTANCE D'UN THEOREME DE M. VITALI
DANS LA THEORIE DE LA MESURE;

Par M. JurLiwvs Worrr.

Il ne me semble pas dépourva d’intérét de faire remarquer
qu’un grand nombre de problémes métriques se laissent traiter de
facon rapide et élégante, si 'on fait usage du théoréme suivant, di
a M.Vitali, et dontla plupart des auteurs ne semblent pas jusqu’ici
avoir remarqué la puissance.

Tutorime FonpAMENTAL. — Soit E un ensemble a mesure ex-
térieure w*E positive, et soit donnée une certaine loi qui fait
correspondre a chaque point P de E une suite d’intervalles
(rectangles, etc.,suivant la dimension de l’espace dans laquelle
E est considéré), i, (P), iy (P), ..., dont les dimensions tendent
vers zéro, et qui contiennent P. Alors, si l'on se donne un
nombre positif arbitraire e, et un ensemble ouvert Q arbitraire
contenant E, il est possible de recouvrir par un nombre fini de
ces intervalles Un, (Pi)y ooy tn, (BR), intérieurs a Q, extérieurs
Uun a Uautre, une partie de E dont la mesure extérieure sur-

passe (1 —e) w*E (2).

(*) Sui gruppi di punti e sulle funzioni di variabili reali (Atti del R. Acc.
di Torino, t. XLIII, 1908).
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- La démonstration de ce théoréme (qui est un cas particulier
d’un théoréme plus général de M. Vitali) étant trés simple, nous
passerons directement aux applications. Tout d’abord, nous
mettrons en évidence son utilité en montrant que les propriétés
fondamentales de la mesure des ensembles en découlent d’une
maniére simple; et comme derniére application nous donnerons
une généralisation d’un théoréme de M. H. Looman sur les
fonctions analytiques d’une variable complexe.

Arrrication I. — Chaque ensemble mesurable a l’épaisseur
UN sur une pleine épaisseur (').

On sait que cela veut dire que si E est mesurable, E contient
une pleine épaisseur E, telle que, si P est un point de E,, et 7,
une suite arbitraire d’intervalles de centre P tendant vers zéro
(lim ¢, = o), alors

n

E¢
(1) lim p(Ed) =1,
Nn=on H-ln :
ou Ei, signifie la partie de E contenue dans i,, tandis que p. indique
la mesure.

Si ce théoréme n’était pas vrai, E contiendrait un ensemble H
de mesure extérieure u* H positive, tel que, si P appartient a H,
il existe une certaine suite d’intervalles ¢,, de centre P, avec
lim {, = o, pour laquelle on a

n—oeo

(2) w(Ein) < O6(P)pin,

ou 6(P) <1 ne dépend pas de n. Soit Hj la partie de H, pour les

points de laquelle —1<§(P) < g alors ona

H=¥Y H,.
Al

k=1

(') Voir A. Dexioy, Journal de Math. pures et appliquées, 1915, fasc. 2,
p. 132. Cet énoncé, établi pour la premiére fois par M. Lebesgue (Ann. Ec. Norm.
sup., 1910), est impliqué dans le théoréme que Vintégrale indéfinie admet son
coefficient différentiel pour dérivée sur une épaisseur pleine, puisque la mesure
entre @ et  d’un ensemble donné est I'intégrale dans lintervalle (a, ) de la
fonction égale a 1 sur I'ensemble et & o sur son compiémentaire,
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En niant le théoréme il faut admettre u*H; > o pour une cer-
taine valeur de k. Mais alors le théoréme fondamental conduit a
une contradiction. En effet, je peux construire un nombre fini d’in-
tervalles i,, extérieurs 'un a Pautre, intérieurs 4 un ensemble
ouvert Q contenant H, et de mesure < (14 ¢) w*Hy, recouvrant
une partie de Hy dont la mesure extérieure surpasse (1 — <) w*Hy,
ct pour lesquels I'inégalité

p(Ei) < 1 pin

subsiste. Il s’cnsuit que

1—e¢)w*Hi< mes. de la partie de E située dans les intervalles 7, cons-
I P

k(1+¢) .-

i H
truits < 1 w A

(somme des mesures des intervalles) < iy

k+1
donc
(k+1)(1—e)<k(1+¢);

puisque ¢ est arbitraire on a bien la une contradiction.
Remarquons que nous avons méme montré que chaque
ensemble E, mesurable ou non, a la propriété que si P n’ap-
partient pas a un certain sous-cnsemble de E de mesure nulle,
lim L(B?—i—) =1
i=0 123

’

si 'intervalle ¢ de centre P tend vers zéro.

Arrrication II. — Chagque fonction mesurable est approxi-
mativement continue sur une pleine épaisseur (').

On sait que cela veut dire que, si la fonction f(P) est mesu-
rable sur -Pensemble mesurable E, alors E contient une pleine
épaisseur E,, telle que, si P appartient a E,, et si I'on choisit
un nombre positif ¢ arbitraire, 'ensemble E(¢) formé par les
points de E, ou l'on a

If=f(P)] <
posséde au point P 'épaisseur un, c’est-a-dire

tim $LEC)
i=0 ®e

si I'intervalle ¢ de centre P tend.vers zéro.

(') A. DENJov, Bulletin de la Soc. math. de France, 1915, p. 165 et suiv.
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En eflet, « et 3 étant deux nombres rationnels quelconques,
I'ensemble E(e, 3) des points P, ot f(P) est entre « et B, posséde
I'épaisseur un sar une pleine épaisseur de E(z, 3), suivant 'appli-
cation I. Donc, puisqueles E(a, 3) sont en nombre dénombrable,
E contient unc pleine épaisseur E,, telle que, si P appartient a E,
et si 2 et 3 sont deux nombres rationnels quelconques enfermant
S(P), I'ensemble E(2, %) a I’épaisseur u~n.dans P, ce qui entraine
le théoréme & démontrer.

Aeerication . — L'intégrale d’une fonction sommable a,
sur une pleine épaisseur, cette fonction pour dérivée ().

Pourla démonstration nous considérerons deux pleines épais-
seurs E; et F, de I'ensemble E ou la fonction sommable f est
définie.

D’abord I'ensemble E, considéré dans I'application 11.

Afin de définir E;, indiquons par E(n) I'ensemble ou | f| > n.
On sait que

(3{ lim f |fl=o.

l::nuE(,‘)

E, sera le sous-ensemble de E, dont tout point > posséde la pro-
) F p p
priété suivante : a tout nombre positif < il correspond un entier
n=n(z, P), tel que
[/
G En)

) lim !
i=0 e

<,

si I'intervalle ¢ de centre P tend vers zéro. Je dis que E, est une
pleine épaisseur de E. Car dans le cas contraire il existerait un
sous-ensemblé F de E, a mesure extérieure w*F > o, tel que, si P
apparticnt a F, quel que soit I'entier n donné a ’avance, on pourrait
construire une suite d’intervalles ¢, de centre P, tendant vers zéro,
pour lesquels on a

(5) [ 1f]>e(P) wip,

i E(n)

(') H. LEBESGUE, Legons sur l'inteégration, p. 124, Voir égalemeunt DENJoy,
Bull. de la Soc. math. de France, 1915, p. 20}-208.
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ot ¢(P) > o est indépendant de n, mais peut dépendre de P. Soit
F4 le sous-ensemble de F, ou l'on a ¢(P) >—/'\1 Comme F est la
réunion des Fy et u*F > 0, nous devons admettre que p*F;>o0
pour une certaine valeur de 4. Mais alors le théoréme fondamental
conduit & une contradiction. En effet, n étant choisi, je peux con-
struire un nombre fini d’intervalles ip, extérieurs 'un a l'autre,
recouvrant une partie de F; dont la mesure extérieure surpasse
% w*Fy et pour lesquels I'inégalité

L pip
() e

subsiste. Donc

I ANVE 3 [, 1 e

Puisque n est arbitraire, (7) est en contradietion avec (3).
E, est donc une pleine épaisseur de E.

Soit P un point de lapleine épaisseur E; E,, ensemble commun
aE, etE,. Donnons-nous un nombre positife. Comme PestdangEz,
nous pouvons trouver un entier 2 (¢, P) = n, tel que (4) soit satis-
faite. 'Comme P est dans E,, si E(¢) indique l'ensemble ou

\f —/(P)| < ona

i=0 1Rd4
si U'intervalle ¢ de centre P tend vers zéro. Donc pour i assez petit
- on a
(9) eI [E—E(e)]if <mpi

v étant arbitrairement choisi.
E —E(¢) est composé de deux parties :

1° Les points ou |j|<n(., P)et|f f(l))|>e
2° Les points ot | f| > n(e, P) et |[f—f(P)|2e.

L’intégrale de | f|sur 'ensemble commun & ¢ et al’ensemble (1°)
est plus petite que 0. n(e, P). ui, suivant (g).
L’intégrale de | f| sur 'ensemble communa ¢ et a 'ensemble (2°),

divisée par i, a pour plus grande des limites une quanme plus
petite que ¢, suivant (4).
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Enfin, I'intégrale de f sur 'ensemble (E (¢), divisée par p¢, dif-
fere de f (P) d’une quantité moindre que ¢, dés que ¢ est assez
petit, suivant (8), donc pour { assez petit on a

o

— —f(P)

Ty

<‘zzs+nnfe, P) < 3¢,

sil’on a choisi 7 < » ce qui est possible.

3
n(e, P)

¢ étant arbitraire, le théoréme est démiontré.

ArpricationIV. — Sila fonction f est sommable sur un inter-
valle J, il existe une suite de fonctinns continues f,, telle que

lim [1f=fal =0

Supposons d’abord f bornée :| /| <M. Soit ¢ un nombre positif.
De T'application Il et du théoréme fondamental il suit qu’on peut
construire un nombre fini d’intervalles iy, extérieurs I'un a 'autre,
intérieurs a J, dont la mesure totale surpasse (1 —e)pd et sur
chacun desquels I’ensemble des points, ot la fonction différe de
plus de ¢ de sa valeur au centre P, a une mesure < ¢. w.ip.

Considérons maintenant une fonction continue f, égale a P
sur chaque ip et en outre plus petite que M en valeur abolue.

On voit immédiatement que

./‘f_f1|<ME+‘2EM{J.J +eul.
f]

Donc a chaque entier n correspond une fonction continue f,,
telle que ' '

(10) ./;lf—fn|>< %a

De (10) on conclut que la mesure de 'ensemble des points ou
. 1 . 1 y . . . .
f—ful > ; est plus petite que = d’ou il suit que f, converge
vers f sur une pleine épaisseur.
Si / n’est pas_bornée, il existe une fonction bornée o, telle que
P ) g q

(11) ﬁlf—?|<7r;;,
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et une fonction continue f, telle que

(12) £|?—ﬁal<—»

2nd
donc cette fonction satisfait i P'inégalité (10).
ArericaTion V. — Soitf'(3) une fonction continue de la variable

complexe 5 dans un domaine ®. Soit P un point de ®. Indiquons
par & un rectangle fermé contenant P et écrivons

i ff(z)dz{ l (1705
. P — . e i e (P
(13) ll;no — =4(P) et g o =z(P);

on suppose, bien entendu, que toutes les dimensions de ¢ tendent
vers zéro, et que I'intégrale est calculée le long du contour de 2.

Pour que la fonction f(z) continue soit holomorphe dans ®,
il suffit que :

1° L’ensemble des points ow ¢(P) > o soit de mesure nulle;
2° L’ensemble des points ou 4 (P) = % soit dénombrable au
plus (1),

En effet, soit J un rectangle arbitraire de ®. L’ensemble (2°)
est ensemble commun a ,, Q,, ...; Q, étant la réunion de tous
les rectangles o pour lesquels le quotient

I ff(z)dz
Be -

est plus grand que n. Puisque (2°) est dénombrable, il est non
dense sur tout ensemble parfait. Considérons ’ensemble E des
points A ayant la propriété que dans chaque voisinage de A il
existe des rectangles g avec ¢ (p) >o0. On voit immédiatement
que E est parfait ou vide. Si E posséde des points dans J, il a
dans J une portion EJ, qul n’a pas de point commun avee (2°).
Donc sur EJ la fonction ¢ est finie. On en conclut que EJ a une

=q(p)

(') NVieusvo Archief voor Wisk., 2e reeks, XIV, 3, p. 234. M. LooMAN sup-
pose I'ensemble ¢ (P) > o de mesure nulle et ¢ (P) partout finie.
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portion EJ, sur laquelle ¢ est bornée, ‘car I'hypothése contraire
conduirait a Pexistence d’un point P de EJ,, avec 4(P)=o.
Sur EJ; on a donc |¥| << M. De I'hypothése (1°) il suit qu’on
peut choisir un nombre fini de rectangles ¢ dans J,, cxtéricurs
I'un aautre, dontl’aire totale surpasse (1 — ¢) wJ, et pour chacun
desquels ¢(p) <<e. Clest une conséquence du théoréme fonda-
mental. La somme des intégrales de /() le long des contours de
ces rectangles est plus petite que c¢uJ,. Dans chaque point de
Pajre restante de J, on a [4| <M : pour EJ, nous I'avons déja
vu, et dans J, — EJ, on a manifestement 4 = o, puisque f(3) est
holbmorphe dans J, — EJ,. On en conclut que I'intégrale calculée
le long du contour de cette aire est plus petite que M (mesure de

laire) <C M. uJ,. Donc ff(:.') ds l <e(M +1)uls, etcomme:
. J2

est arbitraire, I'intégrale est nulle. Puisque ce raisonnement est
valable pour tout rectangle faisant partie de J,, nous trouvons que
J () est holomorphe dans J,, donc EJ, est vide, donc E doit étre
vide dans J. Comme J était un rectangle arbitraire de ®, l¢ théo-
réme est démontré.




