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UNE FORMULE D'ITERATION;

Par M. R. Tamss Lvcur
[Trondhjem (Norvége)].

1. REMARQUEs PRELIMINAIRES. — Soit z, = ¢ () une susbtitution
holomorphe dans le voisinage d'un point double, que nous suppo-
serons, pour plus de simplicité, a 'origine, et posons

$(3) =53+ asz?+...+aps’+....
Alors on a dans un certain cercle | z| < g,
Z,= (Pn(z) = ‘Pl?n—i(z)] = s"z+a‘,")z?+...+a(l§"z/'+.. o

ot le coefficient a,” s’exprime en fonction de s, a,, ...; ap. 1l ne
semble pas qu’on ait trouvé I'expression de ce coefficient sur une
forme assez simple pour le pouvoir étudier directement et en tirer
des conséquences de quelque importance; or je vais donner
pour a!” une formule trés simple et qui montre surtout la struc-
ture de a,” en fonction de s et de n, propriété qui semble étre
d’une certaine importance quand il s’agit d’étudier le cas encore
trés peu connu ou s=e* o« étant incommensurable a 7. Il
s’ensuit par exemple immédiatement qu’il existe dans ce cas une
quantité positive g, dépendant de p, s, a,, ..., a, seulement,
telle qu’on a, quel que soit n, |a," | < gp. Je terminerai ces pages
en donnant comme d’autres applications de la formule, d’une part
le développement en série entiére de la fonction K (z) de M. Keenigs
et d’autre part le développement en série entiére de la fonction
inverse de. ¢ (z).

2. FormuLE pouR @’ EN FONCTION DES ayy ...,Ap. — En rem-
V4 » p
plagant dans

Zp—y=s""1z 4 a"Vgr4 ., .+af,§"”zl’+. ..

z par 3z, et en égalant ensuite des deux c6tés le coefficient de z7
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on trouve d’abord la formule
() ap=srtap+afVKps+.. .+ af VKp 4. ..+ afer

en posant
! ;
Kpg= E m,—q—.s“-a,’maﬁf (=23, ..., p)

To.oap!
(&)

la somme étant étendue a toutes les valeurs entiéres non négatives
des « satisfaisant aux conditions

a+ og+...+ a,=4q,
d|+2a2+...+pdp=p.

Attribuons a a, le poids 7 —1; on verra sans peine que tous les
termes de K, , auront le méme poids p — ¢, d’ou il suit qu'en
supposant que a """ ait le poids ¢ —1, a} aura le poids p —1;
or, pour n=1o0na a,'=a,, donc le résultat est général. On a
ainsi pour a{” une expression de la forme
() ap) = Dby al. . aly,

(W
la somme étant étendue a tout systéme (p), des nombres entiers
non négatifs . satisfaisant a la condition

pet2M3+. ..+ (p—1)p,=p—1.

En portant cela dans la formule (1) on trouve

?
(3) Zb{:ﬁ}...,p,,ai;a..a,l‘,r= st a,,+2 Zb{l::f.’,hag'...a‘;'IK,,,,,.
e g=2 (P
Soit alors 43, ..., A, un systéme quelconque de nombres entiers
non négatifs tels que

h+2dh+. o+ (p—DAp=p—1

et égalons dans (3) des deux cotés le coefficient de al:.. .a;‘;-

Désignons pour abréger par [p], un systéme quelconque de
nombres pa, ..., pg satisfaisant a la fois aux conditions

Mo+ 2p3+... .+ (g —1)pug=¢g —1,
(4) 0<peShe, ..., 0SpeShg,
Mot M3 RgZ ha+ Ay 4-. . A p—q.
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Chaque fois qu’il existe un tel systéme de nombres p on aura
dans (3) un terme de coefficient

bff"”p q!
ot el Lap!

§%

enaj.. .a};‘, provenant du terme en K, ;; on a encore

oy = hg— 2, Ceey Gg= Ag— g, Qg1 = g1, . ap=hp,
=g +(pa—+...4 Hg) —(Ra+o. .5 Ap).

En particulier, on a, pour ¢ = p en vertu de (4),
M2 = Ay, [EE) pp=2%p

comme seul systéme [p],, donc le seul terme a droite dans (3)
contenant un coefficient & p —1 indices est le terme b{,""), sP.
On aura donc les formules

(n) [ 1)
(5) b)\':» Ap—1s0 = :pb)\lal: 1 VN E Z P ‘a' b{-{:, l)-“'q
7= (B,
dans le cas 2,=o, et
(5 bis) BV o= PRI | 4 sn—t

sihp,=1.

3. Le symBoLE [f]- — Avant de tirer des équations (5) et

(5 bis) la forme des coefficients 4§}, , il sera commode d’intro-
duire un symbole que je désngnera:,»é cause de ses analogies avec

le coefficient binome (':) (auquel il se réduit d'ailleurs si Yon fait

n . o
tendre s vers 1), par [r], posons par définition

-[n]= (s"—-l)(s"“"—l)---(-’”"‘H—'), [n]=l

r (s—1)(st—1)...(s"—1)

pour des nombres n et r entiers et non négatifs. On a évidemment

n Tn
ne—r = r Y r=o.1, ..., n—1,

n — .
- =0 pour r>n.,

Démontrons encore les deux identités suivantes qui nous seront
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utiles dans ce qui suit :
C i e n—r n -

(®)  X(—vits [n—i] [n_,j]=[,,_,.] (rgn),
i=1

p—r—t e il n Foi
H(n—1) 4 —
e

i=0

__(_l)p_r_ls-—(p—r—l)(n—r)-k(_'_’__r)(_g:r;') n n—r—i
rilp—r—ia

] (r<p).

Montrons d’abord que la formule (6) est vraie dans le cas r = n,
c’est-a-dire que
n

(6 bis) 2(—1)i—1si(i";”[nii]:l.

i=1

En effet, la formule (6) est bien exacte pour n =1; cherchons
donc la différence

SR PP B Y E R PN

i=1 i=1

n(n+1)

—_— n sn+1__
. — 2 2
= E (—1)i-ts [n__ i (S_——"_[+l - —-—1>+(—1)"s

n i(i—1) X n(n+1)
- n+1—i n —_
— —1)i—1 2 n 2
= 1 § . - (—1)"s
2( ) _Il-——l—-l—l] (=1
i=1
n—1 ii+1) . o n(n+1)
3 2 Tt n n Tz
= —1I)ts N (—I)%s 7
N=n I B!
i=0

n i(i—1) n nin+1) nin—1)
=s"2(——1)": 2 [n_i]—o—(—l)"s P st (—1)s 2

i==1

Si donc nous supposons la formule (6 bis) vraie pour la
valeur £ cette différence se réduit a zéro, ce qui montre 'exacti-
tude de la formule pour la valeur n + 1; étant vraie pour n=1
elle est générale.

Supposons alors la formule (6) vraie pour la valeur n et r2n;
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alors, changeons n en n + 1, ce qui donne
I ii—1)

2(—1)i‘1s—’- Il-}.—! n—i—+1
n—i—+1 n—r—+i

i=1
»

__Z( 1)1 s+t n n—i
4 sh+1—-r__ g n—=t n—r
=1
s’l""l_l n

T gn—r+1_y | n—r

_ n—+1i

T la+i—r

La formule sera donc vraie pour la valeur n + 1 et rZn; mais,
d’aprés la formule (6 bis) elle est encore vraie pour n -1 et
r=n+1; donc elle est générale.

Passons a la formule (7); en la supposant vraie pour n quel-

conque et une certaine valeur de p, changeons p en p+1; on
trouve alors

i(i+1)

e | o)

i=0

p—=rip—r—1-
2

=(—1)p—r-! s—(P—r‘”m_rH———— i 1 e
r{lp—r—i1

(p=1)(p—r+1)
—(p—=r)(n—7) 4 ———
(= nyprs 7 2 n] [P]
r

. R (p—rip—r+1)
—(p=r)(n—r)+ E= LT

)

Or, la quantité entre les parenthéses se trouve égale a

(sn—1)...(sprHl—7q) (sr—r—l—1) ... (snPHL—1) n—p_ ST 1 )
(s—1)...(s7—1) . (s —1)...(sP~"="'—1) <s -

_ n n—r—i1

. p—r I
ce qui démontre la formule (7) en général; car, étant toujours
vraie pour r=p—1 elle est exacte pour la valeur p+41 et

r<p-1 sielle I'est pour la valeur p et r << p; et elle est vraie
pour p =1, r =o.

sP—T— 1

4. L coerrrcient by | . — Revenons a la formule (5 bis),
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qui donne d’'une maniére simple
. snip—1)
sP—1—1

Il convient de donner a cette expression une autre forme en
posant

snip—1) —q n
@) s = A*’"[p_l]

n n
—+ A, st oo Ay stp—iin ’
p—2 I

les Ay,A,, ..., Ap_, étant a déterminer. En faisant dans (8) n= 4
ou 1Z2kZp—1, on trouve

skip—1) —y k k
sk—t T = Ap_iskip—h) [lr] .- A skip—) [ I].
On aura donc pour A =1, A,_,sP—'=1; pour k = 2,

Ap 82— =s(sP—11)— Ay 3PN (s +1),

et en continuant ainsi on trouve de proche en proche pour
les A,_ des expressions telles que A, _xs¥P=% est un polynome
en s dont le degré sera au plus égal a (A —1)p.

Tous les Ay, ..., A,_, ainsi déterminés rendent I'équation (8)
identique; en effet, divisons les deux membres de cette équation
par s* et mettons ensuite s”= z; on aura une équation en z de la
forme

Pt —1 z—1)(xs™!—1)...(xsP+2—1) xr—

“+ et Ap_lxp—ﬂ —'-—:-—,

(
= (s —=1)(s?—1)...(sP71—1) s—1

sP—1 — 1

donc une égalité entre deux polynomes de degré p — 1; cette éga-
lité étant vérifiée, d’aprés ce qui préceéde, pour x =13 s, 52, ..., sP~*,
elle est bien identique en z; donc il en est de méme pour I'équa-
tion (8).

5. LE COEFFICIENT b(x',l,’...,x,,- — Je dis qu'on a encore pour le

coefficient général b&’,‘,’m‘;,, une expression de la forme que nous

venons de trouver pour b” |, soit

(O VIR VU
(9) Blg= Apete] "
+ Ao san [ ] T N ["] )

p—2 3



— 108 —

ou les Av;-*), multipliés par skP~#, sont encore des polynomes
en s de degre au plus égal a (kA — l)p En effet, portons I'expres-
sion (9)-dans la formule (5). On aura, puisque A,=o, d’ou
nécessairement p > 2,

p—1
(10) ZA(‘?~=»~~-,7»F-|,0)sirt [p il]

i=1

p—1
— sP EA(I_M,--n)\p—A-c) siln—1) [n —1 ]
p—i

i=1

+2 zal EA(P" ’p“l)sl('l-—i)[;:;]’

g=2 [W, i=1

d’ou, en posant n =4k, 12kZp—1,

p—i 4
(11) 2 A(‘}a,u.,)-p--.ﬁ),ik [p—i]

I=p—k
p—1
— sP 2 A“” p 150) gi(h—1) k—
Lp—i
i—q—/c—H
q—1 p
’ c—1
—+ 2 z arl §0y 2 A(ip-a,-n.l":,)sz(lr—]‘ [ql B i] .
=2 [Pg i=qg—k+1

Cette équation donne d’abord pour & =1

A(p)‘i-{w)‘p—ho)s[)—l =o,
et alors, pour k = 2,

A‘) s p—n“)‘a(p—z) —+ A()\:‘ )\p—lro) s2p—1) [ 2 ]
I

— §P A("\n ',_l,ﬂ) sP—1 4 2 E Sal A“‘L” bkg) gq—1,
a!
g=2 “L]q

D’aprés ce qui a déja été trouvé l'expression a droite est au
plus de degré p en s, donc Alx;-*-1052(P=2) est un polynome
en s de degré p au plus.

Or, supposons qu’on ait dcjz‘t trouvé de l”quation (11) tous
les AlPob) pour ¢ <p et iSq—k +1, ainsi que APedp-u0
pour iSp — k-1 et supposons que, pour tous ces coefﬁcnents
on ait trouvé le degré en s du produit A“’v W) sk(p=k) au plus égal

a (kK —1)p. Alors I'équation (11) donne A‘*” =00 sk(p=K) linéai-
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rement en ces coefficients® Or est en général un polynome
en s de degré r(n —r), d’ou il sun. que le terme

sp A‘)‘” Ap—1.9) gilh—1) [k - '_] : .
pP—
aura le degré (k—1)p au plus pour i=p —k+1, ..., p—1;
et le terme
5% Al obhglgith—1) [k - ‘]
q—1
aura le degré «, + (kK — 2)q au plus, donc, puisque «,2 ¢, ¢ <p
son degré sera inférieur a (kA —1)p; donc A‘;gk-~'7~'r’§"(l’—’f) est
toujours un polynome en s de degré (k—1)p au plus.

En supposant ainsi tous les AP+ ~*' déterminés, ils rendent
I'équation (10) identique; en eﬂ'et en divisant par s” les deux
membres de (10) et en mettant ensuite s” =z on obtient comme
tout & 'heure une égalité entre deux polynomes en z de degré
P —1 qui est vérifiée pour z =3, 52, ..., sP~' avec le meme coef-
ficient de z7P—'.

On a donc, en résumé, pour le coefficient a}’ la formule

afl;”_—_zb&',‘,’,_,,xpa?,j- cdf (MmFada... o+ (p—1)h, =p—1),
M

les &3;)..», ayant la forme
P—1

B _ZA(X,, M gin [pii]’

i=1

ot Aw ') 5ilp—i) est un polynome en s de degré p(p —i —1) au
plus, et qui se détermine par I'équation (11).

6. Autre FoRME DE LA FormULE PouR a'’. — Etant démontrée
Iexistence des coefficients A% vérifiant Péquation (9), cher-
chons a les exprimer d’une maniére plus commode. Mettons, a
cet effet, dans (9) successivement n =1, 2, 3, ..., ce qui permet
d’en tirer les AP+ ~™ en fonction des b s pour simplifier
I'écriture supprimons les indices 1,, ..., A, communs pour tous
les A et b dans ce qui va suivre, On trouve d’abord, pour n =1,

sp—1 A/’—i = b1
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et pour n = 2 o ‘
. s!(p—i)_,\p_,: b\ — gp—1pl1),

Supposons qu’on ait trouvé, en continuant ainsi, jusqu’a une

certaine valeur de &
k—1

p—lr)+”’ 1) 3
(12) | sKp—RIA, = 2(_ 1)"'s | [k ]1,(/:—:»,'

-r
r=0
Alors on aura, en faisant dans (9) n =k +1,
b+ = sp—k—U+D A, 4,
. k41 k1
-+ ,\p—lc)’(k+n [ M Ap—k+- \ o stp—tiA+1) M AP—"
d’ou
s(k+l)([)—k'—1)Ap_k_1
h—1

=Jb(’t+ﬂ__v.23(k+'l)(p—-k+l) [l]: :‘: lt] Apkrt

t=0
h—1 k—t—1 rir+1)
— (t+r-+1) (p—k-+t)+ k—+1 k—1t
= HlA+1) — —1)'s - ; ble—t—r)
s, 3, (s P | Py
t=0
k— _ ;
k1) ' —tg (z+|)tp—k+t)+(’ tj(r Ok -1 k—t bik—r)
= btk — Y Z(—-n) k—e) Lk—r]
r=0 t=o0
k—1 rir--1) (t+1)
(1) (p—k) 4+ — - k-+1 k—t
—= blh+1) — — 1) 2 (hk—r) _)ts .
b S e $ A [
r=0

Or, la formule (6) donne pour n =4k -1, en changeant r
’ 1 et en mettant ¢ 4+ 1 au lieu de ¢,

L(t4-1)

XSO o | B )

t=0

done on aura

A1 e +n k
. K —+ 1
s(/c-H)ip—k—])AF__»k_i — blk+1) E( 1)rs (H—l)(P - ———— ‘ [k ,-] bik—r)
r=0
r(r+i)
r(p——A D+ — k+1
= —2(_—4) [k—l—l ’_]b(lﬁ-l——r),

r=0

ce qui montre I'exactitude de la formule (12) én général.
Portons ensuite I'expression (12) dans la formule (g), nous
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trouvons

—1

bin) — ZAP 18(1’_”” [ l]

=1

—1 I—1 r(r-H)

- r(r+l)

_ ? stp—hn [ J s—l(/)—l)z(_ 1ys rip—i)+ [1 ) ] bii—r)
l—‘i r=0 -
F (p—1) (n—l+r)+ n

-3 S (L2 o

=1 r=o

p—t pr=i Ir(A+1)
—k—r) (n—r)+ ——— n k—+r
— — 1)k (r)
~2 2 ( |)s [Ic+r][ r ]br

r=1 k=0
—1 p—r—1 . ) 1) Tk
—_ (n—r+ n —+r
stp—r)in—r) p(r) 2 —1)ks
> ( ) k—+r r )
7_1 k=0

donc, en vertu de la formule (7),

Ly (P—ri(p—r—1)
blm =Es(p_,.)(n_,.) bir (—I)P_"""l s“(p—l—l)(”f’-)—% s n—rpr—i
rilp—r—i

r=1
ou enfin
(p—r)( p—r —1) .
(n) _ — [)p—r—1 AT —— n—r—I 78}
(13) & 2( 0 § rjlp—r—i b'h"-’)‘r
r=1 )

Portons cette expression des b5}, dans la formule (2), il

vient
P—1 . .
(p—r)(p—r—1)
n—r+ i —— ———[n n—r—iu
n) — — )P —ls 2 bin A .a
v xz 2( Y ["][p—r—l] Aeokp | B3 0o @Y
( ),, r—1
p—1 (p—r) (p—r—1) ¢
e A ———— N n—pr—i ) )
Sl R 22 2 S b

m,.

donc enfin la formule énoncée

ity (p—r)(p—r—1)
R e s n n—pr—I1
n) — —_— —r—1 2 al’)
(14) al'_§|( 1)p=r-ts ["][P- r l] ap’

r=1
formule qui exprime le coefficient de zP dans l'itérée z, d’ordre
quelconque linéairement par les coefficients de z? dans z,,
Z3, «..y Zp—y. Tirons-en quelques conséquences immédiates.
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7. DéverorpemenT i LA FonNcToNn DE M. K@ntes. — Dans le cas
ou |s| <<t la fonction K(z) de M. Keenigs est définie par

K(z) = lim Zn,

® sll

Or, nous avons posé

Sp=8"z+ a4+, ..+ a%”zl*—f—. ..

et, en vertu de la formule (14), on a
_ (p—r)(p—r—1)
9

a’lj” = r+ i Tnn—r—1 o
=N (—pris : ap,
s rjLp—r-—i

r=i

quantité qui tend pour p fixe vers

p—1 g PPl
5 2

f— — 1 )—r— a'l’

Br Z( ) (1—s)...(1—s")(1—s)...(1—sp——1) P

r=1\

lorsque n croit indéfiniment; or, la série pour z, converge, quel
que soit n a I'intérieur d’un certain cercle I' de centre & I'origine;

donc la série
S(z3)=z+Baz?+...+ Bps’+...

converge dans le méme cercle; et elle aura pour somme la fonc-
tion K(z); on trouve, en effet,

aiv ay’
(Bz—— o )z"+...+<p,,— T)z”

1
+ | Bprrzptti4. .| +‘;(a§,ﬂ, ZpHia .)l

Zn

(15) .S(z)——

sn

<

. 2 . .
Les séries pour =2 et S(z) convergeant uniformément dans un

n
cercle I' intérieur a T, prenons p assez grand pour que les restes
. C e y € ~
de ces deux séries soieat inférieurs a 3 en module, ¢ > o étant
donné arbitrairement; choisissons ensuite n assez grand pour que
. . . e p, . € . .
le premier terme a droite dans (15) soit inférieur a 3, il suit

3
S(z)— f—:: <&, donc

alors

K(z)=z+B.32+...+ Brar+....
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8. D&vELOPPEMENT DE LA FONCTION INVERSE DE ¢(3). — Le
n 4 , . . ..
symbole [,] étant défini d’abord pourn entier et positif, on

étendra immédiatement la définition au cas de n quelconque. Or,
’égalité (1) étant vérifiée identiquement en n pour les aj)’ tirés
de (14); 1l en sera de méme si 'on remplace n par une quantité
quelconque. Il s’ensuit qu’en posant

p—i (p—r)(p—r—1)

, —14r+ ————— [ —1 —_—2—=r
ash) = —1)p—r—ig 2 R a'’’
=B L2 e

r—l

on trouve une série
Zq=stas+afVz+.. . +apar+...

qui satisfait formellement ala condition ¢ (z_;) = 3; et cette équa-
tion définissant, pour s3% o0, une fonction inverse 3_, = ¢_,(3),
holomorphe autour de l'origine et se réduisant a zéro pour 3 = o,
on aura, en effet,

9-1(3) =s1s4+ayV 2+ ap B+,

ou les a;,‘” se réduisent d’ailleurs a la forme plus simple
p—1 ”
a(p—l ) =2(_‘)I.s—(r+l1<P‘§) [p P ] ay").

—_—r—1
r=i\

9. UNE REMARQUE SUR LE CAS D'EXCEPTION § = e/, & INCOMMENSU-
RABLE A 7. — Puisqu’on a dans ce cas | s"| =1 pour 7 quelconque,
il suit immédiatement

n—r—1
p—r—i,

5]

donc, quel que soit n,

27

<](s-—_l)...(s"—-1)|

op—r—1

< [G=10...(sr—— =D}

n—1

w1 < o e [ |
lapl | < gp=o2r 12 (s—()..‘(s]‘—i—-l__l)(s_I)._.(s[]--r—l_I)[,
. or=1

quantité qui ne dépend que de p, s, a,, ..., ap.

LV. S



