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SUR LES INVOLUTIONS EXCEPTIONNELLES
ET LES VALEURS EXCEPTIONNELLES DES ALGEBROIDES;

Par ‘M. Tutopore VarorouLos.

1. Considérons une algébroide d’ordre v =3, 'pour simplifier
I'écriture, définie par une équation de la forme

Sz, w)y=w+fi(z)ut+ fi(z) u+ fi(z) = o
et supposons qu’elle admette deux involutions exceptionnelles (')
du premier type '
Gy=Xo+ )‘lfl -+ )\2f: +)\:cfa =P, (),
G,= Yo+ Pﬂfi"‘ P-zf-z—i— P-afsE P,(x),

P,(z); Py(x) étant des polynomes. Nous allons faire voir que
U'algébroide admet v — 1 valeurs exceptionnelles du premier
type, c’est-a-dire deux valeurs u = w, telles que

f(x, 1) = polynome ou constante.
A cet cffet, remarquons que 'expression.
2G,+ 3G, +7=G,

a, B, y étant des constantes, est aussi une combinaison exception-
nelle.

Or,

G = (aho+ Bpro+ Y) -+ (2hs +Bi) S
4 (@hy+Bus) fo + (ahs - Bus) fy=aPy(z) +BPy(2) + 7,

et, pour que la valcur u, soit exceptionnelle du premier type, il

(') Voir P. MoxrteL, Legons sur les familles normales de Sonctions analy-
tiques et leurs applications (Paris, Gauthier-Villars, 1927) ct Sur les familles
complexes et leurs applications ( Acta mathematica, t, 49, 1926, p. 115-161).
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suffit que I'on ait

aky + B, =pu3,
“)\2_*— BHZ = plUop,
a)‘3.+ p}"'3 =0,

aho+ Puo+y = pug,

et, comme on peut toujours supposer p =1, la valeur u, doit
vérifier I'équation

Mmoo uj
A pa U [=Aud+Bus+6€C=o0;
Az ps 1

les involutions G,, G, étant distinctes, les nombres A, B, C ne.
sont pas tous nuls; par conséquent, nous aurons deux valeurs de
1o, en général distinctes, qui sont exceptionnelles du premier type.

2. On peut arriver au méme résultat de la maniére suivante :
Considérons maintenant une algébroide quelconque d’ordre v, non
entiére, définie par I'équation
(1) So(@)w+fi(z w1+ fo(z)uv2+ ... + fo (z) =0

et supposons qu'elle admette v combinaisons exceptionnelles
distinctes du premier type

Gi= M fo(z)+ A} fi(z) + ... + X fo(x) =P, (),
Ga= A3 fo(2) + A fi(&) + ... + A\ fo(@) = Py(2),

Gy== A} fo(z) + Nfi(z)+ ..o+ Nfu(z) =Py (2);

comme les délerminants d’ordre v extraits du tableau

AOM L A
YRRVt
AAY . N
ne sont pas.tous nuls, nous.pouvons définir les v fonctions : f,,
S2y - -5 [y par exemple, en changeant au besoin 'ordre des termes,
én fonction linéaire de f,.
Soient
f;(z-):aifo(zb)—r—p,-(x) (T=1,2,...,%),
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a; étant des constantes et p;(z) des polynomes. L'équation (1)
devient
Jo(@) (W4 ay w4 aguv 2 4. . .+ ay)
+pi(2)wW - pa(z) U2+, ..+ py(x) =0,

etl'on voit que les zéros du polynome u¥+ o, u¥—"'—4. .. —~+ a, sont
bien des valeurs exceptionnelles du premier type; par conséquent,
nous aurons, en général, v valeurs de u qui sont exceptionnelles.

3. Je vais étudier maintenant le cas ou I'équation-en #
WA w4, . +a,=o0,

3 une racine u = #, multiple d’ordre k <v.
L’équation (1) s’écrit

F(z, u) = fo(2)3(u) + ®(2, u) =o,
@ (u) étant un polynome en u a coefficients constants de degré v

et ®(z, u) un polynome en « de degré v —1 dont les eqefficients
sont des polynomes en z.

Or,
Fu  (2,u)= fo(2)¢' (u) + Dyu(z, u),
F. (2, u)—fo(x)?"(u)+'1>,:(x, u),
”,
Fh=D(z, u) = fo(@)oh=1 (u) + 421 (2, u),
et comme

¢ () = 9" (ug) =... =967 (yg) = o, -

on voit que la valear u = u, est une valeur exceptionnelle
d’ordre k, au sens de M. Paul Montel ().

Nous obtenons la proposition suivante :

Tutorkme. — Si une algébroide d’ordre v admet v involu-
tions exceptionnelles du premier type auw scns de M. Montel,
elle admet aussi v valeurs exceptionnelles du premier type.

4. Supposons que les involutions G,, G, ..., G, soicnt du

(4)"P. MoNTRL, Sur les familles comple.ce; et leur applications (Acta
mathematica, 1¢26, p. 155).
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second type, c’est-a-dire que
G;= P;(x) %' (i=1,2, .., v),

P;(z) étant des polynomes et ¢;(z) des fonctions entiéres non
constantes, les f;(x) seront.alors de la forme

Ji(@) = a; fo( @) + pi(x) e¥il®),
ct, en mettant 'équation (1) sous la forme

So(@)(w + 2y w1t +, .+ ay)
4 p1(2) ePD w1 - py(z) ePkO Ut . .+ py(2) ePl = o,

on voit que les zéros du polynome u’—+ o, u¥"' +4...4a, sont
des valeurs exceptionnelles généralisées, au sens de M. Rémoun-
dos ('); on arrive alors a 'énoncé suivant :

Tutorime. — Si une algébroide d’ordre v admet v involu-
tions exceptionnelles du second type, elle admet aussi vvaleurs
exceptionnelles généralisées.

Si une yaleur « =u, est une racine multiple d’ordre & de
I'équation
w4 u 4, .+ ay=o,

elle sera nécessairement exceptionnelle généralisée d’ordre k pour

Palgébroide.

3. Nous allons maintenant considérer une algébroide entiére,
d’ordre v = 3, par exemple
s P )

Sz, u)=1ud+ q (&) ut+ gs(x) u+ q3(x) = o,

et supposer qu’ellc admette une seule involution exceplionnelle
du premier type. Nous allons voir que l'algébroide n’aura pas,
en général, de valeurs exceptionnelles.

L’algébroide u(z) admet, par hypothése, la scule involution
exceptionnelle du premier type :

G E)~o+7‘1’([_1(1')+)\2qﬂw)+)\3'l]3(-‘3)E P (),

(') :G. REMOUNDOS, Sui* quelques points de la théorie des nombres (Annales
de U’Ecole Normale supérieure, 19206).



— 158 ~
P(x) désignant un polynome; si elle admettait une valeur excep-
tionnelle du premier type u = w,, on aurait, puisqu’il n’existe
pas deux combinaisons exceptionnelles distinctes,
(2) Ui+ qui(@) uj+ q:(2) o+ g3(2)
=k[ho+119:(2) + X2 q2(@) + ha qu(2)] + 1,

d’ou, en identifiant,

ud=kko+ 1,
ud=kk,
uy =k,
. v 1 = khs;
on en déduit la condition
M=

Cette condition est suffisante : le systéme précédentadmet alors,
© si 3£ 0, la solation :
ll )\g I . )\1);,—')\013

—_ T 39

uo::-"—"—) k= 14

N * pY)
~ donc , ,
1 Ae— Ao,
Sz, up) = ~ P(x)+ = 2)\3 e,
Etudions apartle cas de ;= o. L’identité (2) montre alors que
¢:(z) doit s¢ réduire a une constante. Il y a deux valeurs excep-

. . A
tionnelles du premier type o et t

6. Nous allons nous occuper maintenant du cas général : on a
vu que, pour une algébroide d’ordre v, I'existence de v involutions
exceptionnelles du premier type entraine celle de v valeurs excep-
tionnelles du premier type.

On sait que, lorsqu’il existe & involutions exceptionnelles du
premier type pour unc algébroide, il en est de méme pour toute
algébroide de la méme classe. Traitons & ce sujet le probléeme
suivant proposé par M. P. Montel : Etudier les cas dans lesquels
ces mvoluuons entratnent lexistence de k' S k valeur se:vceptton-
nelles. =

Soient d'abord les algébroides d’ordre v = 2; elles sont déﬁmes’
- par I'équation -

(3) f.(x)un-f,(z)ua—f,(x): 0.

LY. - ' ' 1t
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Suppesons que cette algébroide admette deux involutions
exceptionnelles du premier type

kofo+7k Ji+ ks fa=Pi(x),
G,= Wo fo—+ w1 fr+ pafo=Px().

Si fo, f1, f2 désignent les coordonnées homogénes d’un point du
plan, Péquation (3) représente une droite dépendant du para-
métre u, tangente a la conique

Ji— 4f0f2—0

Dire que la valeur « = u, est exceptionnelle, c’est dire que la
combinaison exceptionnelle fou2-+ f,uo—+ f: correspond a une
droite tangente a la conique, tandis que, en général, une combi-
naison exceptionnelle correspond a une droite arbitraire du plan

)‘0f0+)‘lfi+)2f2= o.

Quand il y a deux combinaisons exceptionnelles G, G,, les
combinaisons a G, + BG, correspondent aux dreités passant par
Vintersection de ,

" Gy=o, et G,=o0;
Pexpression a G, + (3 G,, «, 3 étant des constantes, est exception-
nelle. Donc, si 'algébroide u(x) admet deux combinaisons excep-
tionnelles, nous avons deux droites G, et G, qui se coupent en M,
et, comme de ce point on peut mener deux tangentes a la comque,
on en conclut que 'existence de deux involutions exceptionnelles
entraine celle de deux valeurs exceptionnelles faciles a calculer.

Exemrre : Prenons les algébroides
5sinwut+5(x—5 sinz) u+ (x*—6x~+ 30 sinz)=o,
on a
Gf‘E5fo+‘ Si=z,
GzEGf1+5fg_=‘xz;‘
les deux droites G,, G, ont pour équations
5f0+f1=0 et 6f1+5f2=0',

le point M a pour coordonnées fe=1, fi=—15, f3=16; par
coaséquent, les valeurs uo, u, sont les racines de 1’équation

w—5u—+6=o;
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ces valeurs, 2 et 3, sont bien exceptionnelles du premier type; on
aen effet:

r - x?
4fo+2f1+fg_="6x5 z E%(4G‘1+Gg),
gz'—*-'.z-’

9fo+3fi+fo= 5

= 2(9G1+ Go).
7.  Supposons maintenant qu'il n’y ait qu’une involution excep-
tionnelle . ' '
. ' G]Ekofo+)\gfg+12fz=——-P1($),

corcespondantala droite G, (fig. 1); considérons une valeur v =u,,
et la tangente correspondante T, a'la conique Y2 — 4X Z =o; il

Fig. 1.

o/

existe uné transformation homographique, dépendant de six para-
métres, '
’ fo=“oFo+f3o’F1+‘Yon,

Si=Fo+ BiFy+11Fy,

Jo=asFo—+ B, F + 1, Fs,

Qni fait coincider G, et T, et alors nous avons, dans la méme classe
que u, des algébroides

‘Fou’+F‘u+Fz=0,

possédant une valeur \exceptiondél‘le i, ces algébroi’des dépendent
de 7 parameétres. :
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FxewrLe : Considérons les algébroides
Sour+ fiu+fa=o,
admettant une involution exceptionnelle |
G =fo+2fi+3fs=7,

et cherchons, dans ]Ja méme classe, les algébroides admettant la
valeur uy, comme valeur exceptionnelle. Faisons la transformation

fo= aoFo—i—poFrf—Yon,

f|= oy Fo—+ ﬁ1F1+Y1F2a

Jr=aaFot B Fy+ 1o Fy,
la relation devient

G = (ag+ 20+ 3a;) Fo+ (Bp+ 281+ 33:)Fi+ (yo+ 271+ 372) Fa===;

pour que u, soit une valeur exceptionnelle du premier type, il faut
que la droitc ‘

ud Fo+uoFy+—Fa=o0
coincide avec

G|, =o;

donc

g+ 20+ 32, = kug,

Bo+ 2p1+ 382 = ku,,

Y +a2y+3y.=k.

Si nous prenons arbitrairement les paramétres oy, By, y, s,
B2, y2, Wo, k, nous aurons ainsi g, Ba, yo; l'algébroide transformée
dépend de 8 paramétres homogenes a,, By, 71, day Pay Y2y Yoy k; en
réalité de 7 paramétres, puisqué cette algébroide ne dépend que
des rapports de ses coefficients.

8. Les valcurs exceptionnelles que nous avons calculées ci-dessus
n¢ dépendent pas des seconds membres P, (x), Pg(z) et si, a la
place des polynomes, il y a des exponenuclles, nous aurons des
valeurs exceptioanelles généralisées.

9. Examinons maintenant les algébroides d’ordre v = 3, définies

‘par I'équation
Jowd+ frur+ fou+ f=o0.
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Si fy, f1, f2, f3 désignent les coordonnées homogeénes d’un point
de I'espace, cette équation représente un plan tangent a une surface
développable (S)(fig. 2) : & toute combinaison linéaire des coeffi-
cients correspond un plan (P) qui devient tangent a la développable
lorsque cette combinaison est relative a une valeur exceptionnelle.

Supposons que nous ayons trois involutions exceptionnelles du
premicr type

Gi= X fo+ M f1+ ke fa+ k3 f3=P, (),
G2= pofo+ ti fi+ o fo+ pafi=Ps(2),
Gi=vo fo+ Vi fi+v2 fo+vs fa=Py(x);

il leur correspond trois plans qui sc¢ coupent en un point M, si les

Fig. 2.

combinaisons sont distinctes. Chaque-plan passant par le point M
est représenté par une équation de la forme

dGi—F pGg—l— YG;;: o

dont le premier membre est une combinaison exceptionnelle du
premier type. Or, par le point M, on peut mencr a la surface (S)
trois plans tangents, donc : I existe trois valeurs exceptionnelles
du premier type pour l'algébroide. Ces valeurs se calculent
facilement. ‘
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ExempLE : Soit I'algébroide

Sowd—+ fiut—+ fou -+ f=o,
dvec
fo=e*, fi=z—xrt—e*, fr=—az+axt+e=

Si=x—axr+ x3—e”,
11 existe trois involutions exceptionnelles distinctes

Gi=/fi+2i+fr=x,

Ge=fi+ fa = 71,
Gy=fi+ fs = 3.
Les trois plans
So+2fi+fai=o,
Jit+ fe =0,
Sot S =0
ont un point commun (— 1, —1, I, 1).

Les trois plans tangents a la surface (S) menés par ce point
correspondent aux valeurs de u racines de I'équation

—uw+ut—u—+1=o,

qui nous fournit les valeurs exceptionnelles de I’algébroide :
1,{,— (.
En effet,
Jo+fit+ forfi=a —at+ 23,
—ifo—fi+ifa+ fa= 23— 22+ {(22?— ),
ifo— fi—ifo+ fa= 23— 2 — (22— ).

10. Supposons maintenant qu’il existe deux involutions excep-
tionnelles distinctes

.GgE )\of0+ )\ifi"" )\zf’—f—- l;f;,: P.(x),
Ge= l-lofo—l'- P-if|+ Paf2+ l~'~:xf3= P.(x);

I'expression aG,—+BG,, «, § désignant des constantes, est une
combinaison exceptionnelle. Les deux plans correspondant & G,, G
se coupent suivant une droite (D), puisque les combinaisons sont
distinctes. Donnons-nous maintenant deux valeurs exception-
nelles u, et u,; eles correspondent & deux plans tangents a (S)
qui se coupent suivant une droite (A). Or, il existe des transfor-
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mations homographiques

Jo=ayFo+ ﬁoFxﬂ— YoFa+ 8, Fy,
Si=a,Fo+ BrFy -y Fot- 3, Fy,
Sr=0Fy+ B3F, + 7, F,+ 8, F3,
Ja=23F+ 33 F, + Y3 Feo - 3, Fy,

qui font coincider les deux droites (A) et (D); il existe donc, dans
la mé&me classe que u, des algébroides admettant deux valeurs
exceptionnelles u, et u,. Elles dépendent de 14 paramétres.

On obtient ainsi toutes les algébroides de la méme classe qui
admettent deux valcurs ‘exceptionnelles : soit, en effet, U une
algébroide de cette classe possédant deux valeurs exceptionnelles;
il existe une transformation homographique qui fait passer des
coefficients de I'équation qui définit u a ceux de I'équation qui
définit U. Aux deux plans tangents a (S) relatifs aux deux valeurs
exceptionnelles de U, correspondent deux plans relatifs a deux
involutions exceptionnelles de « et, comme cette algébroide
n'a que deux involutions exceptionnelles distinctes, ces plans
ne sont autres que Gy=o0etGy=o0 ou des plans du faisceau
Gy + 3Gy=o0; donc (A) correspond a (D) dans la transformation
homographique.

11. Passons enfin au cas ou 'on a seulement une involution
exceptionnelle,

Gi=hfo+ M fi+ 2 fo+ X3 =P (x);

soient un plan (P) correspondant a cette involution; « = u, une
valeur de u, et (Py) le plan tangent a (S) qui lui correspond : on
peut toujours faire une transformation homographique qui améne
a coincider le plan (P) avec le plan (P, ), ce qui nous fournit une
algébroide dela méme classe que wayant la valeur cxceptionnelle u,.
On obtient ainsi des algébroides dépendant de 13 paramétres.

On démontrerait de la méme maniére qu’au paragraphe précédent
qu’on obtient ainsi toutes les algébroides de la méme classe que u
qui admettent une valeur exceptionnelle.

Les raisonnements que nous venons d’exposer s’appliquent a
des algébroides d’ordre quelconque : nous n’avons qu’a considérer
I'espace & v dimensions; nous voyons ainsi que, lorsque le nombre
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des involutions - exceptionnelles d’une algébroide d’ordre v est
inférieur & v, les algébroides peuvent ne pas avoir de valeurs
exceplionnelles, mais il existe, dans la anéme classe, des algébroides
qui admettent des valeurs exceptionnelles en nombre égal a celui
des combinaisons exceptionnelles.

Nous pouvons donc énoncer la proposition générale suivante :

Tutorime. — Si une algébroide d’ordre v admet k<v invo-
lutions exceptionnelles du premier type, il existe, dans la méme
classe, des algébroides dépendant de v(v—+ 1)+ k paramétres
admettant k valeurs exceptionnelles du premier type.

Lorsque k =v, le nombre des paramétres estv(v—+2): toutes
les algébroides de la méme classe ont v valeurs exceptionnelles.

12. On aurait une proposition analogue pour les involutions du
second type; mais les valeurs exceptionnelles obtenues seraient
des valeurs exceptionnelles généralisées.

Si k<v, on peut aussi montrer qu’il existe dans la méme classe
des algébroides admettant £'< k valeurs exceptionnelles et & — &’
involutions exceptionnelles. Le cas de &'= A correspond au théo-
réme final.



