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SUR LE RANG DE LA FORME DE DARBOUX DE L'HYPERSURFACE;

PAR M. JÔYÔ KANITANI.

Dans an Mémoire précédent (* ) on a vérifié que l'hypersurface
dont la forme de Darboux est un .cube parfait, autrement dit, Fhy-
persurface dont la forme de Darboux peut s'exprimer au moyen
d'une expression de Pfaff, est une enveloppe de oo1 hyperqua-
driques. Nous consacrons cet article à l'étude de l'hypersurface
dont la forme de Darboux est plus générale. Si une forme des
expressions de Pfaff peut s'exprimer au moyen des /'expressions
de Pfaff et ne peut s'exprimer par moins de r expressions de Pfaff,
on dira que la forme est de rang /'. On démontrera que l'hyper-
surface dont la forme de Darboux est de rang /• est une enveloppe
de oo7' hyperquadriques.

1. Considérons n expressions distinctes de Pfaff
dm1 == a jdu 1 -h. .. +- a/, du'1 ( i == i, . . . , n )

et une forme quadratique gy^d^d^ telle que

g = 1 Sij \ ̂  °-

On emploiera un calcul pfaffien absolu caractérisé par les équa-
tions
(I) 8(flW)—J(o(^) = o,
( I I ) ~dgij=-o ( î , y ' = = i , . . . . n),

où d représente la différentiation tensonelle, c'est-à-dire

d\^ = d\fj -4-- (r/o x}j - r^ x^ - r^r x/, )d^.
En vertu de (1) la condition pour que le système des équations

de Pfaff
û?w' = 0

....... (r</i—i)
dw r == o

(') Ann. Fac. Soi. Toulouse^ 1928.
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soit complètement intégrable peut s'écrire

ra^—r^a^ o ( î = = l, 2, .n.. /• ; a, ? = /• - i, .... n)

Considérons une hypersurface dans l'espace projeclif de dimen-
sions n 4- i définie par les équations

^= .^•(^1, . . ., n71) (À- == o, .. ., n -4- i }.

Les points [x^ ), . . ., {xn) définis par
àx

xi=^

se trouvent dans F hyperplan langent à Fhjpersurface en point (r) .
Prenons le point (y) satisfaisant

| .y^i.. . X n y \ = ̂  g.

On peut prendre les n -+- 2 points (.r), (.^1), • • • ? (^ / t )? (y)
comma sommets de repère local; dx^ dx^ . . ., dxni dy peuvent
s'exprimer sous la forme

dx = dw0JCy

(III) dxi == M Kfdw^ x — }^i(sdw°x\ -}- H^^trî y (i == ï , . . • , fi-),
dy -= Nç ̂ w0 -+- N ̂  ̂ o)0 rcx -+- t̂o;;î j y

où rfeo^î est une expression de Pfaff.
Evidemment H/y== Hy/.
Pour Fhypersurface qui a oo^ points sur elle et co" lijperplans

tangents, et l'étude de laquelle nous nous occuperons, le détermi-
nant H formé par îl,j n'est pas identiquement nul. Nous suppose-
rons que la forme fondamentale g'^d^d^ est préalablement
déterminée de manière qu'elle coïncide avec la forme îl^dw^d^.
On peut choisir le point (y) de manière qu'on ait

;̂;t{ = o,

( IV) M5-o.

En effet, si
^o;;î{ == \ad^°,

MS=p,
on peut y arriver en prenant comme nouveau point (y) le point

y—X^t-ip.r.
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Désormais nous supposerons que le point (y) est choisi de cette
façon.

En différentiant Inéquation

\ x x ^ . . . x n y \ =/H,
on a

(V) K^=o.

La condition nécessaire et suffisante pour que (III) soit com-
plètement intégrable est la suivante :

M,y== M^, N<;= Ny<, K, / /= Ky/7== K , / , ;

(VI) ^^-S)- H^M^-N,,.)-H,.(M,/-N,,)
+ H,/(M^— N/^) - H,,,,(My/ — N,/) ;

(vn ) 2 ( Kp/ Kp^- K/^ Kp,/) + 9. R,,,^
= tWM,/ -h N/ / ) 4- Hy/(M,,,,+ N^) •
- H,./(1VÎ,, , ,4-N/^)—H,^(M//-N,7);

/yjH^ 5(M,^-N^) <^M,7~N,/)
^CO^ ^O)7"

-t-K^(M^+N^)~K,^(M7+]\^=2(N^H/7-N,H/,,);

< I \ \ ^(My^-4-N^) 5(M,7-4-N,/)
^ ^^0/ ^0)'»

+ K^(M^-N^)-K,,^(M7-N7) = 0 ;

(X) ^ - ̂  - N?M^- N^M^ = o.v àw"1 àw1

où R/y,/w sont les composantes du tenseur Riemann-Christofiel.
Des équations (VI), (VII), on peut déduire

(XI) M,,— N,, = 2 ̂  + H, , (R - E),^ ow
où

^=^=7)^ G-;,̂ ^ .̂

Soient^0,..., Ç /^+l les coordonnées projectives par rapport au repère
formé par n + a points (a-), (rc, ),..., (^/,),(y), et soient^, ...,("4-1

les coordonnées non homogènes définies par

^-l (<=i. . . . .^).
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Grâce à (III), en se bornant aux termes jusqu'au troisième ordre,
on a pour l'équation de rhypersurface donnée

^+1 == ^ H ̂  ̂  ̂  4- ^ KoTp ̂  ̂ F

qui montre que la forme
K<j^p dt)^ d^ o?cop

est la forme de Darboux ( < ).
On peut écrire le déterminant

\ X X ^ . . X n Y \
sous la forme

V/H^X^.

Les X^ sont les coordonnées tangentielles de Fhyperplan tan-
gent à rhypersurface donnée,'et Pon a

dX=.d^\^
,„.- dX,^ S N^+ H^(R - E) d^X -^ K^âf^X^- H^^TY,
^All} (

d\ ==— j ^(R — E) -4-- N^a^jX 4- j MÎ — <^c^( R — E) ; X).
( î = T , ..., /Z),

où les hyperplans (Xi ) , . . ., (X.^) et (Y) sont définis de la même
manière que les points (^ i ) , . . . . (Xn) et (y) ont été définis.

2. Supposons que la forme de Darboux est de rang r, et qae les
expressions de Pfaff de base sont choisies de manière qu^on ait

(0 Kapv= K^p= K , /a==o . (t, j = i , . . . , r; a, P,.y= r+ i , .. ., n).

Désormais noas conviendrons de désigner par les indices /,y, /
quelques-uns des i, 2, . . ., r et par les indices a, [3, y quelques-
uns des r + i , . . ., n et enfin par les indices p , <y, t quelques-
uns des i , 2, . . . , / ( . Nous allons démontrer que le système des
équations

o?io1 == o,
. . . . . . . 5

dw9' == o
W

est complètement intégrable.

( 1 ) J. KANITANI, ^fe/n. Co^. 5ci. Kioto, \.. IX, p. 269.
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C'est évident, si r = n — i. Nous supposerons que r <^n — i .
Grâce aux équations (XI) et (i), on a

M a ^ — N a p = H a p ( R - E ) (a ,? = r-+- i , . . . . / i ) .

Si, au moins une des fonctions îîr+^r^, H,..̂ ,.̂ , . . ., H^,, par
exemple, Hap n^est pas nulle, on a

M , a — N , a = H , a ( R — E ) ,

comme conséquence des équations

0 = î^ - ̂ ? =s "^(MO. - Na.) - H,.(M,8-N^).

Puis, les équations
/^K^ ~àK^\
\ ài^ ~~à^~)

= Ha^M^-- iNy,) - H^(Ma3— Na3)
-+- H^(Ma,~ NaO — HaKMY8—Nv8)

donnent
M^-N^=H^(R- -E) .

Donc, on a

(3) M^a—N^=H^(R--E) ( / ? = i , . . . , ^; a = / ' + ! , . . . , , / ) .

Ensuite, supposons que toutes les fonctions ïî^^r^.^ . . ., H,/ /,
sont nulles. Ce cas-ci ne peut se présenter que si a/^/^car si
2/-<; /i, H serait nul contrairement à la supposition.

Par conséquent, r > i dans le cas où /• < n — i , et que nous
considérons.

Des équations

o == à Kota7 — à Koto"
(W àwi

= HaKM^-Na/) -Ha/(Ma/-Na,) ,
on a

Mal— Njti _ ^ Mar—N^r
^ai Har ~~ a*

Et puis, les équations

^ / ^ K a 3 / _ ^ K a ^ \
"\ au1 àwJ )

Ha<(M,8/— N3,) - Hpy(Ma,—— NaO

- H Q , ( M a , - N a / ) ~ H a y ( M ^ — N 3 0
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donnent

( H a , H 3 / - H a / H ^ ) ( ^ - < T a ) - o (^ J = l , ..., / )

qui montrent que
<jy = «Ta = <T,

car les équations
H a / H ^ - H a / H 8 < = o

donnent comme résultat H = o contrairement à la supposition.
Donc, on a dans ce cas aussi

(3'} Mpa— N / ^ a ^ ^ H ^ a 0 = 1 ? . • • • ^ ; a = /• -h i. . . ., n).

En vertu de (3) ou (3'), on a

.u ^r^ r ^ \ ^^Kt/3 (^•/•a^^/A< r^ -1 ̂ ) == 2 ̂ -^^. - -^p-^
== H,a (M,?-N^)-H,^(M,a-N,a)
- H,a(M<? — N^ ) — H,? ( M/a— N,a) = o

qui donnent

(0 ^P-l^a^

car le système des équations

K,/^o^= o

contient /• équations indépendantes ( ' ).
Les équations (4) montrent que le systèm-e (2) est complète-

ment intégrable.

3. Ce que nous venons de vérifier montre qu^en choisissant les
paramètres u1 convenablement, on peut réduire la forme de Dar-
boux à une forme différentielle en conservant les relations (i)'.
Nous supposerons que les paramètres sont choisis de celte manière
et posons

r/o)1^: du1.

En vertu de (3) ou (3'), les équations

"- (^ - ̂ ) = H./(M,?-N^- H,-,3(M^-N.,)
-+-H,/(M^3-Na?)-Hap(M,./——N(,)

(') CAnTAN, Leçons sur les invariants intégraux, p. 5o.
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donnent
/•

(4) 2^K^rip= Hf/(Map-Na^)-Hap(M,. ,——N,,) .

D^abord nous supposerons que, au moins, une des fonc-
tions H,.^.,,^^ ïlr+ï,r^2, • • • î H,,^ par exemple H^g n^est pas
nulle.

Dans ce cas, en vertu de (3) et (4), on a
r

(5) ^K,^p^=lI<,(R-E)-(M,,—N^) ( i , / = = i . . . . , r )
A==l

^^=? lH^.

Puisque le système des équations (si) contient r équations
indépendantes, il donne un unique système de solutions?1, . . . , p 7 .

Donc, si Hap^ o, on a

(6) l'a^P ,̂

qui est aussi vraie quand Hap== o, comme on le voit directement
par (4) .

Grâce aux équations (3), (5), et (6), les équations

^(M^-N^) 3(Mç^N^
———^Ï—— -———àui———^(NJI^-^H^)

donnent

/ . „ ^ ( R — E ) - ) „ ( ^ ( R — E ) -, yi -- . )
(7) H £ ^ î — - d ^ + ^ V S = H £ v -^a~^'2^i^9-2àKi^9'^[

A,{JL==1

D^un autre côté, si r <^ n — i, Inéquation

J ( M g - N g ) <?(MJ|~N{|)
=2Na (a^p)ôu^ au9-

donne

(8) N a +^^R^= o ( a = 7 - + i , . . . , ^ ) ,

et, par suite,

(9) N^-;'-^r^ = 2; K^^>,it=i
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En vertu des équations (5-) et

•> (^ - ̂ &) = ïi" (M/a-Nte) - llla(M" -N" )
-+- H/;(M;a - N;,) - H,.a(M// - N//) ,

on a
f 1 r ,

S^ ^^Sp^^-^01^s^^s^
).=1 f (JL==1=1 f (1=1 1

r

= = ^ i H ^ ( R ~ E ) - ( M ^— N ^ ) i + 2 K,^p^p^H,a-~r^).
X,p.=i

D'un autre côté, Inéquation

^(M^-N, , ) ^(M.a-N.q)
———^a——— - ———^——— -2^7<r^a

=2(N,H, .a-NaH,y)
donne

r

^ r^K/^pIx- ^ ̂  j H,/(R-E)-(M</—N,,)i-K,,,NS

^"u /IVT i ()(K-E)\ ., /., i r f (R—E) \
= "•«^/•^ i -^——}-Hi/(N«+ i -^o——)-

^p.=i

Donc, si /' <" n — i , on a
/' r j

S K?A Ê -"2 F^a- H^ap^) + N . î = o,
A=l ^=1 1

et, par suite,
r

(r2) £ ̂ -S F^^a- H).aPQ + ̂  = o

(?'= i, . . . , r , a = /'+ i , . . . , /i).

Si /• == n — i , en vertu de (7) et de (i i), on a

"f^ & ̂ f ̂ ^ - H^ + ̂  [x=i [ (t=i 7
Hf/H^—H^H/»/^, r f (R-E) \ -

=————H,,————(. N n - ^" )'
qui donnent

, ./.., r f ( R — E ) \o=(«-,)(^+-L^-J).
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Donc, dans ce cas aussi, les équations (8) et (12) sont vraies.
Si l'on considère u^ . . ., M''comme constantes, en vertu de (6)

et ( 12), on a

dx = ^, du^Xrs,

a= ^ dï^^M^x-}- ^ rL^T-^a^h

<r=/'-4-l \ -==r-(-i /

dxaL =

n r n r

dz= ^ duA^^^l^)x+ ^ (N;+^p^,)^
(T==/--|-1 v ,^=| T-=/--H A=l

?• A

-^pAH^1

À=i !
ou

^ ^y-^^p^A-

Donc, lorsque a1, . . ., ^/ sont constantes, le point (a?) décrit
une variété (Q) de dimensions n — r dans la variété linéaire ( L)
de dimensions n —r + i déterminée par les n — r-+-1 points (.r),
(Xr+,), ..., (^), (^).

D^ailleurs, la variété (Q) est une quadrique comme on peut le
vérifier facilement en remarquant que (12) est encore vraie si Fon
remplace x par X, et que (x X) === o.

Il résulte de là que Yhypers urface donnée est un lieu d'une
quadrique de dimensions n — r qui se déplacé suivant une variété
de dimensions ?\

En tenant compte de (12) , on peut démontrer facilement que
l'équation de (Q) par rapport au repère formé par n — r 4- 2 points
(..r), (.Tr+l), ..., {Xn)\ (,3) est

n r n

^oç"-n= ^ H^{^T+.^ ^P'AH^^'
<T,T==r4-l À==I o"==r-+-i

( r \

+ ^ H^p^pl*+R-lî )«"-")«.
X,|i=i /
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Ainsi, (Q) est la section de l'hvperquadrique (S) dont l'équa-

tion par rapport au repère formé par n 4- 2 points (.r), {x^ ) , . . . ,
(^), (y) est

/i
açe^M-i^ ̂  H^^+(K-E)(^+i)-',

T, •: = 1

faite par les /• hyperplans

ç i—pi$ /<-M= o,

^'—p7^-'-1 ==o.

Cela étant posé, lorsqu'on fait varier les variables u^ . . ., u1'
seulement, P décrit une variété (V) contenue dans l'hypersurface
donnée. On va démontrer que (S) enveloppe l'hjpersurface
donnée lorsque P décrit V.

En effet, en tenant compte de (5) et (9), on peut vérifier que
l'intersection de (S) avec l'autre hjperquadrique attachée de ladite
manière au point qui se trouve sur V et qui est infiniment voisin
de P, coïncide avec l'intersection de (S) avec l'hvporquadrique,

r

^ K)^(^—— p^-M) (Ç(X - p(^-M) dl^== 0.

^P.lV==l

Mais les équations

r

^ K)^(^-p^^i)(ÇîA-p(i^+i)=o (^=i, . . . , r )
AI'{JL==I

doivent donner comme résultat

ç/__p^-M=Q.

Car, si au moins Fun des Ç1—p^'^-1, par exemple Ç 4 _P 1 ^ 4 " 1 ,
n'était pas nul, en posant

^•——piS/t-M
t,i — <»___r_i__ / - __ x
' — Cl__pl^»+l ^~- 2' " • ' / )'

on aurait r équations entre r—i variables ^2, . . ., ^r, ces rela-
tions étant indépendantes, parce que les déterminants d'ordre r



déduits du tableau

— 246 —

Km .. . K^n
KII.» .. . K,,ia

Ki/i/i ... K,,,,,,

ne sont pas tous nuls.
11 résulte de là que l'enveloppe de (S) est le lieu de (Q) qui se

déplace de manière que P décrit. (V), c'est-à-dire Phjpersurface
donnée.

Donc, Vhypersurface donnée est une enveloppe de oo7 hyper-
quadnques satisfaisant à la condition que chacune touche
son enveloppe suivant une quadrique de dimensions n — r.

Ensuite, supposons que tous les H^p sont nuls. Dans ce cas,
on a

r^p == o ( t = i , . . . , / ' ; a,;3 == r - t - T , . . ., n),

et, par suite, si l'on suppose que u^ . . ., u1 sont constants, on a

dx = ̂  du^xa,
<T==r4-l

-i.dxo,== Tû^4- ̂  r^du^^ M,

c'est-à-dire, lorsque «1, . . ., i^ sont constants, le point (x) décrit
une variété linéaire de dimensions n'— r qui est déterminée par
les n — r + i points ( x ) , (>r+<), . . . ,(*r,,)-

II résulte de là que l'hypersurface est un lieu d'une variété
linéaire de dimensions n—r qui se déplace suivant une autre
variété de dimensions /'.

L/hyperquadrique (S) dont l'éqaation par rapport au repère
formé parles 71+2 points (^), (rc«), .... (^), (^), est

ço^-+-i= ̂  H(^T•4-<^({/l-M)2,2ÇO^l-+-l=

passe justement par la variété linéaire (L) déterminée par les
n—r+i points (a?), (.2^+1), . . . , (^), c'est-à-dire la variété
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définie par les équations

ci

Lorsque seulement, les variables M ' , . . ., ^r varient, (S) enve-
loppe une hjpersurface qui est engendrée par la variété d4nter-
section des r -j- i hyperquadriques définies par les équations

n

. ( î 1 ) •^^^^^HoT^^+^d^1)2,

(TiT=l

r r

(i5) ^ K ,̂.̂ +^ ̂ «+1 j (M^,- N,,- i H),,) j
)-l[t=l A=l

-(^-^^^^

II y a deux sortes d'enveloppes. D'abord, si ^+f 7^ o, les der
nières r équations (i5) donnent des solutions de la forme

^•_ ^•^4-1=0 (.i==î, . . . , r),

en vertu desquelles la première équation ( i4) donne
r n / r ,

^°=^ ^H^^+( ^ VA^4-^ j^l

A==J T==r-+-l \^(Jl=l /

Donc, on a une enveloppe qui est le lieu d^une variété linéaire
de dimensions r déterminée par ces r 4- ï équations.

Ensuite, si ^fï+i •==. o, les équations (i5) donnent

^=o,

^=0-
Ainsi, on a une enveloppe qui est engendrée par (L) lorsque

^*, . . ., u1' varient. II résulte de là que Vhypersurface donnée
est une enveloppe de vf hyperquadriques satisfaisant à la con-
dition que chacune touche son enveloppe suivant la variété
linéaire de dimensions n — /'.


