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SUR LE RANG DE LA FORME DE DARBOUX DE L'HYPERSURFACE;

Pir M. J6v6 Kaviran:.

Dans un Mémoire précédent (') on a vérifié que I’hypersurface
dont la forme de Darboux est un cube parfait, autrement dit, I’hy-
persurface dont la forme de Darboux peut s’exprimer au moyen
d’une expression de Pfaff, est une enveloppe de «' hyperqua-
driques. Nous consacrons cet article a I'étude de I’hypersurface
dont la forme de Darboux est plus générale. Si une forme des
expressions de Pfaff peut s’exprimer au moyen des 7 expressions
de Pfaff et ne peut s’exprimer par moins de  expressions de Pfaff,
on dira que la forme est de rang r. On démontrera que I’hyper-
surface dont la forme de Darboux est de rang r est une enveloppe
de o hyperquadriques.

1. Considérons n expressions distinctes de Pfaff
dol =aldut +. ..+ a} dur (i=1,...,n)
et une forme quadratique g,.dw%dw" telle que
&=1&ij|#o.

On emploiera un calcul pfaffien absolu caractérisé par les équa-
tions

(D 3(dw!) — d(Swl) = o,

(I dgj=o (6 J=1,...,n),

ou d représente la différentiation tensorielle, c’est-a-dire
= -k k N Ry ey
ax}t =axl + (0l X} — vl Xl — v X4 ) dwo.

En vertu de (1) la condition pour que le systéme des équations

de Pfaff

(') Ann. Fac. Sci. Toulouse, 1928.
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soit complétement intégrable peut s’écrire
1) [ .
Fa{i—rgszxr-*o (=12 .7 2, B=r-~1, ..., 1)

Considérons une hypersurface dans I’espace projectif de dimen-
sions n + 1 définie par les équations

xh= xk(ul, ..., ur) (k=o, ..., n+1).
Les points (z,), ..., (#,) définis par
ox
€Xi

T 0wl

se trouvent dans I’hyperplan tangent a I’hypersurface en point ().
Prenons le point ( y) satisfaisant

|xZyesckpny| = v/g,T.

On peut prendre les n + 2 points (), (%), ..., (), (¥)
comme sommets de repére local; dz, dz,, ..., dz,, dy peuvent
s’exprimer sous la forme

dr = dwo zg

(1) dz; = M;gdws x — Kﬁ,dw"x;»;— Higdwoy (i=1
dy = Ngdwo + N}‘(lw“x)\-k dwittly

n+1

ou dw""! est une expression de Pfaff.

Evidemment H;j=H;.

Pour I'hypersurface qui a co” points sur elle et o hyperplans
tangents, et I’étude de laquelle nous nous occuperons, le détermi-
nant H formé par H;; n’est pas identiquement nul. Nous suppose-
rons que la forme fondamentale go.dwIdw® est préalablement
déterminée de maniére qu’elle coincide avec la forme H,.dw”dw".
On peut choisir le point (y) de maniére qu’on ait

dwjil] =o,
v) MS == o.
En effet, si
dwlt) = Agdw?,
Mg=p,

on peut y arriver en prenant comme nouveau point (') le point
Yy p

1
Y —Aoxg-+ —pux.
n
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Désormais nous supposerons que le point ()°) est choisi de cette
facon.
En différentiant I'équation

|wx,...xnyi=/ﬁ,
on a

(v) K‘g‘:o,

La condition nécessaire et suffisante pour que (III) soit com-
plétement intégrable est la suivante :

M;j=M;;, Nij= Ny Kijr=Kjir= Ky;;

0Kijm 0Ky
(VI) 2(#*#) = Huy(Mjm—Njm)—Hin(My-—Ni)

-+ Hj (Mym— Nym) — Him (M — Ny );
(Vi) 2 (K& Kpjm— K £ Kojr) + 2 Rijim
= Hom(Mjr+ Njo) + Hjr(Mip+ Nim)
— Hy(Mjm~+Njm)—Hju(Mi-- Ny );
I(Miyn—Nim) _ 0(My—Nyj)

(Vi ow! duw™m
-~ Kilc(Mgz+ Ngx) —Kimeo (M’l, -+ Nc;) = 'Z(Nm H;— NI“im)?
O(Mip -+ Nim) _ 9(Mu+ Nu)
(lx) (;w[ - T dwr:z
-+ Kilo'(Mgz— Ng,) - K,-,,,G-(M'/I—N’[’) =0;
(X) N ONm . NFMgp— N* Mgy = o,

dw™ do

ot R;j ;m sont les composantes du tenseur Riemann-Christoffel.

Des équations ('VI), (VII), on peut déduire

2 9K .
(X[) M,-/'-—Niiz ; ()—w'u—‘, —!—H”(R-——E),
ol
— I aT j— ____l 81
T n(n—1) Rgz? E= n(n —-'l\Km"PKG i

Soientc?, ..., t7*! les coordonnées projectives par rapport au repére
formé par n + 2 points (z), (2), ..., (24), (), et soient t', ..., t»+!
les coordonnées non homogénes définies par

o E

t‘—_E—o (E=1,....,n)
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Grace a (I1I), en se bornant aux termes jusqu’au troisi¢me ordre,
on a pour I'équation de I'hypersurface donnée

T
= 5 Hgrtotv+ % Kerptotre?

qui montre que la forme
Kgrp dwo dwt dwt

est la forme de Darboux (*).
On peut écrire le déterminant

|z ...xny|
sous la forme
n—+1

‘/HZ Xk yk,
=0

Les X* sont les coordonnées tangentielles de 'hyperplan tan-
gent a I'hypersurface donnée, et 'on a
[ dX = dwsXg,
dX;={Nig+ Hig(R — E)| dwo X + K}y dws X; + Higdoo Y,
dY :—-gd(R—E_) - N,,dwu;_x +§M},—d¢ol(R—E);X;

(i=1,...,n),

(XII)

ou les hyperplans (X,), ..., (X;) et (Y) sont définis de la méme
maniére que les points (z,), ..., (£z) et ()’) ont été définis.

2. Supposons que la forme de Darboux est de rang r, et que les
expressions de Pfaff de base sont choisies de maniére qu’on ait

(1) Kapy = Kiup= Kijja=o0 G Jj=1,..,r; aBy=r+i, ..., n).
Désormais nous conviendrons de désigner par les indices i, j, /

quelques-uns des 1, 2, ..., r et par les indices «, 3, y quelques-
uns des 41, ..., n et enfin par les indices p, ¢, t quelques-
uns des 1, 2, ..., n. Nous allons démontrer que le systéme des
équations

dwl=o,
(2) e ,

dew"=o0

est complétement intégrable.

(') J. KanitaNt, Mem, Coll. Sci. Kioto, t. 1X, p. 269.
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C’est évident, si r = n — 1. Nous supposerons que 7/ << n —1.
Grace aux équations (XI) et (1), on a
Mag — Nog = Hap (R —E) (e, B=r—+1, ...n).
Si, au moins une des fonctions H,,, .., Hyyy rye, - - ., Hon par
exemple, Hyg n’est pas nulle, on a

Mia— Niaz= Hia(R - E),
comme conséquence des équations

0= ——p= — —— = Ha@(Mai— Nai) — Hei(Mag—Na3).

Puis, les équations
_ ., (9Bayi EKaY#
0_2< duB T T dut )
= Hag(My;— Ny;) — Hyi(Mag— Nq3)
-+ Hvﬁ(Mai— Nal) — Hai(MYp——- NY.S)

donnent
Miy— Nyy=Hy (R —E).
Donc, on a

(3) Mpu—N,y=Hp(R—E) (P=1y iy Ry =" -+1,..., 1),

Ensuite, supposons que toutes les fonctions H, ¢ sy, - .., Hy s
sont nulles. Ce cas-ci ne peut se présenter que si 272 n, car si
27 < n, H serait nul contrairement a la supposition.

Par conséquent, r > 1 dans le cas ou < n—1, et que nous
considérons.

Des équations
o IKaaj 9 Kaai

Jw? Jdw/
= Hai(Mzi - Na/‘)— Hoc/'(Ma.i— Nas),

on a
Mai—Nat _  _ May—Nar __
He, Hy

Et puis, les équations
o=12 (ﬂa_ﬁi — 9 Kap;
dwt dw/
= Hgai(Mg;—N3z;) — Hg;(Ma;— Nai)
~+ Hgi(Mq; — Naj) — Hgj(Mg;— Ng;)
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donnent
(HoiH3;— Hy;Hy)(eg—0y) =0 (L, 7=1,...,7)
qui montrent que
v g8 = 0y =0,
car les équations
“aiH;’ii— ":Z[H.Bt: o

donnent comme résultat H =0 contrairement a la supposition.
Donc, on a dans ce cas aussi

(3) Mpo— Nyy=9H,, (p=1,....0n; a=r—+ri, ... n).

En vertu de (3)ou (3'), on a

2K (TN ) — ‘_’Kiiﬁ 0Kija
"K“'\(rar*—‘ﬁa)—“<—o@*— e
= Hia(MiB—NiB)“Hiﬁ(Mia—Nia)
i *:“Hia(l\liﬁ—Nifi)—Hiﬁ(Mia—‘ Nja)=o0
qui donnent
(i) Ihg— T3y = o,
car le systéme des équations

Kipdw = o

contient /* équations indépendantes ().
l.es équations (4) montrent que le systéme (2) est compléte-
ment intégrable.

3. Ce que nous venons de vérifier montre qu’en choisissant les
paramétres. u’ convenablement, on peut réduire la forme de Dar-
boux a une forme différentielle en conservant les relations (1).
Nous supposerons que les paramétres sont choisis de cette maniére

el posons
dwi= dut.

En vertu de (3) ou (3'), les équations

0Kuiz 9Ky . )
Ak au?lll): Haj(Mig —Nig ) — Hig(Moj— Naj)

-+ H;j (M8 — Ng3) — Hog(M;;— Nyj)

(') CARTAN, Legons sur les invariants intégrauz, p. 5o.
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donnent

%) 2 ) KipThg= Hy;(Mop— Nag) — Hag(M;;— Ny;).

=1

D’abord nous supposerons que, au moins, une des fonc-
T ’
tions H,,, .y, Hryyrpo, ..., H,,n par exemple H, n’est pas
nulle.

Dans ce cas, en vertu de (3) et (4), on a

-
(5) 2 Kippt=,;(R—E)—(M;—Ny) (i, j=1,...,7)
k=1 . X
P%/E = p! HYE'
Puisque le systéme des équations (5) contient r équations
indépendantes, il donne un unique systéme de solutions p', ..., p".
Donc, si Hyg5£ 0, on a

(6) e = pf Hag,
qui est aussi vraie quand H,g= 0, comme on le voit directement

par (4). .
Grice aux équations (3), (5), et (6), les équations

9 (M —Nei) 0 (Mey— Ney)
duY dut

= ?.(N,‘”a:/——N‘rHEi)

donnent

r \
J(R J(R—E N
20D |t | 20D s B Kapien .

(7) Hg Y
. =1

D’un autre coté, si r < n — 1, 'équation

J(MB—NE)  o(Mf—NE)

=2Ng (o 3)

duB dJu*
donne
1 d(R—E) _
(8) N“+')T =o0 (a=r—+1, ..., n),
et, par suite,
. 19(R—E) _
(9) Nyt = S Z Koy ot

Ap=1
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En vertu des équations (5) et

I K _ -"l‘i’i> = Hyj(Mig— Nia)— Hya(My; — Nyj)

. du’ du>
+ Hyj(Mijq — Ny ) — Hig (My; — Nyj),
ona

r 2 r . 4
Z ng % +2 e# (T —Hyap?) ;
A=1 \ =t -

J .
Jua | Hij (R — E) — (My;— Nyj)| +k2 Koy oM (ot Hia— Iy).
=1

SR

D’un autre coté, I'équation

9 (M —Ny) 0 (Mig— Nig)
Ju% Juw
= 2(Ni H,‘z-—— Ng.H”)

g
-— 2Kii0'Na

donne
'”\ 1 d A .
2 ThKpppt— 5 o | Hyy (R—E) — (My; — Nij)| — Kija NG

),p-:
1 (R—E 1 d(R—E
=Hf“<Nf+ 2 (—ou/‘“)>*“ff<“‘°=+ > (T))

Done, si r < n —1,o0na

DR

A=t

2 P (T — Hyap) -+ Nl'»= o,
p= |

et, par suite,

. r
dst R .
(12) S+ 3 e (Tha— Hyapt) + Ny = o
A=1
(=1, ...,r, a=r—+1,...,n).

Sir=mn—1, en vertu de () et de (11), on a

n-—i \
ZK,A%‘) ~ pu(rp,,—ﬂw.pA)ﬂuNZ;;
_ HyH ,,,,—-H,,. in (N  I(R—E)\.
= T Hpn no dunr !
qui donnent

o= (n—1) (N,,+ d_(RTu—?.E)
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Donc, dans ce cas aussi, les équations (8) et (12) sont vraies.
Si I'on considére u', ..., u” comme constantes, en vertu de (6)
et (12), ona

dzr = i dus zq,

C=r—+1
n / n
Rl
dry = }‘ (lu"(me -+ Z l‘z‘mwr -+ Hac‘)’
C=r—+1 T=r4

dz = Z duf';\(N,,—on‘o‘AM)w)x—i— E (N;—Q-Ep)\I"{,,)xf

C=r-+1 n==A T=r+1 A=1

+'2 P)‘ H)gZ},

r=1
ou

3 :y—r-z praxy.
A=1

Donc, lorsque u', ..., «" sont constantes, le point (x) décrit
une variété (Q) de dimensions n — r dans la variété linéaire (L)
de dimensions n — r + 1 déterminée par les n — » -2 points (),
(Zre1)s o ooy (2n), (3).

D’ailleurs, la variété (Q) est une quadrique comme on peut le
vérifier facilement en remarquant que (12) est encore vraie si 'on
remplace x par X, et que (z X) =o.

Il résulte de la que I'hypersurface donnée est un lien d’une
quadrique de dimensions n — r qui se déplace suivant une variété
de dimensions 7.

En tenant compte de (12), on peut démontrer facilement que
I'équation de (Q) par rapport au repére formé par n — r -+ 2 points
(@), (Zrs1)y - o, (22), () est

n r n
afogn+t = 2 Hﬂgagr_,_,,E ZF}\H)‘CEGEH—H

G, T=r+1 h=1 C=r+1

r \
+< Z Hyup ok + R — l*) (En+1)r.

A u=1
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Ainsi, (Q) est la section de I'hyperquadrique (S) dont I'équa-
tion par rapport au repére formé par n + 2 points (z), (£4), .. .,
(@a), () est

20t = B Hoekott+ (R — E) (512,

T,7=1

faite par les r hyperplans

1 — gl En+1 —
E olgt*tl=o,

Er___ PrEn-H = 0.

Cela étant posé, lorsqu’on fait varier les variables w«', ..., u”
seulement, P décrit une variété (V) contenue dans I’hypersurface
donnée. On va démontrer que (S) enveloppe Ihypersurface
donnée lorsque P décrit V.

En effet, en tenant compte de (5) et (9), on peut vérifier que
Iintersection de (S) avec 'autre hyperquadrique attachée de ladite
maniére au point qui s¢ trouve sur V et qui est infiniment voisin
de P, coincide avec l'intersection de (S) avec I'hyperquadrique,

-
2 Kly.v(f)"—; prEN+1) (M — o En+1) duv = o.
MPyv=1 .
Mais les équations
D, Ko (B — M+t (B —pirrt) =0 (i=1, ..., 1)
Ap=1
doivent donner comme résultat
Ei__ Pi&u—H = o.

Car, si au moins I'un des £f— pfg#+!  par exemple £ — p'En+t,
n’était pas nul, en posant

Ei —_ PiE"'H

= E_l—piE""" (i:‘l, ey l‘).

pl

on aurait r équations entre r—1 variables ¢2, ..., ¢", ces rela-
tions étant indépendantes, parce que les déterminants d’ordre r
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déduits du tableau

KIH Knu
Kll" K"12
Kinn Knnn

ne sont pas tous nuls.

Il résulte de la que 'enveloppe de (S) est le lieu de (Q) qui se
déplace de maniére que P décrit, (V), c’est-a-dire I'hypersurface
donnée.

Donc, ’hypersurface donnée est une enveloppe de «" hyper-
quadriques satisfaisant a la condition que chacune touche
son enveloppe suivant une quadrique de dimensions n —r.

Ensuite, supposons que tous les Hyg sont nuls. Dans ce cas,
ona

Teg =0 (=1, ..., r; a,3=r+4-1,...,n),

et, par suite, si I'on suppose que w', ..., « sont constants, on a

de = E dus zg,

a=r—+1
dxy = Z Mygdus + z Isduses ),
e=r+I{ T=r-+1
c’est-a-dire, lorsque u', ..., «” sont constants, le point () décrit

une variété linéaire de dimensions n'— r qui est délerminée par
les n —r + 1 points (), (Zr 1), ..+, (Z0).

Il résulte de la que I'hypersurface est un lien d'une variété
linéaire de dimensions n — r qui se déplace suivant une autre
variété de dimensions r.

L’hyperquadrique (S) dont I’équation par rapport au repére
formé par les n 2 points (z), (21), .-+, (Za), (3), est

2F0 = Z Hgp 8087 4 g (fn+1)2,

passe justement par la variété linéaire (L) déterminée par les
n—r—-1 points (x), (Zr41), ..., (Za), c'est-a-dire la variété



définie par les équations

13 = 0y
& =o
En-H =0

Lorsque seulement les variables u', ..., u” varient, (S) enve-
loppe une hypersurface qui est engendrée par la variété d’inter-
section des r + 1 hyperquadriques définies par les équations

n
() apoprrt= 3 Hogbobr a5,
o,T=1
r r
- N , ,
(15) N Koibrger 3 g | (My— Noy— 3 Hyp) |
‘A,p,:l A=l
+<Ni+ :_: _d%%)(En-H)l,

Il y a deux sortes d’enveloppes. D’abord, si §"+'>= o, les der-
niéres r équations (15) donnent des solutions de la forme

fi—_vyifn+i=o (i=1, ..., 1),

en vertu desquelles la premiére équation (14) donne

2E°=§: ﬁ H)\1v7\§f+< 2, v"l‘vl“+ o‘) g+t

h=1 T=r4t )“ w=t

Donc, on a une enveloppe qui est le liea d’une variété linéaire
de dimensions r déterminée par ces r + t équations.
Ensuite, si £#t' = o, les équations (15) donnent

Ainsi, on a une enveloppe qui est engendrée par (L) lorsque
«', ..., u" varient. Il résulte de la que U’hypersurface donnée
est une enveloppe de " hy perquadriques satisfaisant a la con-
dition que chacune touche son enveloppe suivant la variété
linéaire de dimensions n — r.



