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SUR LE PROBLÈME RECTILIGNE DES TROIS CORPS;

PAR M. JEAK CHAZY.

Même dans un intervalle de temps où ne se produit aucun choc,
Fétude du mouvement rectiligne dans le problème des trois corps
ne semble pas offrir d4ntérêt pratique direct. On ne peut guère
espérer que quelque jour ce mouvement serve d^approximatiôn au
mouvement d'astres nouveaux, comme il est arrivé pour le mouve-
ment étudié par Lagrange et où les trois corps forment un triangle
équilatéral.

Cependant le mouvement rectiligne constitue une solution par-
ticulière des équations différentielles du problème général des
trois corps, et les circonstances du mouvement général doivent se
retrouver dans ce cas particulier plus ou moins dégénérées : telle
est Fidée qui déjà a guidé Euler et Clairaut quand ils cherchaient
une intégrale du mouvement rectiligne des trois corps autre que
Fintégrale des forces vives. Il est légitime de penser que la consi-
dération du mouvement rectiligne peut fournir encore des sug-
gestions utiles dans Fétude des questions que pose le problème
général des trois corps, et notamment dans la recherche des solu-
tions périodiques, dans Fétude de la stabilité, et plus généralement,
selon le mot de Poincaré, dans Fétude qualitative des mouve-
ments.

Cest ainsi que dans le problème des deux corps le mouvement
recliligne comporte, aux points de vue périodicité et stabilité,
exactement les mêmes types que le mouvement curviligne; et la
condition de périodicité et de stabilité a même expression, en
fonction de la distance et des vitesses initiales, dans le mouvement
rectiligne et dans le mouvement curviligne.

Je me propose dans ce premier Mémoire, après avoir réduit ( 1 ) le

( 1 ) Cette réduction du problème rectiligne des trois corps à une équation
différentielle du premier ordre et deux quadratures quand la constante des forces*
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problème rectiligne des trois corps à une équation différentielle du
premier ordre ou à un système différentiel du second ordre, d^effec-
tuer Fétude des caractéristiques de cette équation ou de ce système
au voisinage de leurs points singuliers. JTapplique les résultats clas-
siques de Poincaré sur les courbes définies par des équations diffé-
rentielles, relatifs aux nœuds et aux cols d\ine équation différen-
tielle du premier ordre, et aux nœuds, aux cols, aux lignes de
nœuds et lignes de cols d'un système différentiel du second ordre, et-
j'applique aussi certains résultats complémentaires que j^ai démon-
trés antérieurement ( f ) , et selon lesquels le système différentiel du
second ordre ne possède pas d^autres caractéristiques aboutissant
à un nœud, à un col ou voisines d^une ligne de nœuds ou de cols
que les caractéristiques obtenues par Poincaré. Je retrouve ainsi
dans le cas particulier du problème rectiligne les développements
que j^ai donnés ( 2 ) pour représenter certains mouvements du
problème général des trois corps.

Mais mon but n^est pas une sorte de généralisation à rebours.
Une fois effectuée cette étude locale des caractérisques de Inéqua-
tion du premier ordre ou du système du second ordre au voisinage
de leurs points singuliers, je me propose dans un second Mémoire
d'étudier ces caractéristiques dans tout le plan ou dans toutFespace,
et de chercher à obtenir ainsi F allure de tous les mouvements
du problème recliligne des trois corps. C'est au contraire celte
seconde étude dont la généralisation fournira des suggestions dans
l'étude qualificative des mouvements généraux du problème des
trois corps.

Notations et équations différentielles. — Nous employons les
notations suivantes. Le centre de gravité des trois corps est fixe; si
les trois masses ont les valeurs, supposées positives, m^ ma, 7^3,

vives est nulle, et à un système différentiel du second ordre et une quadrature
quand la constante des forces vives est différente de zéro, était connue déjî»
d'Euler.

( 1 ) Bulletin des Sciences mathématiques^ 2e série, t. 40, 1 9 2 1 , p. 270-280. Le
premier de ces résultats complémentaires, selon lequel à un col d'une équation
du premier ordre n'aboutit pas d'autre caractéristique que les dTeux caractéris-
tiques holomorphes, a été démontré depuis longtemps par M. Picard (Traité
d'Analyse, t. III, 2e édition, p. 209 et 28).

(2) Annales de l'École Normale, 3e série, t. 39, ioaa, p. -î9-i3o.
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les trois corps sont placés sur la droite fixe où a lieu le mouvement
dans Fordre TUi, 7/13, ma, et cette droite est dirigée dans le même
sens qui va de la masse m\ à la masse m^.

Nous désignons par z Fabscisse, positive, ou en particulier nulle
dans un choc des trois corps^ de la masse m^ par rapporta la masse
m^ et par u l'abscisse, positive, négative ou nulle, de la masse
intermédiaire mg par rapport au centre de gravité des deux autres ;
par suite, dans Fordre indiqué, les distances des masses m\m^^
m^m^ m^m^ sont respectivement les trois quantités positives ou
nulles

Z, OiZ-^-U, Os Z—U

si Fon pose
/yi*> /yii— ^i et ————— == 0.2,

Wi-t- m,î Wi-1-7^2

les nombres a< et 03 étant positifs et ayant pour somme Funité.

Le quotient— est égal à — a » dans un choc des masses m, et 7713

et à 02 dans un choc des masses m^ et m^ : sinon le quotient — est
compris entre les deux valeurs — a\ et a^.

Nous supposerons, comme Fa fait M. Sundman, le mouvement
prolongé analjtiquement ( ( ) et continué au delà de tout choc de
deux corps. Un tel choc, qu41 ait lieu entre les masses m^ et w;,
ou entre les masses 7713 et m^ ne change pas Fordre des trois
masses : la quantité a^ z 4- u ou a^z— u^ nulle à Finstantdu choc,
est positive au voisinage, après comme avant cet instant.

Les équations différentielles du mouvement sont les deux équa-
tions du second ordre

d^z _ mj -h ma m 3 _ m - s
(k I ) ~dî2 ~ ~ Z 9 — (ai^-+- uY ~ ^0,3— u}9 '

d^u _ Wi -4- /ng-h ma [ — Wi m^ 1
v / dt1 ~ Wi-h w , | _ ( a i - s -}- u)'1 (a^z—u)2 ] 9

dont une intégrale première est donnée par Inéquation des forces

( 1 ) Si l'on écartait ce prolongement, on étudierait le mouvement seulement
pendant l'intervalle de temps fini qui s'écoule entre deux chocs, ou quand le
temps croît indéfiniment dans les mouvements que j'ai appelés hyperboliques,
hyperboliques-paraboliques (A>o), ou paraboliques (h ==o).
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vives
/'H 1 m\m^ ( dzX^ i ( 77?i -+- 77l;) ) ma / du \^

i 77Ï1-+- 77Î2 \dt ) i 77ii-h77iî-+- Wa \ dt )
m^m^ 77ii 77îi m»» 7713 -

= ———— 4- —————— -!- ——=——— 4- 7?,^ a\z -\- u. a^z—u

h désignant la constante des forces vives.
Comme les deux équations ( i ) et (2) et Inéquation des forces

vives ne contiennent pas explicitement le temps t, mais seulement
la différentielle dt^ le système considéré se ramène à un système
du second ordre et à une quadrature. Si Fon introduit les deux
nouvelles variables

u du-i^' dï=y'
et si Fon pose

7ni772i(7yij 4-7»^— 77?3) ^ _ ( T?II-4- 771^) fH^

( TTÎi — m-i )2 7713 l 2 ( 77îi -h 77Î.2 4- 77?3 )

I ,., , 77îi77Î3 771.2 77Î-< „,, , m\niî m^m-^
(4) . / (x) == 771, 77Î24- ————- 4- ——-——^-> f\x) =——-——-———— — .——-——\
Vt / 1 •/ ' / ' z fi . .4_ /y. /ï- ——— nf »/ \ / /., _. ^,\Ï - _ ___ ̂ai-4-a* 02—a" ^ ^ ^ (^.4-a")» ^^—^2

o(,r) = 28 7Mi-(- TTlî-h ;———— ï——,-^-—————3——ïl'
" • ' L (a,-h .y)2 (02—^)^

d'où l'identité

(5) a<p(^)=/(.r)4-.r/'(a'),

les équations considérées se ramènent au système du second ordre

dx __ _______dy____ dz
W 7rr^=(7î-^-a)[yy(a;)-^.^(^)] -7-

'i\f(x)-^hz}
et à Féquation

/^y PCr^a)(7) ^) ^.Z^Tl'
z

CHAPITRE ï.

CONSTANTE DES FORCES VIVB8 NULLE.

Nous traiterons d'abord le cas où la constante des forces vives h
est nulle, et qui se ramène à l'intégration d'une équation différen-
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fcielle du premier ordre et à deux quadratures. Effectivement, si //
est nul, le deuxième des rapports (6) ne contient plus la variable s,
et en égalant ce rapport au précédent, on obtient Inéquation du
premier ordre

d^_ ̂  (y2^a)[y?(^)-^-/ /(^)]^
dx <if^v)(y—x)w

Nous représenterons les mouvements satisfaisant aux équations
différentielles (i), (2) et (3), et où la constante des forces vives h
a la valeur zéro, par la courbe ( ' ) décrite dans un plan par le
point de coordonnées cartésiennes rectangulaires x et y, courba
qui est une caractéristique de Inéquation (8).

Réciproquement à une caractéristique de Inéquation (8) corres-
pondent en général une infinité de mouvements, dans lesquels
Inéquation

. âz dx< 9) — ^ ———

et inéquation

( ï0 )
(dt^_ 13(^2-4-0)^

\ d z ) /(.r)

déterminent la distance s et le temps t par deux quadratures
successives.

Nous négligerons, de manière à simplifier nos formules, les
deux constantes arbitraires introduites par ces deux quadratures,
et Fambiguïté dans le sens du mouvement introduite par inéqua-
tion (10) : ce qui revient à changer in unité de longueur ( 2 ) , Forigine
du temps, et éventuellement le sens dans lequel est compté le
temps. Au contraire la constante arbitraire introduite par Finté-
gration de Féquation (8) est une constante essentielle,^ dont la
variation change Fallure du mouvement.

Puisque le quotient - == x est compris entre les deux cons-
tantes — a\ elOa, il suffit de considérer dans le plan x0y ^a bande

(*) Auroouvementd'Euler correspond, non pas une courbe, mais le pointa? ==CT,
r == a. a étant racine de l'équation ( cf. infrà, p. sSa)

x<ç{x) -^f{x}= o.

(2) Et en ,iTiênae temps lunîté de temps ou celle de masse, pour conserver
dans les équations (i) et (2) la valeur i à la constante de l'attraction universelle.
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limitée par les deux droites x ==.-—ai, x=a^. Cherchons dans
cette bande les points singuliers des caractéristiques de Féqua-
tion (8).

Les nœuds N^ et N3 : chocs de deux corps. — La forme de
Inéquation (8) et celle des expressions (4) montrent immédiate-
ment (jue les deux droites x =—a,, x == a^ sont deux caracté-
ristiques particulières, auxquelles les équations (9) et (10) ne font
d^ailleurs correspondre aucun mouvement. En outre, x étant
égal à — ai et y fini, le second membre de l'équation (7) se pré-
sente sous la forme dans le seul cas où y est égal à

m\ \m\ -(- Wj-h 7^3) m\ a
2 (î "~ (mi-4-W2)w3 "' aif

désignons la quantité obtenue, qui est positive, par &i . Ainsi sur
la droite x ==—a\ , au moins à'distance finie, le seul point sin-
gulier possible est le point x = — a,, y = 61.

Au voisinage de ce point, Inéquation (8) peut se mettre sous la
forme ( ' )
(i i ) ÎL == y ~"6< "^s2^ ~{~a^y~~ b^\

dx a ( x -+- a i )

Sa désignant un développement en série entière convergent pour
des valeurs assez petites des deux arguments . ; r+ai ,y—é«, et
q?ii commence par des termes de degré 2.

Donc le point — a i , b^ est un nœud : nous désignerons ce
nœud par N ( . Au voisinage de N|, les caractéristiques de Inéqua-
tion (8) autres que la droite x =—ai sont représentées par une
équation de la forme (2)

( '2) l^—^i-^St(^-^«i,y—^)P==C(.r.4-ai);

( 1 ) Nous désignerons dans ce Mémoire par S(a*), S(.r7y)» S(^» y» ^)> ..•
des séries entières en x, ou en a* et y,... représentant des fondions holomorphes
et différentes de zéro pour a? == o,"ou pour x == y = o, ....

Au contraire, nous désignerons par S,(.r), S,.(;ï?,y), ... des séries entières en
a?, ou en .r et y, ... représentant des fonctions holomorphes pour .r == o, ou
pour œ ==y = o, ..., et qui commencent par des termes rf^ degré n au moins.

(2) Puisque les racines de l'équation caractéristique relative à l'équation (n)
et an point singulier N, sont doubles l'une de l'autre, cette équation semble
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C désigne une constante arbitraire, positive sur les caractéristiques
situées dans la bande considérée, et Sa un développement en série
entière dont les coefficients sont déterminés, qui commence par
des termes de degré 2, et qui bien entendu, malgré Fidentité de
notations, n^est pas identique au développement 83 figurant dans
Inéquation (i i). Au point J N , , toutes les caractéristiques sont donc
tangentes à la droite x =—a^ sauf celle qui correspond à la
valeur G == o.

Suivons Fune des caractéristiques précédentes dans le sens où
cette caractéristique s^approche du nœud N< et étudions le mou-
vement correspondant : on voit de suite, diaprés Inéquation (9),
que la variable z tend vers une limite finie et différente de zéro,
et que le temps ^, diaprés Inéquation (10), tend vers une limite
finie : il résulte que la quantité Oi z + u == z{a^ 4- x) tend vers
zéro. Donc au nœud N, correspond un choc des masses w,
et m».

Cherchons la loi du mouvement au voisinage de ce choc, et
supposons d'abord différente de zéro la constante G correspondant
à la caractéristique considérée. De inéquation ( l a ) on déduit pour
la fonctiony(.r) un développement de la forme

y — bi = \ j x 4- ai S (v/*r -h a\ ) ;

inéquation (9) donne

— = S(v/;y-r- ai) dx et z == i -+-(.r 4- ai) S(\/.v 4-ai),

rentrer dan» un cas d'exception du théorème d'existence des développements dé
la forme ( 1 2 ) (cf. PICAHD, Traité d'Analyse, t. 111 , 2* édition, p. 16; Encyclo-
pédie des Sciences mathématiques, t. II, vol. 3, fasc. 1, p. 5o, article de P. PAIN-
LEVÉ) : dans ce cas, des logarithmes s'introduisent en général dans le dévelop-
pement de la fonction y(a?). Mais, en se reportant à la démonstration du
théorème d'existence général (c/, PICARD, loc. cit.,p. 9-10) on n'cat pas arrêté
dans le calcul des coefficients du développement; la condition d'exception est
remplie d'elle-même. D'ailleurg l'équation (n) est de la forme considérée par
Briot et Bouquet, et, eo y faisant le changement de variable a!-+-a^== X2, on
obtient une infinité d'intégrales y(X) holomorphes pour X = o et dépendant
d'une constante arbitraire (cf. GOURSAT, Cours (fAnalyse^ t. II, a* édition,
p. 5o3-5o4).

La même remarque est valable plus loin {cf. p. â4i) pour A ̂  o, dans la
représentation des caractéristiques clans l'espace au voisinage de chaque point
de la ligne de nœuds .z* =—a^ y == b^, z-o.
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et l'équation (10)

i 1 ^ ^ (.c-t-ai)S(v/;r-hû?i) ou (5-) = (^+<»i) S(y/^ 4-ai);

d^où

t = (x 4- ai ̂  S (/^ 4- ai ),

le terme constant de la dernière fonction S ayant le signe avec
lequel le temps t tend vers sa limite zéro. On tire par inversion

d^où enfin

et

^c-+-ai = t ' ' ï s(<3);

^=i -+-^s (^)

a\z 4- u == z{a\ -h .c) = <3 S^ ï 3 /

Ce sont pour les distances z et a< ^ 4- u les développements au
voisinage de Finslant d^un choc de deux corps bien connus depuis

. . 1

les travaux de M. Sundman. Si au moyen des séries entières en t3

obtenues, on prolonge analytiquemcnt le mouvement considéré
quand le temps dépassant Finstant ( == o change de signe, le sys-
tème des développements précédents est encore valable dans le
nouveau mouvement : le radical ^x-{-a^ change de signe commet,
et la constante C a la même valeur après qu^avant le choc. En
particulier, dans le prolongement considéré, Varc de caractéris-
tique aboutissant au nœud Ni.tangentiellementàladroitea*==—a,
se trouve prolongé par U arc ayant au point N, même cour-
bure {fig. i).

Suivons de même la caractéristique correspondant à la valeur
C==o de la constante de Inéquation (12) en nous approchant du
nœud Ni. Cette équation donne dans ce cas le développement

y — b i ^.y-hai)* S(.r-l- ai),

et la caractéristique considérée aboutit au nœud Ni normalement à
la droite x == —ai , c^est-à-dire à toutes les autres caractéristiques.
L/équation (9) donne

—î=S(.c+ai)cf.r et z == S(.r --haï),
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puis Inéquation (10)

((/î) =(a'—a^s(a;^-ai) °11 (^) =(.y—ai)S(.r-ai),

d'où
/= (^^ ori)^ S(.r-i-ai) et (^ -r -a i )== ̂ s(^).

et enfin

.^=.S(^J et ai^- ^ = z(ai •+• x ) = fl S^1).

Donc le choc des deux masses m\ et m 3, correspondant à la
caractéristique sur laquelle la constante C est nulle, offre la parti-
cularité suivante : à deux instants équidistants de part et d'autre
de Finstant de ce choc, les abscisses z et </, et par suite les dis-

Fig. i.

N,

tances mutuelles des trois corps, ont les mêmes valeurs. D'une
façon générale, lu masse Wa a pour abscisse par rapport au centre
de gravité des masses m^ et 7713 la quantité positive ou nulle

( b ^ z — /<), et pour vitesse relative —mï- i i \(^z

(^-.r)^mi -hWâ^ ' -/, - r—— - •——-————^^.^V"» J / dt

cette vitesse est ici de la forme (.r--)--a ̂ 8(^4- a,) == <s(^);
donc elle est nulle à l'instant du choc. De tels chocs de deux corps
peuvent être appelés chocs symétriques ( * ).

( 1 ) Dans le problème général de trois corps, les chocs symétriques de deux
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En particulier, dans le prolongement analytique du mouvement

au delà d'un choc symétrique de deux corps, le point .y, y de la
caractéristique, qui arrive au nœud N,, normalement a la droite
x =— a^ rebrousse chemin en N| , et suit au retour le même arc
de courbe en sens inverse ( f ig ' ' i).

Remarquons enfin que dans les deux sortes de chocs des deux
masses m^ et m;,, il y a minimum de la distance z : puisque, si Fon
suit une caractéristique passant au nœud N|, à partir de ce nœud,
dans l'équation (9) les trois termes ^, dx et y — x sont positifs.

On voit de même que la droite x=a^ est une caractéristique
particulière de l'équation du premier ordre (8), et que sur cette
droite le point N3, d'ordonnée

m^ (W| -T- m^ -+- ms) m^ a
2 ? ( / y t i r - 7 ^ 2 ) 7 7 1 3 '" ct^ bî ^2>o),

est un nœud : les caractéristiques aboutissant à ce nœud sont
représentées au voisinage par une équation de la forme

[ y + hi + §2 0 -- a^ y h b^ )]« --̂  G ( .r - a, ).

C désignant une constante arbitraire, et sur ces caractéristiques,
le nœud N2 correspond à un choc des deux masses m 3 et Wg.

Le col G : chocs des trois corps et mouvements paraboliques.
— D'autres points singuliers de Péquation (8) sont les points d'in-
tersection de la droite y = x et de la courbe

Y ?(•r)-+-/'(>)= o.

dont no us désignerons par T l'arc limité par les deux droites x ==—a^
x=aî. Celte courbe est d'ailleurs le lieu des points de contact
des tangentes aux caractéristiques parallèles à O.r, de même que
la droite y == x est le lieu des points de contact des tangentes
parallèles à Oy P^11!* tracer l'arc de courbe r, on peut en prendre

corps sont caractérisés de même par celte condition que, à l'instant du choc, le
troisième corps ait par rapport au centre de gravité des deux premiers une vitesse
nulle : dans le système différentiel régulier à l'instant du choc t = o, formé par
M. Sundman, ni les équations nt les conditions initiales ne changent si la
variable indépendante et par suite le temps t changent de signe.
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l'équation sous la forme

m,\ f/iî
_ f'W _ _____(ai+.r)1 (02 -^)8

T^) o f ^ i + ^ î , l , I[ m\ -h m; i i 1
2 p L m3 + (ai+^ + (a,-^J

et dans la dérivée

[wi+w, i , -jr _m^ m, 1 | w^ W2_"1^__I___—-I—1
L ^ . (fli-+-^)2 (aa-^)2.! L (a,4->r)3 (a^-^)3.! K«i-̂ )̂' (^—^Jl^i-^)3 (^-^M

|^An,-4-/yia
• l ^3 (a,-Kc)31 (^-^'J

écrire le numérateur sous la forme

— ml ~r' m21 ml mï \
ms [ (ai 4- x^ («2— ^)3J

- (mï + m,) [(^^(a,-^ + (ai+ ̂ /(a,- ̂ J •

11 résulte que, dans Fintervalle —a\ <^x <^a^ la dérivée y1 est
/*'négative et que la fonction y =—— est décroissante. D^ailleurs,

d'après la manière même dont les ordonnées b\ et — b^ ont été
obtenues. Parc de courbe F a pour extrémités les deux points N<
et N^, qui sont de part et d'autre de la droite y == x. Donc, dans
l'intervalle considéré, cette courbe et cette droite ont un point
d^intersection et un seul, ou encore l'équation du cinquième
degré

a•?(•r)-+-/(-r)=o

a une racine unique et simple, que nous désignerons par a : la
racine a est positive, négative ou nulle comme la différence
m^—m^

Au voisinage du point x == a, y ==a, l'équation (8) peut se
mettre sous la forme

(i3) dx
— {x — a ) -h y — a

dy
^—— \[a ç'(a) +/"(a)1 (a—a) + ç(a)(y-a)! + S,(.c - a, y-a)

La natiire du point singulier x == a, y == a dépend des. racines
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de Inéquation du second degré en À

( .4) (X+o[x-^(a)]-^l<^(.)^.(o)]=o,

OU

^^t1-^^'^-^19^^^^^-4-^^-0'
Or, puisque dans l'intervalle —a^<ix<,a^ la fonction

x^(x)-{-f\x) a la seule racine simple x = a et d'ailleurs a le
signe moins pour x < a et le signe plus pour;r > a, cette fonction
est croissante pour x=a, et, pour cette valeur, la dérivée

<p(a)+a(p'(a) +.T(a) est positive. Le facteurs——étant d'ail-

leurs positif dans l'intervalle considéré, les deux racines de
l'équation caractéristique ( i4) sont réelles et de signes contraires :
désignons ces racines par \ et ^ : À, <^ o < À.

Donc le point x = a, y == a est un co/ : nous désignerons ce col
par G. Il n'y passe (') que deux caractéristiques de l'équation (8).

En égalant, selon le système différentiel \6), à rlz- les deux rapports

égaux (i3), on est conduit à représenter l'une de ces caractéris-
tiques au voisinage du col C par deux équations de la forme

(i5) ,c—a== C^S(C^), y — a =- C^S(G<îA) ,

où C désigne une constante arbitraire et où la ,'variable z est posi-
tive et assez petite. La quantité ^ étant essentiellement positive,
pour obtenir les deux arcs de cette première caractéristique
situés de part et d'autre du col C, il faut donner successivement
à la constante C une valeur positive, puis une valeur négative. Les
deux arcs satisfont à l'équation obtenue par élimination de la
quantité Cz^ entre les deux équations (i5), et qui est l'équation

( * ) A la solution particulière x = a, y=a de l'équation différentielle (8)
correspond un mouvement où les rapports des distances des trois masses w? m^,
m^ sont constants et où le temps est donné par une équation de la forme

i [ d t \2 53
~z\dz) =const- dîoù (7^7=const.:

c'est un cas particulier du mouvement obtenu pour la première fois par Euler.
L'équation du cinquième degré x<ç (a?) +f'(x) == o est équivalente à une équa-
tion célèbre formée par Euler.
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de la caractéristique considérée au voisinage du col

¥(.r—a. y—a) == o.

De même la seconde caractéristique passant au col G est repré-
sentée par les deux équations

(16) ^ — a = Ci^«S(Ci^i), y—a== Ci^S(Ci-s7*),

Ci désignant une constante arbitraire, positive ou négative, et z
une variable positive et assez grande, ou par Inéquation

F i ( . r — a . 7 — a ) = o,

obtenue par élimination de la quantité G| z^ entre les deux équa-
tions (16).

Éludions les mouvements correspondant aux deux caractéris-
tiques passant au col G. Par substitution des deux expressions
( 15 ), Inéquation ( i o ) devient

"7) (È)2^8^'

d^où Fon tire
3 2X

/=^S(C^) et Ct'^ = C^S(C^),

et par inversion
•2Â / ^\

C^=Ct3 S^Cr1 ;

La même équation (17) donne encore
2 / 2\\ - 1 1 2 À \

<3 = z S(G^) ==z S\Ct:{ ; et z = r1 S \Ct:1 ;,

et par suite ( ' )
•i ( • ^\

^^=x^==.t^\Gtï ).

î ( ^\
( 1 ) La formule u = ̂ SyC^ / n^est plus eotièrement conforme à notre con-

vention de la note de la page 227, quand la quantité a s'annule, c'est-à-dire
quand les masses extrêmes m^ et m, sont égales : pour se conformer à cette con-
vention l'on peut écrira alors

•2 -2^ / 2^\

u==Ct^ . a S\Ctï ).
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11 résulte que, quand le point *r, y s^approche du col C sur la
caractéristique F == o, dans Fun ou Pautre sens, les deux distances
z et u tendent vers zéro, et le temps t croît ou décroît jusque une
certaine valeur-limite ( == o : donc à Pinstant t == o se produit un
choc des trois corps. Et Fon retrouve au voisinage de Pinstant de ce
choc les développements connus ( ' ) . L/exposant \ étant fonction
algébrique des masses, ces développements ne fournissent pas en
général de prolongement analytique réel du mouvement au delà
de Finstant du choc.

On vérifie facilement que la tangente à la caractéristique ¥ == o
au col C a un coefficient angulaire égal à ^ 4- i, c^est-à-dire

Fi g. a.

positif (fig. 2). Dans la suite, nous prolongerons cette caractéris-

( 1 ) Cf. H. G. BLOCK, Arkiv for Malematik, Astronomi och Fysik, Band 5,
n° 9, 1908, p. 29; et CHAXY, Bulletin astronomique, t. 35, 1918 , p. 87^ : dans la
relation h •==. — Sw/ S a, a; de la page 3^8 de ce dernier Mémoire, les coefficients

^ Pc T* relatifs à l'exposant p = - sont proportionnels aux quantités a,, b,, c;
comme les coefficients a/, p/, Y, relatifs à l'exposant p == — i : il résulte que pour
p = „> ces coefficients sont nuls si A est nul, et que le développement des coor-

données *P( à la page 878 est de la forme t^ S (</'), identique à la forme que nous
obtenons ici.

LV. l6
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tique à partir du col G dans la bandiî —a^^^a^ autant qu'il
sera passible et ne usF appelle roas la caractéristique' de choc des
trois corps. La relation analytique

F(.y — a, y — a) = o ou F ( - — a. .— — a ) == o,

prolongée de même s41 y a lieu, est la condition ( ( ) d^un choc
des trois corps, placés dans Perdre m, , m^, m^ et quand îa cons-
tante des forces vives est nulle.

Si le point *y, y s'approche de même du col G sur la seconde
caractéristique Fi==o passant en ce point, les équations (16)
montrent que la distance z tend vers Pinfini, puisque Pexposant^i
est négatif. En remplaçant d^autrc part, dans les calculs qui
précèdent X par Ti , , on voit que le temps ( tend aussi vers -|- oo ou
vers — oo, et que les distances z et u^ et par suite les trois distances
mutuelles, sont par rapport an temps des infiniment grands

d 'ordre^- Les mouvements correspondants sont ceux que j^ii

appelés ( 2 ) mouvements paraboliques^ considérés dans le cas
particulier où le mouvement des trois corps est rectiligne. Nous
appellerons la caractéristique F i==ocaractéristique parabolique.
Au col G celte caractéristique a une tangente de coefficient angu-
laire négatif {fig. 2), et à partir de ce col, elle va droit aux nœuds N(
et N3. L'équation Fi==o prolongée analyliquemcnt fournit aussi
la condition pour que le mouvement rectiligne des trois corps
devienne, quand le temps croît indéfiniment dans le sens conve-
nuble, un mouvement parabolique.

La caractéristique de choc des trois corps et la caracténs-

( ^ ) La condition est évidemment nécessaire, mais non suffisante : il faut y
ajouter une condition d'inégalité, savoir que le mouvement ait lieu ou que le
temps varie dans le sens où le point x ^ y sur la caractéristique de choc aboutit
au col C. Dans le problème des deux corps, et quand la constante des forces
vives est nulle ou positive, les choses se présentent exactement de même: pour
que les deux^ corps, dont le mouvement général est plan, se choquent, il est
nécessaire que la constante des aires soit nulle, et il faut en outre que le mou-
vement des deux corps, qui se trouve ainsi rectiligne, ait lieu dans le scn»
de l'un vers l'autre.

La même remarque est valable en ce qui concerne la caractéristique parabo-
lique F) == o.

(2) Bulletin astronomique^ t. 35, 1918, p. 37().
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tique parabolique, prolongées indéfiniment dans la bande du
p lan—a^x^a^ î tiennent une grande place dans la discussion
qui va suivre.

Branches infinies. — Les caractéristiques de Inéquation (8)
n'ont dans la bande — a\ ̂ x^a^ d'autre point singulier à distance
finie que les nœuds N, etN^ et le col G. Voyons maintenant l'allure
de ces caractéristiques à l'infini dans la direction Oy. Puisqu'elles
n'ont à distance finie ni points à tangentes parallèles à Oy en
dehors du segment de droite y == *r, ni points à tangentes parallèles
à Ox en dehors de l'arc de courbe F, il faut, pour qu'une carac-
téristique ait une branche infinie, que, quand x tend vers une
certaine valeur, soit a*o» y tende vers -+- oo ou vers — oo. Or, par le
changement de variable y = y? on met l'équation (8) sous la forme

(18 ) dx ^ -2/(^)(i-.rY) .
dy ( i+o(Y')[y(^)4-/ ' (^)YJ-

d'après les expressions (4), la constante a, et la fonction f {x) dans
l'intervalle — a\ ̂ x^a^ sont différentes de zéro.

Soient les valeurs initiales x == d?o? Y = o : si XQ est égal à —d^
en chassant dans le second membre de Féquation (18) le dénomi-
nateur .y 4- ai, on obtient pour ce second membre le produit de
x + a\ par une expression holomorphe en x -h a^ et Y pour
x + a i == Y === o ; donc aux valeurs initiales XQ = — a^, Y = o ne
correspond pas d'autre caractéristique que la droite x = — a\. De
même aux valeurs initiales a*o == ^a? Y == o ne correspond pas
d'autre caractéristique que la droite x = a^.

Si l'on a — rt( << XQ<^ a^, les valeurs initiales x == XQ, \ == o
déterminent encore une caractéristique unique : étudions le
mouvement correspondant. On tire de l'équation (»8) le déve-
loppement

^==^o4- Y S (Y),

puis l'équation (9) devient

dz __ Y dx

et

09) ^=VS(Y) . /Y ,
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^=^+v»s(y) ,

Su désignant la valeur de 3 correspondant aux valeurs x == x^^
Y == o. On lire ensuite de Inéquation (10)

/ ^ \ » _ S ( Y ) W^sm\~dï] -~^~ et \d\] -S ( I ) Î

d^où

et enfin
< = Y S ( Y ) et Y==^S(Q,

^So-^S^).

A la valeur infinie dey correspondent une valeur finie du temps,
et un maximum ou un minimum de la distance z. On sait d^aillours

dès Inéquation ( i ) , la dérivée seconde .—étant toujours négative,

que la dislance z ne peut avoir de minimum à un instant où la

dérivée première -y- est finie ( ' ) : nous obtenons nécessairement

ici un maximum de la distance s; et Pon vérifie en effet, diaprés
les équations (18) et (4), que le terme constant de la série entière
S(Y) figurant dans réquation (19) est négatif. En outre, les déve-
loppements obtenus effectuent immédiatement le prolongement
analytique du mouvement et de la caractéristique représentant ce
mouvement quand le temps croît ou décroît au delà de ininstant
correspondant à la valeur infinie dey : le signe de y change comme
celui de /. La caractéristique ainsi prolongée a passé par ininfini,
et y a un point ordinaire, étant pour y positif à gauche et pour y
négatif à droite de son asymptote, comme on le voit sur inéquation (8)

en considérant le signe de —— Ces branches infinies des caractéris-

tiques constituent dans le mouvement une circonstance mise en
relief par les notations choisies, mais non une circonstance essen-
tielle : dans la suite, nous y attacherons moins dnimporlance qu^aux
chocs de deux ou des trois masses.

( 1 ) Nous avons vu qu'effectivement aux chocs de lu masse m^ avec les masses
m^ et m^ ccti'rc^ponclent des minima de la distance z.
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CHAPITRE II.

CONSTANTE DES FORCES VIVES POSITIVE.

Passons maintenant an cas où la constante des forces vives h est
différente de zéro. Nous avons vu que le problème se réduit alors
à l'intégration du système différentiel du second ordre (6) suivie
de la quadrature définie par Inéquation (^). Nous représenterons
les mouvements satisfaisant aux équations (i), (2) et (3) par les
courbes décrites dans l'espace à trois dimensions par le point de
coordonnées cartésiennes rectangulaires x^ y, z^ courbes qui sont
les caractéristiques du système différentiel (6). Réciproquement à
une caractéristique du système (6), l'équation (^) fait correspondre
en général une infinité de mouvements que nous ne distinguerons
pas, car ils ne diffèrent l'un de l'autre que par l'origine ou le sens
du temps. D'ailleurs, quand on multiplie la constante h par un fac-
teur positif, soit ^, le système différentiel (6) et l'équation (';) ne
changent pas si l'on multiplie en même temps la distance z par le

facteur inverse y et le temps t par le facteur —^ : il suffit donc de
^

construire les caractéristiques du système (6) pour une valeur
positive, puis pour une valeur négative de la constante des forces
vives /î, pour en déduire l'allure de toutes les caractéristiques et
de tous les mouvements correspondant aux valeurs positives ou
négatives de h.

Il y a des caractéristiques exceptionnelles. Ainsi les caractéris-
tiques précédemment tracées dans le plan xOy font partie des
caractéristiques du système différentiel (6) : si en effet l'on aunule

la variable z^ le troisième des rapports (6) devient -? et l'équation

différentielle qu'on obtient en égalant les deux premiers rapports (6)
est la même que si l'on annule la constante A. A ces caractéristiques
ne correspond aucun mouvement quand la constante h est différente
de zéro; cependant elles nous seront encore utiles, d'une part pour
compléter et mieux concevoir l'ensemble des caractéristiques du
système (6), d'autre part parce que, le facteur f(x)-}-hz ne
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pouvant être négatif diaprés Inéquation des forces vives, le signe

du quotient -j- dans le système différentiel (6) ne dépend que

des valeurs des deux variables x et y. Par suite, la courbe F et la
droite y == x sont les lieux géométriques des points où les tangentes
aux projections sur le plan xOy des caractéristiques du système (6)
sont parallèles à Ox ou à Oy; en outre, dans chacune des quatre
régions de la bande x == — a\, x == Og du plan xOy limités par la
courbe r et la droitey==,r, les pentes de ces projections sont
dirigées dans le même sens que les pentes des caractéristiques
tracées précédemment, mais ont des valeurs absolues d'autant
moindres que z est plus grand si h est positif, et au contraire des
valeurs absolues d'autant plus grandes que z est plus grand si h est
négatif.

On vérifie facilement qu^en tout point du plan xOy et de la
bande — a\ ̂ x^ci^ ne passe d^autre caractéristique que la carac-
téristique tracée précédemment dans le plan xOy, sauf peut-être
aux deux points N( et N3 et au point C, définis comme points
d'intersection de la courbe T

y^{x)^f'(x)=o

avec les droites x = — ai, x = a^ et y = x. Et ce résultat s'étend
aux systèmes de valeurs initiales

—— «l ^ ̂ 0 ^ «2, YO = °0, ^) = 0

par la transformation y == -y.

De même en tout point à distance finie des deux plans x = — €L^ ,
x = «a, ne passe qu'une seule caractéristique, qui est la droite
parallèle à Oy, à laquelle ne correspond aucun mouvement ; sauf
aux points des demi-droites x = — €L\ . y == b\, y ̂  o ; et x == a^,
y = = — & 2 , ^^o, perpendiculaires respectivement au plan xOy
aux points N, et N3, et que nous désignerons par D^ et Da. Et ce
résultat s'étend aux systèmes de valeurs initiales a?o==—c i^

(ou XQ= Oa), ye == oo, ZQ positif fini, par la transformation y == —

Les lignen de nœud» D< et D^ : chocs de deux corpc. —
Etudions les caractéristiques du système différentiel (6) au voisi-
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nage des demi-droites D| et D^. Si dans le système (6) on fait
x = — a,, y = b\, le dénominateur du rapport en dy se présente

sous la forme -; et, pour a* et y voisins de — a\ et ^ i , ce système

peut se mettre sous la forme

dx dy _ dz

a--+-CTi <r^—1 -+-S,[.r-r-ai,y—6,, 3(.r+aj)] ——Z-p ('r -h ̂  )

Donc la demi-droite D| est une ligne de points singuliers. En
un point quelconque de cette ligne, les deux racines de réqualion

caractéristique sont i et - : donc c^est une ligne de /fœîfd^.

Toutes les caractéristiques du système différentiel (6) aboutissant
au point de cote ZQ de cette ligne sont situées ssiv une surface mise
en évidence par Poincaré et dont Péqualion a ici la forme

( •2,i ) s == ZQ -+- —^—— ( 'r — a i ) -J- Sg ( .r -l- aj, y — b^ ).
d\ —r— v\

L'étude sur cette surface des caractéristiques considérées se
ramène à Pétude d^une çquation différentielle du premier ordre
de la forme (i i). Par suite, les caractéristiques aboutissant au point
de cote ZQ de la demi-droite D, sont représentées par le système
composé de Inéquation (21) et d\ine équation de la forme

(•^) [ y — ^ i— ^(-P -4- ûj, y—^i)]^ C(.r-+- «i),

où C désigne une constante arbi'traire positive ou nulle.
Les deux caractéristiques holomorphes sont obtenues pour les

valeurs G == oo, C == o de celle constante; à la première x = — a\,
z == ZQ ne correspond aucun mouvement.

Si 5o est nul dans Inéquation (21), z est identiquement nul: il
n^y a pas d^autre caractéristique du système (6) passant au nœud N<
que les caractéristiques de Inéquation (8) tracées précédemment et
auxqinellcs, nous IWons dit, ne acorrespond aucini!inociveain<ent. Si
ZQ est posilaf, «toditarc de caradiïérastoqiie aboulis^aai.î an point — a.»,
^i, ZQ etreprésewÊéparAes iéqciataoïas (,2i)et{2a), soorreîSpôQd IMEI
mûiiveHicait £ub<îuU'ssamt à uai choc des aitasses î» i et m;(.

Eia edifet, si la ieon&lîant»e C est positive, on tfonTOîSuccessivea^enst
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les équations

y — ^i = V^ — ai S (/.r — ai ), ,; == ZQ 4- 3o (^ — ai) S (/-c-r- ai),

(ïÏi) = (^"^i)8^*2*—^!)» (^) = (^-î-^i)^ (v/.y-^-ai),

t = (^ -4- ai Y S (/^ — ai ), /A- -4- ai == ̂  S (^),
2 / < \ 2 f \\

3 =: 5o-L- 3^3 S (,< î^ a, 3- n = -s(a.i+^)= ^ S^3;.

Si la constante C est nulle, on forme de même les équations

y—b^(x—a^^{x—a^\ z == ̂  S (x — ai),

(^ \ t / flt\î
-^) =(^-ai)S(^-a,), ^^ =(^- ^i)S(.r-i-^,\

(^(^-^^^(.r-hâf,). (^+ai)=^s(^),
/' ^ 2 / 2\

5= S^J, rt i5-hM= 3(ai4-^)=<3 S ^-'J.

Dans les deux cas, comme qu^nd la constante h est nulle, les
deux masses m, et m;» se choquent à Finstant t = o. Les dévelop-

Fig. 3.

^

pernents obtenus conduisent de même à prolonger analytiquement
le mouvement au delà de rinstani du choc, et à prolonger chaque
arc de caractéristique {fig. 3) aboutissant au point —ai, 6,, 3«
par rare issu du même point et dont la projection sur le piau xOy
a même courbure : à Pexception de la caractéristique correspondant
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à la valeur C == o, sur laquelle le point représentatif arrivé au
nœud rebrousse chemin, et qui représente ainsi un choc symétrique.
Enfin, que la constante C soit positive ou nulle, au choc des deux
masses m^ et m 3 correspond un minimum de la distance z des
masses extrêmes m\ et m^ .diaprés l'équation — == '—^—? où dx
et y — x sont positifs sur chaque arc de caractéristique à partir et
au voisinage de la ligne de nœuds D| .

De même, la demi-droite D^, perpendiculaire au point xOy
en N3, est une ligne de nœuds correspondant à des chocs des
deux masses Wg et m^.

Le col C : chocs des trois corps. — Les trois dénominateurs
des rapports (6) s^annulent à la fois si Fon y fait x === a^y= ff,
z == o, a désignant la quantité définie précédemment comme
racine de l'équation du cinquième degré

J!f(v)^-f(x)=0,

Donc le point C du plan x 0 y est un point singulier des caracté-
ristiques du système (6). Au voisinage de ce point ce système
peut se mettre sous la forme

dx
- ( . r—a)4 -y—a)

dy </3
a——— ;l^'(^) +/"(a)] (^~a)+<p(a)(y- a); + S,(^-a,y- a, ̂  s

Les trois racines de Inéquation du troisième degré relative à ce
point singulier sont les deux racines ^ et ^ de l'équation ( i 4 )
( À i < ^ o < < ^ ) e t le nombre i . De ces trois racines, l'une est néga-
tive et deux sont positives : le point G est un col des caractéris-
tiques du système (6).

Etudions les caractéristiques aboutissant à ce col, et situées, à
Fexception d^une caractéristique isolée, sur une surface mise en
évidence par Poincaré. Le système (6), si Pon y fait z == o, se
réduit à Inéquation (8); deux caractéristiques du système (6) sont
dans le plan z === ô les deux caractéristiques holomorphes obtenues
pour h == o et passant au point C, la caractéristique de choc

z=o, V(x—a,y—a) = o,
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et la caractéristique parabolique

^=o, Fi ( a * — c t " i y — a ) == o :

ces de aï caractéristiques pour 'h 7^ o ne représenbent aucun mou-
vement. La seconde, correspondant pour A = = = o à la racine néga-
tive )ii , est pour h ̂  o la caractéristique isolée passant au col C, et
la première est la section par le plan z = o de la surface de Poincaré,
dont nous pouvons écrire Inéquation

• F ( ; r — C T , y — a , . s ) = = o ,

et qui est le lieu des autres caractéristiques aboutissant au col C.
Sur cette surface une caractéristique évidente du système (6) est
la droite x == a,y== a, qui est la troisième caractéristique holo-
morphe. Sur la surface F === o F étude des caractéristiques aboutis-
sant au col C se ramène à une équation différentielle du premier
ordre dont Inéquation caractéristique a pour racine i et \ \ les
caractéristiques considéréessoîit représentées par deux dévelop-
pements de la forme ( f )

( ^3 ) y; — « = Cz^ S ( 5, C^ ), y — a == C^ S ( 2., Cz^ ),

qui renferment Pexpression C^ en facteur afin de représenter
pour G === o la caractéristique x == a, y == a. Sur les autres carac-
téristiques, la constante G est positive ou négative, mais déter-
minée pour chacune duelles, puisque nous ne considérons de
chacune que Parc où la cote z est positive.

Les mouvements correspondant à ces caractéristiques suivies
vers le col C aboutissent À un choc des trois corps. En effet, par
substitution des développements (23), Inéquation (7) devient

f^y = zS(z,-C^) ou ^ == ^ S(^ C^),
d'où

<=^S(^C^),
et successivement

¥^» •==yS(ï,CzU, «Or ^C^S^/Ca^),

(1 ) Pour >ks •vaAears dre ;nia«seâ .pour lesqftieJieB fl'exposait X est entier ru est
l'inverse d'un nombre entier, ces développements peuvent dégénérer en des
développements contenant, outre la fraction i\ la fonction log z.
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puis par inversion

l ( î ^-\ ^ l i 1^
z^t^S^^Ct3), C^==C£3 Sl^C/^;

d'où enfin

et

•̂  / . l̂
a l—a==C^'-S(^, C^ )=C< 3 S \<3 ,Gf :'-;,

^ / >» r'X
^==, r^= /3S\^ ,C( 3 / .

Nous retombons sur les développements connus ( ^ ) des distances z
et M au voisinage d^un choc des trois corps.

La condition d'un tel choc est donc la relation analytique

F(,.r--<7. y — a , - s )==o,

prolongée s'il y a iiou. Nous appellerons surface de choc {fig\ 4)

^•g. 4.

la surface définie par l'équation F == o, prolongée analytiquement
autant qu^il est possible dans l'espace

—a^x^a^ jc^o.

Et nous appellerons caractéristiques de choc les caractéristiques
aboutissant .au col C et .nécessairement situées sur la surface de

(') Cf. H. G. BLOCK, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik^ Band 5,
ir 9, 1908, p. 29: et CHAZY, Bulletin astronomique, t. 35, 1918, p. 378.
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choc, en excluant toutefois la caractéristique située dans le
plan z === o, et qui était pour h === o la caractéristique de choc.
Parmi ces caractéristiques de choc, la droite x = a, y = a
correspond au mouvement d^Euler : Vinslant du choc correspon-
dant, t == o, est un instant de symétrie du mouvement, au voisi-
nage duquel les distances z et u sont des séries entières en t^
comme dans le problème des deux corps, et au delà duquel le
prolongement du mouvement est immédiat.

Les caractéristiques du système différentiel (6) n'ont à distance
finie dans le domaine

—di^x^a^ ^^.^

d^autres points singuliers que le col G et les deux lignes de nœuds
DI et Da, quand la constante h est positive. Nous obtiendrons, au
contraire, d^autres points singuliers quand cette constante est
négative.

Branches infinies sur lesquelles ;. est fini. — Étudions
maintenant les branches infinies des caractéristiques, et d^abord
celles de ces branches sur lesquelles la cote z reste finie : comme
précédemment, il est nécessaire que sur de telles branches infinies
y tende vers Pinfini quand x tend vers une limite comprise
entre — cf^ et a^.

Par la transforma lion y == ^ î le système (6) devient

(^4)
dx — d\ dz
—x\ ~ ( i -h-aY^) [ ^ ( x ) - ^ f ' ( x } \ } ~ Y z

^[A-v) + ̂ ]

Les fractions rationnelles cp (*r) et/(.r) sont positives et finies dans
Pintervalle — a^ <^x<^a^\ il résulte que, si Pona—ai <^o ̂ ^a
etsïZQ est positif et fini, les valeurs initiales ;ro, Y == o, ZQ défi-
nissent une caractéristique unique.

Etudions le mouvement correspondant. Si Fon prend Y comme
variable indépendante, on tire des équations '(24) les développe-
ments

.r=^o4-YS(Y), .z^o-t-Y'SCY).
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L'équation (7) donne

/dt\'2 _ ?(i -}-aV2)^
\Tz) " \^[f(T)-^hz]

etet
/(^V S(Y) / ^ V c / v .
(^} --Yi-- ou (jV; =s^

d'oùd'Où

puis par inversion

et enfin

^ = Y S ( Y ) ,

Y=/S(0

,3= ^ o — ^ S C / ) .

Donc, comme dans le cas où la constante des forces vives est
nulle, quand sur une caractéristique l'ordonnée y croît indéfini-
ment, la cote z restant finie, cette caractéristique possède à l'infini
un point ordinaire, et une asymptote parallèle à Oy : le prolonge-
ment analytique de la caractéristique et du mouvement est immé-
diat. Aux deux extrémités de l'asymptote, le coefficient angu-

dylaire ,•- de la projection de la caractérisque sur le plan x Oy est

positif, et la caraclérisque est dans l\^pace au-dessous de son
asymptote, car on verrait encore que la cote z présente un maxi-
mum.

Branches infinies sur lesquelles z tend vers Pinfim. — Étudions
d^aulre part Falluro des brandies infinies des caractéristiques
sur lesquelles la cote s croît indéfiniment. Si sur un arc de carac-
téristique partant d\in point à distance finie, la cote z croît indé-

finiment, il faut, diaprés l'équation -" = ——} que rinlé-3 y — x '
grale f -—'-— croisse aussi indéfiniment. Or la projection de

J y — x

l'arc de caractéristique considéré sur le plan xQy a même allure,
des pentes de même sens que les caractéristiques tracées précé-
demment dans ce plan : par suite, il est impossible que sur cet arc

r tende vers l'infini en même temps que z, car Pintégrale f —J—
J y "~~lr

tendrait vers une limite finie. Si donc y ne devient pas une infinité
de fois infini quand z croît indéfiniment, la projection de l'arc de
caractéristique considéré ne peut que tendre vers un point-limite,
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situé nécessairement sur la droite y == a?. En outre, it faut encore,
(Taprès le sens des pentes dans le plan x Oy^ que la différence y — x
et les deux différentielles dx et dy finissent par avoir des signes
constants, et par suite aussi la différentielle dz : ainsi cette diffé-
rentielle est nécessairement positive, et la cote z tend vers -+- oo,
et diantre part, l'on pourra prendre indifféremment chacune des
trois variables .r,y, z comme variable indépendante.

Caractéristiques dont la projection sur xOy a un point d^arrêt
sur la droite y =x : mouvements hyperboliques. — Considérons
un arc de caractéristique sur lequel z tend vers +00 et x et y
vers une même limite, soit x^ (—a+^. ro^aa) . Par le change-
ment de variable z= „ » où Z est positif et tend vers zéro en
décroissant constamment, le système différentiel (6) devient

(^) _^-=_______^_______——^/z./ y - x (y2+°OLr?(^)•-^f(^)^z "̂  z
2[A-4- Z/(<)]

Pour le nouveau système, lo segment delà ligne y=x^ Z==o pro-
jeté sur le plan x 0 y entre les droites x =— a,, x = a^ est une
ligne de points singuliers. Désignons parPi et par Pâtes extrémités
de la projection, points d^intersection respectifs de la droite y==x
et des droites x =— a,, x= 0:2; et soit M le point du seg-
ment P|Pa de coordonnées x^ auquel aboutit la projection sur
le plan xOy de rare de caractéristique considéré.

Pour étudier les caractéristiques du système différentiel (25) au
voisinage des valeurs x = x^^ y=XQ^rL=o, introduisons la
nouvelle variable v=x—y : les trois variables c, y, Z satisfont
à un système de la forme

_________cfp_________ _ ________dy_______ _ dZ
p-+-^(a7o)Z+ZSi(Z,p,^—.ro)~ —•H.yo)Z-ZSi(Z,^7—^o) ""Z^

si Fon suppose d'abord .2*0 différent de — a , et 03, c^est-à-dire le
point M distinct des extrémités P, et Pg, et si Pon pose

W ^x): (^^-w.)[v^(x)-^f(x)\
\h

D'après une diseussion antérieure, la quantité ^(*x*o)» sl A est
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positif,, est négative quand le point M est situé sur le segment P|Cy
nulle en G, et positive quand le point M est situé sur le seg-
ment CPa.

Par le dernier changement de variable y-^-^^x^Ti == Y, on
obtient un système différentiel

________dv_•______^____^Y_____^ ^Z
V 2 7 } p-+-^(a?o)Z-+-ZS't(Z, v, Y —xo)~ —ZSi(Z, v, Y—a?o ) ' ~ Z '

où le dénominateur du rapport intermédiaire n^a plus de termes
du premier degré. Et Fon voit que les deux racines de Inéquation
caractéristique correspondant au point XQ sont égales à Punité, et
que pour le système (2^) la ligne v === o, Z== o est une ligne do
cette sorte de points singuliers dont Inéquation caractéristique a
une racine double, et qu^on fait rentrer tantôt dans les nœuds et
tantôt dans les foyers. Sauf la ligne singulière elle-même à laquelle
ne correspond aucun mouvement, toutes les caractéristiques du
système (2^) aboutissant au point x^ de cette ligne sont situées
sur une surface mise en évidence par Poincaré, et dont l'équation
est de la forme

Y — a - o = = Z S i ( Z , P ) .

Sur cette surface les caractéristiques cherchées sont déterminées
par une équation différentielle à deux variables ; Féquation caracté-
ristique correspondant à cette équation différentielle a pour racine
double Punité, et toutes ces caractéristiques sont représentées par
un développement de la forme

(28) p=CZ-+-^ (a-o)Z logZ-hZSi (CZ,Z logZ,Z) ,

G désignant une constante arbitraire. La seule caractéristique
holomorphe est obtenue -pour C == oo, d^où Z === o, y == XQ) et ne
représente aucun mouvement.

En définitive, les caractéristiques considérées du système diffé-
rentiel (a5) dépendent d\ine constante arbitraire C, et peuvent
être représentées par deux équations de la forme

^=-^(a-o)Z-+-Y=.ro-<K.ro)Z-+-ZSi(CZ,ZrogZ,Z),
(29} \y^v-^y=x^ GZ-+-^(a-o)(Z logZ—Z)+ZSi(CZ,ZlogZ,Z) .

Sur toutes ces caractéristiques, si ^(x^) est. différent de zéroy le
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quotient ̂ ^° tend vers zéro quand la projection x^ y du point
représentatif tend vers l'extrémité M, et la différence y — x =_v
finit par avoir le signe de ^(.To) '' cette projection est située au-
dessous de la droite y == x de P, en C, et au-dessus de cette droite
de C en Pa. D'après le sens dos pentes sur le plan xOy, les pro-
jections des caractéristiques ont nécessairement la disposition de
la figure 5. Ajoutons que le rayon de courbure en un point de la

projection lend vers zéro quand ce point tend vers l'extrémité M.
Si l'on suppose que l'extrémité de la projection soit le point C,

c'est-à-dire si l'on a x^ = a, ^{x^) s'annule, et la fonction lôg Z
disparaît des développements (28) et (29), qui se réduisent à des
développements liolomorphes pour Z == o

p= CZ4-S î (Z ) ,
y ̂  a-hS..,(Z),

; r==CT4-CZ+S2(Z) .

Les projeclions des caractéristiques correspondantes aboutissent
au point C de part ou d'autre de la droite y == x^ tangentiellement
à une parallèle à Ox^ et avec un rayon de courbure quelconque,
ni nul ni infini. Pour la valeur particulière C == o, la caractéristique
obtenue se réduit à la caractéristique x==.a^y=a^ représentant
le mouvement d'Euler.

Ce mouvement écarté, étudions les mouvements correspondant
aux caractéristiques dont nous venons de tracer les projections sur
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le plan xOy. Si Von substitue les développements (29) dans le
second membre de Inéquation (7)

(3o^ / ^ y _ p(^+a)
(30) W - A+Z/(^

ce second membre se transforme en un développement de forme
analogue, qui pour Z = o se réduit au terme P^0 "+-a \ qui est
positif : par suite, en changeant au besoin lès unités de longueur
et de temps, nous pouvons supposer ce terme égal à i , et mettre
Inéquation (3o) sous la forme

(31) (£)2 = ' -^(^OZ+S^ZlogZ),
en posant

^,(^=^^^(^)+•-/^)(^+a)1,

d'où, d'après l'équation (26) et ridentité (5),

^(^-/i-^2-^)2^);

de sorte que la fonction ^ (^o ) est négative de P( en Pa. On tire
de inéquation (3i )

dt ---^^Z+S^ZlogZ)
Ï7z = Z 2 " ' f

si le temps t croît avec la cote s, et

.-M^ziogZ ^- S.(Z, Z logZ) _ ̂  ̂ ^

———————————Z——————————— "————Z————•

donc le temps croît indéfiniment avec la cote z sur la caractéris-
tique considérée. On déduit

^ =ZS(Z , ZlogZ);

et, puisque ̂  (x) est différent de zéro de P^ en Pa, log Z figure-
rait dans l'expression précédente même si, XQ étant-égal à a, il ne
figurait pas dans les expressions (29).

On a ensuite
lo^=— !ogZ4-Si (Z ,ZlogZ)

LV. I;
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Î^^—Z log Z S ( Z , Z log Z ) - + - Z S t ( Z , Z log Z).

Les expressions de ^ et -°^-peuvent être considérées comme deux
équations implicites en Z et Z log Z, et résolues par rapport à ces
deux variables sous la forme

7 i < . / i logA / i log<\
^T^^;» Z10§Z=S1^Z'-^-)•

On tire enfin ( f )
Z- 1 - f ^ ( 1 l%r^^-z-^r-r;

et

u-{-a^=z(x-}-ai)==zS(Z,Z log Z)=/-s(^, ]lor^) ,

d,z-u=^(a^—^)=ts(î^[o^t.Y

Donc, quand sur la projection de la caractéristique considérée
le point x^ y tend vers l^extrémité M, le temps croît indéfiniment,
et les'trois dislances mutuelles sont des infiniment grands d^ordre i
par rapport au temps. C^est le mouvement qu^on a appelé mouve-
ment hyperbolique des trois corps, et nous retrouvons la re^yré-
sentation .des coordonnées valable dans le mouvement hyperbolique
général des trois corps et des n corps. Nous appellerons caracté-
ristiques hyperboliques les caractéristiques que nous venons
d^étudier, et dont les projections aboutissent à des points d^arrêt M
situés sur le segment de droite P| P^. Parmi les mouvements
hyperboliques, qui dépendent de quatre paramètres, se distinguent
ceux où le point M est en C, et où la fonction ^(x^) est nulle :
dans ces mouvements particuliers, les rapports des distances

( l) J'ai donné cette forme de développement dans le problème général des
n corps {Comptes rendus, t. 160, 1920, p. i56o; Annales de l'École Normale,
39 série, t. 39, 1922, p. 49). M. Boblin avait obtenu celle même forme dans les
mouvements reclilignes de deux corps et de trois corps par approximations
successives {Astronomiska Jukttageiser och Undersdkningar a Stockholms
Qbervaterium^ Baad 9, 1908. n» 1, p. i4 et 4,5). Dans^ le mouvement hyperbolique
recliligne ou curviligne de deux corps, ce développement résulte d'ailleurs
immédiatement de l'élimination de la variable M entre les deux équations classiques

/• =ff(eCÀM—i), eShu—ussnt.
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mutuelles ont pour valeurs limites les valeurs constantes du mou-
vement (fEuler, de mémo que dans un choc des trois corps ou sur
le& trajectoires paraboliques.

Les expressions obtenues des distances mutuelles donnent
immédiatement le prolongement analytique du mouvement au
delà de la valeur infinie du temps.

Pour que ces trois expressions conservent des valeurs réelles, il
est nécessaire, arrivant au point ( == oo par la partie positive de
Faxe réel du plan complexe, de partir du point ^==00, non pas par
la partie négative de Paxe réel, mais par Pune d^entre une infinité
de droites parallèles à cet axe. En outre, après le prolongement^
les expressions des trois distances mutuelles 5, a\ z + ̂  a_z — u
deviennent négatives : par suite les valeurs absolues de ces distances
satisfont à deux équations différentielles de la forme (i) et (2),
mais où les trois coefficients /7î<, m^, m^ sont négatifs; les nouvelles
trajectoires correspondent, non plus à des attractions, mais a des
répulsions en raison inverse du carré de la distance. Pour ces
raisons, que j^ai développées dans un autre Mémoire (1), nous ne
prolongerons pas les mouvements hyperboliques au delà de la
valeur infinie du temps, ni les caractéristiques hyperboliques au
delà des points darrêt M.

Caractéristiques dont la projection sur xOy a un point
(Tarrêt en P< ou Pa : mouvements hyperboliques-paraboliques.
— H reste à étudier les branches infinies des caractéristiques
admettant une asymptote parallèle à Oz, et dont la projection sur
le plan xOy aboutit à F un des points Pi ou Pa. Supposons que celte
projection aboutisse au point P|, c^esl-à-dire que a? et y tendent
vers —ai, et dans le système (a5) faisons le changement de variables

x =—«i-h.ri. y = x—v :

au voisinage des valeurs x\=0y p = = o , Z = o, le système
transformé peut s^écrire

(Î2)
d^i _ ____dv_____ d'L
~v ~ zs^i, ̂ ) s3 ir'

^;ri[;ri-+-ZS(^)]

( 1 ) Annales de l'École Normale, 3e série, t. 30y 1922, p. Sa-ôg.
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D^ailleurs les variables x\ et Z tendent vers zéro par valeurs
positives, et aussi la variable ^, cTaprès le système (Sa), où les
différentielles dx et dz sont négatives. Il résulte que la projection
de la caractéristique aboutit au point Pi au-dessous de la droite
y === x^ et au-dessus de la parallèle à Ox, diaprés le sens des pentes
dans la région.

Introduisons encore les deux variables y\ et z\ définies par les
équations
/ 00 \ ^\Yi r, ., 4^ M(33) (;==_Lp, z==Y.r'^i, Y==-—-————,,3 i i ' i ^rn^m^m^'

où les coefficients - et y sont choisis pour simplifier des calculs
ultérieurs. Le système transformé peut s^écrire

(34) dx!.^____________±1___________- d^
^1 ^^^-,^[_j^s.(.,^,^)] ^-^

si nous mettons en évidence des coefficients que nous emploierons ;
il nous sera utile aussi de noter que la valeur commune des^ troisj fy
rapports (34) est égale à -y-* D^aillcurs les deux nouvelles

variables y\ et z\ finissent par être positives, comme les
variables x\^ v et ^, et ne peuvent s^annuler qu^à la limite.

Je dis que sur la caractéristique considérée lesdeux variables y i
et z\ que nous venons d^introduire sont bornées.

ZEn premier lieu, le quotient — tend vers zéro. En effet, admettonsx\
que Pinverse x- == x——2^ ait indéfiniment des valeurs bornées.
Dans le système (a5) faisons le nouveau changement de variable

x -+• a\ = x^ ï :

ce système prend la forme

dx^ _ _______dy_______ dï
*g2(^-+-^î) ~" .T2-^ y—b^a:^'L^(x^y) ~"^~ x^

2 hx^-\- 8(^2? Z)

Prenons y comme variable indépendante; quandytend vers —ci,,
il passe indéfiniment par des valeurs auxquelles correspondent
des valeurs de x^ bornées, et les valeurs de Z sont toutes arbi-
trairement petites. Dans les trois plans complexes des trois



variables, autour de chacun des points ^2, y, Z correspondant à un
tel système de valeurs, les deux coefficients différentiels —^ï -,
s'expriment en fonctions holomorphes des trois variables dans trois
cercles de rayons fixes : dès lors, diaprés le théorème de Cauchy,
autour de chacune des valeurs considérées de y comme centre, la
solution .^(y)? Z(y) est formée de deux fonctions holomorphes
dans -un cercle de rayon fixe. Si le centre de ce cercle est assez
voisin du point — a,, il contient ce point. Donc les fonctions XQ (y),
Z(y) sont holomorphes pour y == —ai : Z tendant vers zéro, la
fonction Z(y) se réduit évidemment à Z == o puisque Z est en fac-
teur au dénominateur de dî. Or la solution x^{y)^ Z(y)==o
correspondante ne représente aucun mouvement. Donc sur la

7caractéristique précédemment considérée, le quoiient — tend
,r\

^ers zéro.
îl résulte que l'expression

. r, /. x , Z _ / m.ï m-ï \h -\- Zj\ x ) •= h -+- m i ifis ———— -+- Z ( mi m,-l- —=—- )
«i-t-a* \ " a,— x /

tend vers A. Conservant y comme variable indépendante et égalant
les deux derniers rapports du système (a5), on déduit une égalité
de la forme

6/Z /qv \
— == x^ { -̂i- -h c ) ?
dy 1 \ 2 /

y désignant le coefficient introduit dans la troisième équation (33),
et s une quantité infiniment petite. Intégrons l'égalité précédente
par rapport à la variable y entre les deux valeurs y^ et y

— ^ i < ^ o < y :
nous obtenons

Zry)-Z(yo)==^^yo+e(y~^o)](9^^^)(7-yo),

Q désignant un nombre compris entre o et i, et £' une seconde
quantité infiniment petite. Puisque la fonction x^ finit par décroître,
on déduit l'égalité

Z(y) -Z(yo)< ̂ î(y) (^ + £') (y -yo),

si y est assez voisin de la limite —Or y étant ainsi choisi, faisons
varier yo, faisons-le tendre vers — a , $ Z(yo) tend vers zéro, et à
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la limite rinégalité précédente devient

Z<^(j+^:y(y+a/),

YÎ désignant une quantité infiniment petite .avec y-\-a^ Donc le
quotient —^ tend vers zéro comme y + a,.

En outre, en introduisant les variables y i e l^ i telles que Von ait

y == x —v == >g — x} yl .3 Z==Y;r^i,
<j

positives comme a?i, on tire de la dernière inégalité

^.^(j^)^,-^)
ou .,< (s-.,)(,-&),
d^où résulte que les deux quantités positives y, et ^ figurant
dans le système (34) sont bornées.

Pour achever l'étude de ces deux quantités, nous allons discuter
Fallure des caractéristiques du système différentiel (34); nous
représenterons les valeurs des trois variables x\, y^ z^ par le
point de coordonnées *r,, y,, ^, par rapport à trois axes rectan-
gulaires 0,^, Oij-1,0^1, ou simplement parla projection y^, z,
de ce point sur le plan y^ Oi z ^ . Il suffit d^ailleurs dans ce nouvel
espace de considérer le domaine D défini par les inégalité0

yi^o et arbitrairement petit,

^0, ^0, ^^/J+T)Vl-^lL

YÎ désignant aussi une quantité arbitrairement petite ; il faut que le
point x^ y,, ^ décrive une caractéristique du système (34)
qui finisse par ne plus sortir du domaine D, et par conséquent
dont la projection sur le plan y» Q| ̂ i finisse par ne plus sortir du
triangle limité par les trois droites

yi=o, ^=o, 2 i = = j ^ - Ç ^ .

Cherchons dans le domaine D et sur la frontière de ce domaine
les points singuliers du système différentiel (34); ce sont :

i° les points du segment de droite y^ == o, z^ ==b, qui est une
ligne singulière;
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2° le point x\ == o, y\ == 3, z\ == o ;
3° Le point .F| === o, y\ == i, z\ = i, que nous désignerons par I.

En outre, le sens des pentes des projections des caractéristiques
du système différentiel (34) sur le p lany iOi^ i est donné par les
signes des dénominateurs des deux rapports en dy\ et dz i ; le
triangle considéré dans ce plan est divisé en quatre régions par
la droite ri = i et par la courbe dont on obtient Inéquation en
annulant le dénominateur du rapport en dy .: cette droite et cette
courbe se coupent au point I. Dans les quatre régions obtenues,
les pentes des projections des caractéristiques ont les directions des
quatre flèches de la figure 6. Enfin, diaprés les équations (34 ),
dZt est négatif comme dx^ et dï pour y^ < i , et positif pour
yi > i : de sorte que, dans le sens où nous suivons la caracté-
ristique, la projection du point représentatif sur le plan j - iO i^ i
a, non seulement la direction, mais aussi le sens de chacune des
quatre flèches de la figure 6. Il résulte que la projection dé la
caractéristique considérée aboutit nécessairement soit à Vori-
g'ine Oi , soit au point singulier I.

Examinons ces deux hypothèses. Pour que la projection de la
caractéristique aboutisse au point Oi, il faut, puisque x^ tend vers
zéro et que dx\ est négatif, que la caractéristique elle-même
aboutisse au point Or Or le long de la ligne de points
singuliers y, == o, z\ = o, les racines de Péquation caractéristique
du système (34) sont visiblement égales toutes deux à Punité.
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Chacun des points de cette ligne est un point singulier de
l'espèce intermédiaire entre les nœuds et les foyers; sauf la ligne
singulière elle-même, les caractéristiques aboutissant en un point
de cette ligne sont situées Sur la surface mise en évidence par
Poincaré. Au point .2^==o, y i==o , ^ i = = o , cette surface est
évidemment le plan x^ == o, qui contient effectivement une infinité
de caractéristiques, mais ces caractéristiques ne correspondent à
aucun mouvement, car on déduit x = = — a i . Cette première
hypothèse est à rejeter.

Sur les caractéristiques considérées, il faut donc nécessairement
que le point x\, y.\, z\ tende.vers le point singulier I. Au voisinage
de ce point, le système (34) est de la forme

(35) ——da———=-,———————————^————————————

^+-) t^^-4^--)-l^-1)----
__ _____dzi_____= ̂ (yî ryo'̂ TTy

si l'on écrit seulement les termes du premier degré en x\^ y\ — i ,
^ i — i ; et Inéquation caractéristique est

M)(̂ )0-i)=o.

Donc le dernier point singulier 1 est un col. Etudions les
caractéristiques qui y aboutissent. Le système (35), si l'on y fait
x\ == o, se réduit à une équation du premier ordre dont l'équation
caractéristique a pour racines — - et i : donc, dans le plan x\ ==o,
au point y^ = i , z\ == .1, passent seulement deux caractéristiques,
qui sont holomorphes et auxquelles ne correspond aucun mou-
vement. L'une de ces caractéristiques est nécessairement la carac-
téristique isolée aboutissant au col 1, et l'autre est la section par
le plan x^ -==. o de la surface

^ i ( ^ ; y i — i î ^1—1) ==o,
lieu des autres caractéristiques aboutissant à ce col. Sur cette
surface, Fétude de ces caractéristiques se ramène à l'étude d'une
équation différente du premier ordre, dont l'équation caractéris-
tique a pour racines ., et i.o
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Donc, sauf la caractéristique isolée, les caractéristiques du sys-
tème (35) aboutissant au col 1 sont représentées par des
développements de la forme, pour Z positif et assez petit, et

puisque la valeur commune des trois rapports (35) est encore —9

^i=Si(z'ï,Z]ogZ,Cz),

^i-i=Si(z^ziogz,cz),
^—i=Si(z^iogZ,cz),

où figure la seule constante arbitraire C, car les développements
obtenus doivent satisfaire à Inéquation î=yx'\z^ qui détermine

\_
la valeur du coefficient de Z'1 dans le développement de x\.

On déduit des précédents les développements des variables x
et y

x == — ai — .Ti = — ai -h Si { Z 3 , Z logZ, CZ J,

(36)

x\y\y = x — v = — ai -', .ri — ——-

cÏXi

=-a^œ}-^-c!z

=— ai -4- Si(z^, Z logZ, Cz);

d^où résulte que les projections sur le plan xOy des caractéris-
tiques considérées du système (35) aboutissent au point P, tan-

gentiellement à la droite do coefficient angulaire - (/^. 5).•j
Remarquons que le développement de x ^ , et de .r, ne renferme
pas de terme du premier degré en ZlogZ, sans quoi, diaprés

Zl'équation z\= —^-» le développement de Z devrait contenir un

terme en Z ^ I o g Z ; par conséquent, le développement de y ne
contient pas non plus de terme du premier degré en ZlogZ, ni
d'ailleurs en Z.

Etudions enfin les mouvements correspondant aux caractéris-
tiques que nous venons d'obtenir. Si l'on substitue les dévelop-
pements (36) au second membre de l'équation

ldt\- _ m^-4-a)
\dz! ~ A + Z y ( . r ) '



ce second membre se transforme en un développement de forme
analogue

(^-o(z.,z.^),

où nous ne mettons plus en évidence la constante arbitraire G, et
où nous pouvons égaler à i le terme constant

P(a} -^-«) ^ ma (wi-h m^)
h ~ i M h ?

en changeant les unités de longueur et de temps. D^où Inéquation

/ . dt _^i^St(z^ZJogz)
^7) dZ~——————Z2——————)

si le temps croît awc la cote z. H croît draille urs indéfiniment
avec 5, et l'on déduit le développement

(38) ^_ i+S , ( z^Z logZy

car, comme le développement (36) de la variable y\, le dévelop-
pement S, de Inéquation (37) ne contient pas, au premier degré,
de terme en ZlogZ. On tire de Féquation (38)

^^^(z^Iogz) et 4==Z^s(z^ZIo^Z,) ,
<3

puis
^ = -. îog Z -4- S i ( Z"1*, Z k>s Z ),

d'où
Io^ =—ZlogZs(z î ,Z lpgz) -h-ZSi (z^ ,ZJogz) .

Par inversion des deux équations en -^ et -°^^ on oblient

- l ç, / I lûgA „ , „ c / ï ]og^\z i8^ ̂ ^ — y» zlogz ==si( -,, — i,^ X^" / \^ ? y
d'où

.̂ .s(̂ ),
puis

âti ̂  -+- u = <s(at -h A-) = z xi = ̂  S / î- , î0^^.
\^ ^ 7
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Donc, sur les caractéristiques considérées, quand la projection

x^ y tend vers le point limite P|, le temps t croît indéfiniment, la
distance des deux masses mi et 7^3 est un infiniment grand

d'ordre - par rapport au temps, et la distance de la troisième

masse m^ à l'une des deux premières ou à leur centre de gravité
est un infiniment grand d'ordre i. J'ai appelé un tel mouvement
mouvement hyperbolique-parabolique^ et nous retrouvons la
représentation des coordonnées valables dans le mouvement
hyperbolique-parabolique le plus général des trois corps.

Nous appellerons caractéristiques hyperboliques-paraboliques
les caractéristiques que nous venons d'étudier, et dont les projec-
tions sur le plan xOy aboutissent au point P|, et surface hyper-
bolique-parabolique la surface engendrée par ces caractéristiques,
et dont l'équation est la relation

/ • } ( ^ — — y ) i \
<I>i ai 4- .r, -v———J-/ — i, -——————— — 1 = 0 ,

\ a^-r-x ^\a\-^-xYz I

prolongée analytiquement dans tout le domaine

C'est là aussi la relation que doivent vérifier des conditions
initiales pour produire un mouvement hyperbolique-parabolique.

De même au point Pa, x == <7a, y == a^, aboutissent les projec-
tions sûr le plan xOyde caractéristiques hyperboliques-parabo-
liques correspondant à des mouvements où la distance des masses

m^ et ma est un infiniment grand d'ordre ^ par rapport au temps,

et où les distances de ces deux masses à la masse m\ sont des
infiniment grands d'ordre i. Ces caractéristiques sont situées s.ur
la seconde surface hyperbolique-parabolique

(b L r '^^—.^ , 9^i(^î - - m-^ ,1 „^p--^ -^rj--1- /^(a,-^-^0-

Les représentations obtenues donnent immédiatement le pro-
longement analytique des caractéristiques et des mouvements
hyperboliques-paraboliques; comme les représentations des carac-
téristiques et des mouvements hyperboliques. Mais nous n'effectue-
rons pas ce prolongement, d'autant que l'ordre des trois masses
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change dans le passage à l'infini, et que la variable x sort de l'inter-
valle — a,, + 03.

CHAPITRE 111.

CONSTANTE DES FORCES VIVES NÉGATIVE.

Traitons enfin le cas où la constante des forces vives h est
négative. De même que dans le cas où h est positif, les caracté-
ristiques admettent comme lignes de nœuds les deux demi-droites
Di ( ; r==—a, , y=b^ z^o) et D^(x=a^y=—b^, z^o), et
comme col le point C {x = <7, y == a, z === o). Le passage d'une
caractéristique eh un point, de l'une des demi-droites D, ou D^
correspond à un choc des deux masses m^ et 7^3, ou 7723 et m^. Et,
si une caractéristique aboutit au col G, il y a choc des trois corps :
cette caractéristique est nécessairement située sur la surface

F ( ; y — a , y — a , z) = o,

dont l'équation est aussi la condition de choc. De même encore,
pour I I négatif comme pour h positif, les caractéristiques ont des
branches infinies parallèles à Oy, correspondant à des maxima de
la distance z.

Au contraire, les caractéristiques ne possèdent pas pour h négatif
de branches infinies analogues aux deux dernières sortes de
branches infinies que nous avons étudiées pour h positif, et qui
possèdent une asymptote parallèle à Os dans le plan y = x,

En effet, d'après l'équation des forces vives, l'expression/(.y)4-/^
ne peut devenir négative au cours d'un mouvement, et, si cette

expression s'annule, les deux vitesses z et u sont nulles aussi.dt dt
Or, quand h était nul ou positif, l'expression considérée,

fW + h. = ̂  ̂  + mlm^ -4- m^ + h^
Oi-t-a" O a — — X 5

était, en fonction de 5, essentiellement positive quel que soit s; au
contraire, quand h est négatif, la même expression s'annule et
devient négative si z est assez grand. Telle est la circonstance
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qui empêche l'existence de caractéristiques possédant une asymp-
tote parallèle à Oz et située dans le plan y == rc, à moins peut-être
que cette asymptote rie soit située aussi dans l'un des deux plans
x ===—a\ ,x=a. î . Mais nous verrons que la même circonstance
introduit de nouveaux points singuliers des caractéristiques, et
des mouvements d'allure nouvelle.

D'ailleurs le cas que nous venons de définir ne peut non plus se
présenter. Il est encore impossible, quand la constante des forces
vives est négative, que sur une caractéristique z tende vers l'infini, et
que x et y tendent tous deux vers la valeur — a^ par exemple. En

effet, posons z = y : quand z tond vers 4—00, Z tend vers zéro; en

outre, d'après l'égalité

f('v) , Z / ^2^3\r, ,^——- d- h = my 7713 — — — — — ( Wi Wg + ———— Z -4- h > o,
Z Oi -h X \ ^2 —— X ) ~

Zle quotient ——— est supérieur à un nombre positif fixe : donc

l'inverse x „ al est borné supérieurement. Or, nous avons démon-

tré précédemment, sans tenir compte du signe de la constante A,
que si, sur une caractéristique, y tend vers — ai , Z vers zéro et si

le quotient x al a indéfiniment des valeurs bornées, la fonction Z

se réduit nécessairement à Zs o, et aucun mouvement ne corres-
pond à la caractéristique considérée.

Le cylindre de vitesse nulle : les mouvements avec instant de
vitesse nulle et rebroussement. — Ainsi il résulte de l'équation
des forces vives que les caractéristiques ne peuvent avoir de points
au-dessus de la surface '^-
qui est la surface de vitesse nulle correspondant à la valeur de h
considérée. Nous appellerons cette surface cylindre de vitesse
nulle, car c'est un cylindre de génératrices parallèles à Oy et dont
la base dans le plan xOz admet comme asymptotes les deux
droites x = —ai, x = a^\ dans l'intervalle, la cote z présente un
minimum pour la valeur de x qui annule la dérivée / ' ( x ) , et qui
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est aussi l'abscisse du point d'intersection de la courbe F avec OoC.
Ainsi la cote z d'un point d'une caractéristique ne peut devenir
intime sauf dans les plans x == — a ̂ , .y = a^.

Soit un point du cylindre de vitesse nulle, de coordonnées ^o»
yo, /Soy dont la cote ^o est Unie, de sorte que l'on a

/(.ro) — hzQ -= o, — ai < .2-0 < as,

En prenant y comme variable indépendante, on voit que les
valeurs initiales x^y yo> ^o déterminent une caractéristique unique
du sys-tème différentiel (6), qui se réduit à la droite

X= X^ Z:== ZQ,

excepté si la quantité yo 9(^0) +//(tro) est nulle. Elle résultat
subsiste pour le système transformé du système (6) par le chan-

gement de variable y == ^ et pour les valeurs initiales X=XQ^

Y === o, 2 = ZQ, Donc les génératrices rectiUgnes du cylindre de
vitesse nulle sont des caractéristiques particulières, auxquelles ne
correspond d^ailleurs aucun mouvement, et la courbe d'intersection
du cylindre de vitesse nulle et du cylindre de génératrices paral-
lèles à Oz et dont la base dans le plan xQy est la courbe T tracée
précédemment

r^W-^-fW=0

est une ligne de points singuliers.
Pour étudier les caractéristiques au voisinage d^un point de

cette ligne, faisons le changement de variables

^.W-,Y, .=^-Z:J <?(.y} ' — A

le système (6) prend la forme

/., , dx d\
( 9) 7——f——T = 7T——^—————————————————

(^_v)z (t-^-^,,g^,^_.
ïh T v ça ^ y j

_ ______cVL_______

'c-af^-^'
après quelques pédu étions et après emploi de l'identité (5) au
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dénominateur de dï. Nous pouvons définir le point considéré sur
Pintersectiondes deux cylindres par son abscisse Xo(—ai<jCo<^2)»
ou encore par sa projection M sur le plan a?0y, projection située
sur la courbe T qui va du point N, au point N3 et passe en G. Les
deux racines de l'équation caractéristique du système (39) relative
au point XQ sont les deux quantités

/^(O+a^o) ^ «^'W-h/^o^
2/19(^0) --/lîp(^o)

qui sont continues de N, en N3, et dont le quotient est égal à — 2.
Donc la ligney==o, ^ == o d'intersection des deux cylindres est
une ligne de cols pour le système des caractéristiques.

Par tout point XQ de cette ligne passent, outre la ligne elle-
même, deux caractéristiques holomorphes. L'une est évidemment
la génératrice du cylindre de vitesse nulle, représentée par les
équations ' x =^ j?o» Z == o. Puisque la seconde caractéristique
holomorphe ne peuf être tangente au plan Z == o qui contient à la
fois la première et la ligne de cols, sur cette caractéristique x et y
sont fonctions holomorphes de Z. Prenant Z comme variable
indépendante, écrivons le système (3g) sous la forme

dr̂
 ^e(^)+S,(^-^,Y, Z),

z^ ̂ [—^^-^ Y,Z)lY+[6i(^o)4-Si(^--^, Y , Z ) ] Z :

les deux fonctions 0(x) et Q^ (x) sont holomorphes de N| en N3 :
ajoutons que, selon des remarques antérieures, d'une part la
quantité; ^"-^r _ d ( f'\

yt dz \ ç /

est positive de N| en N3, et par suite, la fonction Q^(x) a, comme
la fonction 0(*r), le signe de la fonction x^ +-/', et, d^autre part,
cette dernière fonction et par conséquent le5 deux fonctions 9(x) et
ô i (x) sont négatives de Ni en C^ nulles en C et positives de G en N3.

'Il résulte que la troisième caractéristique passant au point XQ
est représentée par deux développements de la forme

S x = XQ -h- 9(.ro)Z'+ ZSi (Z'),
(40) 9

. Y = ̂ i(^) Z+Z&i(Z),
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où la variable Z prend seulement des valeurs positives. Diaprés le
signe de la différence x —XQ ou de la fonction Y, la projection de
Parc de caractéristique obtenu, aboutit au point M au-dessous de
la courbe F de N| en G, et au-dessus de cette courbe de G en N^ :
le point M est d^ailleurs un point ordinaire de cette projection
(A?-7).

Quand le point M varie de Ni en N3, les arcs des caractéris-
tiques obtenues engendrent une surface analytique, dont Inéquation
résulte de Pélimination de XQ entre les deux équations (4°)

y(^,Y, Z)==o,

et sur laquelle on doit considérer de même seulement la région
Z ^ o .

Dans le cas-limité où la projection M vient en N| ou N3, soit
*TO == — a^ , le système (Sp) prend la forme.

______ dx______ _ _____________^Y_____________
(.c+ai)2ZS(a--hai,Y) — Y[i^-Si(a7-r-ai,Y)]-^-(^-+-ai)3ZS(.c-hai,Y)

dZ
- Z[—2+Si(^+ai ,Y,Z)]

Le point x = — a\, Y === o, Z == o est encore un col, extrémité
de la ligne de cols considérée. Les deux caractéristiques passant
en ce point, outre la ligne de cols elle-même, sont la génératrice
du cylindre de vitesse nulle x =—a^, Z==o, et la génératrice
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représentée par les équations (4o) après passage à la limite, qui se
réduit ̂ x =—a<, y = o, et ne représente aucun mouvement.

Si d'autre part, le point M vient en G, la troisième caractéris-
tique holomorphe, d'après les équations (4o), se réduit visible-
ment a

x = a, Y == o, ou x == a, y = a ;

le mouvement correspondant est le mouvement ^TEuler.
Etudions les mouvements correspondant aux autres positions du

point M. Par substitution des développements (4o) l'équation

devient

^V= PCy^oOg _ PCr'-^g
\dz] f(.v)-+-hz —hZ

/ ^ \ î _ S ( Z ) /dtY S(Z)
\Tz) -~r ou [dî) ^—r9

le terme indépendant de Z dans le développement S(Z) étant
évidemment positif. On tire

dt _ S(Z) ^
~dL ~ ^î :

donc la valeur Z == o et le point M correspondent à une valeur
finie du temps, t === o. On déduit

et par inversion

et enfin

t== v/ZS(Z), <2^ZS(Z) ,

Z=^S(^)^

Y= ^S(^), 3!==^o-{-^S(fi).

On vérifie qu'à Finstant t=o les dérivées d x , d x , d L , e \ . par

conséquent, les deux vitesses ̂  et ̂  ===y ̂ , s'annulent, comme
il est nécessaire diaprés le théorème des forces vives.

Le prolongement du mouvement au delà de l'instant t=o est
classique. Quand le temps continue à varier dans le même sens, la
variable Z ne peut devenir négative, mais reprend les valeurs
positives en sens inverse. Évidemment, d'après les formules
obtenues, à deux valeurs de £ égales et de signes contraires corres-
pondent les mêmes valeurs de Z, Y et .y, et par conséquent des

i-v. 18
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distances z et u : il y a symétrie du mouvement. par rapport à
l'instant t= o; le point représentatif rebrousse chemin lui aussi,
et décrit la même caractéristique en sens inverse ( 4 ).

Nous appellerons surface des caractéristiques avec instants
de vitesse nulle la surface dont Inéquation est donnée par la relation

-h .̂̂ M-
prolongée analytiquement dans tout l'espace

- O i ^ ^ ^ a a , o^^——

( 1 ) Remarquons que, si un mouvement présente deux instants de vitesse nutte,
ou un instant de vitesse nulle et un choc symétrique de deux" corps, ou deux
chocs symétriques de deux corps, ce mouvement est périodique.


