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SUR LES ONDES DE GRAVITATION;

Pax M. IH. MixEur.

Nous nous sommes proposés, dans ce pett travail, d’¢tudier les
conséquences que comporte la théorie d’Einstein au sujet de la
propagation de la gravitation.

Ce travail comprend trois parties :

I. Dans la premicre pavtie, nous étudions les ondes de disconti-
nuité du second ordre; nous montrons qu'elles sont de deux sortes :
les ondes apparentes qui proviennent d'un choix défectucux du
systeme de référence et les ondes absolues. La réduction de ces
derniéres par un choix convenable des axes nous permet d’établir
leur transversalite.

. Dans la deusieme partie, nous cherchons si un astee en pul-
sation sphérique du type « Cephéide » émet des ondes de gravi-
tation et nous é¢tablissons quil n’en est rien.

HI. Dans la dermiére partie, nous montrons qu’il n’y a pas oppo-
sition entre e fait que la gravitation se propage avee la vitesse de
fa Jumiére ¢t un résultar classique obtenu par Laplace sur les

conséquences de cette pmlm;:-lliun.

I. — ONDES DE DISCONTINUITE DU SECOND ORDRE.

Notations. - Soient E un espace-temps a quatre dimensions,
Lge 2y 2y, 2y les coordonnées curvilignes d'un point. Nous nous
conformerons aux notalions employées par M. E. Cartan ('), En
chaque point M de E. choisissous arbitrairement un systéeme de

— = = >

N
quatre vecleurs eq, ey, ey, e3. Le veeteur M, d'origine x; ¢l

N L .
dlextrémité £+ r[,r,-, d@ pour expression

b
—>
dM :2 w;:f;

i=0

(T) Cf. CarTaN, Bulletin d»s Sciences Matheématiques de France, 1919-1920
q 919-19
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les o; sont des formes lincaires pav rapport aux différentelles dorj.

Lo ds? de E est

3
ds? =}: (wy)2.

i=0

Notis supposons que E vérifie Tes équations gravitationnelles
d'Einsten. Nous divons que E estan espace d'Einstein,

Les dévivées extéricures des w; peuvent se mettre dane manicre
ot d'une seuale sous la forme

3
(“’.‘)’=2[wikwk1»
k=0 Rk

ou les wig véritient, en outre, les conditions

Wip—+ W == 0,

3
Weg = E; Ytk O1
k=0

Posons

3
Q= (wu')'—-z [wiewe; =Z Yiphkl 0p o]
e=0

th, k)

1.e bivecteur ngjl Z:jl est un invariant vectoriel gui définit la
i, ‘

courbure de E. Les yija sont les composantes du tenseur de

Riemann-Christoffel elles sont au nombre de 36, car

Ytjhk = — Yjink = — Yijkh-

Les composantes du bivecteur de courbure vérifient les con-

ditions o
Qo= w4 Qg3+ weQy 4 W3 Ly =0,
e — Q1= w3 Q3+ w3Qge+ woeLys =0,
' Qs = w3 Qg + Woly3+ w Q3 =0,
— Q3= Q2,9+ W1 Qo+ WeQog = 0;
Mo= w,Qo; + W Qs+ w3Q¢3 =0,
an) ‘ Iy = we Qo+ w3y + w3Qy3=0,

“g = Wy ng"f (l)'-n" ~+ w3 Q’; =0,

. A

Iy = wo Q33+ w1 03y + w3y = 0.
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Les ¢quations (1) sont les ¢quations d’Einsteim, les équations (11)
sont les identités elassiqques que vérifient les composantes de la cour-
bure d'un espace quelconque. Ces équations expriment que 8 formes
trilinéaives sont nulles; elles équivalent en apparvence a 8 >< 4 == 32
conditions, mais les premiers membres des équations () et (11)
sont liés par les 6 relations

Wy Qo— Q-+ wyll;— w3l = o,
Wy Qg— e Qs+ vl — w3 =0,
W3Qp— Q3+ w; Iy — wylly = o,
Wy Qy— wa Q-+ w31l — wo I3 = o,
W3 Q) — w; Q3+ wy Iy — wolle= o,

Wy Qg — w3 Qy+ w Tg— wolly = 0.

Les ¢quations de la gravitation einsteinienne se réduisent done
a 26, ¢t les composantes linéairement indépendantes du tenseur de
Riemann-Christoffel sont au nombre de 1o0.

Onddes de discontinuite du second ordre. - Nous nous propo-
sons de cheecher sl peut exister dans Pespace-temps IS des di--

continuités du second ordre. Nous appellerons ainsi une surface

(S) S(xo, T, 9, T3) =0,

S

partageant 1Y entve deay végions Eyoel Eyy telles que Jorsquion
passe de Epa 1) Jes coefticients des w; et des o, soient continus
alors que ceux des 4 subissent une variation brasque.

Dértvons |‘t"(l|1:|linn de S soil

(P) L XgWpb A Wy + Agly = A3W3 = O

Féquation du plan tangent @ cette surface de discontinuité: les

v . . . . dvij
coeflicients ;. sont continus, mais ni les yipe, ni les CIIA e somt
dwy,

continus lorsqu’on traverse S, Soit « une fonction quelconque,
désignons parv

(u]

[ variation brosque de cetie fonetion forsqu'on passe de B, a .
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Les conditions de compatibilite (‘im"maliqucs nous apprennent (')
que
Nijk
= a }\
[ dw, ] eMfks

on les 3k sont des coefficients qui ne dépendent que des trots
indices 7, j et A, La relation

Yijk+ Yjthk=0

nous nontre (In(‘,
Nisk=— Ajix-

Cherchons [&;;]: on a

Q= (w,/)'——z [w”(u))‘,],
&

or

done

, Mijx \ .
(wif) = J(;’e [tOe(-’kH'ZY:‘ik(wk);
e k IS

les variations brusques des w;; et (w;)" sont nulles par hypotheése,
donc

[24]=[(wi)] :2 Mijk o[ wety]

ou

[Qif] =‘—Z (Nijrae—Nijear)[ wews].

te,t)

Les &;; vérifient les équations (1) et (11) de chaque coté de la
surface S; écrivons, par exemple, I'équation £, = o de chaque
coté de S,

03 (La3)1 + 02( Q31 )1t 03(Qy2)1 = 0,
W (Qag)s+ w2 (R34 )2+ w3(Ry2)r = 0.

(') J. HADAMARD, Legbns sur la propagation des ondes, Chap. II (Paris,
Hermann). La démonstration donnée dans cet Ouvrage s’étend sans modification
au cas actuel.



Retranchons membre & membre.

0),[(.2:1; ] -t~ w-_.[&l;;, ] + wf\[Ql:] =0,
¢est=a-dire )

E A Dayh Ze oWy + A31hAeWewk Wy -+ Ak de We Wi ) = 0,

ek .
ce qui nous donne quatre (-qunlimn :

Iy 1ermes en o, wawg  — Aagatly - Aoz s+ Agyy 23— A313 %)

— N2y 2422y = 0,

PRI P9 « Waw30y == g3 Agpp %z ste Ayaalo— hya0%a = 0,
Ioa « Wiy — Kagy%o 4 Aago &3+ Ayar 2o — Aiao® = 0,
Tos L Wo W — Nagad -t Aago 2z 4 Agyy %o — Ag1o® = 0.

De méme, la condition
[ Qo1 ] 4 wa[Qoa] 4 »y[ Q93] = 0
nous fournit quatre ¢quations :

Iy termes en wywatwy  — Agga%a -+ Aggy%a + Agay 23— Agaz %y

+ Noaa®y — Aogy 23 =0,

(Mg ¢ Moy « o Wy Wy Ao10%s — Ao1a 20— Agao %y + Aoay &g = 0,

1P « Wq )3 g Nozo @3 — Aoaz %o ~— Nogo %s - Aoz @o = o,

Iy « Wy gy Mogo o3 — Koyg %y 4= Nogs %o — Noz0%y = 0.
Propagation de Uonde avee la vitesse de la lumiére. — Sup-

posons que le produit 2, 7, o, 05 soit diffévent de zévo, ¢’est-a-dire
que la surface d’onde ne soit tangente a ancan des hyperplans de
coordonnées a trots dimensions,

Multiplions Péquation Ty, pav o, lyy par oy, Toa par o, Iy
par a3 el ajoutons-les, nous obtenons une identité, le systeme (1p)
se réduit done dans cette hypothése a ses trois derniéres équations.
De méme, multiplions Hyo par oe. Hey par ay, g, ]ial‘ oy, 1oy
par 2y et ajoutons, nous obtenons encorve une identité; (L) se réduit
stémes,
analogues a (1) et (11,). on obticat un systéme de 24 équations a

Il

done ases trois derniéres équations. Si 1'on forme les 8 s



) lll(‘Ollllll(‘\, ({lll p(.'lll S ( crire :

41
@ = Noto @2 — Aoz @0 == Ao20 @1 — Noa1 X0 = Payy @ — Mgt &3 = Apyz %o — Ayz29s,
b = Roroxz— Mor3 %y = Rogo %1 — Aog1 2o = l-.m %3 — Apaa @y = Araa %3 — Maz s,

€ = hog1 ®a— Aoga®y = hyag®;— Aqar %o = Aagox3 — Rag3 e == hozadz— Auzazda

(I

d = Doy 2 — hog3 %1 = Ayzo% — hy31 %o = haza®o— Aagg®a = Jroa3 % — 7022 3.
€ = do20%3 — hoaz®o == Ag30 %z — Ao3s %o = Ag3a0s—— A3y %a = A1a3%y— Agqqds,

S = oatxa— doas &y = hoas @y — Aoz @3 = Ay33%— Ay30%3 7 Ayzo X3 Aeaa%o.
Considérons les équations qui contiennent les Ay, par exemple,

Aoro@a— Ag12a0 = @&,
Xoroa3— hog3®e = b,
No11@s— hoga ey = €’

Aonnay— honnay =d.
Multiplions ces équations vespectivement par
» aq 3, @& O, — Ugd3, Qgly,
ct ajoutons-les, nous obtenons
aayay— bayoy— cagaz+ dagay.
On peut établir de Ja méme maniére les 6 équations suivantes

axya;—bayas— capgaz+ dagay=o,
azya;—eayas+ f 2oay—dagag=o0,

bagay— e ayay—c xga;— f agay = 0,

(A)
—bagay+ cayzy—e agay—f aya;=o0,
aogay—dasay—+ e agay—f ayay = 0,
aagay=bagas-+ ¢ ayay+ dagay = o.
Ondes apparentes. -~ Si a, b, ¢, d, e, f sont tous nuls, on

déduit de la définition de ces nombres que

Nijk __ Nija ,
X R

quels que soicnt les indices ¢, j, &, k. C'est-a-dire

Aija=0;jaz.

oY . .o . .
Les ?%‘ subissent une variation brusque, mais cette variation cor-
n
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. - . ?+ .
respond a une onde spparente. Einvariant E S.’.,-jl r',»('j] ne subit

T
on (fﬂt‘lr aucune varration l)lll\qll(‘

[ Q4 ]:2 (ijran— rijnak)[wpwi ]

ko

I 'onde obtenue provient done du systeme de coordonnées choisi;
on peut Ja faive disparaitre par un changenient convenable de ce
dernier. Ce cas est <ans intérét paisqu’il ne corvespond pas a une
propri¢té absolue de Punivers et nons dirons quel'onde est appa-
rente.

Ondes bsolues, Nous divons que Fonde est absolue si a, b.
cody el f ne soni pas tous nuls, nous monteerons que ces ondes
correspondent & une discontinnite du bivecteur de courbure; elles
traduisent done une propricté ahsolue de Punivers, Pour une telle

onde, Je détermimant du systéeme A est nul,

o Ay Aa  — Ay Ay Xy Ay Ao %3 o
— gy o s Ay Ay %y 0 ag gy
Ay Ay — Ay Ay o ¢ TR 2p Ay
X%y Ay %y 0 o — g Ay Xy %y =o
%y X3 o Xo 2y Xy %ty o — Ay Qs
0 oy Xy Ao Ay — Uy Ay Ay Ay 0

Comme ce détermimant a ponr valenr

il faut que

Dans le cas d"une onde absolue la surface donde se déplace
avee la vitesse de la lumicre.

On pouvail établiv ce résultat d une antee maniére :

Supposons un instant que Ponde ne se propage pas avec la

vitesse de La lumiere; en dlautres termes supposons

nous pouvons choisiv en chaque pomt de Sle <yvsteme de référence
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de telle sorte que équation du plan tangent a la surface d'onde

soit
A g = O.

Reprenons les caleuls précédents, en supposant, cette fois,
Ay 7= Ay == A3 == O.

Il faut remonter aux systémes (1) et (1) et aux systémes ana-

logues. On en déduit
Xijk == 0,

s
7 j quelconqm-s, A diffévent de zéro, H en resulte (lmrzﬂ,‘j[eie_/]
(&, ji
ne subit aucun saut brasque a la traversée de S. L'onde considérce
n’est done quapparente.

Ce mode de démonstration est inspivé d’une méthode due a
M. Vessiot (1)

Réduction des ondes absolues. — Pour étudier les ondes
absolues; nous choisirons le systéme de réfévence d'une maniére
particulicre. Comme nous 'avons montré, on ne peut prendre
les ¢; de maniére que 2y = o, = ay = o, car les «; vérifient la con-

dition
3

2: p -
a? = o.

0

Mais, en tont point de S, nous pouvons choisir le plan eyey de
maniére (ue ay, = a3 = o supposons ce choix fait : le systéeme (111)
donne immédiatement @« = b= ¢=d = o etles valeurs des };;; sont
données par le tablean suivant :

X010 arbitraire, Xo1y avbitraire, hors = O, Ro13 = 0,
Ay
Xozo » Koay === Rozas &y Noga 22— fy ag hosz=—¢,
%o
- Aq . N
~030 » Koyt = - 1030, Ay ho32 == — €, ay A3y = f,
0
TN
Ai2o » Apa1 = = Ayag, g hyze=—Ff, a ka3 =e,
xy
Kazo " )31 arbitraire, Aagze == 0, la33=0,
N ay .
A310 » Aygg = “ ~130, ay 3= e, “0)‘133:f'
0

(') Comptes rendus, 1918.
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Nous n'asons pas atilisé toutes les équations du probléeme, par
exemple, Pequation (1) n'est plus une conséquence de (Ly), (1), (14);
il faut done 1eniv compte de (1)), (11,) et de leurs analogues

23 3
xg - A
. 0 1
— o102 b Aen @i f —-t =0
g Ay
2 2
al - .
0% 3
- f —Li—— — Rg1o%y -t~ Ao1i%y = 0,
%o Xq
3, 2
ag——a
. 0 ]
— Ao A%t € S— =0,
71571
] 9
xR at
Y by sy dg—  Aazp%p- == O.
Xp %y ‘

Dot L'on déduit
Roto @1 — Rop1 %9 == 0,

Aagoxy— hazi %9 = o,
(o2 2y
j(aﬁ 'I.Nad ) -— Y
e(a}-i-a?)=o.
Nous retrouvons ce résultat que si
ad + af o,
e et fsont nuls et les y;x ne subissent aucune discontinuité a la

traversée de S. Le choix particalier que nous avons fait du systéeme

de référence supprime les ondes apparentes. Nous devons supposer
aj+a? =o.

Ce qai signilie que la

gravitation se propage avee la vitesse de la

fumiére.
Prenons, pav exemple,

ot formons le tableau des sauts des cocfficients des €;;

wyw, Wy v, W, Wy W, w, W,y Wy Wy w,

Qogeerennnn vee. O 0 ) o o ()
Qogeenninennn.. 0 of e f7 o ie
Q03 e [ e —if —le o S
[0 7P o S — e —if o e
Qiygeninn. iiiee. O o 0 o o
Qy..o.ciivel.. O ie I e o iof

Sous cette forme, ces formules ne sont pas directement apphi-
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cables au cas réel des ondes de gravitation, car nous avons posé

ds? = (0y)1+ (w))2 + (02)2 4 (o).

>
aisons sur les wg, ¢; la transformation
Faisons sur les o, ¢; la transformat

ol = w, [DLEE YOI w3 == wy, wl==  Iwg;
> > 5 > > > > >
e, = ey, e, == e, ey = ey, ey =—1leg;

ds? = (W) (0?2)2 4+ (03)2— (n9)?
et
QO oz [ Q) Q2= 7Qy,, Q03 = Qo3

Q12 = Qyq, QW= Qy, 3 = Qj4;

posouns if = g, on obuent, pour le tableau des sauts des Q4 :

t< R
ww! w?w? w° w? w'nw? w!w’ w’w?

Qo1 ..., . o 0 [ 0 o o
Q2. L. o 0 o 0 o o)
Qo ..., o [ g & e e

-
Q2 ....... O o —g —_g —e e

13 —e —
QB ... 0 0 e e £ g

Qo3 ... o 0 e e — & — &

> >
Nous avons choisi le plan eye; de maniére que ay = a3 = o, cette
condition fixe la position de ce plan, mais non celle de e, dans ce
plan. Nous pouvons simplifier le tableau précédent en effectuant
une rotation du plan 2,3 autour du plan o,r1,

> > >
€s>= €5 COSA — €3 SIN A,
> > >

€3= €4 8IN X -} €3 COSA.

On obtient un tableau identique ou f et g sont remplacés par

‘e = g cos2a — esin 2,

f=gsin20 -+ ecos2a;
par un choix convenable de 'angle 2, on peut supposer ¢ = o, par
exemple, on obtient alors

> > > > > >
ZQ'/ ejcj = g(wl4+ o) e;—ey ) (w2e.—wmiey ).

(i)



— 60 —

>
Remarquons que le systeme de référence e;n’est pas entiérement
detin par les conditions précédentes. On peut encore faire tourner
- >
al M M
les veeteurs ¢y et ey dans leur plan. Cette rotation se traduit par les

Ormules

> > > > >
eog= egchb--e, sho, e, = e,
. > > > >
N ! ey == ey shl - ¢ cho, €[ == €3,
{ we = wich® —wish, w? = w?,
L [0, = —woshl - wicho, 0= Wl

Cote transformation (8) ne change pas la forme du saut du bivee-
) Re

teur de courbure, car
(g = ©,) = (wy + wy) (ch0 —sh0),

((;, :, ) = (oo 21) (ch0—sn0),

ol
TR ] NS 1\( s ;)
! il ee; b g(wot-w)\eg—e J\wrey— wies/,
(4/) |
ot
o (chb—sho) = g
Interpretation ocometrique des ondes. — P
nterpretation geomelrique des ondes. 0SONS
> > > > >
L= g4 ey, = ep— €4,
20 = " 4w 2Q iz w0 — !,
oI
—— > > > >
dM == QK + Q' E'+ w?e, + wiey,
ol

BNEZE >, > >
E Qijejej | =g QE\wles,— wle; ).

- ) N

Si Pon considére Tonde dans Pespace-temps & 4 dimensions,
Q== o est Péquation du plan Pangent a Ja surface de disconti-
. . L L .
nuité S, Les vecteurs e, ey, E' sont langents a S oce dermer vee-

-
teur B/ est tangent au rayon gravifique, le plan tangent a S

(P) W0 4 w'!'=0
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est, en c[fct, tangent au cone ismmpv

(W) — () — (w?2)2— (m?)?= o,

suivant ce vecteur E.
l.e vecteur i a une direction isotrope et n'est pas paralléle a P.
T'ranscersalité des ondes. — Interprétons géométriquement les
résultats précédents. La force qui agit sur un point placé en O, et
animé de la quantité de mouvement «f, a pour composantes

du’ :Z Yike UK 1°.
ke

Cette force ne subit aucune variation brusque puisque les */,ﬁ sont
continus lorsqu’on traverse S.

Remarquons ict que le vecteur duf, ainsi que les yiax, dépendent
du systéme de référence choisi; lorsque nous disons que la force
d’univers est continue a la traversée de S, nous voulons dire que
par un choix convenable de Z-. on peut supposer les y;x continus
en tout point de S,

Par contre, les dérivées des yiui subissent des variations que I'on
ne peut annuler par un chtoix convenable du systéme Zi. [’accélé-
ration seconde, qui dépend de ces dérivées, a done une disconti-
nuité en O. Son étude ne nous renseignerait qu'imparfaitement sur
Uinterprétation physique que I'on peut. donner a I'onde, car ce vec-
teur dépend aussi du choix des e;.

La seule combinaison des dérivées premicres des yiax qui ait un
sens absolu est la courbure, elle traduit des propriétés invariantes
de la force-d'univers; la courbure se manifeste comme on sait par
la différence des valeurs de la force en deux points infiniment
voisins,

Or, la saute du bivecteur de courbure est

> > >
g2 Q' \wie;— wiey ).

, . . . > > —

‘est. un bivecteur tangent a S, puisque e., e; et B sont paralléles
C'est un bivecteur tangent a S, » ey, t E' sont llel
a P. Nous dirons donc que l'onde est transversale.

Géométriquement la courbure peut s'interpréter au moyen d’une
transformation linéaire homogeéne :



Considérons en O iin contour infiniment petit (F) représenté par
un biveetenr dont les projections sont [ofw/]: considérons un
pomt M(xo, . 1 ry) de Pespace tangent en O el

M=M+ dM.
r
Le transformation infinitésimale T. qui fait passer de P a P, oest
détinie par
-.1?[: :l‘i-i—v xl"ﬂi
s !
3

ou des [oiw/] jouent le role de coefticients. Soient T et T7 les
transformations qui correspondent & deux points voisins séparés
par St la transformation [T] =TT~ est définie par

ﬁ%ExH%L

¢ est=a-dire
Sk = 0,
(] — = g[ Q] 2! — g[Qw3] x¥,

222 = — g[Qu? (204 2!),

L 2ad = 4 o[ Qw20 4 .r").

L'examen de eces formules montre que le vecteur ui jomt un
point M au poinl [TI M est paml]éh‘ a P: de plus, seules les com-
posantes [Lw?] et [Qw?| de (T) sur le plan tangent a S inter-
viennent dans expression de [T].

Les considérations précédentes justifient le gualiticatit de trans-

versales que nous avons donné aux ondes de gravitation du second

v

ordre.

II. — LE CHAMP DE GRAVITATION D'UNE CEPHEIDE.

Nous allons aborder maintenant un probléme d'une nature diffé-
rente : nous chercherons les espaces d’Einstein, & symétrie sphé-
rique, dans lesquels fa courbure est fonction de r et ¢, el non plus
seulement de - comme dans le ds? de Schwarzschild. Cette élude
nous a ¢té suggerée par le probleme des CGéphéides. lmaginons un
astre sphérique en pulsation; nous entendons par 1a que chaque
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molécule est annmcée d'un mouvement oscillatoive le long d'un
rayon de l'astre antour d'ane position moyenne ; nous supposerons
que la densité a 'imtéricar de Vastre ne dépend que du temps et de
la distance au centre; Pastre est soumis, en somme, a une pulsation
d’ensemble. Certains astronomes considérent que les étoiles variables
du type « Géphéide » sont des astres sphériques en pulsation.

On peut se demander si un tel astre n'émet pas d'ondes de gra-
vitation sphériques, ondes périodiques dont la péridde serait juste-
ment celle d'une pulsation. Le probléme ainsi posé est différent de
celui que nous avons étudi¢ dans la premicre partie, car st une
Céphéide émet des ondes de gravitation, ces ondes sont continues
et n'appartiennent pas au type d'ondes de discontinuité que nous
venons d'envisager.

Cherclhions done le ds? extérieur d’un tel astre.

Choix des notations. - Pour cette étude, 1l est commode de
fixer d'une maniére particuliere Ie systéeme de coordonnées adopié.
Soient O le centre de astee, M un point de Punivers et ¢, 1, u, ¢
les eoordonnées de M. Nous imposerons a ees coordonnées les con-
ditions suivantes :

Le ravon OM a pour équations

uw = const., ¢ = conslt,

L’équation d'un rayon lumineux, qui se propage suivant OM,
est r == t == const., r est une variable d’espace et ¢ une varable de
temps.,

La sphere de centre O, ui passe par M, admet pour ds?

2 2
e 0 =5 |
qui est bien le ds* d'une sphere.

La condition imposée aux vagiables 7 et ¢ siml)liﬁcm le pmbléme,
car si nous trouvons qu'il y a propagation d’ondes, 'équation de
ces ondes sera

r 3= ¢ = const, ™

Le ds? de Pespace-temps est

dst = (@0) — (@) + (w?)i— ()1,
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ot

wd= f(r, t)dt. wy = Wi
otz f(r t)dr, Wy = —

du
w?= g(l'. t)—> ©y = [OLN

) u

de
ot =g(r, ty—>» Wiz — w?,

u

[ et g sont deus fonctions inconnues.

Mise en éguations. — Les wi; sont détims par les conditions

. ’ N
W, = wji== 0, () = wijwl,

/

leur coleal ne présente pas de difticulies

v df 1 d 1 d
vy T o= KO —!m‘, Mgy = —— iaf w?,
I oar Jr oot Sf& d¢
) 1 Jg 1 dg
@yq = o -/—Z- dg w3 e = ]Z’ d—f w2,
| B g I
0 g - 7;‘: :)-,— n3, Wy =% — 2 w?

Enfin, les composentos du bhiveeteur de courbure défimes par

Qi = (("i/' )——2 [O)iku);fj
k
sont
Q= Do, Qpy = Blwtw?] - Clwow?],
Qpy = — Blwtw'j— Glurwd ], Qp=Alwlw?] -+ Blwtw?],
Qu=—Afoto | —Bjwrw?], Qyy = d{w2w?),

ou lon a poseé

Do 1 [orlegf  dlog f
ST e T Tam P
g | Z& _dlogfdg dlogf 95],
fre |l drot Jr  Jt dt  or

. v [ dg dlogfadg dlogyt dg
T figl| 9 T T ot T ar «7}:]'
A 1 | od*g dlog fdg dlogf ()éfJ
e FEl e T e a T o o)
a=— |- L(‘E)’_L(?é’)’].

- e f\or S\ ot
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Portons ces valeurs dans les systémes (1) et (11) de la premiére
partie, on obtient le systéme

D=d, B=o, 2A-+d=9, 20—d=o.

Posons
—_1
2

J=9

La combinaison A + C = o donnc

gl 9 dg]
| ] nleg]-

1l existe done une fonction 6(r, t) telle que

d" . d_ﬁ dy _ 00
Yor —at'  Yor T an
Portons ces valeurs de 2 ')—- et 2 > dam I'équation B =o, celle-ci
devient
200
arr 9o T 7
donc :
v b= fi(r—t)+ fa(r+1t);
p()st)ns
xr=r—1I, y=r--t
el
. dx . a
Foz) = - [ =22, T, :~f—L
(=) fi(z)’ :(7) fa(r)
I'équation
o 0 g 0 _
or ar ot ot
s'écril

dg , 0
fi®)gg ~ fagy =0
d’ou il résulte que -
gz, y) = g[Fi(z)+F(y))

LI _“fl z_f;‘!_.
f’ ? IFI glFI‘

De plus,

Portons ces valeurs de f et g dans lequatlon A—C+D=o,

celle-ci devient
(E_:') “+2 éy—; = 0.
& &
LVI. 5



k et m désignant deux constantes.

Portons enlin dans A - (. 4- d = o,

(1)

Deuy cas sont @ examiner séparément :
1" A=1. Onaalors
AT

Comme f, est une fonction de g seal et fy de )y seul,

et g oest une fonction de V4 F,. cest-a-dive de z + y =r.
Posons g(r)=r,. La relation g’

—— — montre que
o
fal
ry+omlogiri—om)=r.

Enfin. # *== / nous donne

S TN
refi=n(-%)

2° Lk = 1. Nous allons montrer que eetie hypothése nous con-
duit a la méme conelusion

fi= Lo &

done K =1.
En effer, <i /-

1 o'est pas nul, la quantité

iy
AT

est fonetion de Iy = I, d"apres Péquation (1). Done,




ce qui s'éeril

on

(Si—=I)S 2= fy?) =o.

2a. Si fi 4 [, =0, 0 est ramené au cas o kA = 1.

2h. Sif,—f,=c,ona
fi= o=t
2¢. Si fi— f,=o0,0na
Jio= [y 4 const,,

et comme £ est fonction de & seul et £, tonction de ) seul, on en
conclut quuj; et f; sonl constants.
Admettons done un instant les conclusions de 26 et 2¢ :

Sy ’ . ’ L L
Si=¢y,  Sfa=c Fi= = Fy= —-

L’équation devient

"

N N N S S A
24 (z - c’) +~ (A 1)5'(0' . c.,>-—0-

Si k # 1, g est done une constante et I'espace est euclidien.
L’hypothése A 21 n'est donc pas-admissible et la solution est
celle obtenue au n° 1.

Nous allons montrer que le ds? ainst obtenu n’est autre que
le ds* de Schwarzschild : '

Introduisons partout la variable ry au licu de r et remplagons ¢
t r 2 4. .
et I par ; ¢l 75y nous aurons pour ds? de notre univers

ds? = (o) — (w1)? 4 (w2)2— (w3)2,

i
am\?
W= {1— ~— ) gt
ry

/ 2m
w? =z (]— —) d’.lv
”

du

W= r; —
1z
dv

WYz py —
w«

avece

-
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Le ds? d'une sphére pulsante et done le ds? de Schwarzsehild :
Paction gravitationnelle de cette sphére est done la méme que
elle était au repos, et Pon ne doit pas "attendre a observer des effets
de gravitation particuliers aux Céphéides.

T, — LA PROPAGATION DE LA GRAVITATION ET LE RESULTAT DI LAPLACE.

Laplace avait ¢tabli que si atiraction newtonienne se propageait
avee la vitesse de Ta Tumiére, les longitudes des planétes contien-
draient un terme proportionnel au carré du temps ou, ce qui esl
équivalent. que les demi-grands axes des orbites planétaires con-
tiendraicnt un terme séculaive du premier ordre et de genre zéro.
Ce phénoméne, s'il avait heu, introduirait dans la longitude de
notre globe une inégalité atteignant 20" au bout d’un an. Une telle
inégalité n'ayant pas été constatée, Laplace en avait conclu une
propagation qudsi instantanée de la gravitation.

Nous allons montrer dans ce parvagraphe que le résultat pré-
cédent n'est pas en contradiction avee celui que nous venons
d’obteniv.

. Examinons ce que dit Laplace a ce sujet @ Laplace considére
Pattraction comme produite par Uimpulsion sur les corps attirés
d’un fluide se¢ prapageant avee lavitesse de la lumiére; par un rai-
sonnement en tous points semblable i celur qui permet de calculer
Paberration de la lamiére, Laplace montre que Ja force d’attraction
dout présuntei' elle aussi une déviation Joesque le point attiré se
déplace avee une vitesse ¢, Cette déviation a la méme valeur que
P'aberration des fixes ¢ sine o designant Pangle de la vitesse ¢ avec
le plan normal au rvayon vecicar. Tout se passe comme si un astre
en mouvement éprouvait de la part du milien une résistance pro-
portionnelle & la vitesse et il en résnlte dans sa longitude un
terme 3 vlnt|.

2

On a pu étre surpris que la loi d’attraction cinsteinienne ne com-
porte pas les mémes conséquences puisque cette attraction se¢ pro-
page avec la vitesse de la lumiére. A vrai dire, on n’a pas cu a sc
préoccuper de cette contradiction apparente, car on a calculé
directement les lois du mouvement planétaire en partant  des

¢quations de la nouvelle mécanigue et non en appliquant des cor-
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rections a l'ancienne mécanique. On a pu penser par la suite que
si le phénomeéne d’aberration de la force qu’avait prévu Laplace se’
produisait réellement, il était compensé par d’autres phénomeénes
tels que la variation de la masse avec la vitesse; en d’autres termes,
les lois de la nouvelle mécanique n’étant plus les mémes, les calculs
de Laplace perdaient toute signification.

Mais si la raison est satisfaite par lc point de vue que nous
venons d’exposer la curiosité ne Vest pas et nous pouvons nous
demander s'il n’existe pas réellement un phenoméne d’aberration
pour les forces de gravnl.mon

De plus, si 'on examine la question de plus prés, on est surpris
par ce fait que les différences entre la nouvelle mécanique et 'an-
cienne sont toutes de 'ordre de ¢? alors que le terme introduit par
Laplacc est de 'ordre de v, il est donc étonnant que ces termes se
compensent. Nous allons étudier cette question et montrer que,
quel que soit le point de vue auquel on se place, Uaberration de la
force d’attraction cinsteinienne est de 'ordre de ¢3,

Le phénoméne d’aberration de la force d’univers. — Con-

sidérémeum espace euclidien, régi parla cinématique de Minkowsky.

S
Soient e, e, e, e4 le systéme de référence, et

. 3
dstz= de? ——2 (dzt).

Soient X!, X2, X3, X0 les composantes de la force d’univers; ces
quantités dépendent de la position et de la vitesse du point d’ appll—

dx?
cation. Solent ' — s les composantes de la quantité de mouve-

ment d’un point M, m, sa masse au repos,

viz . et vz (1) (02) 2= (93)2,

6[]* a

L o

w= my(1— 2y %,
la vitésse de la lumiére étant prise pour unité. Les équations de la
dynamique s’écrivent

du?

T = X;.
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On en dedun -
cdmy

(1— 1) = No— X' — X2, — Nig,

Hypothéses. - 1. Nous supposerons que Pétat interne du point M
ne change pas; en dlautres termes, ce point n'absorbe ni n'émet
d’énergie. done

dm,

ds

= o, d’olt \ov= X \Xig,

IL. La force dunivers dépend de la vitesse du point sur lequel elle
agit: désignons par I, (_\f,) la force qui agil sur un point au repos
par rapport an svstéme de véference. Considérons maintenant un
point ammé de favitesse ¢'== ¢ ¢2 0. 0% = 0.°00 ¢ estune quan-
LEé trés petite que nous prendrons comme infiniment petit du prin-
cipal. Soi 1y N4 Ja foree qni agil sur ce point; nous supposerons
que les X7 ne different des Xf, (que par des termes du second ordre
en ¢. Nous verrons que c'est le cas de la foree dattraction einstei-
nienne,

>

Nous considérerons. en outre, un systéme de référence e}, animé
par rapport au premier de la vitesse ¢ et nous désignerons par Y/
les composantes de la foree ¥ dans ce systeme.

Laberration de la force d’umivers est susceptible de trois deéfi-

mlions :

1* On peutappelerainsi Fangle A5 que fontles veetears X:, et X7
ces vecteurs sont rapporlés au méwe systéme de référence: ¢’est
Paberration pour un observateur fixe.

2° On peut appeler abervation Pangle Ao" des vecteurs X/ et Y2,
Clest la déviation apparente de ¥ pour un observateur primiti-
vemenl au repos pni.». entrainé avec le sysléme Z

3° On peut entin considérer angle do que font les vecteurs X
et Yi. Clest Paberration telle que la mesurerait un observateur

~

d’abord fixe el observant la foree ¥y, puis mobile et observant la
0y }

force IV, '

Nous allons montrer que ces trois angles Ag, A9', dyp sont des
infiniment petits du second ordre. 11 en est évidemment ainsi de d¢
puisque X{ et X7 ne différent que par des termes de U'ordre de v2,
11 suftit de le démontrer pour Ag'.
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l.a force d'univers ¢tant un vecteur, on a

Xe—pX! No—¢Fcose
= = )

& = :

: yr— et VIi—?

= N — ¢ Xoe = Feosg— ¢ \e
Viee Vi—er

-

y*=\2=Fsing, i=\v=o,

en supposant les axes choisis de telle sorte que Fon anl

\X!'=F cosg, \2= Fsing, \3=0;
posons
Yi= Fleosg', Y2 = F'sing’,
on aura
L =1 !
T == g —
KT g Y ¢ \¢
11— 33
Fcosg

d’ou, en se limitant aux termes du premier ordre,

0
Ag' = — vsing.
¢ F ¥
11 y a donc bien un phénomeéne d’aberration de la force d’univers
analogue a celui qu'on observe sur un rayon lumineux. La déviation
subie par un rayon lumincux est ¢ sing, clle est du premier ordre,
la déviation de la force d’umivers différe de la précédente par le
.o X . . .
facteur —1}9, or ce facteur est aussi du premier ordre en ¢. En effet,
la relation
N0z ¥ Xy
devient ici
NXv=TFe¢cosy,

on a donc
A’ = vsing cosp = ¢ sing ¢ cOS P,

La déviation Ag’ est égale an produit des composantes de la vitesse
paralléles et normales a la foree. Cet cffet d’aberration est donc
aussi du second ordre. On voit que ¢’est Uintroduction de la com-
posante de temps de la foree qui réduit Ueffet d’aberration a un
effet du second ordre.

En résumé : quel que soit le point de vue auquel on se place, la
déviation de la force d’univers est de Pordre de o2.
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La force d’attraction d’Einstein. — 1l nous reste a montrer
que la seconde hypothése du paragraphe precédent est vérifiée pour
la force d’attraction einsteinienne.

On sait qu’en relativité généralisée, la force n’est pas un vecteur,
elle dépend du systéme de référence. Nous pourrons cependant la
définir pour le ds? de Schwarzschild en fixant ce systéme de réfé-
rence. Le champ de gravitation d’un point de masse M est régi par
le ds*

dst = (w0)2—(w!)1— (wt)1— (W),
ol

T ar M3
W = de, wi=s (l -+ ;—;) dx!,

rr== (a1 ) ( 22 )2 (23).
S A >
Nous prendrons comme systéme de référence quatre vecteurs e;
tels que
— >
dM = E wlel,
Il est facile de déduire des identités

: () = 2 [whwt]
les expressions des w;; : -

M/  M\—t M\
We =D — r (l-—— —) I — — — )y,

2r ar r

M M\ zyw/ — zjw!

w”g -— | e — —————— @
r? ar r,

. ‘ , . ; w? L.,
Soient m, la masse au repos d’un point, uf = m, 7, S quanuté. de
mouvement, les équations de la mécanique.

>
d (E u‘e,) =0

nous donnent les composantes de la force d’univers qui agit sur ce
poml

pdu M M~/ . M -3yl Ty Ut Ty W
et BBy (e B i,
dut M/ M\~/ . M\=3z!
P
M M \=3 0t 2, < ud @y u?
Gt B St
— 5 (1= 35)7 ST+ (pd (o)
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On peut faire ici une remarque curieuse : cette force est la
résultante de deux forces

foo= S Lftnw =+ fayurs flw),

—>
(F.)
Al)““_ﬂ‘ —!l-_>~1(l-+‘—M> —(u°)2

27 2r
ﬂ:o, .
.M M\ S ulz 4+ ua,+ulay
@)  =*al-a) ; :
M M\~ 2 '
( — 5 (1= 35) Rl ()]

F, ne dépend pas de la vitesse, nous l'appcllerons force de gravi-
tation ; elle peut s’écrire

o M/ M
Sft= dw' ou V-_—f—- '_—:(l— ;)d:-,

cette fonction V vérifie ’'équation de Laplace
leq P

AV = 2:’{:

" La force F, ne dépend que de la vitesse du point et son travail est
nul, nous Yappellerons force centrifuge.

Nous développerons sans doute dans un autre travail I'étude
du ds? de Schwarzschild et de la force F. Pour le moment, conten-
tons-nous de constater que la force d’univers qui agit sur un point
dépend de la vitesse de ce point, mais que les termes qui con-
tiennent cette vitesse sont de U'ordre de ¢2. L’hypothése II de la
page 70 est donc bien vérifiée.



