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SUR LES ONDES DE GRAVITATION;

PAH M. IT. MENEUR.

ÎNous nous sommes proposés, dans ce petit t ravai l , d étudier les
conséquences que comporte la théorie d'Einstein au sujet de la
propa gal ion de la g r a v i t a t i o n .

Ce I ravad coniprend t ro is parties :
I . Dans I.) premjère par t ie , nous éludions les ondes de disconti-

n u i t é du second ordre; nous montrons qu elles sont de deux sortes :
les ondes apparentes q u i proviennent d un choix défectueux du
système de référence et les ondes absolues. La réduction de ces
dernières par un cho ix convenable des axes nous permet d 'établir
leur I ransversal i té .

I I . Dans I . î deux ième part ie, nous cherchons si un astre en pul-
sation sphér ique du tvpe « Céphéide » émet des ondes de gravi-
t a t i o n et nous établissons q u ' i l n'en est rien.

I I I . Dans la dernière par t i e , nous montrons qu ' i l n 'v a pas oppo-
s i t ion entre le f a i t que la g rav i t a t ion se propage avec la vitesse de
la l umiè re et un r é s u l t a t classique obtenu par Laplace sur les
conséquences de cette m'opa-alion.i i i < '

I . — ONDES DE DISCONTINUITE DU SECOND ORDRE.

i\ o / f f t / o / f ^ ' . - Soient K un espace-temps a q u a t r e dimensions,
,/•(,, ./',, ./.j, ./'y les coordonnées cur\ dignes d un point . Nous nous
conformerons a u x n o t a t i o n s employées par M. E. Car tan( 1 ) . En
chaque point M de E. choisissons arb i t ra i rement un système de

quatre veèleurs ^p, ^,, ^_>, ^3. Le vecteur //M, d'origine .r, et
d extrémité ./•(• -\-(i,r^ a pour expression

—> "̂ n ~^
d^ == ̂  (^/e/ ;

l'—.O

( r) Cf. CAKTAN, Bulletin d'zs Sciences Mathématiques de France^ 1919 -1920



:̂ ^l
 —

les (»)/ son! (les formes linéaires par rapport aux diflerentielles //.//.
l.r ds1 de E csl

:!

^2==V(0),)2.

Nous supposons que -E vérifie les équations ^i»i\ itatioiniclJcs
<i Kin^h'H. ^\()us diroils qii(* E csl un ('sj)!^'^ (l\Kin.s(ciiï.

l.cs dcrivccs cxIérK •lires des w^ penveni se methc ( i . i t ie iii.iiiK'i'e
cl (i une seule sons In forme

(tO;/==^[(D^^A-],

*==o

où les G)/A vér i i ie i i l , en outre, les condidons

^/Â--t- W/lz-- <».

t»»f*=^TM-//^//

^=o

s

^•y== (^<7y—^,[^fc"ff'] ^^Yf/A/ l t^/^Â |-

e»0 (A,^)

^^ I ̂  ̂  1
Le Imecleiir ^,^/y e i e j \ esl llu invariant vectoriel (jiii défiliit Ja

(', /}
courbure de E. Les yijhk ï»ont 1̂  eom])osall^es du tenseur de
Hieniaïui-Christofiel elles sont au nombre de 36, car

^tjhk == — T7f7tJl== — Tt /Â -A-

l.es eomi)os«Hiles (lu bivecteur de conrl)iire veritieiit les ci)it-

dilioiis
Q® == coi Qi3 4-wiûai 4-^a ^11 == o>

— ûi = (x)2Û3o-t-ttfîÛot-^ ^o Ûi3 == 0,
Ût== (*»3Û»i-t- (OQ Ûod- t*j|û)e ==• o,( 1 )

— 03 == cooûit4- o>iûio4- <»>iûçi = o;

rîo = tùi Ûoi -h (»»tû<t-1- t*>3Û03 =0,

Ht == (0,ûio-+- W»Qlt-<- 11)3 QI 3 == 0,

ITi == COo ÛIQ •4- (Ot fin -h tri3 Q»3 == 0»

11) == 0)0 Û33 4-UiÛ3t •̂  bi{ Û3l == 0.

< f i



Les équat ions ( I ) sont les équations d Einstein, les équations ( I I )
soni les ident i tés c lass iques que vendent les composantes de la cour-
bure d'un espace quelconque . Ces équations expriment que 8 former
tnl inéaires sont nul les ; elles équivalent en apparence a 8 X 4 z= 3a
condi t ions , mais les premiers membres des équations (H et ( I I )
sont l iés par les 6 re la t ions

MI Qo— 0)0^1 -+- tOaIï.i— lOsIli === o,
G O ^ O O — — (OoQa-t- 0)3111 — M i ï l 3 == 0,

0)300——^0^3"^ t^ l l î î—(^î l ï i^O,

tût Uî — ù)a ûi +- (03 lîo — MO ÏÏa === o,
t<)3 0,——(j() i Û3-+-OaIIo—(00"; ==0,

tnjj Q.i — t»):} QÎ 4- U)t ITo — trio "1 =-=' 0-

l.es é ( i ua l i ous de la ^raviladon einsteinienne se réduisent donc
à 26. el les comj)osantes l inéairement indépendantes du tenseur de
Ricmann-Christoirel sont au nombre de 10.

O i i f i r s < 1 < » d j s c o n f i i i d i t c du second ordre. I\ous nou-s |)ro|)o-
sons de c l ic rchcr s i l | )ci i t < ' \ i s | c r dans l?espace-tem|)s 1̂  des dis-
c o n t i n u i t é s dn .second oidre. INous appellerons ainsi nnc .surface

(S) /(^O. ^1, ^2, ^^) == 0,

| )arta^eant 1^ cnire d e u x régions 1^, et E.^, tel les que lo rsquon
j)asse de I ^ i a 1^, le^ c o e t t i c i e i i t s des (^j et des ^) / , soient cont inus
alors que ceux des i^/y s u b i s s e n t nue variat ion b rusque .

Dérivons l ' é q u a t i o n de S. so i l

(P) . ^o^o t ^i ̂ i +- a-z^î-^- 0130)3 = o

l é ( i u a l i o n du i ) l an lancent ;i ce l le surface de d i s c o n t i n u i t é ; les

coefticients ^/y/, sont c o n t i n u s , mais ni les yijhk^ m les ^ I L / ^ ne soni
W)/^

continus lorsquon lra\crse S. Soit n un(1 f onc t ion que lconque ,
désignons (»ar

["]

|a v a r i a t i o n b r u s q u e de ce l le toncl ion lorsqu Ou passe de E( a E., .
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Les condi t ion^ de compatibil i té cinématiques nous apprennent ( < )
(|iie fë]-1".
ou les ^ijh sont des coefficients qui ne d ('pendent que des trois
indices /, j et A'. La relation

T^-^-Y/ /À-= o
nous montre (|ue

^ i ;^^—^y/*-

(Jierchons j S2/y j ; on a

£2/,=( to^y—Vt ̂ ik^kfY
A-

or

^//^^Ti/^tOÂ-,
/c •'

donc

(^/y-^^[^^]^^Y,/^(^y;«•.A e /<
les variations brusques des ç»)/y et (^/y sont nulles par hypothèse ,
donc

[ °</ ] == [ ( t 0»/ )' 1 == ̂ j )l'/^ a^ [ ̂ t0^ 1
e, K

OU

[ ^< / ] ==^(^,/Â-ac—^,/«.aA)[^tOAl.

^.*)

I.es i^y véritient les équations ( I ) et (11) de cliaque côté de la
surface S; écrivons, par exemple, 1 équation i2o == o de chaque
côté de S,

^(^h-^- 102(031)1-1-0^(^12)1== o,
a}l(u23)2 + ^(^l);-^- ^i^ûi^î = 0.

( l ) J. HADAMARD, Leçons sur la propagation des ondes^ Chap. II (Paris,
Hermann). La démonstration donnée dans cet Ouvrage s'étend sans modification
au cas actuel.



Het ranchons membre a membre.

0),[<J^J 4-oj;[^:{ij ^-o):t[o,,] .=^0,
c e si -('(-dire

^ (^sU^^c^/.^i 4- ^3U-^(«^^Â-^2-^^i-;Â:a<.^<.^oj3) = o,
<',/>•

ce (|in l i ons donne q u a t r e équa t ions :

/ loo termes en ojio^o^ — ̂ a-i'h ̂ as-h \î^ a.i— ^na,

^ — — ^ l 2 1 » 2 - + - ^ 1 2 2 a , == 0,

( 1 0 ) < ' ^O1 (< ^S^î l t^O ——^3 l3 a 0+ -^31oa3 - ^ - - ^ l 22«0——^ l îO^ î ^O ,

f ^0» << (Oj 0)0^1 —^.•îao-î-Xsîio0^^^!0^—^i2oai=o,
\ l0^ • t0o^l^2 — — ^ 2 3 2 a o - T - ^ 2 3 0 a 2 - + - ^ 3 1 l a o — — ^ 3 1 0 a l = 0 .

! ) < • iiieinc, l i t < > o l l ( j i l i o l l

^ i l ^ o i ] ^-^[Oo.J+^to^]..-. o

nous f o u r i n l ( j U t i t r c c ( j uahons :

/ Iloo termes en (0,0^3 — À,,.a., -h ̂ ^, r- Àoî , 03— Xos^a ,

^ ^ - ^ 0 3 2 0 ' ! — X o 3 i 3 t 2 = = 0 ,

( l t 0 1 ^ ^t << ^0^)1^2 ^010 a2— ^012^0— ^osoa i -+ -Xo2iao==0 ,
1102 " C02to;{^0 ^ 0 2 0 0 t 3 - — ^ 0 2 3 a o - — > . 0 3 0 a 2 - + - X o 3 2 a o = 0 ,

110:1 <( t l )3^ot0l ^ o l o a : t — X o l 3 a o ^ ^ o 3 l a o - - X o 3 o a l = : o.

P r u f m ^ < i l i ' n f i ^ f r rciule n\^c Id vitesse de la lumière. — Sup-
posons que h. p rodu i l a^ia.^ soit dineri-nl de zéro, c'est-à-dire
que Li surface d'onde ne soit tangente à aucun des Jivperplans do
coordonnées a trois dimensions.

Mlil l ipl ions l ' équat ion Io, par Oo, I o , ()ar a,, To, par a,, ïo3
par 03 el a jonlons- jes , nous obtenons une identité, le système (lo)
se r édu i t donc da i i< cet le hypothèse a ses trois dernières équations.
De même, m u l t i p l i o n s l» , , par ̂  \\^ par a,, \\^ par a,, IIo3
par y^ el a j o u t o n s , nous obtenons encore une identité; (llo) se réduit
donr a ses trois dernières équation.s. Si J'on form^1 les 8 systèmes.
<malo^ues a ( I o ) et ( 1 1 ^ ) , on oh l ieu t un système rie 24 équations à
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^4 inconnues, qui peul s'écrire :

a == Xoloas— Aoi2ao= Xo2oai— ^021 ^o -• ^233 » i—^•231^3== Xi^a.;— ^ 1 3 2 ^ 3 »
0 == ^OlO^—— ^On01») = ^OSO3 '! — ^031 "0 ̂  ^231 ^2—— ^".IS2! == ^ ISS 0 1 ?—— ^l^'»!»

c == Âoii04— Xoi-s ai = }.i,o ai— ^131 ao :— ^230 ̂  — ^233 ao :r- ^032 ̂ — ^033»!»

" == AOH 03— Àoi3 ai == ^130 a,— ^131 "o == ^232 ao— ̂ o0^ ==- ^023 ̂ — ^021 "s-

ff == ^030013 — Aos3ao == ^030 04—— ^032'^O == ^132 a!—— ^131 a2 =;-' ^123 ̂ ï —— ^111 al»

/= ^Oll»»—— ^filî «l == Xe^Oli—— ^031«3 == ^133 a 0—— ^130^3 = ~- ^lîO ^l—— ^««Û.

(.onsid^rons les équations qui contiennent les ^y^, par exemple,

^oio<*i— ^ois^o = »,
^OlO^—— ^013a0 == &»

^onas—^oia^ i == c,"

AOII^S—^•oia01! == ûî.

Multiplions ces équations respectivement par

«lai» —ai«î , — a9<X3, ae«2,

et ajoutons-les, nous obtenons

004013— bai0i^— caoa3-h ^(XQ^X'

On peut établir de la même manière les 6 équations su ivan î e -» :

00183— b ai 04— c ao«3 -t- doL^y.^ === o,

aa^oij— ^ a, OL^-irf y.^^— rfaïOlo == o,

6 a; «3 — <? a i a3 — c «o ai —y <xo «2 = ^^

- b O.Q ai -4- c 04 a^ — e «9 «3 —y 04 «3 == o,

000X1 — rfa^a^-i- e 010013—y ai 03 .=: o,

a'ao01:»-^"1^ aoa3 -h c «1 «2 -+- (^04013 == o.

^)

Ondes apparentes. - Si «, 6, c, ^, <>, / sont tous nuls, on
déduit de la définition de ces nombres que

^ifk __ ^i/h
Sfc h9,

quels que soient les indices i^j\ k^ h. C'est-à-dire

^</<f= ®<;aA-.

Les —L/c subissent une variation brusque, mais cette variation cor-



y f ^ ^ 1répond < i une onde . : p p . > ! ' e n ( < ' . L i n v a r i a n t ^^ /y ^,^y ne subit
'". / !

en eflet aucune \ar iahon puisque

[ Qif ] == V ( \,,k ^h — ^ifh ̂ k)[^h û>* ].

1/onde o b t e n u e p r o v i e n t donc du ^ \ s | émc de coordonnées clioisi ;
on peut la f i l i r e d i î - 'p t inn i re ] ) < ï r un cli.in^enieni convenable de ce
dernier. Ce cas est san^ i n t e r e l ( ) i i i ^ < m i l ne correspond pas à une
propriété absolue de 1 u n i v e r s cl l i ons d i r o n s que.;! onde est appa-
rente.

Ondes n l ^ o l u c s , \ on^ d i r o n s ( i n e l o n d e es ta l ) so ln ( t si a, b.
(\ </, <\ f n < ' son! j ) a s t o n s n u l s , nous montrerons (lue ces onde.s
correspondent a une d i s c o n t i n n i t » 1 dn l ) ivec lenr (!(» conrhnre; elles
t raduisen t donc u n e p ropr ic lc . ; l » ' ' o l n e de 1 Univers. Ponr une telle
onde, le d é t e r m i n a n t du s y s t è m e A est nid,

o ai a; — ^ - i ^ ^o31! ao a3 0

— a l o c ^ o a, 3(3 ^ > » 3 < i ^ ao a3
ai 03 — a ; 03 o o ^o^ i ao'x•»
ao 2(3 ^us^i a2 3(3 0 ,03

a, a,, o ai a,
«^03 a n a î — ^ 1 0 3 a i« , o

Omimc ce d é t e r m i n a n t a pour v a l t ' n r

f a u t (|iie
a h +' ^ T '^r a •"» ""r a ̂  '^ ° •

Dans le c < i s < l ' une ninl^ <//AS'O///^, la sur face (J'oluic se déplace
n^ee la v i t e s s e de la l i i D i i e r e .

On ponvail e ta l ) ! I r ce résul tat d'une antre'manière :
Supposons nn insi.inl (|ne l'onde ne se propage |)as avec la

v i t e s s e de la lumière; en d ant res termes supposons

a/, - a- -\- 3(-> a:. -̂  o.

nous s pouvons c h o i s i r ( M I c h a q u e po in t de S le système de référence



de (elle sorte que 1 équation du plan lancent a la surface d'onde
.soit

ao0)o -=-0,

Reprenons les calculs précédents, en supposant , celte fois ,

ai r= a; =r 03 = o.

I l faut remonter aux systèmes ( I ) et ( I ] ) et aux systèmes ana-
logues. On en déduit

^/Â - o,

'f t J quelconques, A différent de zéro. 11 en r é s u l t e que ^^ /y ^'^/J

ne subit aucun saut brusque à la traversée de S. L'onde considérée
n'est donc qu apparente.

Ce mode de démonstration est inspiré d 'une méthode due à
M. Vessiot (1).

Rèductioji des ondes absolues. — Pour étudier les ondes
absolues, nous choisirons le système de référence d'une manière
particulière. Comme nous 1 avons montré, on ne peut prendre

->
les Ci de manière que ao == ^ i == ^2 == o, car les y.i vérifient la con-
dition

i;«?=o.
0 '

->• •>

Mais , en t ou t point de S, nous pouvons choisir le plan ^2^1 (HA

manière que OL^ ==: ^3 == o ; supposons ce choix fait : le système (IÏ1)
donne immédiatement a = h :=- c == cl == o et les valeurs des 7./^ sont
données par le tableau suivant :

X O I G arbitraire, ^011 a rb i t ra i re , ^012== °? ^ o i s ^ O i
3(

À O S O )) ^021 -""-— ^020; ^ ^022 --':— fi ^ ̂ Oî3 ==::: —— e i
^•0

, ai . , \ r
^030 >) "031 '—î' "~ A0;{0» 3 ( O A 032 -s — e^ a! "033 — J i

^Q

^120 )> ^131-r-~ " ^ 1 2 0 » ^ ^ l î î ^ — ' f i a l^l23 : : = :^»a^
À^O >» X23i arbitraire, X 2 3 s = o , ?.j33===o,

^ 3 1 0 >) ^ini-^ - - ^ 1 3 0 » ^ ' i^nî^^ï ^^m ̂ /•
Q'o

( ' ) Comptes rendus^ 1 9 1 8 .
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Nous n a s o n s pas utilisé toutes les équations du problème, par
exemple. réqnal ion (I) n'est plus une conséquence de (la), (13), (1,);
il Lnil donc t e n i r compte de ( ï i ) , (11,) et de leurs analogues

i 1 ^S^-31?—— ^OlO 3 ' ! '{-- ^011 "O -r J——————— ==-0,ao ai

/ - " .—- ' -—^oloa i -h X o u a o =0,^L- '
an a

. , ag^aî
^^îîso3^! ~r~hsî.^\v-Q~\-e ———— ==o,

00»!
^T -^ î , ,e—————— î - ^ S l ^ O — — ^2303(o ===0.aoa-i

D'où l'on d é d u i t
^010 ̂ i — ^011 ̂  ~^'- o,

^230 Q^l——^2.11 ̂ ^ 0^

/(^^^)^o,
^ (aS- , -a?)^o .

ISous retrouvons ce résul tat que si

ag^-af^o,

e et y sont nuls et les yijhk w subissent aucune discontinuité à la
traversée de S. Le choix particulier que nous avons fait du système
de référence suppr ime les ondes apparentes. Nous devons supposer

aJ-+- af == o.4-^2-

Ce qui signine (pie la gravitation se propage avec la vkes.se delà
lumière.

Prenons, par exemple,

ao=-= i, ai == I ,

et formons le t<d)leau des sauts des coefficients des î2/, :

t*),0^ Mo0^ ^O0^ («),(*)a (ri,(«»3 (*>3<*>i
ûoi............ 0 0 0 0 0 0
Ûoî . . . . . . . . . . . . o // e f / o ie
ûo3. . . . . . . . . . . . o e — if — ie o f
Ûi2. . . . . . . . . . . . o /' — ie — if o <?
S2.23. . . . . . . . . . . . o o o o o o
QSI . . . . . . . . . . . . o ^ f e o </'

Sous cette forme, ces formules ne sont pas directement appli-
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câbles au cas réel des ondes de gravitation, car nous avons posé

ds^^ (^^(to,)2-»-^)^^)^

Faisons sur les w^ e^ la transformation

O ^ s s C O , , O)2-^ 0^, OJ3:^^, 0)0 =:,,- (0)0 ;

-> > ^ > > ->- ^ ^

ej ==,^1, ^2 ^ e.i, e^ ==-e;i, ^o ^—^o;

on aura alors
ds^ ( (y 1 )2 -+ - ( 0)2)2 _4_ ((,j3)2_ (oj0)2

et
^o l:s•/L^,, i i<»2^/(2o2, t]o3=-:^o,;

Û1^ Î2^ 12^^ (2,3, Û3*== us,;

posons /y==^ ou ohiieiil, ()our le tableau des sauts des ii1./ :

(j»)°(*)1 G)2^3 (x)°(i)2 (rf1^)2 (x)1^)5 (•)°(03

i201 . . . . . . . . . 0 0 0 0 0 0

Q2" ' . . . . . . . . . o o o o o o
Q O - . . . . . . . . . o o g g e e .
i2i'...... ... o o —^ —^ —e e
û1 3 . . . . . . . . . o o — e — e g g
û03 . . . . . . . . . o o e e —g —g

-> •>
Nous avons choisi je plan ^^3 de manière que a^ = 03 == o, cette

condition f i^e la position de ce plan, mais non celle de e^ dans ce
plan. Nous pouvons simplifier le tableau précédent en effectuant
une ro ta t ion du plan 2,3 au tour du plan 0,1,

> •> >
e-» ^= ^2 cosa — e,\ sin a,

> ^ ^
e^ == <°2 sin 2 -^ <?;( cos a.

On obtient un tableau identique où y et g sont remplacés par

^ = ^ c o s î a — e s i n î a ,

f ==r_ ̂  sin 2 a -h e cos 2 a ;

par un choix convenable de Fan^le a, on peut supposer ^ == o, par
exemple, on obtient alors

fv^ r-^^'n f - > ^ \ f > > \
^ ^ ^ [ e , C j \ \^^(^+^){e^—eo)[^e,—^e^).

L ( i , / f 1
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Remarquons (pie le svsleme de référence Ci n'est pas entièrement
de t in i par les conditions précédentes. On peut encore faire tourner

•>- ->-
les vecteurs ^o et <?< dans leur plan. Celle rotation se t r a d u i t par les
^^ rmnies

-'> •> -> -^ >
Î'Q ss r?o ch6 -r- e\ sh 6, ^g -=- ç^,
-.̂ - > -^ -̂ .- > '
e\ ---̂  Co sh 0 4 6'i chO, e[ -= <?3,

~ ( o ° c h 9 — t o ^ l i O , œ2^^)'*,
^ — (o0 sli 0 -'- (o1 cli 0, (o'5 ̂  œ^,

( ^' l lc Iransforniation (^) ne cîian^e pas la forni(1 du saî i l du biscc-
l('nr de rolirhurc, car

( 0 )0 -1 - COi ) -— (C0o 1- ( O i ) ( d t 0 —— 5ll0),

(> ï \ /> ^ '\
\eo--eJ ^ ̂ o4- e, ) (chO — sli 0),

rv^- F ̂ 1 1 -/- - \(^ ^^( > > ^•^ -> \ \ -,- - \[^ > ^ y
f i e / J | -̂- A ' V ^ o - t - t 0 i ) \ ^ o — ^< A 0^2— <'>^3.-

J
^ ̂  L^< ^/ J « r- ^ (^o -t- ^i ) \ eo— e, A o)^2— ">^3 A

1 AJL ( / , / ;

^ (c i ie - - s i i9 ) 2 ^- ^

f i f t f ' i ' n ï ' r fa t io / } ^anncfl'ique (/es ondes. — Posons

>- •> -> ^ -> >
E —: eQ -i- ei, E = CQ — <°i,

2 £2 ^- o0 ^ o1, 2Î2' _co°— œ 1 ,
on a

^M ^ L>K 4- û' E'-^- ^-e.i -\- lo^a,

x^ i'> -> i i >fc y > ^ ^^ û'y 1 ^, e/ J - ̂  Û E' {^ e, ~^e,).

Si 1 on considère 1 onde dans 1 Cspace-temps a \ dimensions,
12 =:=-o es( l i ^ i n a l i o n dn plan P tancent à la snrtaee de disconti-

-> -> -^-
n n i t c S. l.cs vecteurs ^, (pj. K' soni lan^ents à S; ce dernier vec-

->• '
( ( ^ n r F/ est lan^eni an ravon £>ravitiqne, le plan îarment à S

(P) ( O O ^ - t O ' ^ O
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est, en effet, lancent an cône isotrope

(O)0)2__( to l )3 -— (o)-?^--)^.)^^^ o,

s u i v a n t ce vecteur E\
>

Le vecteur E a une direct ion isotrope et n est pa^ parallèle à P.
/ ' ran sversalité des ondes. — Interprétons géométriquement les

résultats précédents. La force qui a^it sur un point placé en 0. et
animé de la quantité de mouvement u\ a pour composantes

du1^^^ -{iheU'-U^

k,e

Celte force ne subit aucune variation brusque puisque les y//^ sont
continus lorsqu'on traverse S.

Remarquons ici que le vecteur du\ ainsi que les y//^, dépendent
du système de référence choisi ; lorsque nous disons que la force
d^univers est continue à la traversée de S, nous voulons dire que

par un choix convenable de e^ on peut supposer les v//^ continus
en tout point de S.

Par contre, les dérivées des y^^ subissent des variations que Fon
-^

ne peut annuler par un choix convenable du système ei. L'accélé-
ration seconde, qui dépend de ces dérivées, a donc une disconti-
nuité en 0. Son étude ne nous renseignerait qu'imparfaitement sur
l'interprétation physique que l'on peut donner à l'onde, car ce vec-

. ' . >

leur dépend aussi du choix des Cf.
La seule combinaison des dérivées premières des Y/AA qu1 ^ït un

sens absolu est la courbure, elle traduit des propriétés invariantes
de la force d univers ; la courbure se manifeste comme on sait par
la différence des valeurs de la force en deux points infiniment
voisins.

Or, la saule du bi vecteur de courbure est

> f > ' -> \
^ Q K ^ d ) 2 ^ — w ^ e - î } .

•> > -^
C'est un bi vecteur tancent à S, puisque ^2, e^ et E' sont parallèles
à P. Nous dirons donc que l'onde est transversale.

Géométriquement la courbure peut s'interpréter au moyen d'une
transformation linéaire homogène :
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Considérons en ( ) u n < ontour infiniment pe t i t (1') représenté par
un h ivec tenr dont les projections sont [ f j ^ û i ) ^ ] : considérons un
point M(^«, ./ ' i . ./^. .F;}) de l'espace tangent en 0 el

M == M +- / dM.Jr-X-
L«« translorm.îtion infinitésimale T. qui fait passer de () a i*. e'>t
detinie par

^^^•^.^^o^
<-

où le^ [d)^] jouent \^ rôle de coeiticients. Soient rJ' et T' le^
tran.siorniations qui corres()ondent à deux points voisins séparés
par S; la t ransformat ion [ T | ===T'T"1 est définie |)ar

^y^[^],
<• est-a-diK1

[ T 1

/ r0 -1- ,r1 =; o,

^ î»— ̂ ^ ^[^(o'] ^—^[Uto3] .r'1,

i -2 .'r'2 = — ^ [ Ûio2 J (a-0 4-- .r1 ),
f 2 ̂ •t = ( ,̂  [ ûw » ] (.ro -h ̂ lt ).

1/examen de ces fo rmules montre que le vecteur qui joint un
point M au po in t [T| M est parallèle à P: de plus, seules les com-
posanieh [itc»)2) et [i^)3) de ( T ) sur le plan tangent à S inter-
viennent dans l'expression de [T].

Les considérai ions, précédentes just if ient le qual i f ica t i f de trans-
versales que nous avons donné aux ondes de gravitation du second
ordre. '

II. — LE CHAMP DE (.RAV1TATION D'L'NK CKPHÉIDE.

Nous allons al)order maintenant un problème d'une nature diffé-
rente : nous < herclieron^ les espaces d Einstein, a symétrie ^plié-
rique, dans lesquels la courbure est fonction de r et ^, et non plus
seulement de /• comme dan.^ le ds'1 de Schwarzscluld. Cette élude
nous a été suggérée pcir le problème des Céphéides. Imaginons un
astre sphérique en pu l s a t i on ; nous entendons par là que chaque
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molécule est animée d un mouvement osci l la toire Je Jon^ d un
rayon de l'astre au lo i i r ( l 'une posit ion moyenne, nous supposerons
que la densité à 1 in tér ieur de l'astre ne dépend (nie d u temps e( de
la distance au centre, 1 astre est soumis, en somme, a une pulsation
d ensemble. Certains astronomes considèrent que les (' 'toiles variables
du type « Céphéide » sont des astres sphér iques en pu l sa t i on .

On peut se demander si un tel astre n émet pas d Ondes de gra
\ i t a ( i o n sphériques, ondes périodiques dont la période serait juste-
ment celle d une pulsation. Le problème ainsi posé est différent de
celui que nous avons étudié dans la première par t ie , car si une
Céphéide émet des ondes de gravitation, ces ondes sont continues
et n appartiennent pas au tvpe d'ondes de d i scon t inu i t é que nous
v en ons d'envisa ger.

Cherchons donc le ds2 extérieur d 'un tel astre.

C l i o i j ! ' des n o t d t i o / î s . Pour cette étude, il est commode de
fixer d 'une manière particulière le système de coordonnées adopté.
Soient 0 le centre de l'astre, M un point de l 'univers et t, / , if, e
les coordonnées de M. INous imposerons a ces coordonnées les con-
ditions suivantes :

Le rayon OM a pour équations

u ••••- const. . c -= const.

L'équation d Un r . îAon lumineux , qui se propage su ivan t OM,
^st r rh / =-= const., /• est une variable d^espace et / une variable de
temps.

La sphère de centre 0, qui passe par M, admet pour ds2

. [ d i r - dv^
^rit^-•^[

qu i est bien le ds2 d Une sphère.
La condition imposée aux variables /• et t simplifiera le problème,

car si nous trouvons qn^il y a propagation d'ondes, Inéquation de
ces ondes sera

r rp: t == const. ^

Le ds^ de rospace-temps est

ds1 = ((oo)2— (co» y- 4- (a^p-— (oj3)2,
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on
C00^/(/-, t ) d t . 0),) S= (O0,

»01 .s» /\ r, Q </''. -̂h = — c ' ^ 1 .

«^—^•( r ,^ )—, (02^- o)^,

O)'1 -=; ^•( r, t)—— > (.0"' =L —— (•)''',

f cl '̂ sont (Jen\ loiiclions incoiinues.

J//sv r// r/y i n i t i o n s . — Ijcs cij(y sont (Iftinis par les condition^

(,J , , 4 (0, , r~- 0, ( W, )' --== ̂  OJ,, O)/ ,

/

îc in < . î i * ni i i<1 prc^iih' ( ) ;»s de (ilifficidh's :

i àf \ àf i ^ ,,,,^^,.,...-^^,,,,, ,,,.^^^,,-,

^s- -j^'^^- W• Î=^S£•> J Î•
i ^ , i ,,„„.,._ ^^,,.î. ^3--^^,

I^ndii, les <:(» i i i j .o^;> i i t^ - du hivfciciir de coiii'l)^1^' derniie.s par

î.2^ ^ ( to/ ,) '—^ [o^^O)^J
A-

sont
Q.,; ^ D( o ) ' . - . > 1 |. ^02 -= B[(01cuî ] -+- C[(o0o)2],

Q^, ^•-- B } ^ 1 ^ 1 j — t.j 'o"u^J, Ûi2== Atoj^o5 ] 4 Bfo)^)2],

o 1 3 ^ — ;\ [ (»i ' ) ] — H i eu0 oj'î ], ^23 == d[ (-oî (o3 ],

on 1 on a ? < ) ' - > < •

i plog/ ^log/1
~ ̂  73 l ~^~ ~ ~^:i~ J '

B_ J-I ̂  ^^g/^ ^g/^l
/s/î? 1 ^/^/ ^r àt ai àr }
\ ^ à^ à\Q^f àg à\o^f ^1

""' J2^! àtï àt àt àr Or Y

\ - -J .̂ I ̂  — à}Q^-f ̂  ̂  âioSf ^8 \
^ /2 K \ àr^- àt àt àr àr J '

> î r i /^y i /^yid-- ^ v^A^)^A^)y
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Portons ces valeurs dans les systèmes (1) et (11) de la première
partie, on obtient le système

D == d, B = o, -2Â - d -~ 0, '). C — </ --- o.

Posons

./-ç^.

La combinaison A 4- C == o donne

^[^1-^L^1-o^[^•J àt[^ àf ] ~

II existe donc nne fonction 0 ( r ^ t ) telle que

^ à! ^ - -_ ̂
^ àr ~ àt9 ^ àr ~ àr'

Portons ces valeurs de -^ et -SL dans l'équation B == o, celle-ci
devient

^e ^e _
^'"c^"05

donc
e=/,(r-0-4-/,(r4-<);

posons
x = r — t, y==r — <

^-'--/^ F-^"/^-
1 équation

. à^ àQ àg àQ _
37 Jr ' Tt àf ~ °

s'écrit f^f.-f'%""
d'où il résulte que

^(.r,y)=^[F,(.c)+F,(y)].
De plus,

« . -/, /:,
f^^s^-T^'

Portons ces valeurs do f et g dans Inéquation A — C -(- D == o,
celle-ci devient (?)+'?=0•

LVl. ^
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D'où
, . ' i m

S

À et m dcM^nant deux con^huites.
Portons cndn dans A - - C 4- </== o,

( l ) 2 / 1^ ̂  t-^ U(A--I)^O.
L ./i ./ ^ J

Deux cas soni a c\aiiiiiier sé|)aréiiient :

i < 1 /» == i . ( )n a < i l o r ^
/, .-/^o.

Coniincy, c^t inic folK'tion <jf .̂  St 'uJ et /^ de1 )' seul.

/,--.A-^,
l'i-^ + //,. l^- ^ 4-/r,.

A /i

el ^ c^i une folichon de 1^,-4- F,,, c'esi-à-dirc de x - \ - y=^ r .

Posons ^( /•) == r,. l..i rclalion ^ --^ i — — moulrc qnc

ri 4- A /// 1 ( » ^ ( /• i — :>. m ) ==: r.

Ennn. // ''=-==/Hon ^ ri on ne

y, ^ 1 / ^ /^\•^r—r^'-TT-;-
'-»° /. ^ i. Noil.s cdjoii^ montrer que ceth* hv|)othos(> noiis con-

dnil <( l<i nirmc concJiision

f\ .-r --./*.j =- /i , donc <• -== I.

En cficl. si / - i n'est p;is nul, Ja quantité

.A . /.
]\ ' A

(^sl t n i i c l i i n i (h' l^i 4- |-'.̂  ( l 'a j irfs rcfpitilion (i). Donc,

u^-^——.)
—-"'Tx'T,^-'—— = 0'
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ce qui s écrit

f^~J^"f^~~f^^^

(/ï-y^^/i—.A^-o.
2a. Si y', -}- ./^ :== <^ o est ramené ^n cas où À ^== i .
a / / . Si y, — / . , == o, on a

/; - y. - /-
ac. Si /^ —/'^ == o, on a

/< == A '• ^^m^.,

et coninley, esl fonction de ^ seul et f'^ tonclion de y seul, on en
conclut q u e / . e t / ^ sont constants.

Admettons donc un instant les conclusions de 2^ et 20 :

f^c\, /a-c,, F ' , ~ , Fî-:-T i•
C, Cg

J^'equation devient

ïk' ̂  ̂  ? + ï' )T- (^ - '^ (? - ? )= °-
Si A ̂  i , ^ est donc une constante et l'espace est euclidien.

L'hypothèse À 7^ i nest donc pas admissible et la solution est
celle obtenue au n° I.

Nous allons montrer que le ds^ ainsi obtenu n'est autre que
le ds1 de Schwarzschild :

Introduisons partout la variable r^ au lieu de r et remplaçons (
et r par ,-, et -p» nous aurons pour c/s2 de notre univers

A" A

d$1^ ((OO)î-- ((.)l)2^(oj2)2__ ( 0)3^2,

avec

..^-^)\
-i— j-

/ 2 W \ >J .••"-(—7r) rf7"i lî.m\ >J .(,,i _ ( i — —— ) d,'
\ '•!

du^--r,-^

dv
C.)-1 -- r , — •

u
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Le rf^2 d u n e sphère puisante est donc le ( / ^ de Schvvanschild :
l'action gravitationnelle de cel le sphère est donc la même que si
elle était au repos, el l'on ne doit pas s attendre à observer des effets
de gravitat ion par t icul iers aux C°phéides.

IIL — LA PROPAGATION DE LA GRAVITATION ET LE RÉSULTAT DK LAPLACR.

Laplace avait établi que si l ' a t t rac t ion newtonienne se propageait
avec la vitesse de la lumière, les longitudes des planètes contien-
draient un terme proportionnel au carré du temps ou, ce qui est
équivalent, que les demi-grands axes des orbites planétaires con-
tiendraient un terme séculaire du premier ordre et de genre zéro.
Ce phénomène, s i l ava i t l i eu , in t rodui ra i t dans la longitude de
notre globe une inégalité a t te ignant 20' au bout d'un an. Une telle
inégalité n'ayant pas été constatée, Laplace en avait conclu une
propagation quasi instantanée de la gravitation.

Nous allons montrer dans ce paragraphe que le résultat pré-
cédent nest pas en cont radic t ion avec celui que nous venons
d'obtenir.

.Examinons ce que dit Laplace a ce sujet : Laplace considère
l'attraction comme produ i te par 1 impulsion sur les corps attirés
d'un fluide se prapageant avec la vitesse de la lumière; par un rai-
sonnement en tous points semblable à celui qui permet de calculer
l'aberration de la lumière, Laplaee montre que la force d'attraction
doit présenter elle aussi une dév ia t ion lorsque le point attiré se
déplace avec une vitesse c. Cette déviation a la même valeur que
l'aberration des fixes ^ s i n ç c? désignant l'angle de la vitesse e avec
le plan normal au rayon vec t eu r . Tout se passe comme si un astre
en mouvement éprouvait de la part du milieu une résistance pro-
portionnelle a la vitesse et i l en résulte dans sa longitude un

3
terme - v \ l i t \'2.2 l 1

On a pu être surpris que la loi d'attraction einsteinienne ne com-
porte pas les mêmes conséquences puisque cette at t ract ion se pro-
page avec la vitesse de la lumière. A vrai dire, on n'a pas eu a se
préoccuper de cette contradic t ion apparente, car on a calculé
directement les lois du mouvement planétaire en partant des
équations de la nouvelle mécanique et non en appl iquant des cor-



rodions à l'ancienne mécanique. On a pu penser par la suite que
si le phénomène d'aberration de la force qu'avait prévu Laplace se
produisait réellement, il était compensé par d'autres phénomènes
tels que la variation de la masse avec la vitesse; en d'autres termes,
les lois de la nouvelle mécanique n'étant plus les mêmes, les calculs
de Laplace perdaient toute signification.

Mais si la raison est satisfaite par le point de vue que nous
venons d'exposer, la curiosité ne l'est pas et nous pouvons nous
demander s'il n'existe pas réellement un phénomène d'aberration
pour les forces de gravitation.

]0e plus, si l'on examine la question de plus près, on est surpris
par ce fait que les différences entre la nouvelle mécanique et l'an-
cienne sont toutes de l'ordre de ^a alors que le terme introduit par
Laplace est de l'ordre de ^, il est donc étonnant que ces termes se
compensent. Nous allons étudier cette question et montrer que,
quel que soit le point de vue auquel on se place, l'aberration de la
force d'attraction einsteinienne e>st de l'ordre de v9,

Le phénomène d'aberration de la force d9 univers. — Con-
sidérdÀiBin espace euclidien, régi par la cinématique deMinkowsky.

-^ >. > >
Soient e^e\ e^e^ le système de référence, et

3

ds^aKd^-^(dxi)\

Soient X1, X2, X3, X° les composantes de la force d'univers; ces
quantités dépendent de la position et de la vitesse du point d'appli-

cation. Soient u1 == -̂ - les composantes de la quantité de mouve-

ment d'un point M, m® sa masse au repos,

on a

pisa dxi- et ^ss^)2-^2)1-^3)2,
dt

MOsswoO—^r2 ,

la vîté»e de la lumière étant prise pour unité. Les équations de la
dynamique s'écrivent

du^ ^wvu Y
'rfi'^-
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On (•il déduit

(.-....t^ v-x...,_X-r,-\^-,.
' //.V . . .

HYfiotItesf's. I. Nous supposerons que Fêlât interne du point M
m1 change pas; en d'autres termes, ce point n'absorbe ni n'émet
(rénergie. donc

//// /„ s o, (l'on \"3= S X'C,.

l ï . La force d univers dépend de la vi tesse du point sur lequel elle
agit: désignons par F(»(\^) In force qui agit sur un ()oint au repos
par rappori au système de référence. Considérons maintenant un
point anime de la vitesse r' --.=-- e. c2 o. î  == o.-où e est une quan-
lite très ()el i te (|ue nous orendrons couinie iii(îniinenl jx ' l i t du |)rin-
cipaj. Soil F( X') la force qui a^il sur ce |)oint ; nous supposerons
que les X7 ne différent des X^ que par ({es (ermes du second ordre
en e. Nou.s serrons que c'esl le cas de la force d'altraclion einstei-
nienne.

•>
Nous considérerons, enouire.un svsleme de référence e\•^ animé

par rapport au premier de la vi tesse r. el nous désignerons par Y'
les composantes de la force F dans ce système.

1/aberration de la force d'univers est susceptible de trois défi-
nitions :

1 ° On peut appeler ainsi 1 angle A ̂  que font les vecteurs X^ et X',
ces vecteurs sont rapportés au même s\ sterne de référence; c'est
Faberration pour un observateur fixe.

2° On peut appeler aberration l'angle A^/ des vecteurs X/ et V^
C'est la déviation apparente de F pour un observateur primiti-

•>
vement au repos puis entraîné avec le système e^.

3° On peut enfin considérer 1 angle d<û que font les vecteurs X^
et Y1 . C'est l'aberration lelle que la mesurerait un observateur
d'abord fixe et observant la force Fo? P1 1^ mobile et observant la
force F.

Nous allons montrer que ces trois angles A(?) ^' i d^ ^ont des
infiniment petits du second ordre. 11 en est évidemment ainsi de Ay
puisque X^ et X/ ne diffèrent que par des termes de l'ordre de e2.
Il su f f i t de le démontrer pour Ay'.



La force d'univers étant un vecteur, on a

X ® — p \ ' X ^ — ( » F c o s î p^•o a. —^^^— as; ———=====—' ?
V-^ v i - ' 2

\ '— f X o F< -os<p—- r \ °
^ "TT^ ^ï—Tï - î

y2 s? X*' st F si n ç, y;! ss V* == o,

en supposant les axes choisis de telle sorte que 1 on ail

X 1 •ss F cos ^, \2 as? F sin <?, \3 -a»o ;
posons

on aura
Y'ac l^cosy', Y** sa F'sin 9',

t^;=rlg5
cX"

r cos^

d'où, en se limitant aux termes du premier ordre,

\ / Xo .
a? ̂  w v siny.

11 y a donc bien un phénomène d'aberration de la force d'univers
analogue à celui qu'on observe sur un rayon lumineux. La déviation
subie par un rayon lumineux est v sino», elle est du premier ordre,
la -déviation de la force d'univers diffère de la précédente par le

facteur —^5 or ce fac teur est aussi du premier ordre en v. En effet ,
r

la relation

devient ici

on a donc

^^^X^/

X° -ssFf cosf,

A^' s" ^smcp cosy sr c si il çp r cosç.

La déviation Ao/ est égale au produit des composantes de la vitesse
parallèles et normales a la force. Cet effet d'aberration est donc
aussi du second ordre. On voit que c est l'introduction de la com-
posante de temps de la force qui réduit reflet d'aberration à un
effet du second ordre.

En résumé : quel que soit le point de vue auquel on se place, la
déviation de la force d'unn ers est de Fordre de (^2.
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La j or ce d'attraction d9 Einstein.'-»-» Il nous reste à montrer
que la seconde hypothèse du paragraphe précédent est vérifiée pour
la force d^attraction einsteinienne.

On sait qu'en relativité généralisée, la force n^est pas un vecteur,
elle dépend du système de référence. Nous pourrons cependant la
définir pour le ds2 de Schwarzschild en fixant ce système de réfé-
rence. Le champ de gravitation d\m point de masse M est régi par
lerf^2

^S==(t00)î—.(0)1)2—— (Olî)2——((rf3)^

OÙ
_ M

1 2 r / M \1
too = ——2r dt, o)<aa ( i 4. -- ) dx^

M_ \ i r /
'ïr

rî ss ( .yi )î+.( a-» )»-4- ( ̂  )».

Nous prendrons comme système de référence quatre vecteurs Ci
tels que

d^=Eoï'^. .

Il est facile de déduire des identités

(.(o'y=s[to^]
les expressions des Wij :

_ M / _JM\-1/ _M\-3^
cx)e<^ T^V^ir/ \ î r / r tooî

M / M\-»a?(io/—.r,(o/
t0(,3ff — — ( l - l ^ — — l —————————i——•

r1 \ ir/ r,

Soient m^ la masse au repos d^un point, u1 == m^ ̂  sa quantité de
mouvement, les équations de la mécanique,

rf^ïlA^^==0

nous donnent les composantes de la force d^univers qui agit sur ce
point

, . du^ M/ M\-i/ . M\—SM^l-^M2.rt-4-u'^,
| /o==-3.-==~-^V-ïr} V^^/ ———~—————Mo)

., dut M/ M\-^/ . .MX—a? ' \,yïai —— as— — ( i—— ) (i<4* — ) —(M®)«
' as r2 \ ar/ \ ar/ r ' /

(^) M/ M \-3 M* jgi -4' M» âft^ M* ^3 ,
r» \ ar/ r

- ï (^ ̂ )";tî!^Ml)t+<^)a+(K3)s]•
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On peut faire ici une remarque curieuse : cette force est la
résultante de deux forces

f?^= -[//O"1 •<•/?!.)"'•*• fî Ml].u®
(F:)ly ) / • / M^, ^"V.^V"3^^f^D—TiV-^; V ^^( ) t

(/0=0,

,,. , M / M\-3M^^l-f^2^2-+•_M3^3

f'-^^V'Tr) —————r—————ui

( - S(1- ̂ rî [(^)2+(.2)2+(^)2].

(F:)̂ ^

F, ne dépend pas de la vitesse, nous l'appellerons force de gravi-
tation: elle peut s^écrire

à\ „ F M/ M \ 7
f'=V où y=j-Al-îr)dl•-

cette fonction V vérifie Inéquation de Laplace

"°2;Si--
La force Fa ne dépend que de la vitesse du point et son travail est
nul, nous rappellerons force centrifuge.

Nous développerons sans doute dans un autre travail l'étude
du ds2 de Schwarzschild et de la force F. Pour le moment, conten-
tons-nous de constater que la force d^univers qui agit sur un point
dépend de la vitesse de ce point, mais que les termes qui con-
tiennent cette vitesse sont de l'ordre de ^a. L'hypothèse II de la
page 70 est donc bien vérifiée.


