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Sur un probléme d’analyse combinatoire;
par M. Désiré Anpre.

(Séance du 30 mai 1877.)

~

§ I. — ProBrive GENERAL.

1. Considérons = lettres distinctes, susceptibles d’étre répétées;
assujettissons-nous a les traiter toutes de la méme facon, et formons
avec clles tous les groupes possibles, de p lettres chacun, satisfai-
sant a des conditions données. Si p n’est point inférieur a r, il se
pourra, en général, que les n lettres considérées soient contenues
toutes a la fois dans certains groupes. Nous supposons connue 1’ex-
pression du nombre total G, , des groupes formés, et nous nous
proposons de déterminer celle du nombre g,,, des groupes renfer-
mant chacun les n lettres considérées.

2. Evidemment, les groupes formés peuvent se classer ainsi : ceux
qui contiennent chacun les n lettres données, ceux qui n’en con-
tiennent que » — 1, ceux qui n’en conticnnent que = — 2, etc., etc.
Le nombre des groupes ne renfermant chacun que n —t lettres
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distinctes est égal au produit du facteur g,_,, déja défini par
le facteur __n » qui représente, comme on le sait, la quotité
tln—1t)!
des combinaisons simples de 7 lettres, soit ¢ at,soit n —t an —t.
Nous pouvons donc écrire identiquement, en regardant o! comme
égal a 'unité,
n—1

G n!
np — 2' -t—!—(;[:..t_) ! Sn—t.ps

o

et cette identité exprime simplement ce fait évident que le nombre
total des groupes formés est la somme des nombres de groupes
répondant aux différents cas de notre classification.

3. Cette relation nous montre que, si les nombres G sont connus,

’ . ’
les nombres g ,, g2, 83,59 - -+ sont les termes d'une série déter-
minée a la facon des séries récurrentes. Nous avons fait récemment
connaitre (!)le terme général d'une série ainsi déterminée. En nous
reportant a 'expression que nous en avons donnée, nous trouvons

n
_2 Y (n, r)Grp,
r
1

¥ (n, r) étant égal a 'expression

2 v n,! n,! n,! n,!
(=1 Tt (n— k) Tl (g — ko) sl (ng — k)1 k1 (g — )1

dans laquelle la caractéristique X s’étend a tous les systémes pos-
sibles de valeurs des entiers ny, ny, 13y <oy 2y Kyy oy sy ooy K,
qui dépassent zéro et satisfont, quel que soit I'indice u, aux condi-

tions
o+ ka4 Iy + =n—r,

n,=1rk +r,
e = ku+ nu_,.

4. SiTon tient compte de ces trois conditions, I'expression de

{') Théses soutenues devant la Faculté des Sciences de: Paris, le 28 mars 1877.
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¥ (n, r) s¢ simplifie beaucoup, et 'on trouve

A\ (5 l—ll
I(”’ - rlzl{l!/‘,l/t 1.. /t,.

la caractéristique X s’étendant toujours aux mémes systémes de
valeurs des entiers ky, kyy ks, oo ., k.

8. Cela étant, considérons 4 part I'équaticn

/—l"'
2/{.!/.,!/:«..../{,

et supposons que le X s’y étende 4 tous les systémes possibles de
valeurs des entiers ky, ks, kg, ..., k, qui dépassent zéro et satis-
font a la condition

,ﬂ -+ 111+ II‘; + ...+ ]f;:V-

On peut voir trés-facilement que, si nous convenons que 9 (o) soit
égal a 'unité, nous avons, quel que soit 'entier positif v,

1

(v)+ Sjolv—1)+3¢(v—2) +...+ —¢(0) =o.

Or cette équation, et toutes celles qui n’en diftérent que par la va-
leur de v, sont évidemment satisfaites si I’on y remplace ¢(v) par

-
vl

- Donc cette derniére expression est la valeur méme de o(v).

6. Il s’ensuit immédiatement

1 — g \n—r

W aon (=i

Vin, ry= rl (n—r)l’
par suite

n! ,
g.’P:Er(* ') ri(n— r)I("‘_""
1

ou bien

n—1{

n!
gn,p-——}‘ t! n——l) Gn—l'l,

et telle est la solution de notre probleme.
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§ II. — ApPLICATIONS IMMEDIATES.

7. Dans ce qui précéde, nous avons laissé tout a fait quelconque
la loi de formation des groupes considérés. Nous pouvons donc, a
I’aide des résultats que nous venons d’obtenir, résoudre notre pro-
bléme dans tous les cas possibles. Nous nous contenterons de con-
sidérer le cas particulier des arrangements complets et le cas par-
ticulier des combinaisons complétes.

8. Les arrangements complets, p a p, de n lettres distinctes, sont,
on le sait, les groupes qu’on obtient en écrivant, de toutes les ma-
niéres possibles, a la suite les unes des autres, P lettres, distinctes
ou identiques, prises, quant a leur nature, parmi les n ]eLtres don-
nées, de facon que deux quelconques des groupes obtenus différent
entre eux soit par les lettres qui y entrent, soit par 'ordre de
succession de ces lettres.

Désignons par B, , le nombre total de ces arrangement complets,
et par b, ,le nombre de ceux d’entre eux qui renferment a la fois
les n lettres distinctes données. Nous aurons, d’aprés la formule
précédente,

n—1

n!
"”_2 tI n—t)ln”“"”’

Biip=(n—1t)p,

et, comme

cette égalité deviendra

9. Avant de passer au cas des combinaisons complétes, remar-
quons que la derniére formule écrite ci-dessus ne présente, a son
second membre, que les puissances p'*™** des nombres entiers 1, 2,
3, ..., n, multipliées par des coeflicients indépendants de p. Il
s’ensuit que les nombres

bmlu bn,vr}-lv bn,n+h LU
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forment une série récurrente proprement dite, d’ordre n, définie
par I'équation génératrice

‘z2—1)lz—2){3—-3)...z2—n)=o,

dont les racines sont les n premiers nombres entiers.

10. Arrivons maintenant aux combinaisons complétes. Ce sont,
comme on le sait, des groupes pareils aux arrangements complets,
mais dont deux quelconques différent entre eux autrement que par
Pordre de succession des lettres. Si nous représentons par D, , le
nombre total des combinaisons complétes, p a p, de n lettres dis-
tinctes, et par d, , le nombre de celles d’entre elles qui contiennent
a la fois les n lettres distinctes données, nous avons, d’aprés notre
formule générale,

n—{
n!
=3 (—)——" .,
o Er( V=1 e
0

.
Or c¢’est un fait bien connu que

D _{IL'—<I+/)j_|)_-I'
P (n—t—1)lpl”?
donc, en définitive,

n—1
. n! (n—t+p—r1)l
=2 i (=it
0

11. On pourrait encore appliquer notre formule générale a plu-
sieurs autres cas particuliers, a celui, par exemple, des combi-
naisons que nous avons nommées combinaisons réguliéres (*). Ce
serait chose trés-facile, que nous négligeons a cause méme de sa
trop grande facilité.

(*) Mémoire sur les combinaisons réguliéres et leurs applications (Annales scien-
tifiques de l’Ecole Normale supérieure, année 1876).



§ III. — AuTre ApPLICATION.

12. La résolution du probléme général que nous nous sommes
proposé en commencant, ainsi que celles des problémes particu-
liers que nous avons traités ensuite a titre d’applications, permet
de résoudre un trés-grand nombre d’autres problémes. Nous ne ré-
soudrons que le suivant :

Parmi les arrangements complets de n lettres prises p & p, quel
est le nombre de ceux qui commencent par une méme lettre et
qui renferment chacun les n lettres données?

13. Si nous désignons ce nombre par x,,, comme il est bien
clair qu’il y a autant d’arrangements commencant par une cer-
taine lettre que d’arrangements commencant par toute autre, nous
avons

c’est-a-dire

n—1

] n!
Xy = — — ) (n—t)r.
g nz,( ) tiin—1e)t' !

]

C’est la une premiére solution du probléme actuel, laquelle
montre immédiatement que les nombres &, ., Tn g1y Longas « - ¢
sont les termes d’une série récurrente proprement dite, définie par
I'équation génératrice

(z—1)(z—2)(z3—3)...(z—n)=no.

14. Pour obtenir une seconde solution, supposons qu’on ait
supprimé la premiére lettre dans tous les arrangements dont on
cherche le nombre. Les arrangements nouveaux, fournis par cette
suppression, ne sont plus que des arrangements p —1 & p — 15 ils
se partagent en deux classes : ceux qui renferment les n lettres
distinctes et ceux qui ne renferment que les n — 1 lettres autres
que la lettre supprimée ; les premiers sont au nombre de &, ,_y, les
seconds au nombre de ,_, ,_;. On a donc

Xg,p = bn,pﬂvl - by o= 1y



c’est-a-dire

t ( —I)’ p—1
+E'(—-x) ”(n’f_t_,)!(n_-t_') .

15. En rapprochant les deux expressions de x,,, qu’on vient de
trouver, on obtient la relation

bn.p =n (bn,p—l -+ bn-—l,p—l )’

qui exprime une propriété des nombres b et qui se vérifie tres-
facilement dés qu'on y remplace chacun de ces nombres par son
expression connue.

16. Dans le cas particulier de trois lettres distinctes, les for-
mules précédentes nous donnent I'une et I'autre ce méme résultat

Zy,p== 3P — 2,27 1P,

et les nombres

X3,39 3,69 La,sy ces

forment une série récurrente proprement dite, définie par I'équa-
tion génératrice
(z—1)(3—2)(3—3)=o,

de telle sorte que nous avons, pour toute valeur de p supérieure
ab,

Zyp =623, — 1125, 2+ 625,_4

§ IV. — IpENTITES NUMERIQUES.

17. Les résultats obtenus par nous soit dans le cas particulier des
arrangements complets, soit dans celui des combinaisons complétes,
conduisent facilement i deux identités numériques assez remar-
quables. Cette propriété de fournir naturellement des identités
numériques est d’ailleurs commune a la plupart des résultats de
I’analyse combinatoire.
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18. Prenons la formule qui nous donne b, ,. Evidemment, si P
devient égal a n, les arrangements dont &, , est le nombre ne dif-
férent plus des permutations des » lettres données. Alors donc 4, ,
est égal au nombre de ces permutations, c’est-a-dire a !, et nous
avons l'identité

n—1

Eo,(— .)fmi_l—m (n—tpr=nl,

jui peut s’écrire
p
n—1

\e (n—t)" J—
z,(—” On—n1 "

19. Considérons de méme la formule qui donne 9, ,, et suppo-
sons que p y devienne égal 4 n. Evidemment 9, , se réduit alors a
I'unité, et nous avons I'identité

n—-1

Y nl .
2[( l/ ——tl(n_t)l'l)n—l.n-—‘l)
[

qui peul encore s’écrire

v (2n—t—1)! .
Z,(‘” tn—t)l(n—e—0)1— "

§ V. — REMARQUE GENERALE.

20. Les raisonnements et les calculs faits par nous cn commen-
cant le présent travail montrent nettement que, si I'on considére
deux suites de nombres

Qi Qay Qyy ooy

Wiy W1y O3y ey

se correspondant chacun a chacun, et tels que 'on ait, quel que

soit n,
n!
Szu :2‘ t_!_('n____m Wyt
]
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on aura de méme
n—1

=V g
ml‘_Zz\ ') t!(n—t}!g""’
[}

et réciproquement.

21. Les couples dé¢ suites jouissant de ces propriétés ne sont
point rares. Nous venons de trouver le couple formé par les suites
des nombres G et g, le couple des suites B et b, celui des suites D
et d. On en pourrait indiquer encore d’autres; nous n’en citerons
qu’un, celui des deux suites que forment, d’une part, les nombres
des permutations de n lettres diminués chacun d’une unité, de

P’autre les nombres de celles des permutations de n lettres ou au-
cune lettre n’est a son rang.



