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. LE CALCUL SYMBOLIQUE SOMMATOIRE;

Par M. R. AwmsLEr.

Le calcul symbolique sommatoire est un auxiliaire du calcul des
différences.

Il permet notamment de traiter simplement la théorie des poly-
nomes et des nombres de Bernoulli, diverses questions sur le
développement des fonctions hyperboliques ou circulaires, «t
aussi de résoudre les équations numériques algébriques par un
procédé ou se combinent le calcul des différences et les méthodes
d’approximation de Newton et des parties proportionnelles.

Dans le présent Mémoire, on trouvera seulement I'exposé du
principe du calcul et son application aux quadratures par ordon-
nées équidistantes. _

- On a terminé par deux quadratures, 'une exacte, l'autre
approchée, pour montrer sur deux exemples simples l'utilité des
formules de quadrature, calculées une fois pour toutes.

DEFINITION DES SYMBOLES.

RappEL DE prOPRIETES cONNUES. -—— On sait que le tableau des
nombres figurés comprend une premiére ligne et une premiére
colonne d’indice o formées d’éléments tous égaux a 1. Tout nouvel
élément du tableau est la somme du précédent dans la ligne, et du
_précédent dans la colonne.

La loi de construction du tableau, comparée a la propriété
C‘;z = Cgl—l + C,’—'

mn-—\

-des coefficients binomiaux, montre que la diagonale de rang m du
_lableau renferme les coefficients du développement de (a+ b)”.
On en tire :

avec o! =1.

. s - m —+ p)!
‘14;1: l'{:L—p et Fgl: l‘zlx ( T P')
: mTp!

LvI. 10

v
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Sommation par lignes. — La loi de formation du tableau’
conduit 4 la relation

L x=p

(.1~+1)(.r+-).')...(.t+p)__ (p+1)(p4+2)...(p4+m<t1)
m - (m<4n!
=0

ou encore a

a=p

.rt.r+|)..-.(.v+m—1) rp4n...(p+m)

N 2 m! (m—41)!

=1 .

La somme des p nombres dont le dernier est

pp4n(p42)...(p4m—i)

m!

s’obtient donc en introduisant dans ce nombre un facteur de plus
au numérateur et au dénominateur.

Sommation par colonnes. — En supposant p>m>0, som-
mons les éléments de la colonne m

Fo A Frge. . 4 Fitm= 2,

Passons aux C

-1

G Conpg . o €= €5

z(x—1)(x—2)...(x —m+41)
m! .

Calculons le polynome pourx =o,

1,2, couy My ..., P :
Les valeurs obtenues en premier lieu sont nulles et les autres
m m
sont G, Gy (s ..oy G
D’ou le résultat
r==p

z.r(.z'-—l)(a:-—:z). (l‘—lll-l-—l) i

+1 .
m! P

xre=e

D'ailleurs ce résultat est valable pour p< m, puisque nous .
posons CJ* = o pour k entier, positif et inférieur & m, d’ou

Cpti=o0 pourpfi<mir1 ou p<m.
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Donc, pour m entier et positif, on écrira

x=p

z(x—1)...(0r—m<i) m_y et
(In) T =, 4Cp

=0

Le X est égal a son dernier terme plus la fraction obtenue en y
introduisant un facteur de !plus au numérateur et au dénomi-
nateur. '

LEs pEux symBoLisMEs. — Posons

r(z41)(e42) ... (z4+m—ri)
m!: ’
z(x—1)(z—2) ... (z—m<1)

m!

“m

IR
\m==

Par une suite de divisions, un polynome f(x) entier et de
degré m se met sous les deux formes

(’o?m-" ay ?/n—l"‘"- 4 Am,
by Tmt+ b, 'fm—-l”’- co=t D

Le polynonie en ¢ suivant a 3”4 a, o"""+ .+ an s'appel-
lera le symbole en ¢ de f(x).

Le polynomeen y suivant by y”= b, y"=' +. ..+ b’ appellera
le symbole en y de f(z).

Deux polynomes en ¢ et en y, correspondant comme les précé-
dents au méme polynome en ¢, sont appelés des symboles équi-
valents.

En appelant premie‘ré somme bernoullienne d’un poly-
nome f(z), la somme des valeurs prises par ce polynome pour les
valeurs entiéres consécutives 1, 2, 3, ., x atirtbuées a la
variable, nous écrirons symboliquement, vu la formule (I),

b oM »nr.-l

En appelant deuziéme somme bernoullienne du poly-
nome f(z),la somme des valeurs prises par f(z) pour les valeurs
entiéres consécutives o, 1, 2, 3, ..., z, attribuées a la variable,

< nous aurons symboliquement, vu la formule (II),

S’\l" me= vm + ~ e o= (\‘i’ _‘_ l)‘{ m,
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En appliquant ces régles de sommation a une équivalence nous
aurons :

Premiére somme bernoullienne,

-G

Pgi=(y--1)Q(v)—Q(0);.
Deuxiéme somme bernoullienne
9
¢ P 3 ) - l)(“) ce Y 4__ I)Q(Y\"

P (o) et Q(o) représentant évidemment le terme constant du poly-
nome qui admet les deux symboles P(o) et Q(y).

I’équivalence v = y conduit a

(l) ?/u: ?(7 ]v-l)’“'".

[’équivalence y |- 1=¢ ~+ 1 relative au polynome z -+ 1, con-
duit 2~ '

()

(=) () o )

= (v 4 1)
m! « )

B S B 2 ol 2l

si*l'on tient compte de la formule qui nous a conduit a la for-
mule (1).

CHANGEMENT DE sYymBOoLE. — Nous venons de voir que ¢™ équi-
vaut a y(y -~1)" ',

Formons un tableau contenant dans sa premiére ligne les coef-
ficients de o™, savoir le nombre 1 et m fois le nombre o, la pre-
miére colonne renfermant m —+ 1 éléments tous égaux a 1. Appli-
quons a ce tableau la loi de construction du tableau des figurés;
des la deuxi¢me ligne, on voitapparaitre ce tableau et les éléments
qui forment une diagonale avec les éléments extrémes des rangées
initiales sont :

1o Gy Chimre ees G o CZh, o
ce sont donc les coefficients du polynome y(y 4 1)™-1.

On tire de la la régle du changement de symbole..

On applique la loi de construction du tableau des figurés a un
tableau dont la premiére ligne renferme les coefficients du sym-
bole en o donné et dont la premiére colonne a tous ses éléments



— 145 —

identiques, en nombre égal a celui des ¢léments de la premiére
ligne. :
Soit 54* -~ 2924 44 —1, nous formons le tableau
S e o —1
3 - 3 -

+8

P S

La diagonale du tableau qui joint les extrémités des deux pre-
miéres rangées, contient les coefficients du symbole en y cherché

qui est
S Byt oy —1.

CuanceEr N — 2. — Dans le polynome ¢,, changeons z en
— z, 1l vient
rle—1)...(xe—m-—+1)

(_ ])m o ='(—l)”"{,,,.

Donc, pour changer z en -— z en partant d'un symbole en ¢,
on remplace ¢ par — y. Si, au contraire, on part d’un symbole
en y, on remplace y par — o. ’

Sil'on tient a rester dans le méme symbolisme, il suffit de faire
au préalable, ou ensuite un changement de symbole.

Ainsi, vu le tableau de changement de symbole relatif a

S5ei—a0t+ 4o —1,
le changement de 2 en — z conduit a
—5¢°+832— 73 —1.

Par un changement de z en — z, les formules (1) et (2)
deviennent

(3). = (g —nmt,
) (x—1D(x—2)...(x—m
) (g—ym=t2m ez 2) 2 o)
— -‘rm_ Ym—i —+ Ym—:+ R (_ I)’”.
DONNER A & UN ACCROISSEMENT ENTIER. — Symboles en 9. — La

formule (2) nous montre qu’augmenter z de 1 revient a changer ¢
en y 1.
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En tenant compte de la régle du changement de z en — z, on
voit que changer 2 en 1 — .z revient & changer ¢ en 1 — g.
La méme formule montre apssi qu’augmenter z de 1 revient a

PL8). Soit p

¢—1

remplacer P(¢) par la partie entiére de 'expression
un entier positif. ‘
Augmenter z de p, c’est remplacer P(¢) par la partie entiére
PP ¢
de %:(I—c;{
Remplacer z par z — p, c’est remplacer P(¢) par la partie
v Pis),
e
En particulier, faire  =—p dans un polynome en x, c’est
former le coefficient de <? dans le produit (o +1)?P(9),
P(o) étant le symbole du polynome donné.

enltidre de

Symboles en y. —Vu la formule (41), diminuer 2 de 1, c’est
remplacer y par ¢ —; changer z en — 1 — z, c’est remplacer ;
par — 1 —y. '

S1 Q(y) est un symbole en y, diminuer z de p (entier positif),
’ NANGOR
(v +1)r
Augmenter x de p, c’est prendre la partie entiére de 'expres-
T+1)rQ(y),

P

“¢’est prendre la partie ¢ntiére de

. (
sion -

En particulier, faire z =p, c’est former ie coefficient de ;7
dans le produit (y 417 Qy)-

ACCROISSEMENTS SUCCESSIFS EGAUX A 1. — SOit

S — oL i —1
le symbole de f(z). Pour augmenter x de 1 & plusieurs reprises,
appliquons la régle connue de la division par un binome du pre-
mier degré (ici ¢ - 1)

ACH I R
Jur syt s 4 5 4 7 -6
flx-y N 15+ 8415 <o
f(l‘“.":‘.\i R N 1
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On reconnait le tableau du changemeat de symbole : on a évi-
demment
Jior=—i1.  [(N=6,

Réciproquement, connaissant les valeurs -1, G, 21, 49 d’'un
polynome du troisicme degré, pour = o, 1, 2, 3, il est possible de
construire le tableau a partir de sa derni¢re colonne, d’ou le sym-
hole en y, puis le symbole en ¢ du polynome. L.e symbole en y est
conforme a la formule d’interpolation de Newton, car 7, 8, 5 sont
évidemment les différences successives de — 1 dans la suite - - 1,

6, 21, 49.

DrrreRrEnces successtves v’ uNpoLyNoME f(2). — f(2) —f(z—1)
sera la différence arriére, la différence arriére de f(x) — f(r-—1)
sera la différence arriére seconde de f(x), etc.; f(z 1) — f(x)
est la différence avant de f(x), etc.

I. Différences arriére. - Les paragraphes qui précédent
montrent que les différences arriére successives de f(x) sont
représentées par les parties entiéres de %’ ;. ;, -++y en appe-
lant P (¢) le symbole de f (). En particulier, les coefficients de P (9)
sont les différences arriére prises pour = o.

Les différences arriére se notent également par les .parties

Q Q . .
entiéres de oLl coary LA €Q (y) symbolisant f(z).

lI. Différences avant. - Elles ont, comme symboles, les par-

Q k P P

ties entiéres de =, = -+ . ou de ——; ——,
o—1 (p—1)

les coefficients du syml)ole Q sont les différences avant de f(x)
prises pour £ = o.

-+- En particulier,

LA MULTIPLICATION.

Deux polynomes cn z étant donnés par leurs symboles, on se
propose de former le symbole de leur produit. Nous séparons par
le signe >< les facteurs d’un produit effectif pour le distinguer
d’un produit symbolique.
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SyamsoLes kx o, — Partons de l'identité

tp L o) (e — e m) (0 -}-.m-g-/;——l).
(m = py

<

Diminuons x de m dans les deux membres par la régle connue

= — In +I)...(‘l'—l).l'(‘l"?'l)--'('l“f‘l'—l)
vm !

?/;‘ ;___H)/u:

On en conclut, vu la formule (4),

mp! .
ST =1 = e — )X Tl

o (ne4+pH. '
ou e¢ncore

(')‘) ?/;XK?__')/H l.‘lll’l?/f‘;_l)m_

Cette formule peut s'écrire, a volonté,

. <
‘%"xVé—”’“:-/'l—.;]:,,I('r'—")/’(?—')”’|~
(o — 1) (fm .
RLT MM = e o [ 2 ]
v ; m' ol Lsmer]

‘d'on, immeédiatement, les formules plus générales

N oy

(6) o Pig= I‘mlt;——lv'l’(;)],
(T — 1w

- Cpe—— M) = e 2 P

€7 Le— X Py —— Tl Pl

AT R A R oecian 1Al - ) o ;
Formule sencrale. - Llexpression P (—/-?7|(1;-— 0?2 P(u)| est

le coefficient de 57 dans le développement suivant les puissances
croissantes de s de Pexpression

(z+3—1) Pz 4 3).

par la formule de Mac-Laurin. C’est donc le terme indépendant
~de 3 du développement de ’

(-

Le second membre de la formule (6) est donc le terme indé-
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pendant de 3 du développement de
cle—n |7,
[;-,,-'—‘_—] Piz+ 2

L.e symbole du produit effectif P(2) =< Q(¢) est donc le terme
indépendant de 3 du développement de

(T —1)
“.I'?"— '—(_'__-]l":-}-q;‘)_

Orona
l’(:+—.‘.»=|‘[;:+:|’1,»+—f Py 4.

Sl —1) (g -—1) 2z —1)? .,
‘)[?+ — J=ﬂ)(,?‘+'—(‘;—‘f‘—i“/(-"+ — ,2) Q"(%) +--
d’ou Ia formule
(8 PicixO{z)= PO ?‘i?_l‘)l’)r()r
5) ax Q=100 + fmn d

?2(?_02 ?11(?__1)11

+—(';TP(2—1—...+——(T‘!)';—+..‘,

dans laquelle il y a A+ termes au second membre, A étant le
plus faible des degrés de P et Q.

SymsoLes uN y. -—— Il existe notamment les trois formules sui-
vantes analogues a celles qui précédent :

(9) W= Fhoyr (y +m,
) ~podro -
(o) D) = DG P,

1((*1!;')P,Q,+ PO gy

{ P(~ O(+)==PO
(11) () xQ(y)=PQ+ (21)?

LA SUBSTITUTION LINEAIRE.

Augmentons z de 1 a plusieurs reprises, par le procédé déja
indiqué. dans le polynome ¢,,. Les coefficients du symbole ¢
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<ont 'unité, suivie de m zéros :

suldY 0 0 0o 0o o L. s
TR SR T S B 1 [ 1
m

C2% gva= SLTR T B IR A

On reproduit ainsi le tableau des figures ,-de sorte que, pour h
entier et positif, on a

. I - h(/ j:l)
Tl A hy= ;Il/+ r?lll—l+ |l 9 "7 .!,_ ..

11 -2

h(hs=a)...(hdn—1)
m! )

Les denx membres sont des polynomes en /i qui coincident pour
toutes les valears enlieres et positives de /i, donc pour plus de
m valeurs de /7, ils sont identiques et la formule est valable pour £
(uelconque.

Puisque v 4y 9 sy .. . dont les différences arriére successives
de oy, on en conclut I'identité :

Wih 1)

. . /
(1) /n.r_.}.lz)ﬁ./(,rpi-'—ta.*. 5 02 u. ..

b4y (o 4=2). . (hd m—i..

m!

m élant le dégré de f(x) et o représentant la différence arriére
d'ordre « de gp,.

En supposant &:==—p (p entier et positif), on trouve la for-
mule symboliquement abrégée ‘

(13) S —fir—pi=1=—f1—3).

Dans 'autre symbolisme, on trouvera des formules analogues,
en changeant d’abord z en — z et A en — A dans la formule qui
développe 9, (x 4~ h), d'ou une formule qui développe yn (# + &).
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On en tire
- : oo,
6 Sl h) = flz)4 =K 5
'_‘_h«l)—-—-1‘)(h——'a)...(h—m4~1)

m!

Ah =V ey
1.2

Am

cette formule redonne une formule bien connue du calcul des dif-
férences si 'on y suppose /i entier et positif.

GeneravisaTion. — I On va développer f(x -+-mh), x et h
étant quelconques, et m un entier positif. :

Convenons que:{, ¢2, 43, ... représenteront les expressions
suivantes : :

h h(h=-1)  h(h==1)(h-=2)
- ) 5 ?
1 1.2 1.2.3

Je dis qu’on peut écrire symboliquement

(15) f(oe=-mh)=f(r)- v [1—0=2ay]
== P 4= (= E)ym ]
p étant le degré de f(z), les crochets de la forme [ 1 — (1---8)™]*
devant étre entiérement développés, les puissances de & devant
alors étre remplacées par les différences arriére correspondantes
du polynome f(z). - ’
Les deux membres de (15) sont des polynomes en k de degré p;
il suffit de s’assurer qu’ils coincident pour les valeurs suivantes

de A

, —I1, —2, ..., —p;

h = o donne f(x) dans les deux membres.
Pour h = — k (0 < kSp), on trouve au premier membre

\
Sor—mk)

et au deuxiéme

S(2)— Ch[1— (1— 3]

- Ck1— (=8 = (——1)"Cl/§[l-—(1 — 8)m .
ou encore

f(@) 4 1= [1— (1= ]tk —1 o f(2) + (1= B)mk—1.
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Il reste & vérilier que
/(1 —_ l)l/\") :.f(.r\ < (= a)lnk___ 1.

C’est la formule (13), ou p regoit la valeur m#.
C. Q. F. D.

Appliquons la formule (15) en faisant 2 = o et supposant que
f(x) estle polynome ¢, (). Les différences successives de ¢, ()
pour z = o sont nulles, sauf la pi*™* qui vaut 1.

D’ailleurs ¢p(0) = o.

[.e symbole de +,(mh) est donc le cocfficient de 67 dans le
deunxiéme membre de (16).

Autrement dit, en revenant aux notations ordinaires, le sym-
bole de ¢, (mx) est le eoefficient de 37 dans le développement de
lexpression

1
1—o[1— (14 3)"]

suivant les puissances de 3.
Drailleurs, le développement de op(x — ¢), pour ¢ enticr ct
positif, vésulte de la formule (13)

sl —qy)=73,— (I('/ Spr t (I;—; $p—t. .t (——1)/'(}{/’.
quelques-uns des derniers termes pouvant éire nuls si 'on a p > ¢.

On voit immédiatement que le symbole de ¢,(mz — q) est le
coefficient de 7 dans le développement de I'expression

(1—3)7
—sh—a—zm]’

En imaginant le développement suivant les ¢4 d'un poly-
nome f(x) quelconque de degré p, on voit que le symbole
de f(mx — q) est le cocfficient de z7 dans le développement de
'expression

l\
Z”P'\E)(I—Z)q

i—ei—(a—z)ym]’

P(9) désignant le symbole de f(:x).

En appliquant deux fois le théoréme d’aprés lequel coincident
deux polynomes de degré A qui prennent la méme valeur numé-
rique pour plus de A valeurs de la variable, on arrive a la conclu-
sion suivante :
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Le symbole de f(ax + 3) est le terme en 57 du développement

de
3P l”(i—) (1—2)=3

1—;[1—(1—5)"'-‘]’

les développenients des puissances — (3 et « étant pratiquement
limités aux termes en 37.

Exemple. — On donne le symbole
P(y) =18g8—108* + 79 —1,

y remplacer x par 3z + =.
On forme le terme en 33 de

(18— 1035 73— 3 )i1—3)?
1—e[1—(1—2)] )
ou de
(18 —1034+732—3%)(1 +22 + 3324+ 43%)
1—39z-¢ 3¢z2— @33
ou de
18- 262 + 412>+ 5527
1—392+39z2— ¢zt
on trouve *

486 9% — 9092 + 63 9. + 55.

Le probléme de la substitution linéaire étant ainsi résolu, on voit
que la sommation des valeurs prises pour un polynome pour des
valeurs de la variable formant une progression‘arithmétique, est
ramenée au calcul d’'une somme bernoullienne de premiére espéce.

II. Silon voulait changer z en az + (8 dans un symbole Q (),
il y aurait lieu de former, en appelant p le degré de Q, le terme
en 37 du développement de I'expression

sz(;) (1+3)8

1—Y[1—|—za—-1] ‘

LA DERIVATION.

Dans la formule (12), prenons le coefficient de A au second



— 154 —
membre; il vient

(16) f(.z)—-o-l- + + +&1

m

n étant le degré de f(z).
On aurait de méme, d’apreés (14), la formule

_ A A2 A Am
07 'f(x)z?—7+-3r+...+(—1)"17;.

On peut mettre sous la forme d’une certaine intégrale le sym-
bole de f'(z). Pour ¢, on a

dom Sy gm—2 4 2z : + +
. ] ') L ——— — —_— —_—
dr + m—1 m’
ou encore
d.. 1 e —
e LN [ — sz
dr —_—c

Yo o

et, plus généralement, si P(¢) est le symbole de f(z)

) f’(-z‘)zf f(.,l——P(a)d

RELATIONS ENTRE LES DERIVEES ET LES DIFFERENCES DU POLYNOME
ENTIER @

° Expressionde D™ en fonetion des différences. — D™ repré-
sentera la dérivée m'®me g™ et A les différences d’ordre m, arriére
et avant.

Dans la. relation (16), on peut ajouter indéfiniment des termes
analogues 4 ceux qui y figurent, puisque les différences dont
I'ordre dépasse le degré de f(z) sont identiquement nulles. Nous
écrirons symboliquement

L 1
S(r)= l,’_\-

o

Pour calculer f"(x), il suffit de dériver 4, 42, 33, ... dans la
formule précédente.
La dérivée de o est
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La dérivée de 92 est

' 34 3 32 33
as+%+%+...=a=(a+%+% +>

On en conclut

) . FYs o3 s .
. (.p)=<0+-;+?+.._.) =L

et généralement

Dme= [m

-

I—0O
On verrait de méme que

Dm=Lm(14-1).

2° Expression de 8™ en fonction des dérivées. — La formule
de Taylor s’écrit

.f(.z+lt)—f(.r)=?-f’(.n)—i— T’f—"_)_f’(;-) o

d’oa, pour h=—1,
D2 D3
1.2 1.2.3

d=bh—

on en conclurait que
DM 2 (, — =D )m_

3¢ Expression de A™ en fonction des dérivées. — On aurait

pareillement
A — (eD_ l)’".

4° Relations entre les deux sortes de difjérences. — En fai-
sant h= —1 dans la formule (14), on trouve
d=A—A+ A

ou encore
A

O == .

1==A’

oM = .i m.
=\ 1~ H

. en faisant A== 1 dans la formule (13), on trouve

A= 40t 534, ..

on en déduit



ou encore
0
A= ; :
» 1— 38’
on en tire
Am— > >m .
1— 8,
Remarque. — Posons la double égalité
1
L JP O L
1—o0

Si Pon tire I'une des trois quantités D, A, 6 de I'une de ces
deux égalités, qu’on éléve a une puissance quelconque d’exposant
entier et positif, les deux membres de I’égalité obtenue, on trouve
une relation symbolique exacte.

AprpLICATION AU sYMBOLE nE Z". — Le polynome 2 a ses déri-
vées de Lous ordres nulles pour » = o, sauf la dérivée m"™ qui ne -
dépend pas de x et est égale a m!

Soient donc 4, 92, %, ..., 8, ... les différences arriére

bl Y , ’ * b
pour z = o0, du polynome z”. Comme le polynome est nul
pout z = o, son symbole s’écrit

l’m(?\) = 0% 02 ?z +.. _+3m;/n.

On peatintroduire des puissances de d au dela de la m"*™, puisque
les différences arriére d’ordre plus grand que m sont nulles iden-
tiquement. ‘

Pour faire la somme de la série

0 0 on !
63 4+ G2 4. A O L,

il faut tenir compte du fait que, seule, la dérivée m*"* est diffé-
rente de o pour r =o. On peut donc dire que P,,(¢) est égal au
produit par m! du coefficient de " dans le développement sui-

vant :
c(1—e )42t (1—cF 4. o g1 — e 3

si 'on observe que la formule 4" (1 — e™")? doit étre appliquée
pour x = o. '
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Le développement qui précéde est celui de la fonction

{
l—q:(l—e"z)’

toute question relative a la convergence étant évidemment hors du
sujet.
On peut donc écrire

! 2Rl 2R Pale)
I—o(1—e—?) 1! 2! n!

On aurait de méme, en posant Q,(y) comme symbole de z™

S B =t+zQ'(Y)§—z:Q’(Y)+...+ 2l
1—y(es—1) 1! 2! n!

On trouve ainsi

P1(?):?) Ql(Y)=T)
Py(9) =29*—39, Qa(y)=127+7,
P3(9) = 69>— 692+ 9, Qs(Y) =6+ 61+ 17,

Pi(9)=249*—3693+1492—9, Qu(¥)=1247"+3673+1473+ 7,

L'INTEGRATION.

Etant donné le symbole d’un polynome f(x), fermons le sym-
bole de la primitive de f(v) qui s’annule pour x = o.

Soit, par exemple, Ag®+ Bg*+ Cp + D le symbole de f(z). .
Imaginons une division ou le dividende serait A ¢* + By?+ Co +D
et le diviseur ¢ — 1 + ~;_—! -+ 33—_-3 + ?z——b

On trouve un quotient du quatriéme degré’ et un reste R de
degré inférieur & — 1 vérifiant I'identité -

Ag*+ Bot+ Co -+ D
’ - - —4 )
= (9-1—3—.?;— + 2?- G- %—) (ap*+ b9t cp? +~dp+e)+ R,
Je dis que ag* 4 bg® + cg? + dp symbolise la primit'ive“cherchée’.
LVLL ' R T



ldentifions

Aca. !;:h+f§, C:‘c—i—;«,"%, n=('1+.—f~-f+

.

SN

3

Dérivons le symbole a¢* +4- bo? + c9* + dy par rapport a z; il
vient, d’apres la formule (16), :

tdbhodee PG +b

(2
aziebeit os dd 42 * Ty
2 .

L

1l suftit d’cxdenner pour retrouver -

\e?+Be24 Ce $-D.
. C. Q. F. D.

Dispositif pratégue. - On inscrit au dividende les coefficizats

1
3
en nomb:e égal a celui des coefficients du symbole donné. On
détermine au quotient un nomhre de coefficients égal au pré-
cédent.

Cherchons, par exemple, la primitive nulle pour z =0 du
polynome admeitant le symbole 5¢3% - 292 + 8¢ -- 17 :

i .. . 1
du symbole donné, au diviseur les termes de la suite 1, )

T ] ' §
14 = o 55 +
) ) ] > ) '
—5TUyT 7 "
2 > | R ) 103 265
—_— ) y — = —_
) 3 ) 1 24
+7 4+
i 2
103
24

l.a primitive cherchée admet le symbole

103

”?

- 9 . 2065
,)_?,_.):_‘_*_ e g,
o ! 24

| 94

Il existe un dispositif analogue dans le symbolisme des y, les
coefficients du diviseur étant pris dans la suite indéfinie
T 1 1
Ty ke 4

FormuLEs pE QuaDRATURE. — On va montrer que les formules
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calculées d’avance donnent la primitive d’un polynome quel-
conque pour toute valeur entiére et positive de la varizble, le
polynome étant connu par son symbole en y.

I. Scit @y®+ by*+ ¢y + d le symbole de f(r), nous cherchons
la primitive de f(z), nulle avec z, pour x =3, 3 étant le degré
de f(z). Nous trouvons la primitive de f(r), nulle pour z-= o,
par la division définie par I'identité suivante :

ayi byt ey 4 d
P) a2 a3 -t
=(r“~— - ) (A4 B Gy 4Dy E) 4 R
) T
. (degré de R<—1).

11 faut calculer le terme en 43 de
(v 2 7P(Avi4 Byi4 Cy24Dy)
qui est zussi celui de
(3743741 (Avr 4 By3 w Gy Dy ~=E).
Cest aussi le terme en y* du produit
1 3via 3y -+ v)(Av - By34-Cyv:+- Dy 4+ E).
Cherchons la primitive nulle pour z = o du polynome dont le
symbole est 3,3 4- 32+ y ' ‘

a3 %

Y—!
R e e
\ .

4
X (w4 oyt wyt esvdt) 4R
(degré de R'<<—1).

Eatre les identités des deux divisions, éliminons

=2 a3 a4

O R R [ _—
' 2 + 3 4

Il vient

(avsd-byrdey + d)(uph4 ey wy sy 4 t)
—(3y' 4 47+ 1) (A4 Byi4 Gy 4+ Dy 4 E)
wR(uv 4 ovid-wy 4 sv 4+ t)—R'(Avt+ By3<-Cy:+ Dy 4 E).

Le second membre est de degré inférieur a + 3. Donc lzs deux
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produits dont la différence forme le premier membre ont le méme
terme en y*.

[La primitive de f(z), calculée pour z = 3, est donc

du4- v + bw = as.
et 'on peut écrire, I'(x) étant une primitive guelconque de [(z),
F(3)—VF(0)=du+cv + bw + as.

Si Pon forme le symbole de f(x) a 'aide des ditférences de ),
dans la suite y, ¥, v,y des valeurs que prend f(r) pouro o, 1,
2, 3, on peut écrire

Fr—Floy cuyid 0 dyg+w A2 yo+ 6 A% yq.

Cette formule de quadrature a quatre ordonnées résulte donc

P— =3yt 3y [voir formule (1)].

1. Un raiconnement analogue montre que pour calculer
F(3)—F(o)
pour un polynome f(2} du ro® degré, il saffit d’avoir calcalé une
fois pour toutes la primitive nulle pour z = o du polynome
310 L G g B,
Le tableau suivant donne les formuies de quadrature a 2, 3, 4,

5 ordonnées, en supposant que I'équidistance des ordonnées n’est
plus 'unité, mais posséde une valeur quelconque 7

. . A l
S=/4 '1—“#, S = 2+ i

S = ‘)‘h'," (j’u‘*- )"}’1 + ;,V:_f"}':;)A

. Y/ . L. R .
S= —,'4; (7¥0F 3200 =12y, 4 32 y? <=7 )4,

Revenons a I'hypothése & = 1.
- §'il sagit, par exemple, de calculer la différence des primitives
pour = 4 et pour £ = o d’un polynome f(z) du 11° degré au
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plus, on fait usage des coefficients du symbole de la primitive de
Lyl 2104 CEy04 Chyd = 411 4 67104 4y9 4 5.
On est conduit & écrire

l"(‘i:’_l“\”\]—- Vo+8AVU+ Aa_}’0+ A V0+ A‘}’o

8
— = o+ A‘)’o—

Yot ;

1’ 175

On observe que le terme en As y, manque. Montrons qu’on a,
en elfet, -

’ (]étté intégrale s’écrit
f <f<x—r>(w—z>(x—s><w—x>d~

Posons x = o < y, elle se note

,,(,f y(y —10(y*—4)dy

et se compose en effet d’éléments deux a deux opposés.
En imaginant qu’on calcule I (4) — F (o) pour le polynome :

S(x)=ve+ 11,

on expliquerait de méme le fait que As y, et A7 y, sont des coeffi-
cients opposés.

Exemrere I. — Volume du tonneau a douves paraboliques. —
Un tonneau est engendré par la révolution d’un arc de parabole
ayant son milieu au sommet de la parabole, autour d’un axe paral-
lele a la tangente au sommet. Soit y2= ap (x—+ R) la parabole
méridienne, R étant le rayon du bouge. Exprimons que le point A
appartient a la parabole de fagon a faire intervenir le rayon r du
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fond

g

h

% =ap(R—r),

h étant la distance intérieure des deux fonds.

G

_e}

af®? {m
O ﬂm v
-R}s 0 ] X
o ‘

I.aire de la section d'ordonnée j- est mx?, c’est-a-dire un poly-
nome en.y du quatriéme degré; donc nous appliquerons la formule
de quadrature a cinq ordonnées, l'équidistance des ordonnées
. h
étant de T

En appelant ; le rayon de la section du tonneau correspondant
. h .o .

A== 7 il vient

x Ll/i:[‘]r'-'x 24642 412R2] = {2—;—- 2 4=3act 4 6 R2).
4 :

|~

V=

3

FSN

Pour évaluer p, exprimons que le point B est sur la parabole

=2p(Ri—p).

A=

Eliminons g, il vient

8(R—p)=2(R—r),
8o=6R+42r,
fjocm3R4r;
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d’ou
V= /'—T 71'2-1—9.(‘% R4+rPp—6R2]= ’fl—;-"[zd Rr4-12 R 4-9g12]

-l S [BR4- 4R 4302,

FFaisons apparaitre le diamétre 1) du bouge, le diamétre d du fond
V=-i—h(8]“+4l)(l+ 3d? )

Exemerr 1. — Caleul approché de L,. — En posant
(/4-1)(hk+42).. .(l'+n),

n'

:’;—
Fi=

/i étant un nombre posituf quelconque, on démontre aisément, par
une multiplication symbolique, la formule suivante :

et k [] x(.r.-l—l)...(.r+u.—nJ

'+r+ _+ +1‘}j"' T k=7 TRk k¥ r—n

<0n en déduirait des développements en série, valables pour z <</

k k \
k—x’(/\‘-—x)!’ /
En faisant &k =4, et changeant x en —z dans cette formule, il

des expressions

vient

I N - - e ar
——m el e )
. / ) 1) 35 7O

56(7 =4 1)

Une nouvelle application de cette formule nous donne

1 1 1 J2 e 4
— - o i e s — = L
Z 4 i ) 19 30 ~0
o )
R IO IS ¢ S L= i
224 L 15 35 70

Effectuons le produit
75 X [!*‘—‘ + 2 ;"-+l"];
K ’
il faut calculer, d’apreés la formule (10), I'expression

v3 ds : " w3 ir; - .
b=t E-f+5))s
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e crochet devant étre calculé en négligeant tous les termes de

degré inférieur a 5, on trouve

19 . DI _ .
7'%7.;_ ET;'Y“""%Y' r s+_..{s

Multiplions par dx les deux ‘membres de I'identité et intégrons
entre o el 4; il vient

Comme, entre r = o0 et x = 4, la courbe y = + ; lourne sa

concavité vers les ) positifs, on voit qu’elle est compnse entre la
corde qui joint les points x =0, x =4 et latangente au point x =0,
d’ou

8—.r 1 R—.r

</ =<5 C

36

pour toutes les valeurs de & comprises entre o et 4. On tire de la

Ty — £
] ..;_(;._‘r Yide <f d.l: < ,. yidur.
Posons
'
] —
= [ v3dr
Jy 36

Au facteur = prés, I conslitue une valeuy approchée par défaut

du dernier terme du second membre de lldenutc L’erreur com-
mise sur | est inféricure a

C ok
' N R 1 C(B8=a) |
[ (‘8—1)[3-;—36](1.1': W(IJ,_X

D’ailleurs

’l‘ ~ 4 4
‘/ (8'“1')73‘1-”";"1,(’2-—1‘)‘{;d-l'+bf Y2 dzx.
v Ji



— 165 — .

La premiére intégrale du second membre est nulle, comme on le
voit en posant r=2-4+¢.
"Ce qui permet de poser, par approxnmatlon

Aoa ¥
.é_:f 15 gz = I_2f v2dx,
56 o T+ 4 6% 56 o

'erreur sur ce terme positif étant par défaut-el inféricure an % de

ce terme.
On a d’ailleurs symboliquement
5 [ Jpe— ~ 5
vRY= mY-"dYs[*{ (v +1)]
= Y54 30784 21077 + 56078 4 63079 4 252v10,
Soit donc

3

___2f (s + 30vs+ 2107, 4 560754 630v9 4= 252740) dz.
6356 vo

=

, . J R
Avec une errcur Pal‘ defaut plus pem.e que §; nous ecrirons

4
=L S RV & S £ S £
1‘2-4[ (] 5 15 35-1—70)(1:0:
.
X v, 2 T 412 9.
):’./;l </'2 (s 35Yﬁ+5\’,+5h+5{))+1.
Nous calculons d’abord J au moyen de I’expression de
+ F(4)—F(o)

indiquée plus haut. On trouve

3‘) I
6)(3—6-'))(31185 3><14 ><31|89 18336780

J=

d’ou
J 1 1

8 T 245196531185 146694248

On trouve que

%(6,82.10—’.

Le calcul est le suivant, toujours en appliquant I'expression
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connuc de F(4) —F (o) :

13.67 0.0y oLl

I, = —

63 i80  1R33678

On trouve que

0603117176 K L, Lo 6y3 197185
d’ou

Lo=o0.6g3i 1718 (d

N

= pris dans un sens inconnu).
2167



