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. LE CALCUL SYMBOLIQUE SOMMATOIRE ;

PAR M. R. AMSLER.

Le calcul symbolique sommatoire est un auxiliaire du calcul des
différences.

11 permet notamment de traiter simplement la théorie des poly-
nômes et des nombres de Bernoulli, diverses questions sur le
développement des fonctions hyperboliques ou circulaires, et
aussi de résoudre les équations numériques algébriques par un
procédé où se combinent le calcul des différences et les méthodes
d^approximation de Newton et des parties proportionnelles.

Dans le présent Mémoire, on trouvera seulement Fexposé du
principe du calcul et son application aux quadratures par ordon-
nées équidistantes.

On a terminé par deux quadratures, Fune exacte, Fautre
approchée, pour montre? sur deux exemples simples Futilité des
formules de quadrature, calculées une fois pour toutes.

DÉFINITION DES SYMBOLES.

HAPPEL DE P R O P K I K T É S CONNUES. — On sait que le tableau des
nombres figurés comprend une première ligne et une première
colonne d'indice o formées d^éléments tous égaux à i .Tout nouvel
élément du tableau est la somme du précédent dans la ligne, et du
précédent dans la colonne.

La loi de construction du tableau, comparée à la propriété

^-C^+C^

des coefficients binomiaux, montre que la diagonale de rang m du
tableau renferme les coefficients du développement de (04-6)'".

On en tire

< ̂  -. ¥^ et F& = F^1 - (n^r£^ avcc 0 ! = I •

LVI. 10
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Sommation par lignes. — La loi de formation du tableau
conduit à la relation

V { ^ ^ î ) ( . r ^ 'A ) . . . ( . r ^p ) _ { p 4. i) (p .4- -2) .. (y) 4. m ̂  i )
^ /// !- "~ (/n+i)!
•V3k0

ou encore à

<n -y.r(./--4>i)..'.0«4.//?—i) ̂  p(p^.î)...(p^m)
• ) ^ m\ {m^i)\

La somme des p nombres dont le dernier est

l^p-^ i) 0?-4- 2 ). . .(/? 4- ̂  — i)
w !

^obtient donc en introduisant dans ce nombre un facteur de plus
au numérateur et au dénominateur.

Sommation par colonnes. — En supposant ^>w>>o, som-
mons les éléments de la colonne m

1 ^ / i i t _ u m i i ï?^ . •-•//ji^l
0 -I- r | -+•• • •-+- F^«.,»S= t' f,Z,n-

Passons aux C
i 'm t r^lît i g ^ lit __ ^in-\-\
' '///-^ Vj/»i-+-|-+". . .-+- \jip ̂  V-J/?-+-1 •

r^ i i i i ;2*( ; r—i)( . -c—2). . . ( j?—m-4-i )Calculons le polynôme --^———^———^—-^——————/ pour.r == o,
1 , 2 , . . ., m, . . ., p.

Les valeurs obtenues en premier lieu sont nulles et les autres
sontC^C;^,,...,C;.

D'où le résultat

Y ^(^ '—iX^—'^) - • • (, r — w+ l ) /-,m-M
^——————————ml——————————=^4-1.

. D^ailleurs ce résaltat est valable pour p^m, puisque nous
posons C^== o pour k entier, positif et inférieur à m, d'où

C^,' s: o pour/?-^ x <w4f i ou /?< w.
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Donc, pour m entier et positif, on écrira

•Vî£p

/m V X ( x — ï ) . . . ( j ' — m + ï ) ,m.pm-M{ I I ) ^——————————^——————————SSl^-^l^

C==-0

Le Z est égal à son dernier terme plus la fraction obtenue en y
introduisant un facteur de jplus au numérateur et au dénomi-
nateur.

LES DEUX SYMBOLISMES. — POSOUS

x (v ̂  i ) ( x 4- > ) . . . ( .r-4- ïn — r)?w== —————m~\—————'
x ( x — i ) ( x — ^ ) ... ( x — m 4- i )

>l^—————~———m~\——————————'

Par une suite de divisions, un polynôme f{x) entier et de
degré m se met sous les deux formes

^0?m+ ^iîp//,-i-4-. . .+ Om,

^o7/»-+- ^lY/^l-^. • •-^ ^m'

Le polynoriïe en (p suivant ao9w-^ ai ©w''"1 -4- . • . + dm s^appel-
lera le symbole en <p de f (oc).

Le polynomeen y suivant ^o/'"^ ^< '/w""1 +...-(- 6w s'appellera
le symbole en y de f{x).

Deux polynômes en <p et en ^, correspondant comme les précé-
dents au même polynôme en 9, sont appelés des symboles équi-
valents.

En appelant première somme bernoullienne d^un poly-
nôme/(.r), la somme des valeurs prises par ce polynôme pour les
valeurs entières consécutives i , a, 3 y . . . , x attribuées à la
variable, nous écrirons symboliquement, vu la formule (I),

S S^SS: ^"^l.

En appelant deuxième somme bernoullienne du poly-
nôme y (a?), la somme des valeurs prises par y (a?) pour les valeurs
entières consécutives o, i, 2, 3, . .., x, attribuées à la variable,
nous aurons symboliquement, vu la formule (II),

§ / y m j^ ^ m ̂ » .. /«4l s ( " -^ ï) v m.
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En appliquant ces règles de sommation à une équivalence nous
aurons :

Première somme bernoullienne,

„ P ( ç , ^.(Y — i )Q (Y )_Q ' (o ) ; .

Deuxième somme bernoullienne^

yP(Vï-P(o;- ,^4-- i )Q(-y) ,

P(o) et Q(o) représentant évidemment le terme constant du poly-
nôme qui admet les deux symboles P(9) et Q(v).

L'équivalence 9 = y conduit à

( l ) ^111 ̂  -.̂  Y ^, , l^—!.

1/équivalence y |- i === cp -+- i relative au polynôme a? -}- i , con-
duit a
. . ( ./• -i- l ) ( .r •— • > . ) . . . < ./• .+-• in )( -, ) ———————^———-„—— ^ ( y + i )-

^ :,/" ^ ç^-i ^ . , . -„. c?2 -f 9 + i,

si'l'on tient compte de la formule qui nous a conduit à la for-
mule ( i ) .

CHANGEMENT DE SYMBOLE. — Nous venons de voir que ^m équi-
vaut à y (y — i ) ^ ' .

Formons un tableau contenant dans sa première ligne les coef-
ficients de o^, savoir le nombre i et m fois le nombre o, la pre-
mière colonne renfermant m + i éléments tous égaux à i. Appli-
quons à ce tableau la loi de construction du tableau des figurés;
dès la deuxième ligne, on voit apparaître ce tableau elles éléments
qui forment une diagonale avec les éléments extrêmes des rangées
initiales sont :

i. c;//-i.. cî ,. ..., cî/.,. .... c;;;z;, o;

ce sont donc les coefficients du polynôme y (y -^-.i)7""1.
On tire de là la règle du changement de symbole.
On applique la loi de construction du tableau des figurés à un

tableau dont la première ligne renferme les coefficients du sym-
bole en y donné et dont la première colonne a tous ses éléments
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identiques, en nombre égal à celui des éléments de la première
ligne.

Soit 5^3 ---.a^2-}- 4 9 -̂ . i ^ nous formons le tableau

5 + 8»
5

La diagonale du tableau qui joint les extrémités des deux pre-
mières rangées, contient les coefficients du symbole en / cherché
qui est

:"»Y^ ^-^ ,4- ^-y — i .

CHANGER x EN — x. — Dans le polynôme y,,,, changeons x en
— oC, il vient

(-i)^"-0-^-^0 =.(-1)^,

Donc, pour changer x en -— .r en partant d^un symbole en 9,
on remplace 9 par — y. Si, au contraire, on part d'un symbole
en y, on remplace y par — (p.

Si l'on tient à rester dans le même symbolisme, il suffit de faire
au préalable, ou ensuite un changement de symbole.

Ainsi, vu le tableau de changement de symbole relatif à

5 sp^ — -2 y2 -+- 4 ? — î ?

le changement de A- en —• x conduit à

— 5^-t- 8 î p 2 — ; ç — i .

Par un changement de x en —rc, les formules ( i ) et (2)
deviennent

(3) . Y/ns. y (ç_ j )m- l^

(4) ^-,).^^-I)(<r-•^••(^-^)
w!

r= yw— yw—l _(_ ynt—l -)-. . ^-4- /_ l)'".

DONNER A .r UN ACCROISSEMENT ENTIER. — Symboles en 9. — La
formule (2) nous montre qu^augmenter .c de i revient à changer 9
e n y + i .
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En tenant compte de la rè^le du changement de x en — x^ on

voit que changer x en î — .y revient à changer © en i — cp.
La même formule montre aussi qu^ augmenter x de i revient à

remplacer P((?) par la partie entière de l'expression _ ' Soit p
un entier positif.

Augmenter x de /?, c'est remplacer P(<p) par la partie entière
dç ^(y)' ( ; p — i ) ^

Remplacer J? par x—/9, c^est remplacer P(<p) par la partie

entière de ̂ ^p^<p/'
En particulier, faire x ==—-/? dans un polynôme en .->6', c'est

former le coefficient de ^P dans le produit (9 -̂ -. i)^ P(qp) ,
P(<p) étant le symbole du polynôme donné.

Symboles en y . —Vu la formule ( 4 î ) < diminuera/1 de i , c'est
remplacer y par 9 —i ; clianger x en — i — x^ c'est remplacer y
p a r — i — ^ .

Si Q ( y ) est un symbole en y, diminuer a? de p (entier positif),

c'est prendre la partie entière de -———•
' 1 (y 4" i)1'

Augmenter x de p^ c'est prendre la partie entière de l'exprès-
^ï-^Q(ï).

^
En particulier, faire x —/^, c'est former le coefficient de y^

dans le produit (*/ -^ i}^ Q(y) .

ACCROISSEMENTS SUCCESSIFS É<,AUX ^ 1 . — Soit

le symbole d e / ( x ) . Pour augmenter j? de i à plusieurs reprises,
appliquons la règle connue de la division par un binôme du pre-
mier degré (ici 9 i )

A-^ ) - " -t- ^ — l

. f[.r 7 lj; ;•) 4- ; -̂  ; 4- 6

/•(^^ ^ •» 4- S -4-1 -) —•n
/'(j-'-^'î^ 1 "» 4- i î ^ -+-49
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On reconnaît le lablean du changemeat de symbole : on a évi-
demment

/ ( 0 > ï = S — — j . /(l)s=;6;

Réciproquement, connaissant les valeurs — i , (), 21, 49 d^un
polynôme du troisième degré, pour == o, i , 2, 3, il est possible de
construire le tableau à partir de sa dernière colonne, d'où le sym-
bole en y, puis le symbole en <p du polynôme. Le symbole en y est
conformé à la formule d4nterpolation de Newton, car 7, 8, 5 sont
évidemment les différences successives de — i dans la suite i ,
6, 2 i , 49.

DIFFÉRENCES SUCCESSIVES D ' U N POLY NOME f (x). — — f (x) —f (x——0

sera la différence arrière ,' la différence arrière de f(x} — f(^v— i )
sera la différence arrière seconde de /(.y), etc. ; f\x^-1) — f { ^ )
est la différence avant de f{x)^ etc.

I. Différences arrière. Les paragraphes qui précèdent
montrent que les différences arrière successives de f{x) sont

P P Preprésentées par les parties entières d e — » -;» -p • • • ? en appe-

lant P (<p) le symbole de f{x). En particulier, les coefficients de P (9)
sont les différences arrière prises pour x == o.

Les différences arrière se notent également par les parties

entières d e — - — » -,———» • • • » Q(y) symbolisant f(x}.y ^-i (Y^- r )2 ^-v / J J \ f

lï. Différences avant. - Elles ont, comme symboles, les par-
0 ( ) P Pfies entières de -~ î -'- • • • ou de ———? ,———f • • •• En particulier,Y Y 2 ? — i (?—i)2 r

les coefficients du symbole Q sont les différences avant de f ( ' v )
prises pour x == o.

LA Ml LT1PLICATION.

Deux polynômes on x étant donnés par leurs symboles, on se
propose de former le symbole de leur produit. Nous séparons par
le signe X les facteurs d^un produit effectif pour le distinguer
d'un produit symbolique.
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SYMBOLES E N ^. - Parlons de l'identité

„ ̂ 4-,, _ ./'(./' -4. i > ( ' . / • 4- ̂ . . . ( ,r -f. m — i ) ( ./• -̂  / / ? ) . . . ( ./• 4- m ~t- /; — r)
( ni •- p \\

»
Diminuons x de m dans les deux membres parla ré^le connue

^ . _ ^ _ ( .r — ///. ) ( ./• — ̂ ^^ >__•. {^ —i ) .^( ./• ^-1 ) ... ( •/• -^- /> — »)
i // / /> }\

On en conclut, vu la formule ( f ) ,

/// ! /-> !
Y ^ ( ///- -h /^ ) ' w r '

ou encore

( '» ) -// X. (, ^ — i V" F/^ -/^ 9 — i ) ' " .

Celte formule i)eut s'écrire, à volonté,

-./' ( U 1
-.1' x ( ^ — f } " ' =-- -^ - - 1 ( ^ — i )/' ( ^ — i )/" |.

y ^ î f/:./' • • • '

{ ^ — i ) ' " f / " <
r ^ ^" /// ! < f - ^ 1 " { w w '

d\)ù, immédia tement , les formules i)lus générales

( ( ) > ^X l^ - )^ ^-^|.^n^>,.)|,

< ; ^ f.-.^ ><P(. ̂ ^i^^^|../|><.,].

Formule n t ' m ' r a l c . L'expression I, —— [ (9 — i)^ l^^)] est

le coefficient de j^ dans le développement suivant les puissances
croissantes de ; de ^expression

(•. ̂ .z—i)P l » , , 4- ,-),

par la formule de Mac-Laurin. C'esl donc le terme indépendant
de z du développement de

(..-•)"••"+-).
Le second membre de la formule ( 6 ) est donc le terme indé-



- 149 —

pendant de z du développement de

-̂ii—Ly',.̂ .-..
Le symbole du produit enectif P^) x Q(?) est donc le terme

indépendant de z du développement de

nL^ ïl———'l l>^^3) .

Or on a

P < ç +.. j » ^ P . _ + 3 P '<Y>4- ̂ l"' - } ° h - - -

oL^ i———j ^o^^L^-^o'^^ ?^_^Q^)^..,

d'où S.» formule

( K ) 1 •,. i ̂  Q ( ^ l = 1>0 + ' ((^:^ P' Q'

- • I Î / T _ _ t \ 2 1 ) ^ ( 0 — — i V 1

-^4tn70-p''Q''-^•••+4^—+••-

dans laquelle il y a A ^ i termes au second membre, À étant le
plus faible des degrés de P et Q.

SYMBOLES EJN y. - II existe notamment les trois formules sui-
vantes analogues à celles qui précèdent :

«)) ':f' (y -^- o^ -^F^ ̂ (ï +I)^
Oo) ^ ( > > , ( ^ ^ ^ ^ [ ( Y ^ , ^ P ( ^ ) ] ,

"•/ /' •»/ j T \ / •> /2 / ' / 1 T \ 2

(il) P^^Qr^PQ^^^P^- r ̂ ï) P-Q^....

LA SURSTITUTION LIÎSÉAIRK.

Augmentons rc de i à plusieurs reprises, par le procédé déjà
indiqué, dans le polynôme ^^. Les coefficients du symbole ^m



150 —
''ont Fumtc, suivie de m zéros :

^m[^\

•-,„ ( • / •+- ' ^

/// 4- \
i

(w4- i ) ( m - ^ - A }? . " / ( • i ' 4-Q i > 6 K» i ') . . .

On reproduit ainsi le tableau des figures 9,,de sorte que, pour h
entier et positif, on u

- , • / i ^ h ( / f 4-i »-'^•^ ^ ' ^ -/.+^?^_,4—j-I— s,,^^...

h(h^ï). . . ( A4./^_i
/ / / 1

Les deux im •inl)re,s >ont des polynômes en h qui coïncident pour
toutes les valeurs entières et positives de / / , donc pour plus de
//( valeurs d < - //, ils sont identiques et la formule est valable pour h
quelconque.

Puisque 9,,, ,, y,,,._,, . . . dont les différences arrière successives
de o,,t, ou on conclut l ' identité

n.) /• . . / •4^)^/ , . , • .4 ^o4A l- / ^__ ]_ )o^
- l ' 1 . •>. -r- • • •

h{ 7<4. i ) ( h •^.•^) . . . ( h^ m—î )
————————————————————————————— ^in

m !

m étant le degré de f{x} et ô représentant la différence arriére
d'ordre a de ^nr

En supposant /^ :r-—p (^ entier et positif), on trouve la for-
mule sj inboliquement abrégée

u 3 » ./ Ï-7 ' ) —./( •r —7^) u — û )/'.

Dans l'autre symbolisme, on trouvera des formules analogues,
en changeant d'abord x en — x et h en — h dans la formule qui
développe 9,,, (x 4-A), d'où une formule qui développe y^y 4- A).
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On en tire

U.) /(..^)^^.)+^^/^^^+...

h ( /, — i ) ( h — •>. ) . . . ( h — m -^ i ) ̂
m!

celte formule redonne une formule bien connue du calcul des dif-
férences si Fon y suppose // entier et positif.

GÉNÉRALISATION. — I. On va développer / ( * r — w / i ) , x et h
étant quelconques, et m un entier positif.

Convenons que'^S ^i ' ^ ' ^ • • • représenteront les expressions -
suivantes :

h h(h «-i ) h(h ̂ i)(h^ -2)
——— , —————————————————- , ——————————————————————————————————- y • • • •

i i . '.» i . >... 3

Je dis qu'on peut écrire symboliquement

(i 5 ) /( x - - mh ) ^f( .r ) - ^ [ i — U -- o }111 ]
< -^[i — ( i — 5 ) / " ] ^ 4 - . . . 4 < ^ [ r — ( i —8)/n] / ' .

/^ étant le degré de/(.r), les crochets de la forme [ i — ( i —S)^]4

devant être entièrement développés, les puissances de ô devant
alors être remplacées par les différences arriére correspondantes
du polynôme/(.r).

Les deux membres de (i5) sont des polynômes en h de degré j»;
il suffit de s'assurer qu'ils coïncident pour les valeur» suivantes
de h

0, — — I , — — 2 , . . . , — — p \

h === o donne /(^) dans les deux membres.
Pour A === — k (o <; k ̂ p)i on trouve au premier membre

)'\ -r — i n k }
et au deuxième

/(.r)-C^I—(I-o> / / /]

^ (^.[I__(I__0^./]2__...^^l)*C^I——(I-ô)mV\

ou encore

/7^\ _ <A^)+ i-[i-.(i-ô)-j^-i^/(^)^(i-â)^-
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11 reste à vérifier que

/(./• — / / / À ) -ï/(.r) -^ (^1 — o)^-— i.

C'est la formule ( i3) , où p reçoit la valeur ?}i/\\
C. Q. F. D.

Appliquons la formule ( i F ) ) en faisant x == o et supposant que
f(x) est le polynôme ^ p ( x ) . Les différences successives de ^ p { x )
pour x == o sont nulles, sauf la p^^ qui vaut î .

D'ailleurs ^ p ( o } •== o.
Le symbole de ^ p ( m k ) est donc le coefficient de ô^ dans le

deuxième membre de ( 16).
Autrement di t , en revenant aux notations ordinaires, le sym-

bole de ^p{mx) est le coefficient de zP dans le développement de
l'expression

suivant le^ puissances de 3.
D'ailleurs, le développement de 9 / » ( ^ — ^ / ) ? pour q entier et

positif, résulte de la formule ( i3 )

^ ( . r—/ / ) ^ :p/,— (^^-i +-c^—^.. .^-(—ly'cç.
quelques-uns des derniers termes pouvant être nuls si l'on a p ^> q.

On voit immédiatement que le symbole de Q p ^ m x — q ) est le
coefficient de ^P dans le développement de l'expression

En imaginant le développement suivant les ^k d'un poly-
nôme / '(*r) quelconque de degré /?, on voit que le symbole
de f( mx — q) est le coefficient de Z-P dans le développement de
l'expression

z p p ( ^ ) ( i — zy/
' .3 /

I-ç[l-(l-.<)/"]'

P(9) désignant le symbole de/(J").
En appliquant deux fois le théorème d'après lequel coïncident

deux polynômes de degré A' qui prennent la même valeur numé-
rique pour plus de A valeurs de la variable, on arrive à la conclu-
sion suivante :
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Le symbole de/(a^ 4- (3) est le terme en ^P du développement

de
^P(^)(i-^

le§ développements des puissances — (3 et a étant pratiquement
limités aux termes en z P .

Exemple. — On donne le symbole

P ( c ) ^=-i89'-1— l o ^ 2 ^- 79 — j ,

y remplacer x par 3j? 4- ^.
On forme le terme en ^3 de

ou de

ou de

on trouve

( i 8 — r o ^ +- 7 -3l — z - ' ' ' ) ^ i — s F-*
r^[ i -?T^IV] '

(18 — 10.; -f- 7 g" — s-' ) ( i ^ '2 ̂  ^ 3 g2 -h- 4 ̂  )
1 — 3 9 Z - r 3 9 Z^ — Ç 2''

i^ ; 2634-41 g^-h 55 ̂ \
i — 3 9 ̂ - ( -395 '*—9 z2 7

•
.ISfi?'-— 90?' ̂  639. + 55.

Ije problème de la substitution linéaire étant ainsi résolu, on voit
que la sommation des valeurs prises pour un polynôme pour des
valeurs de la variable formant une progression* arithmétique, est
ramenée au calcul d'une somme bernoullienne de première espèce.

II. Si Fon voulait changer x en a x -h (3 dans un symbole Q(y),
il y aurait lieu de former, en appelant p le degré de Q, le terme
en ^P du développement de Fexpression

^Q(^)(i-^)?

i-YL1-^ —I.

LA DÉRIVATION.

Dans la formule (12), prenons le coefficient de h au second
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membre; il vient
^ û2 n-^ S7^1 1 6 1 .^-)=î+-+T-^-••+î^'

// étant le degré de /(*r).
On aurait de même, diaprés ( i4)» la formule

\ \2 \:; \7//
,,;, /(.)^_-.44-»-...-K-,)'»^.

On peut mettre sous la forme d^ine certaine intégrale le sym-
bole de f (x). Pour (p^, on a

//— «'/«—2 ••• ni --.'• • •»• i^,,„.-.+__+_-+...+^^-(.^,

ou encore
^/ r'^—^^ ,
————-SS. 1 ——————'——<IZ
djr. J , 3-.

et, plus généralement, si P(9) est le symbole de f{x)

, .S) ^)^f lp<5)-p(a)^.
€/0 J ~~ ̂

RELATIONS ENTRE LES DÉRIVÉES BT LES DIFFÉRENCES DU POLYNOME

ENTIER :

i ° Expression de D7" en fonction des différences. — D'" repré-
sentera la dérivée m1*"®, ^m et ^w les différences d^ordre m, arrière
et avant.

Dans la relation (16), on peut ajouter indéfiniment des termes
analogues à ceux qui y figurent, puisque les différences dont
l'ordre dépasse le degré de/(.r) sont identiquement nulles. Nous
écrirons symboliquement

/'^^T^-o-

Pour calculer /"(a?), il suffit de dériver ô, ô2, ô3, . . . dans la
formule précédente.

La dérivée de à est
03 ô5 » ^ / - °2 . ^ \ù24-T4-T+••-8(û+T+ï+•••) t
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La dérivée de ô2 est

,-4+£+...»„(.., 2+ï _...).
On en conclut

, /"(.)=(o-^^+^+...)2=L•^

et généralement
l)^s= [.m -——•i — ô

On verrait de même que

D^s=L^(i-(-A).

a° Expression de ^m en fonction des dérivées. — La formule
de Taylor s^écrit

/(^+/Q-/^z.)^^//(.^)+-^.^(^)-4-...;
d^où, pour/ i==—i,

5=1)-^+JI:3-^•••=I-'•-1••
on en conclurait que

O^SS (l —— ^—D)"1.

3° Expression de ^m en fonction des dérivées. — On aurait
pareillement

A^=(^—i)^.

4° Relations entre les deux sortes de différences. — En fai-
sant As= — i dans la formule ( i 4 ) » on trouve

< î s = A — A 2 - + - A 3 - + - . . .
ou encore

^TÏA5

on en déduit
s".-('-^-V".-\i-<-^ '

en faisant /iss i dans la formule (12), on trouve

^=8-|-8»4.Sî+...
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ou encore

on en tire

Remarque. — Posons la double égalité

^D ,, i -+- A ^ __!_ .
i — ô

Si l'on tire l'une des trois quantités D, A, ô de l'une de ces
deux égalités, qu'on élève à une puissance quelconque d'exposant
entier et positif, les deux membres de l'égalité obtenue, on trouve
une relation symbolique exacte.

APPLICATION AU SYMBOLE DE x^'. — Le polynôme x111 a ses déri-
vées de tous ordres nulles pour x === o, sauf la dérivée m^"0 qui ne
dépend pas de x et est égale à m !

Soient donc ô, ô2^ ô1, . . . , ô7', . .. les différences arrière,
pour x ==. o, du polynôme x^. Comme le polynôme est nul
pout x = o, son symbole s'écrit

r,/,(ç) -= H 0=^ ^...^-o^s^.

On peut introduire des puissances de ôau delà de la m^'"®, puisque
les différences arrière d'ordre plus grand que m sont nulles iden-
tiquement.

Pour faire la somme de la série

ûç -(- ô2 ç" 4". . . 4- o" s7' -+- . . .,

il faut tenir compte du fait que, seule, la dérivée m111"10 est diffé-
rente de o pour ./• = o. On peut donc dire que P/,((cp) est égal au
produit par m ! du coefficient de z ' 1 1 dans le développement sui-
vant :

s ( i — e-^.) ̂ - -2 ( i — ^~~' + - . . . — 9 ' " ( i — c-^ ) ' " +- . . . ,

si l'on observe que la formule à" ( i—è~~^Y doit être appliquée
pour x == o.
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Le développement qui précède est celui de la fonction

1-9(1-^)'

toute question relative à la convergence étant évidemment hors du
sujet.

On peut donc écrire
1 _, , ^(y) , ^P»(y) , . ^Pn(?)I-<P(I-^-Z) -1-4- ' , » -4- —aï—-+-—-4-—;n—-+-'1"

On aurait de même, en posant Q^i(y) comme symbole de x"1

^=r, = - •̂  - •̂  —— ̂ ^ —.
On trouve ainsi

PiC?)-?, Qi(ï)==ï,
P2(y)=•29 î —îp, Q,(^)=2Y2-+-Y,

P3(?)=6y3—69s-+-y , Q,(Y) = 6^^ 6^ ̂
P4(îp)-•>.4?4-369 :»-^-I4^—ç, Q,(Y)==24T4 -h36Y34-I4T24-Y,

L'INTÉGRATION.

Étant donné le symbole d\m polynôme /( x ), fermons le sym-
bole de la primitive de f(v) qui s3annule pour x = o.

Soit, par exemple, A^'-t- B^-l-Cy 4-D le symbole de /(ac).
Imaginons une division où le dividende serait A y8 -\- By2 •4- Gy 4- D

. m—2 çp—3 (B—*
et le diviseur 9 — i -+- •— -(- ^— -h -7— •ï o 4

On trouve un quotient du quatrième dpgré et un reste R de
degré inférieur à — i vérifiant Fidentité

Aç^Rç»-^ €9-h D

( m—3 m—a îp^^= çp-i-+..Z— -^ T .̂  T j ^^4 -+-693 -+- cy2 -h</9-K?)'+- B.
2 J 4 / .

Je dis qu.e a<p4 4- b^3 -+- cep2 4- rfy symboliàe la primitive elterchée*
LVI. t t
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Identifions

/. . a
B = / / + - » 0=^-^.

Dérivons le symbole a^-A- bo3-}- c^2 -r- d^ par rapport à .y; il
vient, d'après la formule (16),

/ .. i , / x a^-^ft^^c < i ^ - ^ b a<i -. -> -4- I ) ̂  —j- < • •-? +- ̂  + —'•————•—— 4 ———— - " T •

II suffi t d^c-'donner pour retrouver

\ ç 3 - ^ -Bç ' ^ +C® -}-<D.
c. Q. F. r>.

Dispositif prati'que. — On inscrit au dividende les coefficients

du symbole donné, au diviseur les termes de la suite i, -» „ ? • •

en nombre égal à celui des coefficients du symbole donné. On
détermine au quotient un nombre de coefficients égal au pré-
cédent.

Cherchons, par exemple, la primidve nulle pour x = o du
pclynome admettant le symbole î^3^— 2îp2 4- 8<p - ^ :

-^+ ;t
» ^t

ïo3
~ -^

() ïo3 •->65
•). i •>. •>. \

Ijâ primitive cherchée admet le symbole

ïo3 .
i ). r •^ ?•

Il existe un dispositif analogue dans le symbolisme des y, les
coefficients du diviseur étant pris dans la suite indéfinie

' • 7-.7' -^-a'

FORMULES DE OUADHATURE. — On va montrer que les formules
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calculées d'avance donnent la primitive d^un polynôme quel-
conque pour toute valeur entière et positive de la variable, le
polynôme étant connu par son symbole en y.

I. Soit rty3 4- 6y2 4- cy -h d le symbole de f(x).. nous cherchons
la primitive de f('v), nulle avec a?, pour x-as 3, 3 étant le degré
de /(.r). Nous trouvons la primitive de f(-ï)^ nulle pour x^ o,
par la division définie par Fidentité suivante :

^ Y*1 "h- ^ "y2 -h <"y 4* ^/

^(ï- l-^4-Ç-Ç)(.A.r+^-+^ï2+Dv-.--E)+^

^ de^ir de K <— ï).

Il faut calculer le terme en y3 de

(Y^-îy^A^+BY^C^ 2 -»- Dy)

qui est aussi celui de

(3v-4.3Y4.i ) (A7^ B-' ^C72-+-Dv-r-E).

C^est aussi le terme en y* du produit

( ^Y3^3Y2-+-^ ) (A• > ^ - ; -BYî^ - ( -CY2-^ -D7-^E) .

Cherchons la primitive nulle pour x == o du polynôme dont le
symbole esî 3 y3 4- 3ys-^- y

/ Y-Î ..-.3 ^-^\

•<-+-<-+7= (-——-^-T)
x (M^^p'^+wY 2-^^^- ^) +• R'
(degré de R'<—i) .

Ea&re les identités des deux divisions, éliminons

( ï ^_1 ï_.
"T'"~T~ 4

II vient

(a7-4- ^Y2-)- ^';+^)(M7 l+ t'T3-^ W^-^^Y 4. Q
— ^ 3 Y y + / ^ : 2 - ^ - 7 ) ( A 7 * + B Y 3 + C 7 2 - ^ . D Y 4 < E )

^ H(//7'^ ('v'^-h ^7 + 57 ̂  <) — R'(A^-h BY1 1— CY2-^ D^ 4- E).

Le second membre est de deçré inférieur à -h- 3. Donc l'as deux
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produits dont la différence forme le premier membre ont le même
terme en y4.

La primitive dey'(rc), calculée pour x == 3, est donc

fhi 4 cv -4- bw ~r- as.

et Fon peut écrire, V(x) étant une primitive quelconque de /(.r),

F ( 3 ) — F { o ) — c/// -+- ce 4- ^w -4 a^.

Si Pon forme le symbole de f{^) à l'aide des différences de r»
dans la suite yoyi v^ys des valeurs que prend f{'v) pour o o, i ,
2, 3, on peut écrire

F ( 3 ) — F ( o } - . if v^ P Ayo -+- ̂  A^yo 4- û A^^'o.

Cette foi mule de quadrature à quatre ordonnées résulte donc
de la primilive nulle pour x '-=--- o du polynôme .

y,,— ^. sac: 3 Y-' 4- '\^" \- ^ [voir formule (i)].

11. Un raisonnement analogue montre que pour calculer

F ( 3 ) - - F ( o )

pour un polynôme f ( x } du 10® degré, il suffit d'avoir calculé une
fois pour toutes la primitive nulle pour x =- o du polynôme

\ " 1 0 ^ ^v'I ̂  -8^

Le tableau suivant donne les formules de quadrature à 2, 3, 4»
5 ordonnées, en supposant que Féqu «distance des ordonnées n'est
plus Punité, mais possède une valeur quelconque //

„ , }'o-4~ ) ' l < ^ / / »s ̂  // •—-l—, s ̂  ^ (yo -h 1^'i 4-J-2 '•

s ==—(yo-(-3y i 4 \r2-}-.r;;).

S = — ( TjFo-h ^^J'i — ^ > Y i T ^V^' ~-7^'i)-

Revenons à l'hypothèse h --=- \.
S'il s'agit, par exemple, de calculer la différence des primitives

pour x •==- 4 et pour x == o d'un polynôme f{x) du \ Ie degré au
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plus, on fait usage des coefficients du symbole de la primitive de

( - '. 71 • 4- < ̂  y1 ° 4- C; 79 + G;; y» = 4 Y 1 ' 4^ T10 4- 4 T9 -»- T8.

On est conduit à écrire

FrD-T^O^^ro-t-SAru-t-^A^o+lA-iyo-^^lA^o

-^•^•/•-r^-<-,^
-,lfe4"•r•+3^-,A"-'•••

O/i observe que le terme en A5 y y manque. Montrons qu'on a,
en elFel,

j Y^ dx = o.
^ G

Cette intégrale s'écrit

i ^
-^ j (^ ( . r—l) (^— r2)( .c—3)( f t •—4)^ .

Posons x === a +yi elle se note

i r^"Y.^ j ^(^—ï)(rî—^)dr

et se compose en eflet d'éléments deux à deux opposés.
En imaginant qu'on calcule F(4) — F(o) pour le polynôme :

/ (^)=764-T7,

on expliquerait de même le fait que A° YQ et A^o sont des coeffi-
cients opposés.

EXEMPLE I. — Volume du tonneau à douves paraboliques. —
Un tonneau est engendré par la révolution d'un arc de parabole
ayant son milieu au sommet de la parabole, autour d'un axe paral-
lèle à la tangente au sommet. Soit y2 =^= ^p ( jr+R) la parabole
méridienne, R étant le rayon du bouge. Exprimons que le point A
appartient à la parabole de façon à faire intervenir le rayon r du
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fond

ce inté

-I8

"^

A-
-<-=</

rienre des

A4

\

î( R—, . ) .

deux ton

' \
0

/

ds.

, « f -
M ^ y

X

flaire de la section d'ordonnée y est nx2, c'est-à-dire un poly-
nôme en.y du quatrième degré; donc nous appliquerons la formule
de quadrature à cinq ordonnées, Féquidistance des ordonnées

étant de -•
4

En appelant ? le rayon de la section du tonneau correspondant

àr^==±: -» il vient•• * /i ^

V.= -1 x^[7,.2x.,^.64p24.i^H2]^ ^(;,.î4-3,p»4-()ir-).
43 L\ 43

l^onr évaluer p^ exprimons que le point B est sur la parabole

Eliminons o, il vient

^^(R:-p).

S(R-p)s=2(R->),
8?3a6R-4-iï»-,
4p«3R.+.r;
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<roù
V^4f /[7'•24-^^H-^/•) l--^R2]=..l?I^I<2-^-l>-^/•-h9/•2]

:= /^[8Kî-4-. / iH/•-^•>^^.'i ) L J

Faisons apparaître le diamètre 1) du bouge, le diamètre à du fond

V=^(8]) '4-4D^4- î^) .(x) -

EXEMPLE II. — Culcul approché de La. — En posant

^_ fA4 - i ) (Â4~2) . . . (Â^ )
^-——————^——————- î

/. étant un .nombre positif quelconque, on démontre aisément, par
une multiplication symbolique, la formule suivante :

, j^ ._ ?i i 4. £ ^ = - _ ^ F _uT(Jp4-1 » . . . ^T-4- It —ï > ji^ n rr' '~ À ' — ^ L 1 " Â ( Â 4 - i ) . . . ( Â - 4 - ^ - i J
(on en déduirait des développements en série, valables pour x<^h
i . k k \d^s expressions -,—— » -7———— » * • * •r k— x < k—a")2 /

En faisant À ===4^ et changeant .r en —x dans cette formule, il
vient

.r -M "'"TL T r î ~ ? ? ^ ] 56('.r-+-i)

Lne nouvelle application de cette formule nous donne

x 4- ,i ÏB^1[ I^T'^TT'"T^î4"^J

^__ x f^ ,1 ^ Ij - T? ̂  lit ^=—1——
^4 i > 1 3 ^ 7<^1 ^^^4.^

Effectuons le produit

., - , r 7i _i \'-i 73 . 7+1 .75 X ï — — -4- -T — 5- -r- — ;[ » . i5 3.) 7°J

il faut calculer, d'après la formule (10), l^expression

•Y.-) ^5 F / Y "'2 "•î Y^N ' l^ a (v+i^(i_Ï4.-i-^_4-JL)l.
o ' «Y'" L \ 3 I;) ^ ) 7° /J
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e crochet devant être calculé en négligeant tous les termes de
degré inférieur à 5, on trouve

I Q •) n i ̂  0 •^-^^r^^+^.

Multiplions par dx les deux membres de ridentité et intégrons
entre o et \\ il vient

•

L^l r^-lL^-T^Ji)^
|J,, \ 3 13 33 ;"/

^__ /•i(^„——,,,4.^4-^^^)^
^1 ./u \^ J3 ï ). ^ 1

_ ^ r' ^ -^
^J. ^^4 ^

Comme, entre x === o et x = 4» la courba r = ^ tourne sa

concavité vers les y positifs, on voit qu'elle est comprise entre la
corde qui joint les points jc==o, x=f\ et la tangente au point x=o,
d'où

S—.r l ^—.r
"^T^ .7^7^~ïr'9

pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 4. On tire de là

J^^<{^<^^-
dosons

/•'^—.c
'^ -n--'3^

Au tacleur —; près, 1 constitue une valeur approchée par défaut

du dernier terme du second membre de ridentité. L'erreur com-
mise sur l est inférieure à

jf^-^tè-è]^'/'418^^'?-
D'ailleurs

Ç\^-x^dx^f ^ - x ^ ' i d ^ ^ ^ f -!fdx.
^U »''0 / ^0
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La première intégrale du second membre est nulle, comme on le
voit en posant x -==- 2 -|- z.

Ce qui permet de poser, par approximation :

^f'-^dx^——^ f\5^
56' Jo •r~h 4 6X56 ^o

Ferreur sur ce terme positif étant par défaut-el inférieure au - de
ce terme.

On a d'ailleurs symboliquement

r^T^T^T^IrOr^1)5]
==Y5^ Soy6-^ ^.lo-y7 -h 56o7tl-^-63o79 -•-^ô^^10.

Soit donc

i r^J s ——^^ ^ ( To -4- 3o YO -h -210^74- 560^8-4- 630^9 -+- '^ TI o} dx.
6X56 ^o

Avec une erreur par défaut plus petite que .» nous écrirons

•-U'M^-^)-"
"^'(^•-è^h-^^N-'-

Nous calculons d'abord J au moyen de l'expression de

> F(,0-F(o)

indiquée plus haut. On trouve

^6X^X31185 aB3XI4^3,I85==T8356^> ï

d'où
J_____i i
8 ~ -24 X i96x3i i85 ss" 146694248'

On trouve que
^<6,82.io^.

Le calcul est le suivant, toujours en appliquant l'expression
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connue de F ( / i ) — ^ ( ° ) :

l -̂  TJ) ' 67 o. H) 9 o. i..>— -^— — ^^ -^ iTH" '̂

On trouve que

^ • ^ ^ ^ i •" ̂ ^ < î^^o.^t)-} i i7 iS^ ;
d'où

L-'s; ( ) . ( ) < ) > i j - i:S ( à ——— prc?' dîin? un sen-s inconnu)-
\ j.. J < ' 8 /


