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SUR LES SURFACES DONT LES QUADRIQUES DE LIE
N'ONT QUE TROIS POINTS CARACTERISTIQUES;

Par M. L. Gobeavx
(Liége).

Soient (x) une surface, u, ¢ ses asymptotiques. En chaque point
d’une ligne «, menons la tangente a la ligne ¢ passant par ce point;
nous obtenons ainsi une réglée asymptotique R, associée a la sur-
face (x). On définit les réglées asymptotiques R, en permutant les
roles des lignes u, ¢. Les demi-quadriques osculatrices aux réglécs
R., R, relatives aux lignes v, ¢ passant par un point x de la sur-
face (). le long des génératrices passant par ce point, ont comme
support une méme quadrique. la quadrique de Lie relative au point z
de la surface () ('). M. Demoulin a démontré (2) que les qua-
driques de Lie d'une surface ont en général cinqg points caractéris-
tiques et il a étudié les surfaces dont les quadriques de Lie n’ont
que deux points caractéristiques. Dans un travail récent (3), nous
avons attaché a tout point x d’une surface (x) une suite de qua-
driques dont la premiére est la quadrique de Lie, telle que deux
(uadriques consécutives de la suite se touchent en quatre points;
ces points sont précisément des points caractéristiques de ces qua-
driques. Nous sommes arrivés a nos résultats en utilisant la repré-
sentation des tangentes a la surface (x) sur une hyperquadrique
de I'espace a cinq dimensions (*). Nous avons pu alors compléter

(') Ce théoréme, énoncé sans démonstration par Lie, a ¢té démontré par
M. DevouLiN, Sur quelques propriétés des surfaces courbes (C. R. Acad. Sc.,
L 147, 1998, p. 563-368).

(%) Sur la quadrique de Lie (C. R. Acad. Sc., t. 117, 1938, p. 193-496);
Sur les surfaces dont les quadriques de Lie n'ont que deuxr points caracte-
ristiques (C. R. Acad. Sc., t. 179, 1924, p. 20-22),

(3) Sur les lignes asymptotiques d’une surfuce et U'espace réglé (Bull. de
’Acad. roy. de Belgique, 19275, p. 812-8:6; 1928, p. 3t-41).

(4) Celle représentation a été utilis¢e par M. Bomriani dans son Mémoire
Sull' equasione di Laplace (Rend. Circ. matem. di Palermo, t. 31,1912, p. 383-
407) et par M. TuitzkicA dans son Ouvrage sur la Géometrie différentielle pro-
Jective des réseaurxr (Paris, Gauthier-Villars, 1924). M. Bompiani est revenu
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les résultats de M. Demoulin sur les surfaces dont les quadriques
de Lie n'ont que deux points caractéristiques (*). Dans ce travail,
nous nous proposons d’établir quelques propriétés des surfaces
dont les quadriques de Lie n'ont que trois points caractéristiques.

1. Rappelons tout d’abord (uelques résultats que nous avons
obtenus et qui nous sont nécessaires pour la suite.

Soit (&) une surface rapportée a ses asymptotiques v, ¢ et que
nous supposerons non réglée. Les coordonnécs projectives homo-
geénes ., &y, Iy, £, d'un point z de la surface () satisfont a un
systéme complétementintégrable d’équations aux dérivées partielles
qui, en choisissant convenablement le facteur de proportionnalité,
peut, d’aprés Wilczynski (2), prendre la forme

(22042 bs ek =0,

1
(1) l LY+ 2 ar'® -+~ cyx = o.
On a posé-
Ji+k p
P
ol dvt

La surface (i) n’étant pas réglée, les fonctions «, b ne sont pas
identiquement nulles.
Les conditions d’intégrabilité du systéme (1) sont

a0 + ¢)Y + 2 ba' + fab"t = o,
(2) 502 + ¢! + 2 abl® + 4 abl® = o,
eV +2ac)®+ fa'dcy = c3% + 2 bc§' + 4 b c,.

La tangente a la ligne asymptotique « de la surface (z) en un

10 10 10 1
y Ly y gy T,

point .r passe par le point 2'° de coordonnées x|

récemment a diverses reprises sur cette question; on trouvera un exposé de ses
travaux sur ce sujet dans le paragraphe VI de son Mémoire 7 fondamenti geo-
metricidella teoria proiettiva delle curve et delle superficie, publié en appendice
au second volume de la Geometria proiettiva differenziale de MM. FuBin1 et
Cren (Bologne, Zanichelli, 1927).

(') Sur les surfaces ayant mémes quadriques de Lie (Bull de l'Acad.
roy. de Belgique, 1928, p. 158-186; 345-348); Sur les congruences de M. Gour-
sat et les surfaces ayant mémes quadriques de Lie (1bid., 198, p. 455-466).

(?) WILCELYNSKI, Projective differential geometry of curved surfaces (Tran-
sactions of the american Math. Society, t. VIII, 1907, p. 233-260; L IX, 1908,
P. 79-120).
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Les coordonnées radiales de cette droite zx'? sont

Ui = i) — -"k'":o (4, ky=1,2,3,4).

Nous représenterons par U le point image de cette droite sur
I'hyperquadrique Q d’équation
Q(p, p) -“—I[’lzl’:n + PPt PriPas =0

représentant, dans un espace linéaire a cinq dimensions, les droites
de 'espace. Nous écrirons, en abrégé,

U={x oto]

et nous poserons de méme

V={ax x|

Les surfaces (U), (V) sont, d’aprés MM. Bompiani et Tzitzéica
(loc. cit.), consécutives dans une suite de Laplace. En posant

. di+kU
Uik :—am"““’

les points U, V satisfont aux équations de Laplace
Ut — (logb)rtUo — 4ablU = o,
Vi —(loga)oVer — fabV =o,

etl'on a
Voi - 2aV =o.

U040 bV = o,
.. les transformés de Laplace successifs
ceux de V dans le sens

Désignons par U,, U,, .
de U dans le sens des ¢, par V,, V,, .

des «. En posant
hi =—(logbhyh,...hi )" + hyy,
A‘,‘ = —(logalk, ,\'2. .o I\'i—g)” -+ k.‘—“

nous avons
U,‘ = U?_’. —(logbh, h’. .o Ill_‘)“ U[—.‘,
vie,

V,= V!9 —(logakKs... ki—y)® V.
., U, V, oLl est

Il

Nous avons montré que la suite de Laplace
autopolaire par rapport a ’hyperquadrique Q. Précisément, les
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points ci-dessous ont pour hyperplans polaires :

Points. Hyperp'ans po’aires.
| PPN RPN »V,'_: ViaaViVie Vi
| UVV,V,V,
Ui ... U,UVV,YV,
N e U, 0, UVYV,
| TN u,U,U, UV
N e Uina Uiy U; Uiy U

Les plans U; U;,, U; 3 et V; V; , V,; , étant conjugués par rapport
a Q. les sections de cette hyperquadrique par ces plans repré-
sentent deux demi-quadriques ayant méme support ®;. En part-
culier, pour { = o, et en posant U, =U, V,=V, on obtient la
quadrique de Lie ®, = ® relative au point z.

Deux quadriques ®;_,, ®; se touchent en quatre points, sommets
de faisceaux de rayons représentés par les droites de Q joignant les
points de rencontre de la droiteU; U, ,, avec cette hyperquadrique,
aux points de rencontre de la droite V;V;,, avec Q également. Ces
quatre poinis sont des points caractéristiques pour les quadriques
o, ®;.

En particulier, les points caractéristiques de la quadrique de
Lic ® sont les sommets de faisceaux de rayons représentés sur Q
par la droite UV et par les droites de Q s’appuyant a la fois sur
les droites U, U, et V,V,. Les quatre derniers points sont les
sommets du tétraédre de Demoulin relatif au point x de la sur-
face (.r).

2. Les points z, z'%, x°', z'' ne peuvent étre dans un méme
plan, par suite les coordonnées d’un point de I'espace peuvent se
mettre sous la forme

3>+ 52} 4 zyed + gl (i=1, 2, 3, 4).
Nous dirons que ce point est représenté par’
5y + Ba Xt + Zy 20 +— gyl

et que 3, 3,3, 33, 5, sont les coordonnées locales de ce point.
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De méme, si nous considérons sur I’hyperquadrique Q les points

My=ix o', My=luxt pit|, My=1ir0 pitj. M=z g1

toute droite de I'espace pourra étre représentée sur Q par un point

202U 47,V 2y My 4 Zoy Moo Zoy My o Zy, M.

et Z,y, ..., 7y, seront appelées coordonnées radiales locales de
cette droite.

Cela étant, la quadrique de Lic @ relative au point .r de la sur-
face () a pour équation locale

315, — 313y +2absi =o,
et ses points caractéristiques sont donnés par

34 4ilogb s, s, —l‘l B+ (logb)m I:f::: o,

i35+
"
133 F4cdoganosyz, + I 2 4 ( I();:a‘)'"]zf = o0,

moyennant

a == a(loga )04 (loga 1o 4 4L 4~y

z=a(logh ) 4 (logb )" 4= 40 +-¢y).

Pour que les quadriques ® aient moins de cinq points caracté-
ristiques, il faut que I'une au moins des quantités «, 3 soit nulle.
Si « et 3 sonttoutes deux nulles, il y a deux points caractéristiques ;
si l'une de ces quantités est seule nulle, il y a trois points carac-
léristiques.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons 3 identiquement nulle,
a diftérente de zéro. \ous supposerons de plus que la suite de
Laplace .... U, V, ... estillimitée dans les deux sens et que par
suite aucune des fonctions fty, Ay, ..., k. ks, ... n'est identi-
(uement nulle. Enfin, nous supposcrons que le rapport de @ a b
n’est pas le produit d’une fonction de # seule par une fonction de
¢ seule.

‘Observons qu’en utilisant la premiére des conditions d’i'ntégra-
bilité (2). nous avons

G10 == — 2 Ny logbh, )0t = o,

et par suite
(logbh, )t = o.
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On en déduit

h, =—(logbh )t + hy = h,, hy = 4 ab, hy = ky,
et plus généralement

hi=hiys (E=4,5,...).
3. Nous avons
U=M—M,—(logh)yU,
Uy = U —(logbh, )1 U, = UY!,

Us= 3(@3‘)31 U-4abV —(logh)" (M, — My) + 2 My,
Us=—8a*bU —aloa- (loga)iv | V42 a(loga)o(M, -+ My) — 4 a M.

Posons

QP §)=Piragss+... 4 Paiqia,
el

le second membre représentant le déterminant a 16 éléments formés
avec les coordonnécs des points z, z'®, 20 z''. On a alors, en
observant que

QU My)=—Q(V, M) =Q(M, ),) =24,
les relations suivantes ;

Q(UH Ul):_"lAy Q(Uﬂ U!):Oy
Q(Us, Us) = o, Q(Us, Uy) = o,
Q(UJ U3)2~8(t=aL\.

On en déduit que les points U, U; ne peuvent appartenir a
I'hyperquadrique Q, que U, appartient a cette hyperquadrique et
que U,, Us-sont conjugués de U, par rapport a cette hyperqua-
drique. Il en résulte que les droites U, Uz, U, U; touchent Q en U,.

On peut déduire des relations précédentes une formnle qui nous
sera utile dans la suite. Dérivons la derniére de ces relalions par
" rapport a u et observons-que les dérivées partielles de A sont iden-
tiquement nulles, il vient :

2 Q(Ua, h;U,) = ‘Zhaﬂ(U:;, Ug) = — 8(a’1)‘.°A =0,
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et par suite
(ara)o= q*al® + 2 aqaa'®=o.

Celte relation peut d’ailleurs étre obtenue en remarquant que,
en vertu des relations (2), nous avons ’

aaVd o= bBv 4+ 9 501 = o.

4. Le plan U, U, U, étant tangent a 'hyperquadrique Q en U,,
il rencontre cette hyperquadrique suivant deux droites passant
par Uy, Ces deux droites représentent deux faisceaux de rayons
ayant en commun la droite d, représentée par U,. Nous désignerons
par ¥, ¥ les sommets de ces faisceaux, par v, n; leurs plans.
La quadrique ®; dégénére ¢n deux plans 7, n,.

Le plan V, V,Vy coupe () suivant une conique qui représente
un systeme de génératrices de la quadrique ®,, par suite cette
conique est dégénérée en deux droites qui représentent deux
faisceaux de rayons dont les plans sont nécessairement 7, v,.
Nous verrons que les sommets de ces faisceaux sont les points y,, ).
_ Désignons par D, D, les points ou la droite V,V, coupe Q,
par d,, d, les droites représentées par ces points. Le point V;°
appartenant a la droite V,V,, les points D,, D, pourront étre
représentés, pour des valeurs convenables £, par

VIO BV,
Nous avons ,
Vy= M, -+ My— (loga )V,

VIO = §abU— |2 — (Toga)io |V —(loga)o (M, 4 M;)+ 2 M.
2

Les valeurs de £ doivent satisfaire a la relation
Q(VI® Vi0)+28Q(Vy, VI%)—820(V,, Vi)=0o,
exprimaut que D, 1), appartiennent a Q. Cette relation se réduit a
13) g+ a=o.

Les points D, et D, sont donc distincts.
Observons maintenant que 'on a

(4) Us+2aaV +2a(logak, '*V,+2aV,=o.
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En dérivant par rapport a v, on déduit de cette relation

(5) 20 Us+[a+ (logak ) ~(logak,)1*(logazk, 0]V,

+(loga@®hihy)oV, 4+ Vy=o,

c’est-a-dire que les points U,, V,, V;, V; sont situés dans un
méme plan.

Les points de la droite V, V, étant conjugués du point U, par
rapport a Q, les droites U, D, U, D, appartiennent a Q et forment
l'imerseclion‘du plan V, V,V; avec cette hyperquadrique.

5. Les coordonnées radiales locales de la droite d, représentée
par U,, étant

(logb}“)‘ thabi—(logb )t (logh) oo

)

Loo i lys Ly, i Lay i Los il =

I
2
les équations locales de cette droite sont

—
(d) Vo sy(logh)™ — 8 wbsy+ (logh )it z5= o,
[ 23,4 (logh) z,= 0.

Les droites formant l'intersection de Q et du plan U, U, U,
seront déterminées par U, ct par les points communs a Q et a la
droite U, U,. Représentons un de ces points par

AU+ Uy,
# devant satisfaire a la relation
20U, U4 222(Uy, Up)+ (U, Us)=o
Cette relation se réduit a
6 22—~ 4 ata = o.

Désignons par £ une racine déterminée de I'équation (3). Un
des points de rencontre de la droite U, U, avec () sera alors
Ji=2atU,+ Uy,
ct les équations lecales de la droite j, serent

{233+ [( loga)n— é]z': o,
[ 23— {(loga)o-~Ezy-1-[ 4 ab-+E(logh) ]z, =o.
LViL. 3

)
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Les droites , j, ont en commun le point y-, dé coordonnées
locales

(1) 8ab—(logb)t|(loga)o—E], 2(logh)t, o (loga)o]—E — .
Elles sont contenues dans le plan n,, 'équation locale

(i )l § 312 z[(loga)0--§]
+ 2 z3(logb )0t 4- 5, [8 ab +(logh)ti(loga)e-+§!]= o.

La seconde racine de I'équation (3) étant — £, le point 3, aura
pour coordonnées locales

(12) 8ab—{logb)'[(logaro4E], 2(logb)0! af(loga)o--E], — 4.
et le plan n, aura pour équation locale

(fia) 434 2 3. (loga)o—E]
+ 2 z3(logb)r, z,[8ab 4 (logh ) {(loga)o—E}]=o.

Supposons maintenant que le point

D, = Vv gV,

corresponde a la racine ¢ de I'équation (3) choisie plus haut. La
droite d, correspondante a pour équations locales

y 2 234 2 [(loga)—E]=o,

(dy) | 224 z,[(loga)o—E]4 jabz, = o.

On voit aisément que les droites d, d, ont en commun le point
¥ et appartiennent au plan v,. De méme, les droites d, d, ont
en commun le point y., ct sont situées dans le plan v,.

Les points y,, y, sont, avec r, les points caractéristiques de la
(uadrique de Lie ®; ils engendrent par suite les surfaces focales (), ),
(y2) de la congruence (d). Les plans focaux de la droite d sont
les plans n,, m,. Le plan n, est tangent en y, a la surface (y,) etle
plan m, en y, a la surface (y,).

L ]

La quadrique ®, dégénére en deux plans : les plans focauz
Ny, N2 de la droite d. Une des demi-quadriques ayant pour
support ®, est formée des faisceaux de rayons(y,n1),(yayn2)
dont les sommets sont les foyers de la droite d; l'autre demi-
quadrique est formée des faisceaux de rayons (¥, vs), (2, n:).



— 33 —

6. Le point U, satisfaisant a une équation de Laplace, la droite d
engendre, d’aprés un théoréme de Darboux, une congruence W.

Aux développables de la congruence (d) correspondent, sur la
surface (U,), des courbes dont toutes les tangentes appartiennent
a 'hyperquadrique Q. Une de ces courbes est donc enveloppée
par la droite U,J, et, par suite, I'équation différentielle des déve-
loppables de la congruence (d) s’obtiendra en posant A=du:dv
dans I'équation (6) et sera donc

du+ 4 atade? == o.

Ces développables correspondent donc aux courbes d’un réseau
conjpgué de lasurface (.r), résultat déja établi par M. Thomsen ().

Aux tangentes a la surface ()) correspondent, sur Q, les points
des droites U,D,. Pour qu'un point X de cette droite représente
une tangente asymptotique de la surface (y,), il faut que le plan
tangent en ce point a la surface (u’il engendre soit tangent a
Ihyperquadrique Q le long de la droite U,D,. Posons

X =2Uy4 Dy
I expression
Q(X'"0du+ Xoidp, X10du - X0'dy)

devra tout d’abord se réduire a un carré parfait. Cette condition
est d’ailleurs suffisante, car le plan tangent en X a la surface (X)
contient certainement la droite U,D, et, par suite, la condition
étant remplie, cc plan tangent rencontrera Q suivant cette droite
‘comptée deux fois. La condition en question donne les deux solu-
tion 2=o0, p.=1 el

2 aEN 4+ (E" 4+ k) = o.

La droite d, est donc unc tangente asymptotlique de la sur-
face (y,). Un calcul simple montre que I'équation

QD du+D{'de, D%dr+- DY'de)=o

(') Ueber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projectiven Flé-
chentheorie und die projektive Geometrie der systeme von Fldichen zweiter
Ordnung ( Abhandlungen aus dem math. Seminar der Hamburgischen Uni-
versitit, Bd 1V, 1923, p. 231-266).
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se réduit & dv = o. ()n voit ensuite qu’au point

(E0 e A )Uy— 2 kD,

correspond I'équation du = o. Par suite, les courbes u, ¢ sont les
asymplotiques de la surface (y-,) et les droites d, sont tangentes
aux asymptotiques .

‘n changeantf en —Z, on obtient les résultats concernant la
droite U, D, et le point y,. On voit ainsi que :

Duans la correspondance entre lessurfaces (), (3 1), ()2).
les asymptotiques sont conservées (). Les droites d,, dy sont
respectivement les tangentes asymptotiques aur lignes u des
surfaces (y1), (¥2).

7. Les directrices de Wilczynski de la surface (r) relatives au
point .z sont représentées sur QQ par les points ou la droite U, V',
rencontre cette hyperquadrique. Précisément, le point

R=:oM —ilogd U —/loga oV

représente la dirvectrice de Wilczynshi - passant par le point z et
dont les équations locales sont
Sy 33 e

o -

Togb )yt — Toge v~ —

l.e point
S— oM, loghm U —{logaoV

représente la directrice s situce dans le plan tangent a (z) en x et
dont les équations locales sont

S 2 3 A sy(loga 0 syt logh W= o,
Nous avons étudié récemment les congruences formées par les

dircctrices de Wilczynski (#). 1équation différentielle des déve-
loppables est la méme pour les deux congruences ct se réduit dans

(1) Ce résultat a deja été signa'¢ par M. DenovniN (C. R Acad. Sc.,
t. 147, 1908, loc. cit.) et par M. TnomseN dans son Mémoire Sulle superficie
minime proiettive (Annali di Matematica,t.V, 1927-1928, p. 169-18}).

(?) Sur les congruences forméees par les directrices de Wilcsynski d’une
surface (Bull. de l'’Acad. roy. de Belgique, 1928, p. 335-315).
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le cas actuel a

1
27) Mlll:-{—-t).<|0;:"l—:> dude =

Les points focaux de la droite sont

p =[16ab—(logh)tt —(loga ) (logbyt].r

Aoy log b0l e 9t (loga)to— 4 it

q =[16ab—r{loga ' —{(loga)t'(logb ) |.r
ot logh 014 o ot {loga)lo— jartt,
‘On a d’ailleurs

2y — ) g0 = [ ax—(hy 4= &, Y(logh ot — 2 K91 ]
T o[k (logbky ot — az]p.
Les foyers de la droite s sont
m o= o(hy—k)[x(logao— . r10) 42 z(logh )"t — 2 r®1],
n = .r(logh)ot—.rot
etl'on a

2y — Ky ynov - [ hy— lq)(logb)‘“.—— 2axln+2am =o.

Les plans focaux de la droite s ont pour équations locales

(8. t 3 4 2 3.(loga)te

“+ 2 z3(logb ) —[2(loga)'t +(loga)e(logb)t]z, = o,

L9 1514 2 53 (loga)te
+2 53(logb ) s-[2(logh)'t 4 (loga)to(logh )]z, = o.

Le premier est tangent en  a la surface (m), le second en n a
la surface (n).
Les plans (8), (y) rencontrent la droite r respectivement aux
points
m' =[2(loga)'—(loga)"(logb)o]r

+2(logb )zt a(loga)oxtt — 4 2!,
n' =[2(logb ) —(loga)to(logb)']r
-+ 2(logb)0tzto 4 2(loga)roxtt — 4 i,
Tout point de la droite r peut étre représenté par

Apt1q.
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Si ce point coincide avec m', on a
(hy+ k)N 2ku=o,
et s'il coincide avee n/,
2Ry k-l 4+ k) =o.
Cela étant, 'involution déterminée sur la droite » par les cou-
ples p, n' et ¢, m' est représentée par

2y M N+ (hy 4 Ky ) (N s Do) =2 ke = 0.

2

l.es points doubles de cette involution sont donnés par
A-p=o0, X < hywo= o
L.e premier de ces points est le point .r, le second est un point
y = | Bab—(loga)o(logh) ] + 2(logb )t rto-i-o(logea)o.ro — 4.4,
Nous allons établir une seconde propriété du point y.
Le¢ point y4 + y» a pour coordonnées locales
16 ab—o(loga)o(logb)r, 4(logbw'. j{loga v, —2.

Par suite nous avons
2Y =)+ )
l.e point y est précisément le point d’appui de la droite d sur la
droite r.

St p, q sont les foyers de la droite 1; m', n' les points de
rencontre de r avec les plans focaux de la droite s correspon-
dant auxr mémes solutions de l'équation (5) que p, q respecti-
vement, Uinvolution déterminée sur lu droite 1 par les couples
de points p, n' etq, m', posséde comme points doubles le point x
et le point d’appui de d surr (). ' ‘

Observons (ue le point y, — y, a pour coordonnées locales

2E(logh), o, —if% o.

(') Pour toule surface, il cxiste sur r un point y iel que les quaternes(zypn’),
(.ygm') sont harmoniques. Nous avons signalé cette propriété dans une commu-
nication faite au Congrés international des Mathématiciens de Bologne (1928).
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Par suite, on a
Yi—Ja2—2kn =o0,

et la droite d s’appuie sur s au point n. De plus :

La droite d s'appuie sur les directrices de Wilczynski en
des points partageant harmoniquement les foyers de cette
drotte.

8. La suite de Laplace ..., U, V, ... posséde une propriété
intéressante que nous allons établir. '

Lesrelations (4), (5) obtenues plus haut montrent que le point Uy
appartient au plan V'V, 'V, et le point U, au plan V,V, V;.

En dérivant la relation (4) par rapport a ¢, on obtient encore la
relation

(10) Uy — jaral— o ak,(logaky) oV -~ 2ahkV,= o,

et le point U appartient donc au plan UVV,.

’hyperplan polaire de U, par rapport 2 Q, c’est-a-dire 'hyper-
plan V.V, V, V,V,, contient le plan conjugué de UVV,, c’est-a-
dire U, U V.

Pour la méme raison, 'hyperplan polaire V,V,V,V,V; de U,
contient le plan UU, U, et ’hyperplan polaire de U., c’est-a-dire
VViV, ViV, contient le plan U, U, U;. 11 en résulte que le point
U, appartient au plan V,V, V.

1)’aprés ce qui précede, les points U, U, sont conjugués de Us,
U,,par suite U appartient a 'espace V,V,V,V;. De plus, on a

() Q(U, Uy)=o0, (U, U,)=o.

En dérivant la premiére de ces relations par rapport a ¢ el en
tenant compte de la seconde, on trouve
(12) Q(U, U)=o.

Le point U étant conjugué de L; appartient a 'hyperplan
polaire V3V V.V V,; de ce dernier. Par suite, U appartient au
plan \r3 VJ, \,, (.I ).

En dérivant la relation (12) par rapport a u et en tenant compte

(') Il est évident que le point V, ne peut appartenir 3 'hyperplan V,...V,.
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de la premiére des relations (1 l), on trouve
(13) A Q(V, Uy)=o.

L.e point V, étant conjugué de Uy, U;, appartient a I'espace
V3 ViV, V. En dérivant (13) par rapport a ¢, on en tire, par (12),
Q(V, Ug)=o.

Par suite, V appartient a I’hyperplan polaire V, V,V,V; V,de U,
et par conséquent au plan V,V, V.
Supposons, plus généralement, que le point V,, appartienne au

plan V,, V. sV, . Alors, V, est conjugué des points U, .4, U, .5,
U, par rapport a Q etl'on a

(14)  Q(Va, Upsi)=0, Q(Vp, Upys) =0, Q(Vy, Vate)=

En dérivant la seconde des relations (14) par rapport a «, on a

Q(Varr, Unes)+(logak,... kp)0Q(Vp, [,i,,+5).;_7,n+59(\',,, Upyi)=o.

Par suite, on a
Q("rﬂ—n Un+:.)= 0.

En partant de la troisi¢me des équations (14), on tire de méme

(15) Q(Vpiy, Upsg)=o.

OnenconclutqueV, ., appartiental'espace V,, V., sV, 6 Viis.
En dérivant (15) par rapport a ¢, on a

K1 (Vp, U,.+_.; )+ Q(Vauiy, Upgr)+Hog bl (... hpie)' @(Vary, Upie)= 0.

On en tire
Q(Vn+h Un+'l): 0.

Par suite, V, ., appartient a '’hyperplan V, ., ... V, , et par
suite au plan V,,V, .V, ;. D'une maniére générale, on peut
donc dire que le point V, appartient au plan V,, ., V, sV, ¢ pour
toute valeur de n.

L’hyperplan polaire V,_,V,_,V,V, .V, , de U, par rapport
a Q contient, d’aprés ce qui précede, les points V,,_q, V5, V..
Par suite, U, appartient au plan U,_4U,_sU,_, conjugué du plan
vn—o‘rn—u.vn—l-
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Si U'on range les points de la suite de Laplace ..., U,V ...
de maniére que U'un d’eux soit le transformé du précédent
dans le sens des u, tout point de cette suite appartient au
plan déterminé par les trois points occupant le quatriéme,
cinquiéme et sixiéme rang aprés le point considéré.

9. Nous allons maintenant considérer le cas ou le rapport de @
a b est le produit d’une fonction de « seule par une fonction de ¢

seule. On a alors
(loga )t =(logb)t, hy= k.

L’équation différentielle (7) des développables des congruences
de Wilczynski se réduit a

adu?=o.

Les foyers p, ¢ de la droite r sont confondus et la congruence
(r) est formée de tangentes asymptotiques d’une surface (p). De
méme, les foycrs m, n de la droite s sont confondus et la con-
gruence (s) est formée de tangentes asymptotiques d’une surface
(n). Sur les surfaces (p), (n), les lignes ¢ sont les asymptotiques.

Le premier des théorémes établis au n* 7 n’a plus de sens; il
doit étre remplacé par le suivant : Le quaterne de points (z, y,
p, ') est harmonique. ' :




