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SUR LES CARACTERES INVARIANTS
DES TRANSFORMATIONS CORRELATIVES;

Par M. Pavr Lévy.

L’objet de ce travail est de définir les différents types de trans-
formations corrélatives, se distinguant les uns des autres par des
caractércs invariants au point de vue projectif. Les principaux
résultals sont tirés d’un travail fait en 19o4 et qui n'a pas été
publié.

Nous traiterons complétement le cas du plan et sommairement
le cas de I'espace. L’extension aux hyperespaces ne présente pas
d'autre difticulté que 'augmentation du nombre des cas particu-
liers a énumérer. ‘

LE €CAS DU PLAN.

1. Désignons par T la transformation corrélative

W= ar 4 by 4 c3.
. Crv=dx4+by4cs,
w4z

(a déterminant ¢ essentiellement différent de zéro), c’est-a-dire la
transformation faisant correspondre au point M, de coordonnées
homogenes «, ), 3, la droite D d’équation

uX4+cY 4+ al =o,

u, v, w, avant les valeurs (1).
La droite D contient le point M sil'on a

(2 us 4 ey 4 w3 =o,
c’est-a-dire
(2605 wrt 4 by 4" (CH ) yz (@) s (bl Yoy = o,

I.e déterminant 4 ne pouvant étre symétrique gauche, cette condi-
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tion n’est jamais une identité en x, y, 5. Elle exprime donc que le
point M est sur une conique C, que nous supposerons d’abord non
dégénérée; nous reviendrons ensuite sur les cas particuliers ainsi
écartés. _

On peut dire aussi que la condition (2) exprime que le point M
est son propre conjugué, et il en est naturellement ainsi pour la
transformation inverse T~ aussi bien que pour la transformation T;
la conique C est donc la méme pour ces deux transformations. La
droite D, transformée d’un point M mobile sur C, enveloppe une
autre conique C/, et les deux coniques C et (' se transforment
I'une dans Vautre par la transformation T. La droite D, tangente
a C/, coupe C en deux points M et M, qui sont ses transformés par
les transformations T * et T; M, est done le transformé de M par
la transformation T2,

En dehors du cas bien connu de la transformation par polaires
réciproques, pour lequel M et M, sont confondus, la relation
homographique ainsi obtenue admet deux points doubles A et B.
Traitons d’abord le cas on ces points sont distinets, et ou par suite
les coniques C et C' sont bitangentes: ce cas se divise en deux sui-
vant la réalité de ces points.

2. Presmier cas. — Les points A et B sont imaginaires conju-
gués (cus elliptique). — On peut, sans que cela soit une restric-
tion au point de vue projectif, supposer que A ct B soient les
points cycliques. Les coniques non dégénérées C et (V sont alors
deux cercles concentriques; leurs rayons R et R’ ne sont ni nuls,
ni infinis, et, la transformation étant réelle, sont tous deux réels ou
tous deux imaginaires purs.

On voit aisément dans ce cas, en posant

’

(3) p:'yﬁ-', (‘OSQ:II—‘<I <°<“.<§>’

que T est le produit de la transformation par polaires réciproques

par rapport au cercle I' concentrique a G et ' et de rayon p, et

d’une rotation d’angle a autour de ce cercle <c’est parce que cet
R . . ! . R

angle est nécessairement réel que nous avons pu ecrire Iy < |);

le produit considéré est commutatif; suivant le seus de la rotation
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on obtient 'une ou l'autre des transformations inverses T ¥ et T,

Si R et R/, et par suite p, sont imaginaires purs, on peut, au
lieu du cervcle T', considérer le cercle réel IV de rayon ip, ct rem-
placer o par o — 7.

En introduisant la notion de pseudo-rotation elliptique
d’angle x, c'est-a-dire d’une transformation équivalente au point
de vae projectif, et sans introduction d’imaginaire, a une rotation
d’angle «, on voit que toute transformation corrvélative du type
considéré peut étre détinie d’'une maniére et d'une seule, comme
le produit d’une transformation par polaires réciproques par rap-
port a une conique réelle (I' ou 1") et d’une pscudo-rotation

d’angle o compris cutre

7 ¢t -+ m ¢t non multiple de -: Pour
2 =0 ou ==, on a une transformation par polaires réciproques,
el pour o = = 7—: (donc R'=0, R=0o0), on a aussi une transfor-
mation d'un type différent, la conique C se réduisant a une droite
double. et la conique tangentielle G a un point double.

Ces transformations T ont évidemment un invariant projectif,
Pangle «. On peut ausst prendre comme invariant le rapport
anharmonique 2 == cos?a des coniques € et (7 par rapport aux
coniques dégénérées du faisceau linéaire quelles forment, ou le
rapport anharmonique A = ¢’ des points M et M, par rapport aux
points A et B sur la conique C.

La transformation T? est une pscudo-rotation elliptique, c'est-
a-dire une transformation homographique ayant un point double
réel O, deux points doubles imaginaires conjugués A et B, et telle
enoutre, si poet 2’ sont les rapports anharmoniques définissant la
transformation, c’est-a-dire si

W R MWL O AL e RONLN OB,
M, M' étant deux points conjugués sur OA et N, N’ étant deux
points conjugués sur OB, que L'on ait pu'=1. D¢ méme T?" est
une pseudo-rotation d’angle anx = 3.

~

Si T2 est donné, on peut prendre pour I' n'imporic quelle
conique tangente @ OA en A ct & OB en B, ¢t pour 2 n'importe

laquclle des valeurs

5 B4z Bwaln—1i=
an’ an b on
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On a ainsi 2n transformations dépendant chacune d’un paramétre
arbitraive. La généralité est plus grande si f=m, c’est-a-dire
si T2 est du type d'une symeétrie par rapport a un point O,
car dans ce cas tous les points de AB étant doubles, on peut
prendre pour I' n’importe quelle conique par rapport a laquelle
AB soit la polaire de O (ct ne coupant pas AB si 'on veut rester
dans le type de transformations considéré); on a ainsi trois para-
métres au lieu d’un. Si § =2x, c’est-a-dive s1 T2 =1, la généra-
lité est plus grande encore; on peut prendre pour I' une conique
quelconque; on a 2n transformations dépendant chacune de
cing paramétres.

On traite de méme le probléme de la recherche des transforma-
tions T du type considéré ayant pour puissance d’ordre 2n -1
une transformation donnée; la solution résulte de la remarque que
T2t st du méme type, formée avec la méme conique T, les
mémes points doubles A et B, mais une pseudo-rotation d’angle

f=(2n--1)m.

3. Devxiime cas. — Les points A et B sont réels et distincts
(cas hyperboligue). — Dans ce cas, on peut les supposer placés a
I'infini, dans la direction des axes Oz et Oy, supposés rectangu-
laires. Les deux coniques G et C sont alors des hyperboles équila-
téres homothétiques et concentriques

B

Ly =X, axy =\

Supposons d’abord x2" > 0, c’est-a-dire que C et C’ sont dans le
méme angle de leurs asymptotes. La conique IT' est alors 'hyper-

bole
ry = u <)\/—-—‘-cha>

et la transformation T est le produit de la transformation par
polaires réciproques par rapport a I' (qui transforme C et C' 'une
dans Vautre). et d’une pseudo-rotation hyperbolique d’argu-
ment «, c’est-a-dive de la transformation

x' = re¥, Yo=re %

qui fait glisser sur clle-méme chacune des hyperboles G, C' et y.
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Le nombre ¢ élant défini par 22=137'. ori prendrala valeur de p.
. N s, LA o , . . .

du signe de X et ). L'inégalité 5 > 1 élant impossible si T est une
transformation réelle, o est réel, et 'on a une définition réelle de
la transformation. En prenant la seconde valeur de 1, I'hyperbole I
est remplacée par sa conjuguée, o par 2 + 7¢, et naturellement le
produit des deux transformations partielles reste le méme.

Dans le cas o 22" < o, . est imaginaire pure, et 'hyperbole I a
son équation imaginaire. Mais on peul considérer I'hyperbole
réelle I'y d’équation

[ I
) = - s —_— ,\l_ - l
r) ru (":L 5 q |B>1
et dans ce cas la transformation ¢tudiée apparait comme le produit
de la transformation par polaires réciproques par rapport a Iy,
d’une pseudo-rotation hyperbolique d’angle B8, et d’une symétrie
par rapport & I'un des axes O.r et O .

Dans tous les cas la transformation T? est une pseudo-rotation
hyperbolique d’argument 2 2. et ses puissances successives, comme
I'on sait, forment un groupe d’une structure différente de celle
observée dans le cas elliptique.

4. Trowstime cas. - Les points A et B sont canfondus (cas
parabolique). — On peut dans ce cas supposer la tangente com-
mune a ¢ et (' située & 'infini: ces deux coniques sont alors deux
paraboles égales, de méme axe et de méme sens. On peut les
amener 'une sur autre par unc translation paralléle a I'axe; en
désignant par I' la position moycnne de la parabole ainsi trans-
portée par un mouvement de translation de C a (77, G et (' sont
transtormées 'une de I'autre dans la transformation par polaires
réciproques par rapport & I'. On voil sans peine dans ce cas que la
transformation étudiée T est le produit de la transformation par
polaires réciproques par rvapport a I', et d'une transformation
homographique sans autre point double que A faisant glisser sur
clle-méme chacune des paraboles C, (U, T, I'abscisse d'un point
(comptée perpendiculairement a 'axe) augmentant d’une quantité
constante.

La transformation T* est alors un glissement parabolique ana-
logue a celui que nous venons de définir, mais d’amplitude double.
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5. Cas oa les deux coniques sont dégénérées. — Nous avons
déja défini un cas ou la conique ponctuelle C-se réduit a une
droite double, la conique tangenticlle C' se réduisant & un point
double. Nous 'avons défini comme cas particulier du cas ellip-
tique, et il peut tout aussi bien se déduire du cas parabolique. Les

‘propriétés de ce cas résultent aisément de celles indiquées dans le
cas général.

Il est possible aussi que C se réduise & un couple de droites D,
D’ ¢t C'a un couple de points F, F'. Le point O, intersection de F
et I’ est évidemment sur sa transformée F, t'; a cela prés on peut
choisir arbitrairement D, D', F, F'. La transformation est alors
bien définie, du moins si I'on sait lequel des points F et F' est le
transformé de D (autrement, comme dans le cas général, on ne
pourrait pas séparer T et T—'); supposons que F soit le transformé
de D. _

Soit alors une droite A coupant D et D’ en des points A ct A’

Son transformé est le point M, intersection de FA (droite trans-
formée de A) et de F' A’ (transformée de A').

La figure ci-dessus est faite en supposant D et D’ paralléles, et
les points F et I équidistants de ces deux droites. Elle indique la
construction des points A,, A transformés de A et A’ par la
transformation T2, et le point A,, transformé de A par T*. Cette
transformation T4 est trés simple : c’est une homologie, laissant
invariants tous les points de FF’' et toutes les droites paralléles
a FF', et faisant glisser chacune de ses droites sur elle-méme d’une
quantité proportionnelle a sa distance 4 FF'. La transformation



analogue, formée avec un glissement moitié du précédent, dont le
carré est Tt est distincte de T?: on peut définir T comme le pro-
duit (commutatif) de cette transformation et d’une symétrie par
rapport au milicu de FF’.

Ce cas peut naturellement étre défini comme limite du cas
général: il suffit de prendre pour € une ellipse de foyers IF et I
el de peuit axe Lendant vers zéro, et pour C une ellipse homothé-
tique et concentrique de la précédente dont le petit axe ait une
valeur constante.

Nous avons donc en définitive les conclusions suivantes : dans
tous les cas. 'ensemble des transformations inverses l'une de
"autre T et T ' est bien défini par la donnée des coniques G et ',
la dvoite transformée d’un point M de C étant I'une des tangentes
menées de ce point a €. Ces deux coniques, dans le cas général,
sont bitangentes. et le systéme comporte un invariant projectif. le
rapport anharmonique de G, ', et des coniques dégénérées du
faisceau qu’elles forment. 1y a différents cas particulicrs, dans
lesquels il 0’y a aucun invariant projectif, '

LE CAS DE L'ESPACE.

Dans ce cas, nous introduirons la quadrique S, licu des points M
situés sur les plans P qui leur correspondent. la quadrique S’
enveloppe de ces plans; S et 8" se transforment I'une dans autre
par la transformation étudiée T.

Proposons-nous de mettre en évidence la situation relative de
ces quadriques dans le cas général, o elles ne sont pas dégénc-
rées. Nous allons montrer qu'elles sont circonscrites Uune a
Uautre. ]

Les relations qui expriment qu'il en est ainsi étant algébriques
par rapport aux coeflicients de la transformation T, pour montrer
qu’clles sont identiquement vérilices, il suftit de montrer qu’en
supposant les quadriques S et S’ circonscrites I'uine a I'autre, on
obtient bicn des transformations dépendant de 15 paramétres.

Considérons d'ahord la transformation T définic comme produit
de la transformation par polaires réciproques par rapport A une
sphére X et d’une rotation ‘dangle o autour d’un diamétre A de
cette sphere. Les quadriques S et S” sont alors des sphéres con-
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centriques a la sphére 2, de rayons R et R’ liés au rayon p de X et
a I'angle « par les mémes formules (3) que dans le cas du plan. La
transformation T* est une rotation d’angle 2« autour de A.

En faisant varier la direction du diamétre A, sans changer les
sphéres S et S', on obtient une double infinité de transforma-
tions T. Par une homographie, 'ensemble S, S’ se transforme en
un cnsemble de deux quadriques circonscrites 'une a autre;
compte tenu de ce qu’on peut faire varier , cela introduit 13 nou-
veaux paramétres. On a bien en tout les 15 paramétres voulus.

On peut dire aussi qu’une homographie U laissant T invariant,
devant laisser invariantes les surfaces S ¢t S et Ia droite A (lieu de
points doubles de T?), ne peut étre qu’une rotation autour de A.
Il en résulte qu’en transformant T par une transformation homo-
graphique arbitraire, on obtient des transformations T’ dépendant
de 15 —1=14 paraméires; mais il y a un invariant projectif
(x ou A = cos?*a, comme dans le cas du plan); en le faisant varier
on a bicn en tout 15 paramétres.

Les quadriques S et S’ sont donc circonscrites, la réduction &
deux sphéres réelles concentriques n’étant évidemment possible
par une homographie réelle que dans le cas ou, ces quadriques
étant réelles, leur conique de contact est imaginaire. La discussion
compléte comprend un assez grand nombre de cas, qu'il nous
parait inutile d’énumérer complétement. Indiquons seulement un
cas trés différent de ceux indiqués dans I’étude du plan : un déter-
minant d’ordre pair pouvant étre symétrique gauche sans s’annuler,
il est possible que ’équation de la quadrique S soit identiquement
vérifiée : ¢’cst le cas bien connu de la transformation par rapport a
un complexe linéaire.

LVII. 4



