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SUR LA CONTINUITE DE LA SOMME
DES SERIES ENTIERES MULTIPLES

Par M. F. LEs.
1. Soit
(1) Slay)= Y ayrey”

w,v=0
une série entiére double absolument convergente dns le domaine
flrl<y |yi<td

et convergente (') au point frontiére z = y =1. Il en suit que les
séries simples

Rk

av(x)= ayy i, (v=o0,1,....

w

i

0

¥

-
hi«‘-(.}/): Qv )Y, (L=0,1,...)

v=20

dites respectivement lignes et colonnes de la série double (1) con-
vergent toutes dans le cercle unité (tout en pouvant diverger aux
points z =1 et y =1 comme le montrc I'exemple de la série

c— 1\
double correspondant a la fonction i )
I+ a

Désignons par A, le domaine du plan défini par les inégalités

Lo 11— x
b <1, —_— < a,

1— | .0

« élant un nombre quelconque > 1 et posons

lim sup | gy(x)|= A, (v=o0,1....),

(.)) T>1, TN

2 limqu]ILu(y);:Bp (p=o0,1,...) -
y>1.yedp

a et B étant quelconques 2 1 mais fixes.

\ .
(') Une série double 2‘ aypv converge vers la somme s si 3 tout € > o cor-
®,vy=0
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Tuaeorime. — Si la série (1) : 1° converge absolument pour
|z|<<1et|y|<i,2° converge vers s au point x=y =1, il
Saut et il suffit, pour que la limite double

(3) lim fl(xy)=s, ol redg, ¥ed3
r>hy>1 '

existe, que toutes les inégalités
(§) Ay < oo, By < (pyv=m0,1, ...}

’

soient satisfaites (').

On démontre ce théoréme en posant
y. v
s&m:z 211;/. r=(1—x)(1—y),
i—=0 j—=0

¢t en remarquant que, dans le domaine {|z|<<1,|y{ <1}, on a
I'identité

Sy )—s = i i)‘(‘l-l"“ s )k yY,

w=0 ;=0

ou s est la limite de la suite double des sommes partielles s, .
De plus, on peut déduire de cette derniére identité la propo-
sition suivante :

Si les conditions 1° et 2° du théoréme sont remplies et une au
motins des limites A, B, n’est pas finie, on a toujours

(%) limsup | f(xy)|=o
L y>l
pour zxel,, yels.

Les théorémes tout a fait analogues subsistent pour les séries
entiéres a plus de 2 variables.

v

"
respond un p tel que Jpv=2 Za“ ditfére de s de moins de ¢ pour p>p
=0 j=0
elv>p. o
(') MM. T. Bromwich et G. Hardy ont montré que toutes les inégalités
|suv < M, g, vy=o, 1, ... sont suffisantes, o M est un nombre fini ( Proceed.
Lond. Math. Soc , 2* série, t. 2, 1903).
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2. Ces résultats peuvent étre généralisés commeil suit : Posons

()

( /

et soient p et ¢ deux nombhres naturels fixes. Nous dirons que la
série double

6 AY tyy

est sommable d’ordre (p, q) au sens de Cesaro silasuite double

W Nl

N N SAL A
! e T — r \“I Aij
AfAY

izz0 j=0

converge. Lorsque p=¢g = o on a G,,=s,, et la sommabilité se
réduit a la convergence.

On peut prouver que les théorémes précédents restent vrais si
Pon remplace dans leurs énoncés la condition 2° par la suivante :
La série (1) est sommable d’ordre (p, q) au sens de Cesaro au
point x =y -=r1.

Cela rvésulte de I'identité suivante ayant lieu dans le domaine
Vel v <<

(8 Sley)y—s Z 2)\ ALAY(Cyy— s )by

EL" How
ot F'on a posé
o (et — YL

et on s désigne la limite de la suite (7).

Partageons le second membre de (8) en quatre parties que voici :

x " n v n n = £
al Bl Al al 3 %l Al ~\ N R
MY YN NN D M oA BCeD
dined el e e
|3 S ST} L U] . DR R S R e

ot n est un nombre naturel fixe: on aura

n N

EIESRTRD M B WA SFSETY t i3

v=okj -0

n Y

B i—~{l—.l',\/“'2 ,r\’!l hi(y)- sz\{,’_ i,
B=0 =0



— T8 —

d’oti 'on voit que, si les conditions (4) sont remplies, les parties A
et B de (8) tendeat vers zéro avec (1 —.r) et (1—)) quel que
soit n. La partie C tend évidemment aussi vers zéro et, sil’on pose

e = max| CEL"—‘ s pour > n, v > n,
an aura
) 11— [P+ p—y g+
D < , J =T = earti Br
P R -

donc la limite (3) existe.

Si les conditions (4) ne sont pas remplies et si n est suffisamment
grand les parties A et B ne sont pas toutes les deux bornées dans
le voisinage de 2 = )" =1 et 'on obtient la limite (3).

3. Désignons maintenant par p et ¢ deux nombres non négatifs
quelconques et posons

n v

Di— ! ([ v —l g~j §;:

(9) L"“_(p+1)u(q+1)"2 2&(1’)(1')]# 7 S
i=0 j=0

ou les s;; sont les sommes partielles de la série double (6).

Si la suite (g) est convergente on dira que la série (6) est som-
mable d’ordre (p, q) au sens d’Euler. Lorsque p=¢ =o0 on
a E,,= s, et cette sommabilité se réduit a la convergence.

Or, si la série entiére (1) est scommable au sens d’Euler au point
frontiére x = y =1, il existe, comme plus haut, la limite (3) ou
la limite (5) selon que les conditions (4) sont remplies ou non.

En effet, posons dans 'identité

Sfley)y=(1—x)a1—y) 2 Sy T )Y
Ww,v=0

ayant lieu dans le domaine { |z | <1, <1

¥
u o v
p+1—pu’ ‘}#T:T—qv

u et v élant deux nouvelles variables complexes; on obtient I'iden-
tité

( u v e s N . »
'f(p = pu’ q~e*1—qv>_(l u)(1—v¢) Z By, uke

w,v=0

ayant lieu dans le domaine {|u|< 1, |v|<<1} qui correspond au
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domaine

(10)

P I Pt l q ' q-+1
£r-— — =, y— - ’
2p+1 2p+1 2 q +1 2q +1

donc, s étant la limite de la suite (g), on a dans le domaine (10)

‘f(.rj‘)—s = 2 A(Eyy—s) upo¥

w,v=0

ou 2 =(1— u)(1—¢) et la méthode précédente permet d’achever
la démonstration.

4. On a vu que, si la série (6) est convergente ou sommable, la
limite (3) de la somme de la série (1) ne peut pas exister lorsque
les limites (2) ne sont pas toutes finies. Observons que, sila
série (6) n’est ni convergente ni sommable, la limite (3) peut
exister méme si les limites (2) ne sont pas toutes finies; cela mon-
tre ’exemple de la série correspondant a la fonction

1

Sey)=(=y)=" f(o, 0)=1
pour laquelle la limite (3) est = o bien que ses lignes sont

(22— ... (v& —v+1),
(x—1)+!

go(r)=1, g (x)= v2o0,

et, par suite, toutes les limites A, v > o, sont infinies.
En terminant je vais indiquer encore une liaison qui existe entre
les limites (2) et (3). Supposons que la série

f(.ry): 2 ap_.,,rpy')ZZg.'(x)y-"
v =0 V=0

absolument convergente dans le domaine {|z|<<1,|y|<<1}, soit
telle que l'inégalité (qui est évidemment satisfaite pour tous
les |z |<<1)

(11) lim sup /(8. (=)< 1

soit uniformément satisfaite pour tous les = voisins de z =1 et
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appartenant a A,. Dans ce cas la limite (3) ne peut pas exister si
les limites A, v == 0, 1, ... ne sont pas toutes finies.

En effet, supposons que la limite (3) existe ct que A, = =: pour
un 3 > o suffisamment petit on aura
(12) Sy )—s 2. pour 1—.r <&, 1—y <3,
ot .red,, yedy. Soit )7 un point quelconque de module fixe, pour
lequel "1~y <4, )ocAg et soit v, >0 un nombre tel qu’on ait

(L) o =0 <1

En vertu de (11) on peut trouver deux nombres p > n et &' <4

tels que
tgv(w) < (1-+7), pour v > p

et pour tous les zed, el |1 — x| < ¢', donc on aura

7

[
/\/ -1')'n)i > ! Z
[

p
lo/

I—p

& ()7
|

V=0

', ce qui reste en contradiction

pour tous les zed,, |1 —ai<<o
p
. | ) N . ..
avec (12) car la somme Z‘g.,(.r)y; n’est pas bornée dans le voisi-
N2 =

nage de .o =1.



