BULLETIN DELA S. M. F.

N. CIORANESCU

Une expression des modules des coefficients
d’une fonction analytique

Bulletinde la S. M. F., tome 57 (1929), p. 210-215
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1929 57 210_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1929, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1929__57__210_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 200 —

UNE EXPRESSION DES MODULES DES COEFFICIENTS
D'UNE FONCTION ANALYTIQUE;

Par M. N. Croranescu.
Soit

x
SJizr=ulr, yr 4 et yy = E a,s"
o

une fonction analytique de z = r + 7y, holomorphe auatour de
I'origine.

Dans le domaine d’holomorphie considérons un cercle entré
en O et de rayon r, et prenons la valeur moyenne de | f(3) |2, le
long de ce cercle. 1)’apres la formule de Parseval, on a ‘
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r TI—_ /‘ [./.( z) ]-‘t.’() :—2 frl,, I’ ran,
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Mais, soit () une fonction réelle des variables x,, z,, ... r,,
analytique dans une certaine région R de 'espace E,.

Supposons que, autour du point P,, de R, on décrive une
hypersphére X, de rayon r qui ne¢ sorte pas de R, et qu’on prenne
la valeur moyenne N, (F) de I(P) sur X, (moyenne périphérique)
ou la valeur moyenne MM (F) dans X, (moyennc spatiale). En
partant du développement taylorien de I (P — P,), on trouve (')
pour ces valeurs moyennes

z
N

- N Q) s
(2 é’l,,( F)= l‘pn—l— (A F ,
Z-z"ﬂ!vw«l—‘u...w+-zn—-z) k

n-=t

et une expression analogue pour INMis(l), on

NF
AF :Zﬁ

(') Pour v =12 et 3 de telles expressions ont été données par P. Pizzg1TI,
fendiconti della r. Ac. dei Lincei, t. XVIII, 1903, p. 182 et 3Jog. Voir aussi
N. Cioranescu, Bulletin mathém. de la Soc. roumaine des Sc., t. 31, (2), 1929.
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est le Laplacien de F et
Al = A(\A{_n—-ﬂ‘

Ce développement est valable pour toute hypersphére 2, inté-
ricure au domaine dans lequel le développement en série de Taylor
de F(P) existe.

En comparant (1) et (2) aprés avoirfait F(P) =| f*(z) | et v=2,
on trouve, par identification,

(3 =
P (2.4 .00

[A"” ./'2(5 v IO'

Mais, comme | f?(3) | = w*+ ¢v* et Au*= Av* et, par conséquent,
A" ur= A" ¢ on voit qu'on a en définitive

1 . , 1
(1 @y P = e (AR )y ==

2= (nl)? 2n—1(n!)?

(AR p2 Jo-

(Cest sur cette formule que nous voulons insister un peu. Tout
d’abord, comme me I'a fait remarquer M. Montel, le développe-
ment (2) n'est pas indispensable pour obtenir les expressions (4).
En effet, on a évidemment

H 2 I 2 I a2 I 9
= Z/_\E"f!-: ;Au-: ;Av-,,
et par conséquent
LAY 1 Vg i I 2 2 2 2 9
A‘/ 2= 7A2‘f ;= ~—;A(-)|f\-: /—!A(')U‘,
4 4 4

et, en général,

I R
./‘(_u) 2= — Aln) ‘!flz — Tr_l Aln) g2,

4

ce qui conduit a (4). On peut transformer de la maniére suivante
I'expression de A u3. On trouve que

At = (()E ; (t)—U\g]Mtz u

Vu étant le premier paramétre différentiel de Lamé

Ai2) g2 = 92 (_)_2.2 2_4_‘) _d_z_l.l_>l+ ()2_%)1 = 22G. U
{ = 2 ()1,‘1 =2 dl‘d)’ 4’_}’2 - Vi lt,

et ainsi de suite

P LETAY: Ju 2 Jdhu\?
Aln) g2 = 9n [(d.l‘") +C}‘(m> -+ ... +<'d—;;‘—) ]:2"v,.u.
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En effet, supposons que cette formule soit vraie jusqu’a n, et
) p q jusq ’

montrons qu’elle est vraie aussi pour n 1.
Mais cela revient a appliquer a la relation
AUt = g, 0

9"

Pégalité Au*=2Vu, car PrTPITE

est aussi une fonction harmo-

nique. Comme nous Pavons déja établie pour n =1, elle cst

valable pour tout n. En substituant dans (4) on trouve

Avntt

=\ l-_- —
[ 17 == .
/ [ an=tiptyR

C'est la formule que nous voulions signaler. I1 s’ensuit qu’on peut
exprimer les modules des coeflicients de f(3) seulement & I'aide
des dérivées d’ordre n de la partie réelle (ou imaginaire) de f(z),
ui entrent sous la forme trés symétrique de V,,. 11 est évident
qu’on aurait la méme formule dansle cas ou f(5) serait développée
autour du point 5,; on doit seulement prendre alors la valeur de V,, «

en ce point.
Considérons une seconde fonction

o

gisr= Puoe, vy 40Qury :an"":

0

holomorphe aussi autour de l'origine, et la somme
=

Fizrv= fizr+ gz =E(u,,+ b,) 3",
"

D’aprés la formule (5) on voit que

(Vulre+ Pl
wn=-tinl)?

letw+b, \2 =

Mais, d’autre part, on a
Tt +Pr=9,u+7, P 429, Plu),
ou V(P u) est la forme polaire de V,,, ¢’est-a-dire

Jd"u )P J"u " pP

VP iw =

Si I'on désigne par %, et b, les arguments de a, et b, on

T g N gpn— Jdy " dy T

en
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déduit la formule

(Plu)]
5 Lay,li b, —, = VPl
(6) lap ).t b, |cos(p,— Y, )= TR

. . . I
Prenons en particulier g(t) =e*; comme ,= 1 Y=o
et P(.r, y)=e"cos)  on voit que si 'on pose a, = a,~+ iB,, on a
I Ju ., Jlu . Jdnu
(/) all'———[m_c y2+(J' —...]o.

anTip! )ty N darn—n )t

De méme, en prenant g‘(z) = (e® on trouve

(8) 8, = | [—C‘ o u +C Mu . ] )
[}

o=l i l).I'"‘"l)nV “n ().L-n—.«d),;&

Si 'on compare ces expressions aux formules de Fourier
27T

2= # A u(rcosb, rsind)cosnb 0,

) e

Bu= 1—”—"£ w(rcosl, rsinb)sinnbd d0,

on obtient des relations valables pour toute fonction harmonique,

régulicre autour de 'origine. On peut d’ailleurs passer facilement

des unes aux autres, en développant dans (g9) u(x, y) en série de

Taylor, en faisant ensuite £ =rcosf, y =rsinf et en tenant

compte des valeurs des intégrales :

2T 27
/ cos” B sin70 cosnfdb et f cos” 0sin70 sinn0 /6.
0

-0

De (7) on peut déduire des inégalités pour |a,| en fonction du
maximum M;(R) de « sur le cercle de rayon R, mais elles ne
peuvent pas étre différentes de celles qu’on obtient au moyen des
formules de Fourier.

Toutefois, on peut obtenir a partir de (7) une autre série d’iné-
galités, valables pour toute fonction harmonique. En effet, on voit
que

miny, « dans Cp

fani*2 21— (1)t

D’autre part, on a I'inégalité de M. Hadamard

Rrla, |S4A(R)— 22,
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ol I'inégalité correspondant a B(R), A(R) et B(R) désignant le

maximum de « et celui de — wdans le cercle Cy. En comparant ces
deux inégalités, on obtient une série d’inégalités, dans lesquelles
les | @, | sont éliminés, et qui sont valables pour toute fonction
harmonique. Par exemple pour n =1, en posant

e omin| (2%) o (24
u?= llnln[<”£) —+ (d)f) ]dans Ckg. .

et en supposant que «(z, y) soit une fonction harmonique nulle a
Porigine, ona
A(R)E——-—RP'; R,
+

Une autre conséquence, aussi élémentaire tue possible, (u’on
peut déduire des formules précédentes, est la suivante :

La condition nécessaire et suflisante, pour que la fonction harmo-
nique u(x, y) soit la partie réelle d’une fonction f(z) holomorphe
autour de Vorigine et a coeflicients réels, est que les expressions

onu .. " u

e Jriay T I Teigy

soient nulles a I'origine. Ceci résulte immédiatement de (8).

Supposons qu'il s’agisse de trouver une fonction harmonique
u(z,y), connaissant les valeurs de Vou(n=1, 2, ...)alori-
gine. On voit facilement que s’il en cxiste une, il en existe alors
une infinité, obtenues en prenant pour les «, des arguments
quelconques, et, si f(3) est une des fonctions X, 3", on n'a
qu'a prendre u = R [ f(z)].

La condition de possibilité s’obtient en écrivant (ue le rayon

Wl « L) ’ . .
de convergence de ¥ a,z" n’est pas nul, d’ou I'on déduit les condi-
P I ’

tions auxquelles doivent satisfaire les (Viu)e de toute fonction
harmonique, réguliére autour de I'origine.

De méme, de (7) on peut déduire une condition nécessaire pour
qu’une fonction F(.r, y) soit le carré du module d’une fonction
J(3). Cette condition est que

(AT (&, )20 (n=o0, 1,7, ...),

car F(z, y) =u*+.¢? et 'on a va que A" u? s’cxprime au moyen
de V, u, qui est non négatif.
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En général, toute propriété de f(z), déduite des propriéiés de la
suite des | a, |, peut se déduire aussi de celles de la suite (V, u),.
Par conséquent, on peut obtenir de cette maniére autant de
théorémes et de propriétés de f(s) et dans lesquelles n’entrent
que R[f(3)] et ses dérivées.

Par exemple, M. Lindel6f a montré que si

nm— f P
Von < a—c<){ Nnclogn)®. .. logy)® |P,

a partir de n > N, alors a partir d’une valeur de r, > >R on a

1-+¢

logM(r) < 3=+

re(logry=a ... (log, r)=%.

Sil'on transpose cetle propriété, on obtient la suivante :

Si lasuite (V, u), d’une fonction harmonique u(z, y), réguliére
a origine, satisfait pour tout n >> N aux inégalités

1
M Tt (1 &) —[ A.np+tdogn)a ... (log,n %P,
|2
alors, M(r), module maximum de la fonction f(z) nulle a 'origine,
pour laquelle « = R [f(3), satisfait a I'inégalité

1-+€

log M {( l‘k) L A——e—-—‘palﬂ

g re(logry=a ... (log,r)=2,

pour r assez grand.

Sans insister davantage sur ces considérations, remarquons
qu’elles se rattachent au point de vue de Riemann dans la théorie
des fonctions analytiques de z. On sait quel est le point de vue de
Cauchy et quel est celui de Riemann.

Pour ce dernier, I'étude d’une fonction analytique f(z), c’est
Pétude du couple des fonctions harmoniques u et ¢, liées par les
relations de Cauchy-Riemann. Il y a plus : les propriétés de /(z)
doivent pouvoir se déduire seulement de la partie réelle (ou
imaginaire) de f(z), comme on I'a vu d’ailleurs plus haut. Inverse-
ment, par lintroduction de la suite V,u, des propriétés des
fonctions analytiques f(z), on peut déduire des propriétés pour les
fonctions harmoniques u(x, y).

Ces considérations élémentaires constituent une modeste contri-
bution a cet ordre d’idées. ‘ h '




