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FIGURES PLANETAIRES ET PROBLEME DE POINCARE;

Pir M. Rorixn Wavre.

L. Introduction. —- Nous voudrions attirer l'attention des
mathématiciens sur un probléme un peu délaissé de nos jours,
parce que rclatif au champ de Newton, celui des figures d’équilibre
d’une masse fluide hétérogéne. Il conserve tout son intérét phy-
sique puisque, dans le cas de la Terre, les corrections d’Einstein
seraient tres faibles, et il garde avant tout son aspect captivant au
point de vue mathématique.

Nous exposcrons ici, sous une forme trés concise ('), une
méthode, qui satisfait & un desideratum formulé pav Tisserand,
et qui fournit le (il conducteur permettant de sérier les résultats
classiques et d’en obtenir d’autres.

En particulier, ce procédé supprime le désaccord bien connu
signalé¢ par Poincaré (?) entre la géodésic et la théorie de la
précession. Llillustre savant n'avait critiqué que la premicre
approximation. La seconde réduit Pécart considérablement.

2. Les rotations permanentes. — Envisageons une masse fluide
dont les particules s’attivent suivant la loi de Newton. Supposons
ce corps isolé. Quant au mouvement, nous ferons 'hypothése que
chaque particule du fluide décrit une circonférence perpendiculaire
aun axe O3 et cenirée sur cet axe.

La vitesse de la particule sur la circonférence sera constante.
Mais la vitesse angulaire pourra varier quand on passe d’un paral-
lele & un autre. Si [ désigne le rayon du paralléle, la vitesse
angulaire o dépendra de Let de =

w=wil, 3)

Nous appellerons ces mouvements des rotations permancntes.
L'équilibre relatif, w = const., est un cas particulier.

(1) Pour le détail, voir Archives des Seiences physiques et naturelles, t. 10,
128, et t. 11, 1929, Genéve.
(?) Figures d’équilibre, p. 92-¢6.
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L’observation nous apprend que le Soleil, Saturne et Jupiter
n'ont pas encore atteint 'état d’équilibre relatif, ces astres sont
animés de rotations permanentes.

St Ox et O) forment avec Oz un triédre trirectangle, sigo
désigne la densité, p la pression et U le potentiel newtonien, les
équations du mouvement s’écrivent

1dp JU ”
- ==,
g dr oar
| dp _ JU ”
v (Fay Tay T .
1dp _JU _,,
¢ ds  Js ”

Les accélérations s’expriment au moyen de la vitesse angulaire
et le systéme (1) devient

[[Ldp _ 00 ..
por gr TUH
) 1dp _JU .
o Fay "oy TOY
top WU
0 d3 ~ 03

Les seconds membres représentent les composantes g, gy, £z
de la pesanteur ct les équations (2) impliquent la relation

é(/[) = godr + gydy + g:d3.

De cette derniére expression on déduit facilement I'équivalence
des six propriétés suivantes :

1° Il existe un potentiel ® du champ de la pesanteur;

2° Il existe un potentiel Q de la force centrifuge;

3° ll existe un potentiel A des accélérations;

4° La vitesse angulaire ne dépend que de la distance a 'axe;

5" Les couches d’égale densité sont normales a la pesanteur;

6° La densité n’est fonction que de la pression.

Chacune de ces propositions entraine les autres.
J’appellerai mouvement du premier genre, les rotations perma-
nentes pour lesquelles elles sont vraies. M. Dive (*) a montré, par un

(") Archives des Sciences physiques et raturetles, 1.9, 1927, p. 264-279, Genéve.
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artifice fort habile, qu’il existe des rotations permanentes plus
générales. Le potentiel de la pesanteur n’existe pas pour les mouve-
ments de M. Dive, ou de genre deux.

Les mouvements de genre un sont caractérisés par les équations
équivalentes

3(:) =6 2= U

Il n’y a pas lieu d'introduire 'équation de continuité et I'équa-
tion cumctérisliquc n'est pas donnée a 'avance.

Si le fluide se compose d’'un nombre fini de fluides comprcs-
sibles, le mouvement est de genre un.

Les potentiels de la pesanteur et de la force centrifuge s’éerivent

.
. 1 dp
3 D= / - / o,
WAPNTE
’ l ) Bl »oT
o O = = fwildl.
‘)
Ce

et les équations (2) se résument entre la relauon entre les poten-
tiels

NI ‘I’:—U‘“().

Le potentiel @ ne dépend que de o. Les surfaces équipotentielles
& = const. seront dites surfaces de niveau.

Elles sont définics a I'extérieur de I'astre par I'équation (5), a
intéricur clles coincident avec les surfaces d'égale densité ct
d’égale pression.

Nous appellerons stratification la répartition des surfaces de
niveau envisagées au point de vue strictement géométrique.

Nous supposerons. et ¢'est le cas des planétes, ces surfaces de
connexion sphérique et emboitées les unes dans les autres de telle
sorte que la densité ne décroisse jamais de la surface vers I'intérieur.

En plus nous supposerons qu’elles se réduisent a un seul point,
le centre de 'astre, quand la densité tend vers son maximum.

Nous supposons que la densité p est continue et admet des déri-
vées particlles continues. Nous admettons aussi la continuité de la

e, dm . . R . . .
dérivée - Alors la fonction ® est réguliére, c’est-a-dire continue
‘

ainsi que ses dérivées particlles des deux premiers ordres et les
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surfaces de niveau sont réguliéres, elles admettent un plan tangent
qui varie d’'une mauiére continue.

En vertu d’un théoréme trés remarquable de M. Lichtenstein (! )
la stratification admet un méme plan de symétrie droite, perpen-
diculaire a I'axe, c’est le plan équatorial.

Ceci dit, I'équation (5), qui s’écrit plus explicitement
(6) . ®(p)=U~+Q,

représente la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait
rotation permancnte de genre un.

3. Le desideratum formulé par Tisserand. — Certains auteurs,
Laplace notamment, développent I'inversc de la distance r en poly-
nomes de Legendre X, pourle calcul du potentiel newtonien.

Si P représente le point potentié¢, P’ le point potentiant, O I'ori-
gine et y 'angle POP’, on peut écrire

;: T E(OP ) A,,(cosy) pour OP’ < OP,

1 I op o
= B;;{;(W) X, (cosY) pour OP < OP'..

Ces développements divergent si les inégalités sont renversées.
11 n’est pas possible de n’employer qu’une seule de ces séries
pour calculer le potentiel U en un point P a l'intérieur de la masse.
Il faudrait diviser cette derniére en deux parties par une sphére de
rayon OP, employer la premiére série a V'intérieur et la seconde a
Uextérieur. Mais cette sphére n’est pas d’égale densité et cette
méthode, conduite avec rigueur, s¢ heurterait a d’énormes diffi-
cultés.

Certes, on pourrait légitimer, dans certains cas, 'emploi du
développement divergent. Poisson a émis d’intéressantes sugges-
tions a cet égard. On pourrait peut-éire remplacer la sphére en
question par une surface de niveau, pourvu que l'aplatissement
soit faible. ,

Mais il est préférable de satisfaire au desideratum de Tisserand
qui demandait que ces difficultés fussent définitivement vaincues.

(') Mathematische Zeitschrift, B. 28, H. §, 1928, p. 635-640.
LYIL. 15
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Pour répondre a ce vau, nous creuserons unc cavité variable a
Tintéricur de I'astre limitée par une surface de niveau. Nous rem-
placerons la matiére enlevée par une couche étalée sur la frontiére.

Le point potentié, grace & une propriété d’analyticité, pourra
dés c¢c moment étre placé aussi prés que I'on voudra de l'origine
et le premier développement ci-dessus pourra étre employé en
toute sécurité.

A. Usage d’une identité de Green. —— Si g et § représentent
deux fonctions réguliéres dans un volume V limité par une ou
plusieurs surfaces fermces S, une identité bien connue de Green
permet d’écrire

cal 4 v (et — 2 s =
f(YA'J vierdy ‘/‘(?zh: Y dn @S =o.

Les dérivées normales sont prises de S vers V. Soient, mainte-
nant, S une surface de niveaun ct @ le potentiel de la pesanteur.
L'usage précautionneux de Pidentité de Green permet d’écrire

_ i e o N AR (Ps—@py T,
[ f;AQI’\ ——'v/ - ’/n(ls -—I o E.

Le symbolc @, représente la valeur de @ sur S, ®p indique que @
doit étre pris au point potentié P et enfin les lettres J et E, qui
suivent unc formule, indiquent que la relation exprimée est vraie
quand le point P ¢st a I'extéricur E de S, ou a l'intérieur J.

Si la surface S est extérieure & 'astre la fonction @ n'est plus
réguliére sur la surface libre S, de I'astre. Mais l'identité de Green
s'étend a ces cas-la et les relations (7) n’en sont pas moins valables.

5. La transformation fondamentale. — L'équation (5) entre
des potentiels donne en vertu de 'équation de Poisson

(8) AP =— f=ig +AQ.

{ étant la constante de I'attraction universelle. Portons, alors, la
valeur d¢ o extraile de (8) dans’expression du potentiel newtonien

Oy . U=if-:—:pdv.
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Cette derniére se sépare en déux parties bien distinctes :

(10) U= /:_ﬂf’l,Ade— ﬁj}mw.

Remplagons la seconde intégrale par sa valeur extraite de (7).
Oa trouve facilement

1 dd Pp—bs I,
p= — ) _._>_ — —
(n f AQV + - fr s + %0 .

Puis remplagons U, par sa valeur ®,— Q, extraite de (5).
L’équation obtenue s’écrit

1 db

(12) o= [ - ,_,{ j -AQAV — 4mQp— § |1€><\ bs J,

| ©p E.

Dans ces relations, S représente la surface libre S, et V le
volume total V, de la planéte. M. Jeans (') a déja indiqué une
transformation de ce genre.

Décomposons, maintenant; le volume total par une surface de
niveau quelconque S. Soient C la cavité intérieurea S, et Zla zone
comprise entre S et la surface libre S,. Si S est extérieure a 'astre,
la zone devient souslractive, la densité y est d’ alllems nulle.

Le potenticl U s’écrit

(1) U:if%p(l(}%—if;_pdl.

Faisons subir a la premiére intégrale seulement la transforma-
tion précédente. On obtient au lieu de (10)

: i foata b (laqic— = [taeo
(10") l'“‘f,.P”Z+4ﬂf,-AQ(IC /‘n/r.&'b(.c,

et au lieu de (12)

(19 o:if%pdl—kf% :';:ds-?uferQdc.ﬁnQp_jr.><

6. Une condition nécessaire et suffisante. — Reprenons la
relation précédente pour l'intérieur C de S

.1 1 d® 1 \
(lf) OZlf;lOl{Z Lf; E(’S—rf;AQdC—F/J‘R(Qp——‘Ds) C.

(') Astronomy and Cosmogony, 1929. p. 247.

bs, J.
E.
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La vitesse angulaire w(i) scra supposée donndée et I'équation (14)
devra étre satisfaite par deux fonctions p et @, la premiére déri-
vable, la seconde réguliére et toutes deux constantes sur les sur-
faces inconnues S. 1l s’agit de déterminer a la fois p, ® et les S.

C’est une équation fonctionnelle d’un genre nouveau.

Je dis que I’équation (14) représente la condition nécessaire et
suftisante pour qu’il y ait rotation du premier genre.

La condition est nécessaire, puisque 'équation (+{) est une
conséquence de I'équation (6), et de celle-la seulement.

La condition est suffisante. En effet, en vertu de l'identité (7)
prise pour I, c’est-a-dire C, la formule (14) s’écrit

0= ,"_r %(’AQ—.\‘I‘NIC»F if;'lolll = Qp—®p  C.

Considérons une nouvelle surface de niveau S'; et soient C' et Z'

la cavité et la zone correspondantes. On aura

0= ——f}_qAQ—-.\qm/u'+if’l_p,ﬂ,'+ Qo—®p G

i

Soustrayons membre 3 membre les deux équations précédentes.
On trouve, Z’ étant la zone comprise entre S et §', et G la partie
commune & C et U,

(15) o=/%n.\Q—NI!—-’.m‘;)dZ" o,

Le potentiel créé par la densité indiquée par la parenthése est
donc nul dans C". A la limite, quand S’ tend vers S, c’est un poter-
tiel de simple couche, nul i I'intérieur de la couche; c’est encore

une charge électrique en équilibre a la surface d’un conducteur. Le
potentiel étant nul, la charge est nulle partout. On a donc

AP =— =iz + AQ,

dans l'astre entier. Alors, la relation (10') donne

n=ifl—.on’(l*if;pdz-l-Qp—‘l’p,
e .

dans la masse entiére. Mais cette derniére équation s’écrit
Pio)=U~+Q.

Ily a bien rotation de genre un. C. Q. F. D,
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1. Un caractére d ‘analyticité. — L’artifice précédent revient

a supprimer la matiére intérieure a la cavité et a la remplacer par
une couche étalée sur la frontiére et de densité égale a la pesanteur :

' dd
([7) 8= (Wl.

L’équation (14) s’écrit encore :
.1 1 I 1 I \ -
(18) t‘/;_pdl—f- Li—nf;gds + Hf;AQdc+QP—¢s_o, C.

Le premier membre est une fonction harmonique du point P
dans la cavité. C'est donc une fonction analytique. Pour satisfaire
a (19) il suffira d’annuler le premier membre au voisinage de
I'origine.

Décomposons C en une sphére C' de méme péle que S et une
marge C”; I’équation (18) s’écrira :

e 1 1 1 I . )
(19) Lf;de—b—Hf;gdS—i»L—i—n-f;.\QdC — s
1 1 y
:—Qp—ﬁf;AQd(J.

Le second membre est connu. Aucune des intégrales du premier
membre ne porte sur le voisinage de l'origine. On peut donc déve-
lopper I'inverse de la distance suivant les puissances de la dis-

tance = = OP du point potentié a I'origine

+ =
I IO 7
(20) =R 2 (%{) X, (cosy).

q=0

Le rayon vecteur R du point potentiant qui décrit Z, S, C’ est
pour chaque surface S supérieur a un nombre positif et 'on peut
supposer que ’on ait
<

.

= a
(SRR

Le développement (20) est absolument et uniformément conver-
gent. On peat 'employer en toute sécurité, Le desideratum de
Tisserand est ainsi satisfait.

8. Figures d'équilibre et systéme fondamental. — Supposons
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pour simplifier que la vitesse angulaire soit constante; c'est le cis
des figures d’équilibre. Transportons le développement (20)

I . .
de ~ dans le premier membre de (19); quant au second il se calcule

sans peine. Il faudra donc identifier les coefficicnts de toutes les
puissances de = dans les deux membres. On obticut, ainsi, tout

d’abord, ¢ étant le rayon polaire de la surface S et § la colatitude
géocentrique :

1 1 . . (1 . w? | I
1) %?./"—gl{b-\-lf’-‘glll.‘i—)—- ;tl(_,

1

2

‘bs-— w2 412 '—“ Xz( cos0y.

1l est plus commode de faire passer ®, dans le second membre.
I s
L’identification donne ensuite :

N 1 'S . YA ¢ , (SN 1
1 22) r /“\'I_R‘l'“ ds +l‘/ \IIW(;-*—'I[/‘-F ;Et/ x,]m;_—’d(,

¥

= Pg— w2 shg=o,
to? .
=TX3(0050) siog =,
A0 \iq_l,'f, [P T

Ce systéme exprime lui aussi Ja condition nécessaire et suffisante
de I'équilibre relanf.

9. Introduction de la masse totale. — Intégrons'équation de
Poisson pour la pesanteur

Ab = — =iz AQ,

d ans 'astre enticr on trouve facilement la relation

2% /.,;',/S :+Aizi)l—/‘.3(\):l\',

M est la masse totale du fluide. Si m est constant. AQ) = 2,? et
I'équation (23) donne I'équation de Poincaré, pour I'¢quilibre
relatif. :

En subdivisant V ¢n une cavité C el une zonc Z on trouverait

. 1
(23)

‘/ g :/S—!—-l'f.: r(’Z+7l-— AQ dC = (M.
a7

iz
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cette équation donne, dans le cas des figures d’équilibre, I’équation
de Poincaré transformée

] 1 . . w? PEEETY S
(25) Efgdb—%-tfpdl+;—nfdc =iM- 3@ 6.

Cette relation s’incorpore a notre systéme (22), elle correspond

a ¢ = —1, a condition de faire X_, = 1. Le systéme s’écrit :
1 w? dc’
(o) XggEas i X gl 2 X,

L\ 2 R
:zM—.;w-’t- sig=—1,

= P5— w2t sig =o,
:%-—X,(cosﬁ) si g =3,
=0 sig=1,3,4,95 ....

Pendant que nous en sommes la, donnons 'extension du théo-
réme de Stokes au mouvement de genre un.

10. Lethéorémede Stokes. — Reproduisonsles équations (11),
(12) et (23) relatives au volume total et a la surface libre :

(23) U:ﬁf%gdS—f—%Ef%Ade,.
1 1 I 1 i

(28) ﬁf;gds=¢s—Qlﬁ—z—£f;AQdV,

(29) éinfg,iS=m_3‘—szde.

Supposons connues la masse totale M, la surface libre S, et la
vitesse angulaire w (). Ces éléments seront dits stokiens. La couche
de densité g étalée sur S crée un potentiel dans J qui est défini par
le second membre de (28) et connu A la constante ®; pres.

S’il existait denx couches différentes g’ et g” une soustraction
donnerait

(30) f ;‘(g'-— g") dS = &s— &s.

Mais I'équation (29), dont le second membre est entiérement
connu, donnerait

(31) _ f(g'-—g’)dS‘:o.
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La charge électrique: g’ — g” créerait un potentiel constant. Elle
devrait avoir partout le méme signe. Mais, alors, I'équation (31)
prouverait que g’ est identique a g”. Les éléments stokiens déter-

- minent entiérement g sur S. La formule (27) définit ensuite U a
I'extérieur de I'astre a partir des mémes éléments.

Le potentiel newtonien & Uextérieur de Uastre ne dépénd
que de la masse totale, de la vitesse angulaire et de la surface
libre,

U=F M ol),S,], E.

Stokes avait omis la masse totale, c’est Poincaré qui I’a introduite.

Le potentiel de la pesanteur ® est, en vertu de la relation fon-
damentale,
®=U-+Q,

entiérement déterminé par les éléments stokiens. Ces potentiels U
et ® sont donc invariants a 'extérieur de I'astre pour toutes les
répartitions de la matiére qui laissent inaltérées les éléments sto-
kiens M, (), S,. Dans la suile nous appellerons constante sto-
kienne une constante dont la valeur est entiérement léterminée
par ces éléments.

Quelques données géométriques. — Le rayon polaire ¢
d’une surface de niveau S sera le paramétre servant & distinguer
ces surfaces les unes des autres. Si 6 désigne comme précédem-
ment le complément de la latitude géocentrique et ¢ la longitude
d’un point de S, le rayon vecteur de ce point sera

R(t) o’ q‘)’

I'angle V, que fait le rayon vecteur prolongé avec la normalc a S
dirigée vers l'extérieur, sera donné par la relation

<dR 2 ‘-)_IS 2
_ a9 1 Y
sec?V =1+ R -+ m _R

Soit, maintenant, dn un élément de normale & S dirigé vers

Iextérieur. La pesanteur est comptée positivement vers l'intérieur,
aussi faut-il écrire

g—_dn
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Or, ® ne dépend que de S, c’est-a-dire de ¢, et la pesanteur s’écrit

ad dt

Le segmenl de normale dn donne. licu a la relation

dn JR
= 9 cosV.

Si dQ est un angle solide élémentaire, les éléments de surface et

de volume sont :
I

S =R:—cdo, dL= -—d—tdt dn.

Le cosinus de 'angle V n’intervient dans le systéme (26) que
par son carré et dans le.terme

dd Re 1
&dS =— -Jt— R aQ.
: — costV
at
12. T'ransformation du systéme. — Le systéme (26) sécrit,

avec les expressions du paragraphe précédent :
) 1 do _ {dR\1 1 /OR\?* 1 1 [dR\?
o0 =z G S (5] [ (®)  w mn(5) ]
4
fx,,dn pR"—'I—d¢+——fX de m—v_(u

_zM——gw*t' sig=—I1,
=®(t) —w2p2 si ¢ =o,
= :’;Xz(cosﬂ) si ¢ =2,
=o0 sig=1,3,4,5,....

Enfin, on pourrait mettre en évidence la déformation e, différence
entre le rayon vecteur et le rayon polaire, rapportée a ce dernier

R = t(l+¢)

et ordonner les fonctions sous les signes d’intégration du sys-
téme (32) suivant les puissances des variables

de de de
SR AR A
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13. Le principe des approximations. — Nous supposerons a
partir d’ici la vitesse angulaire petite ainsi que la déformation e.
C’est le cas du Soleil et des planétes. Posons

D = PO+ 2P - WPl 4.,

e=0+wiel)l - wved . ..

Le théoréme de Lichtenstein permet d’affirmer qu’il n’y a que
les sphéres concentriques qui répondent au repos absolu w = o,
puisque tout plan passant par le centre devient plan de symétrie,
aussi pouvons-nous supposer (9 = o. En remplagant ® et e par
ces développements dans le systéme (32) exprimé en e, on pourra
identifier en w, ¢, 6 et § les équations obtenues.

L’identification des termes indépendants de w donnera évidem-
ment les sphéres concentriques;

L’identification des termes en »? fournit un systéme qui domine
la théorie classique;

L’identification des .termes en »* donnera la seconde approxi-
mation ;

L’identification des termes en w®, w8, ... donnerail les approxi-
mations suivantes sans difficulté théorique.

Nous verrons que les équations relatives a ¢ =1, 2, 3, 4,
déterminent la stratification. Aprés quoi, les équations relatives

dg=o0etg=—1 donnent ® et %—‘? séparément. En guise de véri-

fication, on pourra conslater aprés coup que la seconde de ces
expressions est bien la dérivée de la premiére. Ce principe cst utile
car les calculs sont assez longs. Mais il convient de rappeler que
I'équation relative & ¢ = —1, la premiére du systéme (32), ne
figurait pas dans la condition nécessaire et suffisante d’équilibre
relatif. :

On peut déterminer ® par I'équation différentielle du premier
ordre relative & ¢ = o. Ensuite la constante d’intégration restera
arbitraire et joue le méme role que la masse totale qui figure dans
’équation de Poincaré transformée.

14. Les fonctions sphériques. — Soit Y. (¢, 9, ¢) une fonction
sphérique d’ordre n dépendant d’un paramétre t. Soit, enfin, y
'angle des deux directions 8, ¢ et &', §'. On sait qu'une fonction
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e(t, 4, ¢) continue sur la sphére unité est développable en série de
fonctions sphériques :

—+ o
ect, 0. %) = 2 Y (t, 0,40

=11
On a d’ailleurs
2N 1

7
an

Yt 0, %)= j eit, 0, V)X, (cosv)dQ.

Si I'on a le droit & dériver sous le signe somme par rapport aa
paramétre ¢; si, notamwment, la fonction e ainsi que sa dérivée par-

. Jde . P ' - L.
ticlle - sont continues en ¢, § et 4, on a évidemment

+ ®
de aY, (t, 0. )
Jat 2 Jt ’
n=—=~0

ces conditions sont remplies dans le probléme des figures d’équi-

libre voisines des sphéres.
Enfin, on sait qu’une fonction sphérique d’ordre n ¢st une forme

linéaire des fonctions sphériques fondamentales et peut s’écrire

Y, it.0,%)=-¢e,X,(cost)

n n
+ 2 €np N p(cosh)cospd 4 2 €n,—p Xn,—p(cos0)sinpd.
p==1 p=1

Les coefficients du développement e,, en,p, €,4,_p seront ici
fonction du parameétre ¢.

Remarquons enfin que 1'unité est orthogonale a X,, \,, X,, ..,
parce que égale, ainsi que X_,, a X,.

13. Lapproximation d’ordre zéro. — ldentifions les termes
indépendants de w dans le systéme (32). Il ne subsiste que deux
équations relatives 4 ¢ == — 1 el ¢ = 0, a cause des relations d’or-
thogonalité mentionnées ci-dessus. Ce sont :

, Do}

1
* —_— -——:\ ———"‘,‘:,. 2
(33) ©r—p iM—j l.[ o t2dt,

dt

. 1P (0) M
(14) tb('JH—t((p :.’.m[ ptdt.
¢



La déformation e est nulle, la stratification est sphérique et la
pesanteur s’écrit en exprimant M au moyen de p :

'Pto)
dt

t
e p— = fmit? [ ptrdt.
o

Si D désigne la densité moyenne de la matiére intérieure a la
sphére ¢, on a

(35) &l =—

dPplo) _

dt

expression de la dérivée de ®'®) que nous utiliserons plus tard.
16. L'approximation d’ordre un. — L’identification des
termes en »?* du systéme (32) donne

(36 1A E(eMX,do —i ! it 't [F( W)X, do
Vo ir  dt L (elt))Xgqa ll ) P « : (e 7
2 ddm )
==t — sSig =—1,
3 dt
dPmn .
— 7 — (1) si g =o,
:—%X,H‘()s(); sig =2,
= 0 Siq:l,i*,ﬁ,f),.,,,

Les fonctions E(e) et F'(e) sont linéaires en e et 3——";:
de

Jde
E('e)_»qe-(-t’—;, F(e):(g—q)e-#—ldt-

J

En vertu des propriétés signalées au paragraphe 14 le systeéme

(36) ne fait intervenir que les coefficients eq(t), eq p, €4, _p(t) ct
il s’écrit, débarrassé des intégrales sphériques,

AD) de . de
A —_— - 4 1— J— —_—
7 =gt ’<"e+‘zu)"’“’”.[9' q[“ q)e+tdt]d‘
2 , AP . "
_§t3_}~t-—d—t-— sl g =—1 et e=ey,,
(1)
] | ——t*+t£§t——¢“) sig=o0 ct e=¢eP,
=l2q +1|X
éxg(cosﬂ) sig=2 et e=e'},
N

i (1) (1) @ (1)
o pour tous les autres coefficients e'}), ef!), e,
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Ce systéme domine les théorémes classiques. La derniére ligne
permet de démontrer en toute rigucur une proposition de Laplace,
I'avant-derniére n’est autre qu’une importante équation de Clairaut,
enfin les deux premiéres ne seront reprises ici que plus tard, elles
donnent une équation de d’Alembert.

17. Les théorémes de Laplace et de Clairaut. — A l'aide de
I'équation (35) la derniére ligne du systéme (37) s’écrit

1 de . e
(38) iDt?—'l(qeﬁ—tm):jﬂt‘[ p!‘-‘l[(z—q)e-t—tm]dt

Cette équation n'admet pas d’autre solution que e=o pour
q=1, 2, 3, 4, .... Les coefficients correspondants e,, e, .,
€s,1, ... sont donc identiquement nuls. I n’y a que ¢, et e, qui
ne le soient pas. La déformation cst

e=¢'} + €'} Xy(cos0).

Mais e!!’ doil étre nul sur 'axe polaire €)== o0 pour § =o0. On -
a donc

(39) el = a(1)sin?0,

etil n’y a que des ellipsoides de révolution voisins des sphéres qui
donnent lieu a cette expression de e?.

En premiére approximation, c’est-i-dire en négligeant les
termes en ', la stratification est composée d’ellipsoides de révo-
lution. .

Cette propriété fut énoncée par Laplace. Si I'on y regarde de
prés, la démonstration qu’en donne Poincaré dans ses Figures
d’équilibre cst extrémement longue.

L'équation relative & ¢ = 2 du systéme (36) donne en a

! 1
(40) D(za+ta’)=t;—:i+ 3/ pa dt.
- ']

L’accent (') désigne une dérivée par rapport a ¢. Cette équation,
dérivée a son tour, donne ’équation de Clairaut liant les varia-
tions de I'aplatissement a la densité

(41) 2D’a +6pa’+ tDa" = o.
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L’équation (40) s’écrit encore, par une transformation élémen-

taire,
L

(42 (Day = Bt—"f B de.
)

A Vextérieur de l'astre, I'équation (40) se simplifie, I'intégrale
disparait. Elle s’intégre et donne

A =B u ), td =133 —rut—2),

u est une constante rdont le sens apparaitra plus tard et 2 repré-
sente la quantité
- 1
YA N

A partir des équations ( fo), ..., (43), on démontre trés rapi-
dement les relations a>o, a'Zo. Elles expriment un théoréme
de Clairaut. Les couches sont aplaties et I'aplatissement décroit
quand on se rapproche du centre.

A8, L’upvroximation d’ordre deus. — L'identification des
termes en »* du tableau (32) donne

/v . . L AN x
i ,'_ 7 -y {l-ne':‘)\,,flu—z [ 911~'/r/t/ I(e2)HX,dQ
(RO . J,
1 * .. (7L Y]
TR S S (U et PR LAY P )
A L Ly /[(u:(l Ny
1
+¢'f gt dt [ll(e‘"),\',,alﬂ—i-r"’—_ [ Raald femx,,,m
( [ s .
I-’I/‘b' ! . .
+', ’/qﬂil (l , .
_ —_—— ! =
4 T 'SI q o,
0 siqg=1,2 3,4, .

A part les termes sous l'accolade, les seconds membres sont
calculables a partir de la premic¢re approximation. La derniérc
dp)

ligne donne e ? ; ensuite les dcux premiéres donneront ®(?) et —

Les tonctions G et H sont quadratiques

G = . Yot 44 x)e{) + tr)e =+ e ‘-’+; de \*
=500+ 7+Del, ot 06) T smo\an )’

II__—((/——nu]—r)e +11——(1)0le
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Les seconds membres du systéme (44) contiennent des termes
de la forme sin'f, sin?/ cos*9, que 'on convertira en polynome

de Legendre X, et X,.
Seuls les coefficients e ? (¢), ... interviennent et le systéme (44)

s’écrit, débarrassé des intégrales sphériques,
1

A5 ._(_[g - L ’le _/-—.f 1 —_ de
(45) i t-({qe - t’” ine | pti—9f (2 q)c-i—tl' et

=4 t’d‘pm atta') X (14) |@4-ta')? |+ i pa—y: il
- 30 Tdr i3 dt

g

».»i—i/.ntf pdiazs) pourg=—1 el e=¢e};
- ¢
2 i) 8 dow

Adoct—— — . t——|at+ata' - (la')?
YRt Ta 1 dt i ( ]
i dde
et —t — P
, a i P
4 !
- 53 /.‘m'f cd(attz) pourg=o0 et e=c};
doin 8 l‘l"
a—tt ol (2a+ta’ )+ t—i ‘ [3a+6ata’+x(ta’): j—— a

8 . gy,
+;l~4nzf pd(a>) pourg=12 et e=c¢e};

s B (l@
35 de

——l—lz-’.-rrif pd(art—) pourg =14 et e=e¢e
L

[6a~+5ata’+ (ta’)?]

)

a o pour tous les autres cocflicients et les valeurs
¢ =1, 2, 3, ... correspondantes.

19. Le théoréme sur la stratification. — Prenons la derniére
) I (o
ligne du tableau précédent et remplagons ’—d?-—par sa valeur en D.

On trouvera I'équation (38)

1

! 2—q € —( — - '
§Dt- I(qe—o—l “> L/‘ et} I[() q)e+tlt](/t.

t

Elle doit étre satisfaite pour tous les coefficients autres que e’} ,
e'? ct e, Elle n'est vérifiée, on I'a dit, que par e=o. La défor-
mation du second ordre don étre de la forme déja mentionnée
par Legendre

e =e'3(t) + e3P (t) X (cost) + e'P (&)X (cosb).
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Les surfaces d’égale densité sont encore de révolution, mais
elle ne sont plus ellipsoidales.

A Dextérieur de l'astre, les intégrales du tableau (45) dispa-
raissent puisque p = o. Les valeurs a et ', les fonctions @ et ®(*)
sont_déterminées par les approximations précédentes. Les équa-
tions (45) s'intégrent et 'on trouve les expressions explicites des

fonctions
et(t), e3(t), e?(t), d,

Nous ne reproduisons pas ces expressions (').

Remarque. — Les approximations suivantes introduiront aussi
des surfaces de révolution, car notrec méthode d’approzimation
revient a partir du repos absolu w = o, puis a donner a la masse
une légére rotation .

L’approximation d’ordre un ayant fourni des surfaces de révolu-
tion, les suivantes n’introduiront jamais des surfaces qui ne soient
pas de révolution; car il n’y a aucune raison pour qu’une dissy-
métrie apparaisse & une longitude plutot qu’a une autre.

20. Ellipsoides et corrections. — Reprenons l'expression de e
a w® prés. Elle s’écrit

e =wlasin? + wt| e} + ¢ 3 Xy(cosh)+ e X (cosh)).

En passant des polynomes de Legendre aux fonctions trigono-
métriques, la déformation s’écrit

1 46) e =w?asin?l 4 wixsin*0 4 w* 3 sin20 cos?0.

Les coefficients a, «, 8 sont fonctions de ¢. La fonction a(t)
n’est pas identiquement nulle. Je ne puis pas prendre le parti de
I'annuler. Elle augmente la déformation.

Mettons en évidence un ellipsoide s(¢) tangent, au pole et a
'équateur, a la surface S(¢) donnée par la formule précédente.

Soite, la déformation équatoriale de s(¢). En négligeant les

2
termes e} et les termes d’ordres supérieurs, c’est-a-dire a w®
2

(1) Archives des Sciences physiques et naturelles, t. 11, 1929. p. 3o.
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pres, on trouve pour s(¢) la déformation e

v

. N .
e.=e_sin’ll — —e2 sin20 cos’0.
— 2=

5 5

Dans le cas de la surface S(¢) la déformation ey est donnée

par (46); tandis que 'ona ¢, = w?« + o' a.

ko

La différence s’écrit
(17 €5 — ;== — wre(2) sin2h cos? i,

Multipli¢ par ¢ le dernier terme donnerait la différence des
ravons vecteurs de meéme direction 7, arrétés a S et a s.
Un calcul simple montre que la fonction ¢(¢) est

5o, 3
¢ = ~3—_» e 2,
LAl
L’équation du systéme (4d) qui régit e’ se simplifie si 'on
prend c¢(¢) comme fonction inconnue. Elle devient
52 1 .
(i . jCeAtc = i) [ edict=2y 4 td' (rads ta’).

i

Si la masse est homogéne, on a, c’est bien connu depuis
Clairaut, a'= o; 'équation (48) se réduit alors a I'équation (38)
pourg = {;etl’on sait qu’elle n’admet pas d’autre solution que c=o.
On retrouve ainsi ’ellipsoide de Maclaurin.

Pour la Terre, une analyse de 1’équation (48) montre que l'on a

(490 c{n2o ct c(1)2o.

La surface libre est done un ellipsoide comprimé entre le pole
et I'équateur et cette correction diminue quand on passe de la sur-
face libre aux surfaces d’égale densité voisines.

Callandreau (') avait déja, par une autre méthode, signalé cette
compression.

A Dextéricur de 'astre, les fonctions a et ta’ ont les expressions
(42) et (43) et lintégrale de (48) disparait. On trouve simple-
ment I’équation linéaire

fe+te'=5)2(3t6—aut),

(') Obs. Paris, Mem. XIX, 1882,
LVII. 16
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qui par intégration donne, ¢ étant une nouvelle constante,

(30 =3 —fut —utr—140lt

2

9

- b

(51) — o — - e < u,
A

)
14
La constante « intervient multipliée par ? dans les expressions
de ¢ et de g; ¢ n'intervient que multipliée par »'. Cette limita-
tion (51) est en conséquence bonne.
Ces valcurs de e et de 2 scront transcrites toat a ’heure.
Demandons-nous, pour le moment, de combien de con: antes
dépend la seconde approximation?

21. Le nombre des constantes déduit du théoréme de Stokes.
— Supposons donnés les éléments stokiens w, M, S,. Ils déter-
minent entiérement les potentiels U et ® a Pextérienr de Vastre.
Les surfaces de niveau @® = c sont donc connues ainsi Gue la
déformation e ct la pesanteur g.

Or la déformation de la surface libre est, nous 'avons vu, de la
forme

e, == mysin?l) — n;sin20 cos2 6,

ni, et n, étant deux constantes. Sil’on se donne o, M, ¢,, puis m,
et ny, les éléments de Stokes sont donnés. A part w, M et ¢, la
déformation e et la pesanteur g ne peuvent dépendre a l'extérieur
de I'astra que de m, ¢t n,.

Il n'y a donc que deux constantes. Celles que nous avons intro-
duites « et ¢ remplacent utilement m, et n, et ce sont des cons-
tantes stokienncs.

En premiére approximation la constante n, ne s’introduit pas,
il n’en reste (qu'une m, ou encore wu.

Pour simplifier I'écriture posons

”,
(52) r= -ty

(53) ) N = —= L.
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Ce sont aussi deux valeurs stokicnnes, mais ce ne sont pas des
constantes nouvelles et indépendantes des précédentes.

22. Resolution du systéeme a Uextérieur de I astre, déforma-
tion el pesanteur. — L systéme (45) se résout sans difficultés
théoriques a U'extéricur de 'astre ¢ > 1 ¢t o = o. On trouve

(54) e(t)=m(t)sin20 — n(¢)sin20 cos b,
(55) met) = A+ wt=2) = A2 (38 -+ Sut —rt*),
(56) nit)y=AN3B4+ut—get4),

Sur la surface libre ¢ =1 on trouve les formules particuliéres

(37) e, = ni sin20 — n, sin20 cos*0,
(58) my= N1 4wty A3+ 30—,
159) ny= NS4 u—7v).

La constante -\ est de 'ordre de w2, A2 de 'ordre de w!. Le coef-
ficient m, est la déformation équatoriale de I'ellipsoide. Le terme
en \?de (58) est celui que Callandreau supposait nul.

La pesanteur sur 'axe polaire g, s’exprime ainsi :

M
(60) Lplt) = 1—_,h avec h = (22— s Nut—*+8A2r¢s,
1

Quant aux variations de la pesanteur avec la colatitude géocen-
. .. \ . \
trique 9, elles obéissent a la relation

<, ot ) Je
‘Zl,ziﬂzﬂ: I+e+li- cosV.
& (¢t 0) dt Je

On trouvera, tout calcul fait, sur la couche ¢,

(61) =1 —X(¢)sin?0 + Y (¢)sin*0 cos?8,

&p
avee

(62) X(t) = A48 —ut=2) -+ A2(5t° +1fut — 30t4),
(63) Y(¢) = A2(78 140l 4 210t 4 ut—+).

Sur la surface libre ¢ =1 et a la latitude géographique 6’ on
trouve, g, étant la pesanteur a I'équateur,

(64) £ itz sin28’'— y sin*@’ cos2¥’,
Seq
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avec .
165) =N = A SN =),
(66 Y=\l —g—ou—50u—210).

Les inéoulités o< < 7 et (dv) montrent que, pour la Terre,

les coefficients X, Y, x, v sont positifs.

Les géodésiens donnent quelquefois une formule semblable
a (64) ou le coefticient ) estindiqué numériquement, mais avec un
écart possible supéricur a sa valeur absolue. 1l ne saurait étre
négatif en théorie.

23. Les moments d’inertie et la constante u. — Soient \; B,
C les moments d'inertie du corps par rapport aux axes. On a

(67 A == /‘_:(.ri+ FERAN

et les autres s’obtiennent par permutation des lettres. Extrayons
de nouveau la densité de I'équation de Poisson pour ie champ de
la pesanteur

S Ab = — [=iz 4 2o,

et portons la valeur obtenue dans I'expression (67) de A. Par une
application simple de I'identité de Green, on obtient :

iri\= [1 Gs— DV ‘hf,;’( 23 dS + -u-)'ﬂj (et )V,
La surface S est de niveau, elle doit étre extérieure a 1’astre ou
coincider avee la surface libre.
Par soustraction de deux formules semblables, on trouve

R —DB) = / Feyt— . dS 4 oo [( yi—ahdV.
Ces trois dilférences sont stokiennes. Enfin, on peut mettre en
évidence une sphére de méme pole que S et une marge V'. La dif-
férence C - - A s’écrit

(‘9 C—A———fg(r- z de—-—f{x-—-h)d\’

],l
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tandis que A = B. Le dernier terme est de l'ordre de ', car la
marge V' est de 'ordre de w?. Les expressions (54) el (61) de la
déformation ct de g donnent, tout calcul fait,

. I w? "
(50) C—A = - = utj.

>

Si le rayon polaire est égal a I'unité, la relation (70) devient

(71) II:il;(‘(l—A),

[ON

La constante « est proportionnelle a la différence des moments
d’inertie.

24. Retour a la premiére approximation. Théorémes de
Clairaut et équation de d’ Alembert. — Les formules du para-
graphe précédent auraient pu &tre écrites a propos de la premiére
approximation. Nous aurions trouvé les relations (70) et (71).
Mais il aurait fallu refaire ce calcul pour la seconde. Il était plus
simple de procéder comme nous venons de le faire.

En premiérc approximation et sur la surface libre on a, pour
I'aplatissement e, les coefficients z ct u, les diverses relations :

(72) e, = \(1-+ u),
(53) o r=AGi—u),
3

(7 ofus-,
==

(55) u= 3—f(C—A),
[O L

(=6) = A’pOlo'—é’équn.

o g

Ces équations expriment avec d’autres notations des théorémes
classiques. : A
En effet, introduisons avec Clairaut le rapport ¢

Ce rapport est égal au premier ordr a 2A. Dés lors, siI'on éli-
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mine u entre (72) et (73), on trouve 'équation de d’ Alembert

(77) e =

i; = j i’(C—A)tf.

En additionnant membre & membre (72) et (73), on trouve
(78) e -0 =5\,
ou, avec les notations plus explicites, la relation de Clairaut

(”_9) e+ gpme;géqu:l _ f?

Les équations (72) et (73) donnent, en vertu des inégalités (7 1),

A

e,

1P
¢

A
[

, 1
(80) 5®

Ces relations expriment un remarquable théoréme de Clairaut.
Enfin, on peut calculer les moments d’inertie sans faire usage de
I’équation de Poisson, on trouve les deux expressions de
Clairaut :

, C) &=z [‘ 4 ii 8= !
8 = — 3 L — w2 5~.
(81) A§ 3 sl (/t+3 b 3 ® ; odiats)

vo

4 convient & C et 3 a A. Elles sont valables au premier ordre.
La différence
8z '
(82) . C—A:——’,—w?/ sd(ats)
0

1)

estdel'ordre de w?. C’est un invariant stokien, relativement a toute
répartition des densités qui laisse invariable w, M et S,.

25. Constante u et constante J. — Introduisons le rapport J
qui, on le sait, est li¢ aux mesures de la précession

C—A

(83) I=—

Comme C — A il est de I'ordre de w?. Posons, en conséquence,

(84) J=wd'.
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Les formules (81), (82), (83) donnent sans peine, au premier
ordre, :

. 8=x !
(85) = ,—;([4— "N?J’)f pttdt,
) 0

tandis que les formules (71), (83) et (84) donnent :

(86) u=131JC.

On trouve, ainsi, une expression de u & w* preés :
1
(87) u=8={d'(1 +vi(-)-'J’)f pthdt.
0

La connaissance de u, 4 w® prés, donne, on le sait, cet g 4 w® prés,
c’est ce que nous cherchons.
L’intégrale

[|pl‘(lt

=

et la valeur J' ne sont pas des valeurs stokiennes. Mais Radau, par
un artifice trés remarquable, a calculé cette intégrale. On trouve,
avec nos notations, la relation

1 —
| _ip (il /i
(88) ‘[gt‘tlt—.le(l 5y 1~+—u)'

ou D, est la densité moyenne de toutes les sphéres de densité p(¢)
et § un nombre égal a 'unité, & moins de 5 preés, dans le cas de
la Terre.

Les équations (87) et (83) donnent ensuite :

. _ 8=l o 21, /fi—u
("9) l‘—~3~J(I+4wJ)D1<I—g$ m)t

11 faut ensuite tenir compte que 1), se référe a la stratification
sphérique et prendre des précautions pour revenir a la masse totale.
L’équation (8g) donne lieu, de ce fait, a des inégalités

(90) Zaram2 2 avsa—s).
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A V'ordre zéro, les parenthéses se réduiraient a 'unité. Nous avons
posé

SJ)y= ——— —————.

26. Rappel des relations les plus importantes pour la géo-

désie. — Sur la surface libre nous avons trouvé, en seconde
approximation, '

(g1) my=N\N14+u)+A3+3u—r),

(92) =N j—u)+3N(7+2u+1),

(93) h=t1—>\Nu+8A2r.

La constante r est limitée par les valeurs suivantes :

1 I
— = - 2,
I ;

3 2 T
(91) —4;+—u+—u3§l‘S-2—
) Lj v 2 T TR
Rappelons que m, est la déformation équatoriale de I'ellipsoide
tangent aux surfaces océaniques, aux poles et a I'équateur. Rap-
pelons aussi que I'on a posé, en seconde approximation,

w2
2iM’

(93 A=

r o= Spdle— Fiéqa

&équa

(9 )

™M
(97) Svoe= - h.
ol
La relation (go) entre J, u ¢t \ s’écrit :
J ) : J _
(9% TH+~|J>z,/(zc)g—\u+45—:.A\\.

Enfin, en éliminant /M entre (95) et (97 ), on trouve

(99) A= - = h.

27. Les valeurs les plus précises pour le cas de la Terre. —
Les géodésiens paraissent s’accorder sur les chiffres suivants du
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rayon polaire et de la pesanteur au pole :

t, = 63HCkm 5 Erole = 9R5M, 20,
+=5 =5

D’autre part, Poincaré attribuait & la constante J, liée aux
mesuares précessionnelles, la valeur

que nous discuterons plus loin. En supposant 2~ =1 on trouvera
par (98) et (99) des valeurs approximatives de .\ et de u. En cal-
culant ensuite & avec ces valeurs-la, on obtient deux limites de A :

1
A83 ¢

< \ < Jh& ".

L’écart provient des écarts possibles sur t,, g, et sur le coef-
ficient ¢ de f (u).

La valeur de u trouvée déterminerait I’aplatissement avec un
écart possible par la formule (g1). On calculerait aussi . Mais
comme la valeur de J n’est elle-méme qu’approchée, il vaut mieux
indiquer la correction, admissible ou inadmissible, a faire subir
a J pour avoir un aplatissement donné.

28. Aplatissement et précession. — Voici les inverses des
aplatissements admis par différents géodésiens : '

Bessel, 299 en 1841; Clarke, 293,5 en 1880; Helmert, 2¢8,3
en 1907 ; Hayford, 297 en 190g; Helmert, 296 en 1915; Helbron-
ner, 293, 3 en 1929, par le réseau des Alpes francaises.

Mettons alors, enregard, différents chiffres marquantl’mverse de
la déformation équatoriale supposée et les valeurs de “z corres-
pondantes. En méme temps, posons '

I
= —0
305,31 7
et indiquons les limites entre lesquelles devrait étre comprise la
quantité — LA, pour que ces déformations soient possibles.
On passe de notre déformation équatoriale a 'aplatissement
au sens ordinaire en ajoutant I'unité au dénominateur.
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On trouve, en portant a gauche l'inverse de I'aplatissement
supposg :

x.

Joo..oll 0,005321 -~ 0,0100f 2—L0y2 -i-0,00660
200,00 5311 - 0,00847 » -i- 0,00503
298, ... 5299 -+ 0000648 » -+ 0,00304
20T 5292 - 0,00533 » - 0,00FRg
296...... ... 5975 —- 0.00284 » — 0,00060
295, ... 5265 -+ 0,00108 » — 0,00236
20500 5253 — 0,00078 » — 0,00{22

Les chiftres du tableau précédent sont exacts & # 0,00042 prés.
Pour que I'aplatissement d’inverse 29~ pat convenir, il faudrait
admettre une correction LJ,< — o,00146, cela parait inadmissible
au point de vue des mesures précessionnelles.

Il faut en conclure : si l'on s’en tient aux nombres entiers

. I . . . . \ ;.
Caplutissement e est celul qui convient le mieuzx a la théorie
2¢))

de la précession.

Les chiffres 204 et 206 pourraient, éventuellement, convenir
aussi; les autres sont exclus. .

Le chiffre 294 est celui qui convient le mieux a la théorie de la
Lune ainsi que M. E. Brown I’a montré ().

Le chiffre 296 cst celui que Helmert adoptait en 1915 pour des
raisons géodésiques.

Nous trouvons le chiffre 295 avec un écart possible comprenant
les valeurs de Brown et de Ilclmert. Tandis que la premiére
approximation ne permettrait pas de rendre compte a la fois des
mesures de I'aplatissement, de la pesanteur et de la précession,
comme Poincaré I'a signalé.

Laccord entre la géodésie et la théorie de la précession se
réalise en seconde approximation.

(') London Astr. Soc. Moath. Not., 15, 1g1), p. j08.



