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SUR LA THEORIE DES SYSTEMES EN INVOLUTION
ET SES APPLICATIONS A LA RELATIVITE;

Par M. ELie Cartan.

La théorie de la relativité a introduit des systémes d’équations
aux dérivées partielles dont on s’est contenté en général de
démontrer la compatibilité par des raisonnements élémentaires
peu rigoureux. Dans le cas particulier du systéme de 22 équations
que M. Einstein a mises en 1929 a la base d’une nouvelle théorie
unitaire du champ, ces raisonnements n’étaient pas sans soulever
de sérieuses difficultés, qu’il fallait tourner par des moyens trés
artificiels. En réalité ma théorie des systémes de Pfaff en involu-
tion permet Pétude compléte de ces problémes de compatibilité;
elle permet aussi de préciser d’une maniére rigoureuse le degré de
généralité des solutions d’un systéme relativiste, quand on ne
regarde pas comme distinctes deux solutions qui se déduisent
I'une de I'autre par un simple changement des variables indépen-
dantes : dans ce cas, en effet, chaque solution est essentiellement
caractérisée parle systéme des invariants différentiels qui détermi-
nent 'Univers, abstraction faite d'un changement arbitraire de
variables, et ce qu'on cherche, c’est précisément le degré de géné-
ralité des solutions du systéme différentiel qui définit ces inva-
riants en fonction d’'un nombre: fini d’entre eux.

Dans le présent Mémoire, je me propose d’exposer sous une
forme tout a fait élémentaire ma théorie des systémes en involu-
tion en mettant ces systémes non pas, comme dans mes travaux
antérvieurs, sous la forme de systémes de Pfaff, mais sous la forme
de systémes d’équations aux dérivées partielles linéaires du
premier ordre. Sous cette forme, en effet, la théorie se préte
beaucoup mieux a la plupart des applications a la Physique
mathématique. Elle prend en méme temps un aspect de simplicité
remarquable. En particulier, pour les systémes relativistes, le
nombre d’identités nécessaires est précisé, et I'on s’apercoit ainsi
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qu’il peut étre supérieur a celui que font prévoir les raisonne-
ments habituels : c¢’est précisément ce qui se passe pour le dernier
svstéme de M. Einstein.

Il est presque inutile de faire remarquer qu’un systéme qui
n’est pas en involution n’est pas pour cela incompatible. D’aprés
un théoréme général, tont systéme peut étre prolongé par dériva-
tions successives de maniére a conduire soit a des équations algé-
briquement incompatibles, soit a un systéme en involution.

Le seul théoréme supposé connu du lecteur est le théoréme
d’existence de Canchy-Kowalewski.

I. — Systémes en involution a deux variables indépendantes.

I. Considérons un systéme de r équations aux dérivées par-
tielles linéaires du premier ordre a n fonctions inconnues u,,
g, ..., u, de deux variables indépendantes z, y:

k=n 9 k=n 9
w9 7 .
zﬂ[kﬂ'ﬁ—zb]kj;—(h:(),
! k=1 k=1
(1) (e e e ,
k=n k=n

Les coefficients a;x et ¢; sont des fonctions analytiques détermi-
nées de x, y, u,, ..., u,. Nous ne nous occuperons du reste que
des solutions analytiques de ces équations.

Supposons d’abord que les équations (1) puissent étre résolues

par rapport a r des dérivées partielles (z-l—'ka par exemple Qﬁl, ceey ’f'_’y,
Jdy dy Jdy

ce qui exige naturellement n2>r. Dans ce cas le théoréme clas-
sique de Cauchy-Kowalewski nous apprend que le systéme donné
admet toujours une solution analytique et une seule, telle que les
fonctions w,,, ..., u, étant arbitrairement données, les fonctions
Uy, ..., u, se réduisent, poury = y,, a des fonctions données de x.

Si n>r, on peut dire que la solution générale du systéme
dépend de n — 7 fonctions arbitraires de deux variables; si n =7,
on peut dire qu’elle dépend de n fonctions arbitraires d’une
variable, a savoir les fonctions de z auxquelles se réduisent u,, ...,
i, pour y = y,.
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2. Supposons maintenant que les équations (i) ne soient pas
résolubles par rapport a r des dérivées partielles ?:7"-; ou, ce qui

. e . . duy . . .
revient au méme, que I'élimination d“'d—jf" conduise a un certain

. A . Juy
nombre r,>o d’équations ne contenant quq les o Il peut

arriver que, par un changement de variables, cette circonstance ne
se présente pas, ou que l'élimination envisagée conduisc a moins

de | équations indépendantes des %"T‘- Nous dirons que le choix
des variables est singulier lorsque I’élimination des d—dl% conduit a

un nombre d’équations indépendantes supérieur a ce qu’il est
dans le cas général. _

Placons-nous alors dans le cas ou le choix des variables n’est
pas singulier. Nous écrirons les équations du systéme sous la
forme '

: Juy

RN N\ .
.,;zZa[kE—ci:() (l:l,'z,...,‘m),
k
(2) «,
\

duy ‘duk
\¥ f‘=’2(”r.+i.k Prinn br ik —()7' ) —Cr+j=0

(J=1, ..o, r—ry).

I’hypothése que le choix des variables n’est pas singulier
entraine des conséquences importantes relativement aux coeffi-
cients des équations. Considérons en effet le changemént de
variables

’

xr=x, Y =y -+ ma,
m étant une constante. On a

Juy duy du; Juy Juy
—_— = =+ M
or 0x

& oy T o

Les équations (2), avec les nouvelles variables, s’écrivent

duy O duy
X'EE(I'»—, +m Z'a -_——Ci=0
i ik Or ,Aik PI% i ’
k k

Juy ) " duy
Y/ E; Arevik d_x‘ +§(l’r.+/‘,k -+ mar k) oy o=
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Si m est suffisamment petit, les Y; sont linéaircment indépen-

Juy .
'{;%; il faut donc que les », formes

~ duy . .
z‘au—, (l:l, veey Iy
k

dants par rapporl aux

Iy

du, Ju,

considérées comme formes linéaires en PR
4 [/

dépendent
linéairement des r — r, formes

ouy
}k_“(brﬁ-i.k -+ MApjk) W .

Cela a lieu pour toutes les valeurs de m suffisamment petites; en
faisant tendre m vers zéro, on arrive au théoréme suivant :
2

Tratorime. — Si le choix des variables n’est pas singulier, il
existe entre les coefficients des équations (2) des relations de
la forme

( 3) ap= hj bl‘,+l,l-+ Kis br.+g,k R o ).,',,-_,-‘ l),._‘-

(i=1 ....om; k=1, ..., n)

Avant de tirer de ces relations les conséquences importantes
_qu’elles comportent, faisons la remarque suivante qui nous sera
utile dans la suite. Supposons, ce qui est toujours permis, que:les
équations Yj= o soient résolubles par rapport a

‘_)ﬂ du, oy,
ay’ 9y’ TV dy

Il résulte alors des relations (3) que les équations X, = o sont
résolubles par rapport a r, des dérivées correspondantes

duy  Jdu, .
ar’ 9x’ T Tox

nous pourrons supposer qu’elles sont résolubles par rapport aux
ry premiéres. Il est clair du reste a priori que 'on a r —r,2ry,
sinon les équations données pourraient étre résolues par rapport a

plus de r — r, des dérivées '% et le choix des variables serait sin-

gulier.
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3. Les relations (3) nous conduisent a considérerles r, expres-
sions

i ) V) FRR) L
(1) i = W — Mt ”"T i o e ) iy or

Si l'on développe ces expressions, on voit immédiatement qu’elles

. . L., i Jdu . L .
ne contiennent ni les dérivées secondes ()_17_’;7’ ni les dérivées
Dy . . L., P uy
secondes Tk mais uniquement les dérivées secondes e et
y: .r
. L e, Oug Juy
naturellement aussi les dérivées o et o En tenant compte des
tquations données el des é uations& — o, on peut faire dispa-
équa donnée es éq = = 0» P P
raitre dvs 6; les quantités
Dy Dru,., e Ny, duy du,.,
ez ’ ' oz ’ ll}’ ’ ’ t))‘ ’ Jdr ’ ’ dx ’
par suite les 8; deviennent des fonctions déterminées
Nty ey Dy dup 02Uy 4y druy,\ |
o, =8;{.r.v.uy, y eevy )y eeey ——y Ty eeey = )5
' Jx ny Dy Iy ort Jr?

on peul ajouter la remarque que les seconds membres sont linéaires

ar r W 92y
par rapport aux pyE)

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tutorive. — Si les r, expressions ©;, réduites en tenant
. . . , . AY:
compte des cquations du systéme et des équations — = o, sont
. Jdr ’

identiquement nulles quand on y regarde leurs arguments
comme des variables indépendantes, le systéme donné admet
au moins une solution analytique telle que, pour y = y,, les

. . s e, . Juy , .
Jonctions uy et leurs dérivées l)arue/l(,’s rF se réduisent respec-

tivement & des fonctions arbitrairement données gx(x), Yi(x),
sous la seule condition que ces fonctions satisfassent aux équa-
tions données, dans les coefficients desquelles on faity = y.,.

En effet, les r — ry équations Y;= o constituent un systéme de
Cauchyv-Kowalewski. Si n = r — r,, elles admettent une solution
et une seule correspondant aux conditions initiales données.
Sin_=r-—r,, on pourra se donner arbitrairement les fonctions



Up_pyiy -+ Wy, pOUTVU que, pour ) = ), elles se réduisent, ainsi
que leurs dérivées par rapport a j, aux valeurs qui ont é1é
données. Ces fonctions étant ainsi choisies, les équations Y;=o
admelttront, pour les r — r, autres fonctions inconnues, une solu-
tion et unc seule correspondant aux conditions initiales données.
Partons alors d’une solution des équations Y= o. Les valeurs
des fonctions uk', portées dans X;, donneront pour X, des fonctions
déterminées X,(z, y), s’annulant par hypothése pour 3 = y,. Or
nous avons admis que les quantités 8, s'annulaient identiquement
IX;

en tenant compte des X;=o0, Yj=o0 et et

= Les fonctions X;

satisfont donc a un systéme d’équations de la forme
oxX; FL v .
—4{_)7 —Z}Hk S —fi(-l'- Y, A\k)_ =0;
k

c'est un systéme de Cauchy-Kowalewski qui admet, par suite,
une solution et une seule correspondant aux conditions initiales

| . ” . v
X;== 0 pour ) =y,; cette solution est évidemment X;,=o. Le
théoréme énoncé est donc démontré.

4. Le théoréme précédent admet une réciproque :

RéciproQue. — Si le systéme donné admet au moins une
solution telle que, pour y =y,; les fonctions uy et leurs déri-

duy ‘g . N .
d)f se réduisent respectivement a des fonctions

vées partielles

ox(x) et Yx(x) assujetties a la seule condition que ces fonc-
tions satisfassent aux équations données, les expressions 8;,
réduites en tenant compte des équations X,=o, Yj=o,

X o, sont identiquement nulles.
Jar

En effet, d’apl‘-és ce qui a été dit plus haut, pour satisfaire aux
équations (2) ou l'on fait yy = )y, on peut se donner arbitrairement
les fonctions : . '
?"x+l(z)v LS q:,,(.’l?)

ainsi que les fonctions

Yrrer () -y ‘;’n(z‘);
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quant aux fonctions ¢, (), ..., ¢, (z), on peut se donner arbitrai-

rement leurs valeurs numériques pour x = z,. Par suile on peut
s¢ donner arbitraircment. pour z = z,, les valcurs numériques des

fonctions
2x(x) (k=1,2, ..., n),
Frrt (1) cees (X))
?‘:-,—;—1(-")) ceey 9n(2);

'1'Jr—r,+l(x);. ey q”l(‘l‘)'

Il en résulte que si dans 'expression 8; on fait & = x,, )y =y,
cette expression est nulle quelles que soient les valeurs numériques
qu'on donne aux autres arguments. Cette cxpression 0; est donc
identiquement nulle et le théoréme est démontré.

5. Dire que les ©,, réduites ¢n tenant compte des équations
\;=o0, Y=o, l_,)')\T-i = 0, deviennent identiquement nulles, c’est
dire qu'il existe, entre les dérivées partielles du premier ordre des
premiers membres des équations données, 1, combinaisonslinéaires
indépendantes qui  deviennent identiquement nulles e¢n tenant
compte des éanations du systéme. Nous dirons pour abréger qu’il
existe r, identités indépendantes entre les dérivées des premiers
membres des équations données.

Une remarque importante et immédiate est la suivante : il ne
peut pas exister plus de ry identités de ce genre. En effet, soit @
JX; 0X; 9Y; JY;
d.r’ dy Ix P dy
réduction des termes semblables, aucune dérivée partielle du

une combinatson linéaire des ne contenant, aprés

second ordre. L’absence des dérivées & exige que les coeflicients

()y‘

)Y ; . . )2 u
des 2 dans © soient tous nuls; I'absence des dérivées <&
v dr dy

. JdY; .
que les coefficients desj;’ soient tous nuls; enfin I'absence des

., 20 . - PAY .
“dérivées il exige que les coeflicients des — soient tous nuls.
dua? o.r
. . .. C JdX; JN; JY; 9Y; .
Par suite toute combinaison linéaire des %=/, <2/, 211 270 ggq
dr” Jdy Dy

s'éliminent toutes les dérivées secondes est bien déterminée quand

exige

—
o.r

. AY .o
on se donne les coefficients des —; ces combinaisons sont donc

Jdy
au nombre maximum de r, indépendantes.



— 95 —

Le résultat précédent a une trés grande importance, parce que
I'entier r, a une signilication intrinséque indépendante du choix
non singulier des variables indépendantes. L'existence de r,
identités permet donc d’appliquer le théoréme du n°® 4 a n'importe
quel choix non singulier des variables indépendantes.

Nous conviendrons de dire que le systéme donné est en involu-
tion si les dérivées des premiers membres sont liées par r, iden-
tités linéairement indépendantes.

Si n>r—r,, on voit qu'on peut se donner arbitrairement
n —r —+r, des fonctions inconnues u;: nous dirons que la solu-
tion générale dépend de n — r + r, fonctions arbitraires de z, y.

Si n=r-—r,, toute solution du systéme est univoquement
déterminée par une solution, pour y = y,, des équations X;= o,
puisque les équations Y;=o délerminent complétement les
valeurs initiales des %’;—‘ quand on connait les valeurs initiales

des «,. Comme on peut satisfaire aux r, équations X,=o en se
donnant arbitrairement, pour y =y, n—r, des fonclions
inconnues, nous dirons quc la solution générale du systéme
dépend de n —r, fonctions arbitraires de z.

Remarquons que le nombre des élémeats arbitraires qui entrent
dans la solution générale ¢st le dernier nombre non nul de la suite

non croissante
fn—r, n—r—+mr,

et ces ¢léments arbitraires sont des fonctions d'une ou de deux
variables suivant que le nombre considéré est le premier ou le
second de la suite.

Il pourrait du reste arriver qu'on ait n =r — r,=r,. La solu-
tion générale ne dépendrait plus alors que de constantes arbi-
traires, en nombre égal a n.

6. Un cas important est celui oi Yon a n =r — r. On dit dans
ce cas que le systéme en involution détermine les fonctions
inconnues; d’'une maniére plus précise, la connaissance des fonc-
lions inconnues pour y = y, détermine complétement ces fonc-
tions pour toutes les valeurs de y.- o

Pour qu’un systéme soit en involution et détermine les fonc-
tions inconnues, il faut :
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1" que les équations du systéme soient résolubles par rapport

, ey duy
aurx n dérivées prat
2° qu'il existe entre les dérivées des premiers membres

ry=r—nidentités linéairement indépendantes.

Ces deux conditions sont du reste indépendantes 1'une de
Pautre. La secondc¢ condition est généralement admise comme
nécessaire et suffisante.

7. Considérons une solation particuliére du systéme donné,
que nous regarderons comme définissant une surface a deux
dimensions de I'espace a n + r dimensions. Considérons sur celle
surface une ligne y = f(z). La solution pourra étre obtenue par
la méthode de Cauchy-Kowalewski indiquée plus haut si le choix
des nouvelles variables

£z V= y—f(r)

n'est pas singulier. Dans le cas contraire la courbe sera dite
caracteéristique. Comme on a

Ju Jdu ., du Ju du

la courbe sera caractéristique si, en revenant a la forme géné-
rale (1) des équations du systéme, les r formes linéaires suivantes

en 2, L
dy Jy’
k-—=n
- 2 (_[Ii‘~—_/”lllk)% (l =1, 2, «.u. I\
’ k=1 J :

sont au nombre de r — ry—1 indépendantes au plus. On peut
exprimer ce résultat sous une forme plus symétrique.
La ligne définie par l'éq'u’alion différentielle
7 ade—+Bdy=o
est caractéristique si les r formes linéaires

A=n

Z(aa[x-—:—;'ib,-/;)Ek (E=1,2,...,71)

k=1



— 97 —

e Iy, lay oony Lo Sonl auw nombrede r —r, — 1 indépendantes au

plus.

8. Appliquon~ les considérations précédentes a quelques
exemples simples. Sionous considérons une équation aux dérivées
partielles non linéaire du premicr ordre

Jz . . ds\ _
4—); —/ (.:. RN 4-)'> =0,

nous pouvons la ramener au systeme de deux équations linéaires
aux deux fonetions inconnues z et p :

Jz -

o —r=o

)5 .

;)—'_ — ooy sopr= o,

Sous cette forme ce systéme n'est pas en involution; on sait
bien du reste que, pour ) =), on peut se donner arbitrairement

s-=v(x) et p=o'(x). mais qu'on ne peut pas se donner arbitrai-
p . . . .
rement :)5 Nous ajouterons aux deux équations précédentes la

suivante, qui est évidente :
»

i

ap " , op
Bt =S =

Nous avons ici

"o, r==3, ry =
il existe d'autre part une identité

3 A s . . L6
Le systéme est donce en involution et il détermine les deux fonc-
tions inconnues, la solution générale dépendant de n —ry=
fonction arbitraire d’une variable.

Les caractéristiques sont données en exprimant que les trois
formes '

g B5, (B—afp)b

se réduisent i r -— 7y -—1 =1 au plus; il faut donc B =af . Par
LIX. 9
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suite les caractéristiques sont les lignes satisfaisant a

. dy = [ dur,
résultat classique.

Prenons maintenant un systéme de deux équations i deux fonc-
tions inconnues

iy Ju, b Ju, P Ju, L
rt..m—ui-ll,z—l—)‘—lT—. ”W—ﬁ )HT)}—_——L, = o.
i, Ju, i, Jdue,
0 o = (lyy —— ] —— by, — — ¢, = 0.
R v b, T + by, 0y c,= 0

L'entier r — r,= 2 —r, est le nombre des formes linéaires en

(et =+ 0 B+ (x4 012 3)Es,
(a2 -+ by 3VE (x4 hay )5,

qui sont linéairement indépendantes. En général ce nombre est 2;
on a alors r,=o, et par suite le syvstéme est en involution, il
détermine les fonctions inconnues, la solution générale dépendant
de n — r, = 2 fonctions arbitraires d'une variable.

On montre facilement quc 'entier r, est égal a 1 si le systéme
donné est de la forme

o duy, du, -

X:(lﬂf—l)-ﬁ—r,_o,
. dul_‘— dus o
-_»:u—’)—)j ' b[)y —Ca=0;

I'existence d’une identité est alors nécessaire pour qu'il soit en
involution; mais il ne détermine pas les fonctions inconnues.
L’identité est de la forme

JX JY
v ur

= 0)

il est bien entendu (u’elle doit avoir lieu quelles que soient les
du, Ju, du, Jdu,
Pr dv’ or’ gy
mais a condition que ces valeurs numeriques satisfassent aur
équations données.

valcurs numériques des arguments x, ), u,, Us, ,

II. — Les systémes en involution a trois variables indépendantes.

). Prenons maintenant un systéme de r équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre a trois variables indépen-
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dantes r, ¥, 3. Supposons que, pour un choix arbitraire des
variables indépendantes, le systéme puisse étre résolu par rapport

.. N 171
a'r—r, des dérivées
«

e et qfre les r, équations indépendantes
. cre . duy . . B

résultant de 1'élimination des J—f puissent étre résolues par rap-

N e duyg . . ..

port a ry—r, des dérivées 7}7‘-, de sorte qu'il existe ry combinai-

sons linéaires indépendantes du systéme qui ne contiennent que

] g
25—
Jdax
miers membres des équations admettent moins de r — r, combi-

Le choix des variables sera alors dit singulier si les pre-

. .. . , duy .
naisons linéairement indépendantes par rapport aux —)—; ou si, en
[

admettant exactement r — 7, les r, combinaisons linéaires qui ne

. Juy N .
contiennent plus les ZX admettent elles-mémes moins de ry— r,

a
. .1 duy
combinaisons indépendantes par rapport aux ——~-
4)]
Le choix des variables étant supposé non singulier, nous pour-

rons écrive les équations du systéme sous la forme

[ O duy .
AiEZuMT)-l:—-di:O (=1, ..., 1),
P

, i it . .
Y / %572 (a/""‘/',k%% - b"‘”ﬂl’k ’—(){}’é > - (l/.‘+/.: 0 (J =y ey a— rl)y

, duy duy Jduy
7, = E <(lr,+ll,k o byt i o Crovhk 5= ) = drgrh=0

| (h=1, ..., r—rs).

Nous avons démontré précédemment V’existence de relations

(6) aip=hi [)I'|+|,/i = hia [)/'.+;’,/| e e Ay ['/',/:

(=1, e, h=1, ..., 0)

Il en existe d’autres. Considérons en effet le changement de

variables
" Y=y, 3= 3+ my -+ nr,

; . Juy
m et n étant des constantes. Les coefficients de ’df dans X,, Y,

et Z, deviennent respectivement

Nk, NApyjg—t+ ”lbf'.—(—/',ky nRdyyyhk—+ ’llbl',+ll,li T Cryt-hke
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l.es 1 — 1, expressions Z, continuent, si m et n sont suftisamment
. A « . . . ()lu
petits, & étre linéairement indépendantes: par rapport aux ="
W az

Un raisonnement analogue a celui qui a été fait précédemment
montre I'existence de relations de la forme

i = A Crydrk A eee b=, Crle (0 =00 o b=,

VTN
T e h T VC A R e, Cp (J= te e ra—ri7k =10 0 .
Dpgid= 200 Cr b A e d D Crf (] =0 oy ta—rth =00 o,

Cela posé. considérons les 7y -+ r, expressions

jemre Ty

{ AV AW .
6= - — Y nij = (F= 0. ..o,
Dy b a.r :
. : j=
h=r—=1r,
= )X, Al o7
e, = T2 S win e R A RS
. s hed .
hh=
h=r=.
JY 117,/ ('Z/
y="2_ § (v» 4+ ——') CJ =0 iaira— 1),
A s\ RIS 4 2
' Jre=y N
. R . L., uy
Les®, développées ne contiennent que les dérivées secondes T
. . . . L., a*uy
fes @, développées ne conticnnent que les dérivées secondes T
Ay . . . . PRI
—=, les W'; développées ne contiennent que les dérivécs
/’l r) J
g DRy 2wy
secondes — Nt et —--
r® " oo l}.}' t}.Y-

10. Faisons ici encore une remarque analogue a celle du n® 2,
Supposons, ce (ui ne restreint pas la généralué, que les équations
74 o soient résolubles par rapport aux dérivées

an, du,y Ju,.
. |‘ " el

ER ERP P

1y

Les derniéres relations () montrent qu’alors les équations Y ;= o
sout résolubles par rapport a ry— r. des dérivées corres-
dity "”/'—lu )

v Ty :; nous supposerons qu’clles le sont par
rapport aux ry— r, premieéres

pondautes

1o —— vy
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Les relations (6) montrent enfin que les équations X;= o sont
. R e, Jdu Jiey,
résolubles par rapport a r, des dérivées —, --., =" nous
e o
supposerons qu’elles le sont par rapport a

(o i,y du,.,
1 —_— ves I,
ar’ ’ e

Si maintenant nous tenons compte des équations % = 0, nous
voyons que nous pouvons faire disparaitre des O;les r, premiéres
Sy J*
drr T Ty
les équations ()) elles-mémes pour faire disparaitre les dérivées (g),
(10) et (11). Finalement, aprés ces réductions, 'expression 8; ne
dépendra que des arguments :

dérivées secondes ; nous pourrons ensuite utiliser

oy s Nty k I I r——" Py ok
R A P dy Jz 0 dxt
V. , . X 4)Y,-
S1 nous tenons compte des c:quutlons —~— == 0 el — == 0, nous
Jar Jx ’
. . . L, .. Nu,
pourrons faire dispavaitre des ®; les dérivées secondes IR

D, ;i .
7}.1.‘3 3y l)-lit)vy. ey ‘W,
pour les 8;, les équations () elles-mémes. Aprés ces réductions,
les expressions ®; ne dépendront que des arguments

nous pourrons ensuite utiliser, comwme

) ity TP~ T~ Pty ik P Upy ok
B T L e .

o Jdy J: Jdrt oxdy

PBar un procédé analogue nous pourrons réduire les expres-
sions W; de maniére a ne les faire dépendre (ue des arguments

ity ok 7 [T p— O I[p———"
b

VAR - T ) ’
e # o.r Jdy Jz
Pupk Pk Uk
, .
o ’ o.r 4). V l)uV:

{1. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tutoreme. — St les ry+ r, expressions 8;, ®;;W;, réduitesen
JX; _JdY; _ JY;
bz T dx T~ dy
deviennent identiquement nulles, le systéme donné admet au

tenant compte des équations =X;=Y;=7Zy=o,
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moins une solution analytique telle que, pour z = s,, les fonc-
tions ux et leurs dérivées partielles ‘%’;‘ se réduisent a des
Jonctions données gi(z, y) et Yi(z, y), sous la seule condition

que ces fonctions satisfassent auzx équations données, dans les
coefficients desquelleson fait z = s,.

Remarquons d’abord que les equauons X,=Y,;=o forment un
systéme en involution de deux variables mdependanlvs z,y. Cela
posé, supposons que les fonctions ox(z, y) et Yi(x,y) satisfassent,
pour z = 3,, aux équalions données, regardées comme équalions
aux dérivées particlles par rapport aux fonctions inconnues
ur=v;(x,)’) et comme équations linéaires par rapport aux fonctions
inconnues ‘%{—‘ = dx(x, y). Les équations Z, = o constituent alors
un systéeme de Cauchy-Kowalewski. Sin =r — r,, elles admettent
une solution et une seule correspondant aux conditions initiales
données. St n > r—ry, on pourra se donner arbitrairement les
fonctions w,_, ., ..., u,, pourvu que pour s=3, elles se
réduisent, ainsi que leurs dérivées par rapport a 3, avux valeurs qui
ont été données : ces fonctions étant choisies, les équations Z, = o
admettront une solution et une seule satisfaisant aux conditions
initiales données.

Portant dans X; et Y; les valeurs des wu; correspondant a une
solution des équations Z,= 0, nous obtiendrons des fonctions
déterminées X;(z, y, 3) et Y;(x, y, 3) qui, par hypothésc,
s'annulent pour z = 34. Or, d’aprés les hypothéses faites sur les ®;
et W, ces expressions s'annulant identiquement en tenant compte

JX; JdY; _ JY; . . . 7.
de o =o, =0 gy =0 on voit que les fonctions X; et Y;

satisfont & un systéme de Cauchy-Kowalewski de la forme

)\ 2: X 2 d\ 2 P % T
‘ Al/ _i ik 5 L (‘M l)} _’./ (L' Y, 3 .Y > o,
ny, . 0X B oY, )Y - =
()_Zl_zﬂ"\jk d.l 2 Jhk 9z 3 :|C 4 ‘T’i('t'.yv S /\ie\/):("

»

Ce systéme admet une solution et une seule correspondant aux
conditions initiales X;= 0, Y;= o pour 5 = z, : cette solution est

manifestement X;= o, Y,;= o, ce qu'il fallait démontrer.



— 103 —

12. Le théoreme précédent admet une réciproque.

Recieroque. — Supposons que le systeme donné jouisse des
propriétés suivantes :

B

1° 8¢ lon fait 3 =3, dans les coefficients des cquations
, . o duy
données et si 'on y regarde les quantités u; et d—f comme dcs
<
Sfonctions inconnues de x, y, le systéme admet au moins une
solution telle que, pour y = y,, les fonctions uy, leurs dérivées
. ey . duy , . N .
partielles «)_y‘ et les fonctions —)—i se réduisent a des fonctions
) Js
données de x, assujetties & la seule condition que ces fonctions
de x satisfassent auzx équations donnces, dans les coefficients
dcsqur[les on remplace y par y,;
s duy p . ' .
2° St up= (2, y) et 73‘ = i (x, y) constituent une solution
quelconque satisfaisant aux conditions précédentes, il existe
au moins une solution u;(z, y, s) telle que, pour s = 3,, la
Sonction wi(z, v, 3) se réduise @ op(x, y) et sa dérivée par
rapport a s a Y (z, y);
N'il en est ainsi, les ry+ ry, expressions 6;, ®;, ¥; devicnnent
identiquement nulles en tenant compte des équations
IX;  9Y; Y,
—_— L e Zm % rx :Y::Z:.
Jr  or Xi=Yj=2n=0
La premiére partie dela réciproque ne fait en somme intervenir
que les équations X;=o, Y;= o, dans les coefficients desquelles
on fait 5 = 3,; elle exprime qne le systéme ainsi obtenu est en
involution. Comme cela doit avoir lieu quel que soit z,, cela
prouve que les expressions O; deviennent identiquement nulles
. , . o0X;
quand on tient compte des équations -d—;l =o, X;=o0, Y;=o.
Passons i la seconde partie de laréciproque. D'aprés ce quiaété
dit plus haut, on obtient une solution du syst¢éme en se donnant
arbitrairement
S
1° Les fongtions u,_, . (z, ¥, 3), ..., Ua(Zy ¥, 3);
2° Pour s = 3. les fonctions. u, _, .. (2, ¥), -+, U (2, ¥);
3° Pour z = 34, ) = ¥,, les fonctions «, (%), ..., 4, _,(x);
4° Pour 5 =3,, y = y4, T = o, les valeurs u,, ..., u,.
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Par suite on peut se donmer arbitrairement, pour z =z,,
Y =¥, &= %o, les valeurs numériques des quantités
" dur‘+k R d“l‘,—l‘.-o-k R Jity_y ,+A
’ dx Jdy Jsz

g2 Wy 4k 92 Wy py+k J2u re—rork

dxt Jdx dy ’ Jdy?

Comme les constantes z,, ¥,, 2, peuvent étre prises arbitraire-
ment, il en résulte que les expressions réduites des ®; et W
s'annulent ‘pour des valeurs numériques arbitraires de leurs
arguments.

'l‘3.¢ Remarquons maintenant qu'il ne peat exister plus der,+ r.
: .. ., . . . AY 1),‘(5 ()Zh
combinaisons linéaires indépendantes des —'y —5 -+, =7 qui
Jx t)V
ne conticnnent autune des dérivées secondes des ioncuona U
Considérons en effet une combinaison linéaire ® pour laquelle

J9X; JX JdY;

les coefticients des —— PR —é-z— soient tous nuls; la considération
s 20 92 2 2 2
successive des d—-'ﬂ, Pup Sk Sug S ug O e que tous
dy 9z’ dxdz’ dy? > oz dy’ da*

les autres coefﬁcmnts sont nuls. Par suite toute combinaison
linéaire O jouissant de la propriété énoncée a ses coefficients par-
oXi X 9.

’—,

9y’ 9z’ 93’
celles qui sont linéairement indépendantes est donc au plus ry + 7.

Cela montre a fortiori que le nombre des identités linéaire-
ment indépendantes qui existent entre les dérivées des premiers
membres des équations données est au plus ry - r,. Par suite si ce
nombre maximum est atteint, c’est que les propriétés énoncées
dans le théoréme du n° 11 ont lieu pour tout choix non singulier
des variables indépendantes. Nous dirons alors que le systéme
est en involution.

La condition d’involution est donc lexistence de r -+ r,
identités linéairement indépendantes entre les dérivées des
premiers membres des équations du systéme.

Le¢ degré d’arbitraire de la solution générale est, d’aprés ce qui
a été dit plus haut, le dernier nombre non nul de la suite non
croissante

faitement déterminés par ceux des le nombre de

n—7ry, R—Ts+1ry, R—7r-=ry
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et les éléments arbitraires sont des fonctions d’une¢. deux ou trois
variables suivant que ce nombre est le premicr, le second ou le
troisiéme de la suite. Sin — r, était nul. la solution générale
dépendrait seulement de n constantes arbitraires.

Le systéeme -determine les fonctions inconnues si n=r — r,.
Par suite pour gu’ un systeme soit en involution et détermine les
Sonctions inconnues, il faut et il suffit :

1° Que, pour un choix non singulier des variables, les ¢jua-
tions soient résolubles par rapport aux n dérivées par-

tielles ek

2 Qu'(l existe entre les dérivées des premiers membres
Iy r— n identités linéairement indeépendantes.

On voit que le nombre d’identités nécessaires peut étre supéricur
aPexcés r — n du nombre des équations sur celui des inconnues.

14. On peut regarder toute solution du systéme donné comme
définissant une variété a trois dimensions dans I'espace a n + 3
dimensions. Dans une variété intégrale, une surface définie par
une relation

s :./.('r.' )
est caracteristique, s'il est impossible d’obtenir la variété par
application du théoréme dun® 11 en faisant jouer, par un choix non
singulier convenable des variables, a I'équation s — f(z, y) =o
le role de I'équation "= o. Si une surface est définie par

zdar 4 3dy——rds = o,

la condition pour que cette surface soit caractéristique est que les
premiers membres des équations du systéme, quand on y remplace

respectivement
*uy du; duy
Or’ oy’ 9z
par
2Ery 3k YEk

deviennent des formes linéaires en Z,, ..., %, au nombre de
r — ry— 1 indépendantes au plus.
Il peut exister également des lignes caractéristiques. Si une
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telle ligne est définie par

2de+3dy -y ds=o,
Zdr 43 dy +~v'ds =o.

c¢'est que les r formes linéaires en %, Z; obtenucs en remplagant

duy duy duy
or’ dy ' s
par

a4 2'Z . B Y VR4V
sont au nombre de r - 1, — 1 indépendantes au plus.

15. Prenons le seul exemple du systéme

e e
\ =z 1)?‘ p— 1)|- —_— =IO,
. v Ju
Rl il il D
Ju s
/ - ’l" — ’).’;-—‘I =0
T= du | de o dw h=o

J;' l—)t; : l) S

a trois fonctions inconnues w, ¢, w; les coefficients a, b, ¢, h
seront supposés. pour simplifier, des fonctions données de z, ¥, 3.
On aici

r=f. ry,=1, 7y =0,

La condition d’involution exige l'existence d’unc identité, dont
le premier membre est nécessairement
JX aY JL

A e o
o.r Jy Js’°
on arrive ainsi 4 la condition

da " Pl Jde |
PYEP T PR

Comme les équations sont résolubles par rapport aux trois
Ju Je  Jw

dérivées 320 53 9% le systéeme détermine les fonctions inconnues
s 3 .

et la solution générale dépend de deux fonctions arbitraires de
deux variables.
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Les caractéristiques a deux dimensions s’obtiennent en exprimant
que les quatre formes

~E yx r = 5z = 5r =
Ve 35 2l —vh, 3Ra— by, a5+ 3L+ vE

se réduisent a deux indépendantes au plus, ce qui donne

.
2t 4 32 - vz 0

on obtient ainsi les intégrales de I’équation

OV (VYL (VY
;);) *(;)_y> :);> =0

Il n’y a pas de caractéristique & une dimension.

III. — Cas général.

16. Bornons-nous a indiquer ce qui se passe pour quatre variables
indépendantes x, ¥, z, t. Si r est le nombre des équations du sys-
téme, n le nombre des fonctions inconnues, on désignera par r,
le nombre des combinaisons linéairement indépendantes des pre-
miers membres qui ne conticnnent que les dérivées par rapport
ax,y,s; par r, le nombre des combinaisons qui ne contiennent
que les dérivées par rapport a .z, »; par ry le nombre des combi-
naisons qui ne contiennent que les dérivées par rapport a z. Natu-
rellement ces entiers ry, ry, s se rapportenta un choix arbitraire
des variables. Le choix des variables sera dit non singulier si ces
entiers conservent les mémes valeurs que dens le cas général.

On définira les systémes en involution d’une maniére analogue
aux cas précédents et 'on démontrera que la condition d’involution
cst existence de ry + ry—+ ryidentités entre les dérivées partielles
des premiers membres des équations du systéme.

Le degré d’arbitraire de la solution générale est le dernier
nombre non nul de la suite non croissante

n—ri. n—ry--ry R—ry-re. N—r-—r.

Si n = r — ry, le systéme détermine les fonctions inconnues; on
voit alors que le nombre d’identités linéairement indépendantes

est
r=rydr—na2r—n;
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la solution générale dépend dans ce cas de
N—TyPTy=2R0 -7 %1,

fonctions arbitraires de trois variables.
Il peut exister ici des caractéristiques a trois dimensions, a deux
dimensions et 4 une dimension.

17. Prenons comme exemple le systéme suivant, qui se présente
dans I'hydrodynamique d’un milieu continu supposé sans pression
ni tension, mais soumis aux attractions newtoniennes :

oY
'T s dy 7
IA,E’)Z:———QS- =0
e ds '
AN
’ Jdy de —
JX 2Y J7. P
I, = 0 +J:y- —-l—-;; + i7z = o.
i =Y [ dewn +4)(;c')+r)r\‘cu-\:“
Tdt Juo dy Js '
.= r_).v 3+ u !)-vr - ’—)-‘» + w(—)»‘—’ —Y — o
T Jdz Jy Js ’
v= ’33‘ +u’»)~vf ;u'h—!) +“’{)1y —7 =0
= de T dy dz T

Il y a sept fonctions inconnues; X, Y, Z désignent les compo-
santes de l'accélération newtonienne; p désigne la densité du
milieu; w«. ¢, w désignent les composantes de la vitesse.

Si nous rangcons les variables dans l'ordre ¢, r, y, z, nous
avons un choix non singulier des variables, avec

n=r, r==.. ry=1, ry=o0, ry oo,

L'entier 1, + r, + r; étant égal a 1, la condition d’involution se
traduit par une identité, qui est ici évidente :
JF,  OF, gF,

. =0,

o Dy Js

Le svsieme détermine donc les fometions inconnues et la solu-
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tion générale dépend de n — ry—+ ry==6 fonctions arbitraires
de t, x, y.
[4[‘\ carac lel‘lS"q“?S a ) dlmensmns S Ol)llt’nnellt on l“})[‘ln\dnl
que les formes linéaires

. 5 RPN e oE Iy B,
S 233 Ay .’sly st %32y A5 ’$§" ERNSD

(8 4+ au == 3o yw)E, -+ p(als—+ 35 + Y57 ).

(6420 30 4+ yw)i. (8421 + 30 = yw)ke (6420 30+ yu)k;

sont au nombre de r—r;— 1 =6 indépendantes au plus. Si la
quantité 6 4+ au + B¢+ yw n’est pas nulle, cela exige que les
quatre premiéres formes soicnt au nombre de deux indépendantes
au plus, ce qui donne, au moins dans le domaine réel,

X2 =" :=v = 0.
v .

Si au contraire 6 4 xu + B¢ +yw =0, il n'y a que quatre
formes indép('ndantes au plus.

Il y a donc deux espéces de variétés car.uctenshques a trois
dlmensxons

® Celles qui sont définies par dt=o0 : ce sont les sections a
temps constant;
2° Les variétés satisfaisant a une relation de la forme

a(dr —uwdt) +30dy —vdtr+~(ds—wdth =o:

cc sont les variétés engendrées par des lignes fluides dépendant de
deux paramétres et suivies pendant toute la durée.

L’existence des caractéristiques de premiére espéce est hee ala
propagation instantanée de la gravitaticn.

Les caractéristiques a deux dimensions sont les variétés engen-
drées par des lignes fluides dépendant d’un paramétre, et les
caractéristiques a -une dimension sont les lignes fluides elles-
mémes.

IV. — Applications a la théorie unitaire du champ.
18. Nous allons appliquer la théorie générale a I'étude des sys-

témes d’équations aux dérivées partielles qu’'on peut mettre a la
base de la théorie unitaire du champ fondée, suivant la conception
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de M. Einstein, sur la notion d’espace riemannien a parallélisme
absolu. Nous ne nous occuperons pas de 'aspect géométrique du
probléme ().

Un espace riemannien a parallélisme absolu est défini analyti-
quement par 16 fonctions Ay, des 4 variables indépendantes x>
(x=1,2,3, 4). L’indice /atin s prend les quatre valeurs 1, 2, 3, §,

L A .
de telle sorte que les quantités th dz* représentent les projec-

x
tions, sur les axes d’un repere rectangulaire attaché au point (z%),

du vecteur infiniment petit joignant ce point au point infiniment
voisin (x*—+- dr*); lous ces repéres sont, par convention, paral-
leéles entre eux. Les indices grecs «, B, ... se rapporteront aux
variables indépendantes.

Conformément aux conventions classiques, nous supprimerons
les signes de sommation: nous désignerons par une virgule la
dérivation ordinaire, le symbole T , désignant la dérivée de T par
rapport a x>.

Nous désignerons par /i le délerminant des 16 quanlités hg, et
par /2% le quotient par /i du mineur relatif a A,.

La torsivn de Pespace se définit analytiquement, soit par les

Y D 5 T . N M .
(uantités \3y = — \:”dellmes par les 24 relations
ch a2 hyn, 53— 11315,1_ A3 =0,
soit par les quantités \7,= — \% définies par
SO1L pi jud 33= 7 V4 S p?

¥ TS
Mg = Ay Aas.

L’¢limination des /i, entre les équations (I) donne les rela-
tions
ol L‘”;j.‘, = .\;‘31.., + \‘31-—!— ‘\'.‘:,1"3 = 0.
Onadureste entre les dérivées des expressions JCs,3 et £54., dans
lesquelles on regarde les Ay, etles A}y comme des fonctions arbi-
traires, indépendantes les unes des autres, les 16 + 4 =20

(') Voir A. EINsTrIN, duf die Riemann-Metrik und den Fern-Parallelismus
wegriindete einheitliche Feldtheorie (Math. Ann., t. 102, 1930, p. 685-697);
et 1. CARTAN, Notice historique sur la notion du parallélisme absolu ( Math.
Ann., t. 102, 1q30, p. 6g8-~06 ).
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identités
\ 3Csa3r - I3 g+ Hova, 8+ £33y =0,

(HI) ! _ 4
l Chsvs— Chgiy - L s— Lhypa-=o.

Dans ces identités, s prend les valeurs 1, 2, 3, 4; dans les pre-
miéres, «, 3, 7 sont trois quelconques des indices 1, 2, . {; dans
les derniéres, «, 3, y, d sont, a Pordre prés, les indices 1. 2, 3, 4.

Nous regarderons dans ce qui suit les équations (I) et (1I)
comme des équations aux dérivées partielles linéaires du premier
ordre aux 16 4 24 = 4o fonctions inconnues /;, et \y3. Entre les
dérivées des premiers membres de ces équations existent donc les
20 1dentités (111). Or si I'on désigne par 7', r|, r,, r les entiers
relatifs au systéme considéré, on voit immédiatement que les
équations sont résolubles par rapport aux dérivées prises par
rapporta x* des 24 fonctions

hoa(s =1, 2,3, 45 2=1,2,3) et Ay (s=1,23,4;2 3=1,2,3),
I'élimination de ces dérivées conduisant aux r, =16 équations
Hsa3 =0 (s:=1,2,3, 45 3=1,2,3),
‘LNI-'_':K =0 (S':h .)'7 .}7 4)
Les 16 équations précédentes sont résolubles par rapport aux
dérivées prises par rapport a z® des 12 fonctions
hsx(s=1,2,3, 452 =1,2) et A%, (s=1, 2,3, 4),
I'élimination de ces dérivées conduisant aux r, = 4 équations
Hso=0 (s=1, 23, 4).
Enfin ces quatre équations sont résolubles par rapport aux
quatre dérivées Ay ,; on a donc 7, =o.
La somme r -+ r —+ r =0 + 44 16 =20 est prec1sément
le nombre des ldenlllés (lll).

Si maintenant nous ajoutons aux équations (I) et (II') de nou-
velles équations en nombre r et si nous désignons par

Py 1y, raEry, ryry

les nombres relatifs au systéme total, nous voyons que ce systéme
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total sera ¢n involution s'il admet r, - 1, ~ ry nouvelles identités
indépendantes de (111). D’ailleurs pour avoir r — r,. il suffira, en
imaginant les \j4, (2, 3 =1, 2, 3) tirées des équations (lI).
de chercher combien de dérivées Ay, on pourra tirer des nou-
velles équations données. On prociédera d’une maniére analogue
pour avoir r, et r,.

19. Avant d’aller plus loin, il importe de rappeler une des con-
ditions formulées par M. Einstein. c’est que les équations mises a
la base de la théorie doivent déterminer les 16 fonctions in-
connues g, « une transformation arbitraire pres effectuce
sur les variables indépendantes. Cette condition n'est évidem-
ment pas trés précise. Nous pouvons la préciser en partie de la
maniére suivante.

Les quatre quantités /g, lr* sont, comme nous l'avons dit, les
composantes, rapportées a des repéres rectangulaires tous paral-
léles entre eux, du vecteur infiniment petit qui joint deux points
infiniment voisins. lmaginons unc¢ solution des équations du
champ. On pourra toujours choisir les variables indépendantes de
mani¢re que les lignes tangentes ¢n chacun de leurs points au
quatriéme axe du repére soient les lignes

oV = const.,. ,o=const,, rv = const,;

cela donne
Joyi= o Iy = 0. Iy — o,

On peut ensuite prendre /’/1.,;1/1"‘. ou l'on vegarde r', x2, 1?

comme des paramétres, pour nouvelle varviable ', ce qui

donne
h

o

Le nombre des fonctions inconnues est ainsi réduil de qualre
unites.

On peut aller plus loin. Déterminons une fonction 9 (', o2, a*)
par 'équation

[ TN AL N gt s 3

Y Y NV /P I R

) L Jdz . adz
ittt 2 o= M ettt 4 —
| : ’ Jr : ar
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Clelle équation exprime que si 'on se déplace sar la variété

-

ot at e,
les trois formes en ot d.r?, o3

Iyder, g drx, gy de>

ne sont pas linéairement indépendantes. Nous pouvons supposer.
par un changement évident de variables, que v = o est une solu-
tion de I'équation considérée.

Plagons-nous alors dans la variété ' .= o. Nous pouvons sup-
poser que les lignes

£ = const., . rt = const,

sont celles qui, en chacun de leurs poiats, sont perpendiculaires
aux deuyx premiers axes du repere rectangulaire attaché a ce point,
ce qui revient a supposer

lll:z = h,” = 0

on pourra ensuite, comme il a été fait plus haut, supposer

Iy =21,

et par suite, en lenant compte de I'équation (1), on voit que,
pour r'=o, on peul supposer '

hiy= o0, lyy = 0. Doy =1 hiy= o.

4

Le nombre des fonctionsinconnuesqui entrent dans les équa-
tions du systeme sera done reduil, quand on fera x'= o, de
8 uniés.

Nous pourrons ainsi déterminer sans ambiguité le degré d’arbi-
traire d’un systéme en involution donné, abstraction faite du choix
particulier des variables, a condition tontefois que les éléments
arbitraires soient des fonctipns de (rois variables au moins,
puisque le choix de la section a trois dimensions z*= o0 n’est pas
unique et fait intervenir des fonctions arbitraives de deux variables,
celles qui entrent dans la solution générale de I'équation (1).

20. Nous avons déja vu (n° 18) quelle sera la condition d’invo-
lution d’un systéme donné formé de - équations autres que (1)
LIX. 8
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et (II); c'est 'existence de ry+ r, + ry identités nouvelles. La
condition pour que le systéme détermine les fonctions inconnues,
au sens de la théorie de la relativité, sera uniquement que les nou-
velles équations soient résolubles par rapport aux n dérivées \5, ,
ce qui donne

r—ry;=19.

Par suite, pour gu’un systéme donné soit en involution et
détermine les fonctions inconnues, il faut et il suffit :

1° Que les fquations du systéme autres que (1) et (I1) soient
résolubles par rapport aux 12 dérivees Ay, ;
2 O’ il existe entre les dérivées des premiers membres de
ces equations
Pyl Tad-r3== Py = ry4+ 1 —12

(dentités linéairement indépendantes.

On remarquera que les raisonnements habituels conduisent
seulement, comme condition nécessaire et suffisante, a I'existence
de r — 12 identités.

Le degré de généralité de la solution, qui est, dans le cas
général, de n — 14—+ r,, s'obtiendra ici en remplagant respective-
ment

N, rac Iy

par

Jo— R, ry 16, ry g,

ce qui donne :
20 — ryebry = 3 —r -y

fonctions arbitraires de trois variables.

21. Appliquons ce qui précéde aux 22 équations indiquées par,
M. Einstein. Nous désignerons, avec lui, par T, la dérivée cova-
riante par rapport a r* Il est essentiel de remarquer que la
dérivée covariante T, est la somme de la dérivée ordinaire par
rapport a * et de termes faisantintervenir linéairement les dérivées
par rapport @ la méme variable x* des fonctions Ay On a par
exemple

.\ala;(;: ,\;3,':_ ’l‘;(h_\-x_zA\;/:j +/l5;3’z.\;'?> . /L:‘ IISP,E,\,;:j,

Ou a entre les deux dérivées covariantes secondes T ,.4 et Ty,
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d'un tenseur 1" la relation
1‘;@;;3— T?.a, - .\gg T;.', = 0.

5125

Avec ces notations, les équations (1), qui ne sont autres (que
les identités de Bianchi, prennent la forme

U 5802 Aady 4+ Ny + AJas 0 5g 0T, A AG, a0, Ag, = o.

l.e systéme de M. Einstein. qui contient 22 équations, est le

suivant :

n | Fap= b= 0

A 23 _ \B NG
Ga= Napod Ny \g =0

.t el C A antite op7 \3
ou l'on désigne par \,lf la quantité g¢7 \y,.
Le caleul de ry se fait immédiatement. En effet Pexpression ¢j7
. ) . . .
conhent g'! \‘1,“,'. dar sulle s1 g'' £ 0, ce qur esl le cas pour un
choix arbitraive des variables, les équations (I\V ) sont résolubles
par rapport aux 12 dérivées covariantes \7, . On a donc

ry=r—i12:= 10,

On voit en passant que les caractéristiques a trois dimensions
du systéme sont les variétés langentes en chacun de leurs
points a I’ hypercine ds* == o relatif a ce point.

22. Les ry=-10 équations qui ne contiennent plus aucune
dérivée par rapport a x* sont, comme on le voit facilement,

.‘713— f’&q‘:, 0 (2. ;"i =1, 3).
g;-—gﬂp{fapi— 0 (2 =1, 2, 3)
1, 2,3

1.

,L"P‘;?gF =0 (a == y

On constate facilement que les deux équations
Fio— c?gz_ B?::y =0,
SP(GL— 5'9F p5) — 8°G=Gi—G1

.‘7,_,:-0

ne contiennent aucune des dérivées par rapport 4 z‘ etz*; ce sont
du reste les seules qui jouissent de cette propriété, comme on le
voit en supposant par exemple tous les g*B nuls pour a % f,
avec g**=1.
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On a done ry=2. Quant a ry, on voit immeédialement qu'il est

nul.

23. Les valeurs trouvées pour ry, ry. 1y, a savoir

ry= oo ry= o,

ri=o,
montrent que le systéme est en involution s'il existe
r+r.odr,=an

identités linearrement indépendantes. Sa solution générale dépend

alors de
30— rr. o

fonctions arbitraires de 3 variables.
Les 12 identités, qui existent effectivement, sont les suivantes

Fagy +Fgvx +Frpag— Llg. + Ny Foy +ALF gy 4 "?;x“’fia =0,

‘ CI
Gap LT N,
x

vy
| | o
' \ g K= 0.
l.es quatre premiéres peavenl s'ecrive, beaucoup plus sim-
plement,
Fago A+ Fou g+ Fupg==o0

En effet, en posant
Tam A

2
27

on a, d’apres les identités de Bianchi £54, = o :
Fag=9a,3— 78,2
24. 1l existe un autre systéme de 22 équations, egalement en
involution, avec le méme degré d’arbitraire que celui de M. Eins-

tein. Introduisons d’abord les quantités
' P AT

Sa = ) (gBPA‘Y;’-v— ,,YPA\;‘S—G—

ou a, 3, 7, o forment une permutation paire des indices 1. 2,3, §.

On vérifie les 1dentités telles que

Gi—Gi—Fu=5,1—S1,+78,—3,8,
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de sorte que les 22 équations d’Einstein pourraient s’écrire.

( Fa.3— ¥3,a = 0.

VIV | 51'3— 53,;— ;_,S;q + ;;;S, = 0.

," (-24—‘3;: 0.

les 10 dernieres étant symétriques. (On peut d’autre part vérifier,
par un calcul assez pénible, que les quantités Ggy qui s'intro-
duisent dans les anciennes équations de la relativité (tenseur con-
tracté de Riemann) peuvent s’exprimer sous la forme

. 2l a2 7.9 . <
Gay = G, +G— (3a8+ ¥8,2) — 2 A N — SaSy + 2438, 8e.
¢ PR 3

Considérons alors le systéeme des 22 équations
Fas= 30,8— 74,2 M 3455— 3585, = o0,

vV ‘( $x37= 82,8 — 83,0 +n(3285—348,) = 0.

(;ag = 0,

On vérifie sans difficulté que les valeurs de ry, ry, 13 sont les
mémes que pour le systéme d’Einstein, les variétés caractéristiques
a trois dimensions étant aussi les mémes. Il existe encore ici
12 identités linéairement indépendantes, a savoir les 4 identités
classiques de 'ancienne théoric de la relativité et les 8 identités
Fas 4 Foo g+ Fuay
Sy Foe ¢ SgF oy =S F a3 — 32 88— 388 va— 3+ 8a8) =3 0,
Sy 4 Sgu g + Sy

4+ i SgFye A SgF oy 4 S Fyy— 3584y — 34805 — 3. 843) =o.

Lesystéme (V1) est donc en involution. il détermine les variables
du champ, sa solution générale dépendant de 12 fonctions arbi-
traires de 3 variables. .

25. Signalons enfin un dernier systéme cn involution, ne com-
prenant que 15 équations, a savoir
Fay = S8q,3— D82+ C(52,3— 73,0) =0,
Mgy = Gyy— %#‘:3 Gop+a <?1.B'f‘ ?B,2— %gas ?p.g)
+ b(Se,8+ Sg,a— gapSP__p) — Tag=o0.

Dans ces équations «, b, ¢ sont trois constantes numeériques,
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et T,4. désigne un tenseur symétrique arbitraire formé avec les
composanles de la torsion. assujetti a la seule condition que son
tenseur contracté soit nul.

Si @ £ be, les équations du systéme peuvent ¢tre résolues par
rapport aux 12 dérivécs \Z‘;., el 'on trouve

I‘g“_—:f, r.=1, ry=-0,
Il existe effectivement 1, 4 1y 4+ 1y == 4 identités, a savoir
571;;'.{+ 37{,.‘,‘14-:7.‘,“,{1 = o,

La solution géncrale dépend de 32— 4 1, =18 fonctions
arbitraires de 3 variables.

Il est probable que les systemes (IV), (V1) et (V1) sont les
seuls systémes en involution indépendants du choix des variahles
et du choix des repéres rectangulaires, (ui soient linéaives par
rapport aux dérivées covariantes des \j4 et quadratiques par rap-
port aux \j;. et qui déterminent les fonctions inconnues. Mais la
discussion de cette question fail intervenir des problemes d’Algebre
tout a fai étrangers a Fobjet de ce Mémoire.

Ajoutons que les équations (IV), (V1) et (VII) pourraient éwre
cerites de maniére que les variables indépendantes n'apparaissent
pas du tout, en utilisant les composantes du tenseur de torsion
par rapport aux repéres rectangulaires. équipollents entre cux,
attaches aux differents points de Fespace. Ces composantes \;, sont
défintes par

S pld s
'\/j = /I‘ hlj A\xj.s.

En introduisant d'autre part la dérivation covariante T, définie
par
/

oy Q 0
74 =‘\_‘ I ¢hgydr,

N

les équations (11"), (1N, (V), (VI), (V) conservent la méme
forme quand on substitue aux indices grecs des indices latins,
mais chaque indice peut alors se mettre indifferemment en haut
ou en bas. La discussion se fait de la méme maniére qu’auparavant,
mais les quantités g,4, g*3, etc, n'interviennent nulle part, ou
plutot les quantités g;; et 2%/ sont nulles pour i #ZJ, égales an

pour 7 -.- j.



