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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR QUELQUES COURBES FERMEES REMARQUABLES;

Par M. Georce D. BirkHorr.

Introduction.

Selon Poincaré ('), toute transformation T biunivoque, directe
el continue de la circonférence d’un cercle en lui-méme

T; 0,=/f(0) (9, coordonnée angulaire),
est caractérisée par un cocfficient unique de rotation z, tel que
tout point 6 du cercle est transformé en 8, par T# (2) ou

nt—aoan<0,—0< nt+2nx.

Donc t peut étre regardé comme l'accroissement moyen de la

variable 6 qui résulie de la transformation T; quand ;_- est un

nombre rationn(‘lg, il existe toujours au moins un point du cercle

dont la coordonnée angulaire s’accroit précisément de 2 pr apres
¢ iérations de T. Evidemment la valeur de 7 ne dépend pas de la
variable angulaire particuliére choisie.

Considérons maintenant dans le plan une courbe de Jordan J,
fermée, sans point double. Supposons de plus qu’il existe une
transformation T, biunivoque, directe et continue du voisinage

(') Sur les courbes définies par des équations différentielles .(Jour. de
Math., 4 série, 1885, p. 228).
(?) T» désigne la ni®me transformation itérée de T.

LX. I
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annulaire de ) et que cente transformation laisse invariante la
courbe ), ¢est-a-dire que T(J) =

. Naturellement T laisse inva-
riante la région extéricure omverte Seoaussi bien que la région
intéricure onverte S, Mais, par délinition méme. J est U'image
binnivoque, directe et continue de la circonférence d'un cercle.
Par conséquent la transformation I donne licu a un coefficient de
rolation . quiindique Faceroissement moyen d'une variable
angulaire quelconque sur fa courbe de Jordan J, produit par la
transformation T,

Passons maintenant @ ane courbe fermée G, du type suivant
heaucoup plus géndéeals Fensemble fermé CGodivise Te plan en deas
|'(';.(iun\ ouverles \implvlm-nl CONNeNes, .\',. el 5,-. dont S, conlient
e« pomta Finfim oo de sorte que toul point de Cappar ient oo a
la fronticre de S0 ou i eelle de Seooua toutes les deus. Suppo-
sons done quiil existe une transformation T hinnivoque. divecte
et continue du voisinage annulaiere de CGodont G est une courbe
mvariante, eest=a=dive T 22 Gl et par conséguent S; et S, sonl
des régions invariantes. Que pent-on dire dans ce eas?

I)l)lll' ("l'lilil‘i'il' celle (l”‘".i('”A |I o i('“l ‘l" (")”\i(l("r‘.'l' \("l)“l"("-
ment des points Poextéricnrement (intéricurement ) accessibles,
elest-a-dire des pomts oo sontles extrémités d'un are de Jordan
extéricnr (ouceienry, Hoest tout o fant évident que de tels points

caceessibles vestent accessibles duoméme eoté apres fa trans-
formation . ¢l que leur ordre exeligque n'est pas modilié par cette
transformation. Le vaisonnement de Poineard nous montre alors
t|u~il extste un coelticient de votation 7. .|‘~~u('i(' avee les lminlx

accessibles extéricurs et de meéme. un coelticient de rotation 7.
associe avee les points aceessibles intérienrs. )

Fn effer (V). supposons que la région extéricure S, soil trans-
formée en la végion extéricure aoun cevele par une transforma-
tion conforme. Selon les rvésultats bien connus de Carathéo-

9

dory (*). le voisinage de tout point (extéricurement) accessible

(') Le raisonnement de ce paragraphe est au fond supecrflu, parce que le rai-
sonnement de Poincaré s'applique sans modification a4 I'ensemble des points
accessibles. Ncanmoins il peut étre utile de ramencr la question a la forme con-
sidérée par Poincaré, comme nous le faisons ici.

(?) Voir, par excmple, BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionen Theorie, t.2,
Chap. 1.
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sera alors transformé en le voisinage d’un point corvespondant
de la circonférence de fagon que Uordre cyclique des points acces-
sibles et de leurs images soit le méme ('), et ces images seront
partout denses sur la circonférence. 1l s'ensuit que la transforma-
tion T donne lieu a une transformation T* biunivoque, directe et
continue du cercle en lui-méme, parce qu'on peut étendre la défi-
nition de T* a tout le cercle par continuité.

Cette transformation T du cercle en lui-méme posséde done
un coeflicient de rotation .. De la méme maniére nous définis-
sons un coeffictent de rotation 7, par capport a la région inté-
ricure S;.

Evidemment la propriété capitale de ces deux coefticients de
rotation 7. et 7; est la suivante : Par la transformation T* (n quol—'
conque), tout point de G accessible d'un des deux cotés se trouve
transform¢é en un point accessible du méme ¢oté, avec un nombre
de rotations complétes compris entre

nvt nt
— —1 et — --1
27 27T
ou 7 indique 7, ou 7, selon le coté considéré.
Cielte propriété nous montre que les coefficients 7. et 7; sont
intrinséquement attachés a la courbe C et a la transformation
associ¢e T, ¢t ne sont changés par aucune déformation biunivoque
¢t continue du plan.

A premiére vae, on pourrait croire ue les deux coefficients de
rotation 7. et 7; doivent étre égaux. C'est notre but principal de
montrer ici qu'il n’en est nullement ainsi, en construisant des
courbes C avec des coefficients inégaux et de plus telles que tout
point de C.appartienne éla fois aux frontieres des deux régions
extérieure et intérieure. o

En admettant pour le moment ce résultat, nous pouvons en
donner un autre ¢noncé peut-étre plus frappant: 1/ existe de telles
courbes C et des transformations correspondantes T, telles que
tous les points accessibles de l'extérieur sont avancés, par T,
vers la gauche (par exemple), tandis que tous les points acces-
stbles de U'intérieur sont avancés par T vers la droite.

(') Chaque point accessible doit étre compté une fois pour chaque voisinage du
point dans S,.
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C’est-a-dire que nous pouvons toujours trouver des entiers m et

k, tels que ,
mzo—2kz > o, mzi—2kn <o.

En effet on peut toujours trouver un m suffisamment grand
(positif si g, > g; ct négatif dans le cas contraire) pour que

m(3e—s;) > 2m,

et par conséquent un entier A tel que 247 se trouve entre mao;
ct moe.

Considérons maintenant la transformation T définie de la
maniére suivante : T est le produit de la transformation itérée Tm
et d’une transformation de rotation d'un angle — 2 Aw autowr d’un
point situé a I'imtéricur de S;. Evidemment cette transformation T
est du méme type général que T et, de plus, elle aura pour coeffi-
cients de rotation

Te==MZ,—2hkz >0 et i=mry—2kxn <o,

d’on la propriété désirée.

2. Définition de certaines transformations auxiliaires A. -—
Pour construire une telle courbe (& nous devrons employer cer-
taines transformations auxiliaires A, définies de la maniére sui-
vante : A est une transformation biunivoque, directe, analytique
et conservative (') d'une couronne en clle-méme qui fait tourner
toute direction radiale vers sa giauche, sauf peut-étre sur les deux
bords circulaires (2).

Un exemple trés simple d'une telle transformation est le sui-
vant @

(U) roesry. o 0=k - e (e>0).

lci r, 0 sont des coordonnées polaires. La couronne peut éire une
région quelconque o <a<r<h. Par cette transformation, toute

(') C’est-a-dire T conserve les aires.
(?) Plus précisément, I'angle entre la direction transformée et la direction
radiale au point transformé peut étre regardé comme une fonction analytique

positive 4 avec 0 < < '—? sur les deux bords circulaires.
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ligne radiale § = « est transformée en la courbe 6§ = « + A + ¢r?
dont la direction de la tangente est a gauche de la direction
radiale. En effet angle ¢ entre la direction radiale et la direction
de la courbe est arc tang 2 cr2.

Remarquons aussi qu'on peut obtenir sans difficulté d’autres
transformations du méme type. Par exemple, soit B une transfor-
mation biunivoque, directe, analytique et conservative de la cou-
ronne en clle-méme, mais ne satisfaisant a aucune autre condition.
La transformation BU, pour ¢ > o suffisamment grand, appar
tiendra encore a la classe de transformations auxiliaires A.

3. Les courbes invariantes de A. — Dans ce qui suit, nous
aurons besoin de quelques propriétés des courbes invariantes
d’une telle transformation auxiliaire A, courbes qui divisent la
couronne cn deux antres. J'ai étudié autrefois ces courbes qui sont
d’une haute importance pour la Dynamique théorique ('), et je
répéterais ici la suite des idées jusqu’au point nécessaire (?).

Soit T une courbe invariante quelconque de cette espéce qui ne
coincide pas avec un des deux bords circulaires de la couronne.
Je dis qu'une telle courbe invariante T sera rencontrée une fois

seulement par tout rayon, de facon que son équation puisse
’ .
s'éerire

r=f(8),

ou f est continue et périodigque de période 2m en 6.

Evidemment T est une courbe fermée de Jordan de type
simple (*).

Remarquons en premier lieu que la forme explicite de I'équa-
tion résulte immédiatement de la propriété géométrique énoncée.
En effet la fonction f(8) qui intervient est bien définie et pério-
dique, de période 2x, en raison de cette propriété. De plus cette

(') Surface Transformations and Their Dynamical Applications (Acta
math., t. 43, 1922, section 44).

(?) Le présent article joint A un autre, Sur l'existence de régions annu-
laires d’instabilité dans la Dynamique, qui vient de paraitre dans les Annales
de I’ Institut Henri Poincaré, ont été écrits de fagon i les rendre indépendants
de mon long Mémoire des Acta.

(®) En suivant un peu plus loin la suite d’idées, on démontre que I' est méme
rectifiable. Voir mon article des Acta,
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fonction doit étre continue pour toute valeur 8, de 6; autrement
nous pourrions trouver une suite §,. 9,. ..., avec limf, =94, telle
que

m f(0,) == & # fub,).

"o

Mais alors le point (4. ) appartiendrait a I' qui est un ensemble
fermé de points. Cette conclusion contredivait notre hypothése
que b propridie géométrique est vérifice, parce que Ia ligne
aliale 4 =94, rencontrerait I' au moins deux fois.

Faisons une autre remarque prélimimaire. Délinissons T; comme
le coté mtéricur de Ty c'est-d=dire Fensemble des points Limites de
la région intéricure. Selon notre définition cet ensemble est lai-
méme une courhe fermée: sa région intéricure coincide avec S;
tandis que sa région extéricure contient non seulement les points
de la région extéricure S.. de Ty mais aussi les points de T qui
nappartiennent pas a 'y Nous définissons le coté extéricur Ie de T
d'une manicére analogue. Si Fon powvait démontrer la propriété
géométrique pour les courbes Ty et Tel on voit tout de suite que
ces deux courbes devraient coincider et que I'=T;:=I'. posséde-
rait la méme propriété géomdévique. I suftit done de démontrer la
propriété géométeigue pour les courbes Iy et To,

Dans notee démonstration, il nous convient de vegarder 6 et r
comme les coordonnées rectangulaives du plan, avee Faxe des 0
divigé vers Lu gauche. La couronne a<r < b sera ainsi représentée
par la bande horvizontale entre ri=« et r == b, ¢t la courbe I'; sera
représentée par une conrbe périodique ouverte qui s'étend indéfi-
niment & droite et a gauche dans cette bande.

Iaisons maintenant Fhypothése que la propriété géométrique
n'est pas vraie pour la courbe I'; dans un cas quelconque. Consi-
dérons la région des points accessibles de 1=« le long d’une
ligne verticale 4 = const. du plan r. 7 sans rencontrer la courbe
invariante T (voir la figure 1). Cette région ouverte S7 ou bien
coincide avee S; ou n'est qu'une partic de S;. La frontiére de S}
est une courbe fermée ui est composée des points de T'; et des
segments onverts des lignes 8 = const. situés a Uintérieur de S;.

Supposons en premier lien que S7 et S; coincident. Dans ce cas,
I'ordre evclique des points de Ty est évidemment celui dans lequel
la coordonnée § croit ou an moins ne diminue pas, et angle que



Y,

toute corde AB de la courbe (entre deux points accessibles A, B,
A Z B, A précédant B) fait avec 'axe des § peut étre considéré

. 13 3xn
comme compris entre by et =

D’aprés notre hypotheése il existe alors au moins une ligne 6 =6,
(ui rencontre T'; en deux points («, 8,). (8, 9,), (x << 8). Mais, par
définition de S7=1S;, si le point (p, 6,) appartient a S;, tout

point (‘;, 9) avec § <Z p lui appartient aussi. De plus, tous les points

Fig. 1.

0-0

r=a

0=2n

sur le segment qui joint («, 6,) a (8, 6,) appartiennent ou a S} =S§;
ou a son bord. Evidemment un tel point ne peut pas appartenir
a S

;. Par conséquent la higne 6 =06, rencontre I'; en un scul

segment AB.
Soient C un point a I'intérieur de AB, et C un point dans le voisi-
nage immédiat de G, qui appartient a S; = S;. En supposant pour

le moment qu’un tel point C se trouve a la droite de AB, on voit

Fig. 2.

0=2x

(fig. 2) que la corde DE intérieure a I';, obtenue en prolongeant
la ligne AC de C jusqu’aux premiers points D, E de T;, aura une
tangente presque paralléle a Paxe négatif des r. En ce cas la trans-
formation T transformera ce segment en une courbe D, E, ou E,



8 —
suit Dy sae Iy dont la divection de tangente fait partout avee l'axe
. Iz
des e un angle qui est plus grand que =" nous nous souvenons

du fait que T doit faiee tourner toute divection verticale vers sa
gauche dans le plan des coordonnées rectangulairves r, 4.

Maiscettesituationn’est pas possible. Eneflet, la ligne bris¢e FED.
composée du segment vertical FE avee I osur r=a et ED, sera
transformée par T en FyE D, on F,E, et E, D, sont des courbes
analytiques dont les tangentes font des angles partout plus grands
(|uv§ (vodir Ta figure 2). I saute done anx yeonx que, dans ces cir-
constances, Ky ne peat pas suivee Dy osur T

Remarvquons gque le raisonnement ci-dessus suppose que toute
ligne DE presque veeticale doit étee dévice par T a droiie de la
divection verticale. L'uniformité ainsi supposée s’obtient évidem-
went si toutes les divections verticales sont dévides dans le méme
sens par T (et done par T-1). Mais, d'apres les conditions impo-
sées. cela ne doit pas étee vrat pour les directions verticales sur
les bovds 1 =za ¢t r=2=5. Pour ¢viter cette difticulté, il suffit
d'employer en un tel eas des courbes convenables avee des divec-
tions verticales sur ==« ¢t r = b an licu d'une ligne droiie telle
('“(' \,‘_:-.

De Ta méme wmanicre, en emplovant T au Licw de T, on déduit
quun tel point Cne peut pas exister dans le voisinage immédiat
de Ca gauche de AB.

Par conséquent, le point C ne peat pas étee an point limite de
la région intéricure ouverte S0 ce qui serait absurde.

Nous devons done supposer que 87 forme seulement une partie
de S, doicalores exister des segments AB de la frontiére S} avec
des points intéricurs C qui sont des points intéricurs de S; (voir
la figure 1).

Considérons maintenant la partice S; de S; accessible de 1= o le
long d'une courbe régulicre simple (telle que MN dans la figure 1)
dont I'angle de la tangente avee Uaxe des § est tonjours au moins -:
Cette partic de S, inclut ¢videmment ST, mais ne peut coincider
avec S/ que s'il n'existe pas de segments de la frontiére de 87 du
type AB avec une pactie comprise entre AB ¢t la courbe a droite
de AB (rodr les régions ¢ de la figuve 1).
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Par la transformation T qui fait croitre I'angle de toute tan-
gente égal & -~ et ne raméne a T aucun angle plus grand que -, les

points de S, sont transformés en pointde S; qui sont acceysibles de
a méme maniére. En effet, image d’une courbe auxiliaire MN
1 E ffet, Pimage d’une b 1 MN
qui rend accessible le point N est elle-méme une courbe auxiliaire

admissible M, N, qui rend N, accessible. Done, 'mage de S, par T
doit coincider avec S;: elle ne peut pas en étre seulement une
partie parce que T est conservative (). Mais les points inaccessibles
de cette maniére qui sont un peun a droite d'un tel segment AB
(s'il existe) dotvent aussi étre transformés en des points aceessibles.
Il en résulte qu'un tel segment n’existe pas.

De la méme fagon, cn employant la transformation inverse T,
on conclut qu’'il n’existe pas non plas un segment AB avec une
partie de S; a sa gauehe.

Par conséquent, il n'existe ancun segment AB. Nous arrvivons
en conclusion au résultat énoncé.

4. Les coefficients de rotation. — Nous allonis maintenant con-
sidérer les relations mutuelles des courbes T qui sont invariantes
par une telle transformation T. Parmi ces courbes, se trouvent
toujours les deux bords r =a et r=2> de la couronne. Evidem-
ment, chaque courbe invariante I posséde un coefficient de rota-
tion 7. Selon une propriété fondamentale des coefficients de rota-
tion citée plus haut, toute courbe avec le cocfficient de rotation de
la forme l%- (p, ¢ entiers) contient au moins un point dont 'angle
estaugmenté de 2 pr par la transformation T9; un tel point est
donc géométriquement invariant par Tv.

Si deux courbes Ty et T, ont des points communs, leurs coef-

Sicients de rotation sont égaur et de forme 2PT L de plus
leurs points communs sont incariants par Ty (*).

Si Ty et T, ont des points communs, il y a une ou plusicurs
régions ouvertes simplement connexes entre I'y et Ty, Par la trans-
formation T, une telle région est transformée en une autre de la

(') Nous faisons abstraction ici de I'ensemble de mesure o des points de S,
qni n’appartiennent pas d T(S,).
(?) Voir section 46 de mon article des Acta pour des résultats analogues.
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méme espéce. Mais ces régions oblenues en partant de 'une d’elles
par Pitération indéfinie de T ne peuvent pas étre toutes diflérentes,
parce que Faire totale est finie et la transformation T conser-
vative. Done, aprés ¢ itérations, la région donnée se trouve encore
dans la méme position géométrique, et les deux arcs de Ty et T,
qui forment sa frontiére sont transformés en cux-mémes. Les
exteémités de ces deux ares sont done géométriquement invariantes.
d’ou le résultat énonced.

Si dewr courbes Ty et Ty n’ont aucun point commun le coeffi-
cient de rotation de la courbe extericure est plus grand que
celut de la courbe intérieure.

Rappelons que la transformation T transforme  une  ligne
% = const. en une courbe dont Uangle de la tangente est partout
plus grand que ; dans le plan des coordonnées reclangulairves r, 6.
Done. il est évident que la coordonnée 4, du point transformé sur
Lo courbe extérieure Ty sera supéricure d'an moins ¢ a la coor-
donnée du point transformé sur Ly si Fon part de deux points sur
le méme ravon.

Ce fait nous montre que le coefficient de rotation de la courbe
extéricure Ty doit étre au moins aussi grand que celui de Ty En
effet. deux points corvespondants  sont  transformés  successi-
vement en des points tels que ceux de I'y sont toujours  plus
avances que ceux de Ty d'au moins e,

H ne veste done plus qu’a exclure Tégalité des deux coefficients
de rotation.

Considérons en premier lien le eas on ce coefficient est de la

ap=

forme -2,

Imaginons maintenant que nous faisons suivre T¢ d'une rotation
d'angle — 2 pz. Nous obtenons ainsi une transformation T* de
méme type, dont Ty et Ty sont des courbes invariantes avec un
coefficient de rotation nul. 11 existe done un point A de T, et un
point. A, de Ty qui sont invariants par T*, et ces deux points ne
peuvent pas avoir la méme coordonnée 6 en raison de la propriété
géométrigque de T,

Construisons un quadrilatére curviligne de la maniére suivante :
Deux des cotés sont les deux segments verticaux compris entre T,
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et T'y qui contiennent respectivement A, et A,; les deux autres
cOtés sont les ares de T, et T, entre ces deux cdlés verticaux. Con-
sidérons I'image de ce quadrilatére par T*. Les sommets A, et A,
sont invariants, mais les deux ¢olés 6 = cont. sont transformés en
deux courbes, dont Pangle des tangentes est partout plus grand
que ; Par conséquent, les images de ces deux cotés se trouvent,
Pune a droite de Ay, Pautre & gauche de A,. Mais cn ce cas,
I'image du quadrilatére enfermerait a son intérieur ce quadrilatére
lni-méme on bien serait incluse dans celui-ci, selon que A, est
situé a droite on a gauche de Ay. Puisque T* est conservative,
cela n’est pas possible.

Il reste done a considérer le cas ou le coefficient de rotation ©
n'est pas de cette forme spéciale. Dans ce cas, nous pouvons trou-
ver un entier ¢ pour lequel

. q=<{2pTw,

PR —

~ o

ot p esl enlier el € > o est la quantité e signalée ci-dessus (1),

‘Tout point de T, doit alors étre avancé par T¢ d'un angle infé-
ricur a 2p7. En cffet, il y a des points de T, qui sont avancés de
moins de 2 pm par T9, puisque le coefficient de rotation de TY est
gt <_2pn. Done, si un point était avancé de plus de 2pm, on
trouverait des points avancés exactement de 2 pm, ce qui est impos-
sible pour 7 5% 21.% )

D’autre part, il y a des points de I'; qui sont avancés d’au
moins 2 pw — i) par T4, puisque le coefficient de rotation de T? est

¢t > 2pn — .. Lespoints correspondants de I’y seront donc avancés

. € . . . .
d’au moins 2 pr + 5 Mais le raisonnement fait ci-dessus pour T',
montre que tout point de T, doit étre avancé de moins de 2w p. De

cette facon, nous obtenons encore dans ce deuxiéme cas unc
contradiction.

(1) Nous supposons ici que t est positif, dans le cas conlraire nous pourrions
L2y \ . T .
considérer T(-" au licu de T. En développant oL fraction continue, on trou-
™

14

vera évidemment des fractions p avec la propricté indiquée.
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Nous allons maintenant compléter notre résultat relatif aux
op= .. .

courbes T pour lesquelles © est de la forme %— de Ja maniére sut-

vanle

Toutes les courbes U qui appartiennent aw méme coeffi-

. 2pT N . . . o
clentl T = -Lq—— possedent au moins un point incariant par T en

commun. Dans cet ensemble, il y « une courbe 'y extéricure et
une courbe T, (ntéricure.

Sl n’y a qu'un nombre fini de courbes, ces faits sont ¢évidents.
En effet, Ie bord extéricur de ces courbes constitue une courbe Ty
ct e bord intérieur une courbe Ty, Ces deux bords auront des
points communs d'aprés ce qui précede, et ces points communs
s¢ trouveront nécessairement sur toutes les autres courbes T en
question,

S’y a un nombre mfini de courbes T, considérons la région
ouverte simplement connexe, extéricur: a toutes ces courbes. Sa
fronticre est ¢videmment une courbe invariante T, Comme tout
pomt d'une courbe ' an voisinage immédiat de T, est avancé,
par T=, d'un angle compris entre

2mp T mps
2MPE L e 2MPE

q q9

-

. Done. la

. .. : . . .opw
on voit que le coefficient de votation de T est aunssi ;’

courbe T3 ainsi que la courbe analogue T}, appartiennent a l'en-
semble I'. Ces deux courbes auront an moins un point invariant
par T¢ en commun, et ¢es points communs devront étre situés sur
toutes les courbes 1.

On démontre immédiatement

Toute suite infinie épanouissante (ouw décroissante) de
courbes T tend uniformément vers une courbe I

En effet, une telle suite définit une région ouverte intérieure,
invariante par T, dont la frontiére est une courbe T' que les
régions de la suite approchent vniformément.

5. Le lemme fondamental. — Considérons maintenant un rayon
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quelconque =06, et marquons sur c¢ rayon les points de ren-
contre avec chaque courbe. Cet ensemble de points est fermé. A
vrai dire, si les points de rencontre de I'y, Ty, ... tendent vers un
point P de § = 6, avec r croissant, ces courbes

| AFUR AR AR

forment nue suite épanouissante dont la courbe limite I' rencontre

6 =0, au point limite P. On peut opérer de la méme facon si les

points de rencontre tendent vers un -point P avec r décroissant.
Marquons plus généralement sur 6 = 6, tous les points compris

entre la courbe T extérieure et la courbe I' intérieure des courbes
. " \ . . . PR

qui possédent un méme coefficient de rotation r = -£—~.

L'ensemble des points et intervalles ainsi marqués %st ¢galement
fermé, et chaque point ou intervalle correspond a un coefficient
unique de rotation qui croit avec r.

L’ensemble des points et intervalles marqués remplit la ligne
entre r = a et r = b ou ne la remplit pas.

Dans le premier cas, entrelacement des courbes ct des régions
simplement connexes entre elles remplissent toute la couronne;
par exemple, cette possibilité se trouve réalisée par la transfor-
mation de rotation variable U mentionnée plus haut. Dans le cas
général, chaque branche asymptotique, issue d’'un point invariant
instable par T9, coincide avec une autre branche de la méme espéce.

Dans le second cas, on trouve un segment PQ sur la ligne
§ =6, quine contient pas de points « marqués» intérieurs, quoique
P et Q soient marqués. En d’autres termes, il y a une région
annulaire de la couronne dont les deux bords sont des courbes
invariantes successives qui coupent § =6, en P et Q respecti-
vement. Une telle région sera appelée « région annulaire d'insta-
bilité » (ring of instability).

Dans ce qui suit, nous nous appuierons sur le lemme suivant :

Lemme. — Il existe des transformations auxiliaires A, du
type T, dont la couronne contient au moins une région annu-
laire d’instabilité.

Dans un article récent ('), j’ai démontré ce fait, qui, au point

(1) Sur Vexistence de régions annulaires d'instabilite (Annales de I'Institut
Henri Poincaré, 1931).
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de vue analytique, scmble d’avance presque certain. Comme
j'emploic dans cet article une couronne comprise entre r=o
et r=1. la région annulaire d’instabilité pourrait s'étendre
Jusqua r =o.

(. Une propriété des régions annulaires d’instabilité. Soit
donc R une telle végion annulaire d’'instabilité entre les courbes
invariantes successives Iy et Ty d’équations

o= fich, ros f5000 [Lie)y > fuchi]

ou i et fy sont continues et périndiques de période 2.

Dans le voisinage immédiat de (out point de V(1) il exiser
des points dont quelques-unes des images par T, T2 ... se
(roucent dans le voisinage immédiat d’un point donné de
ry(Ty).

En effet considérons une petite région ouverte g autour du point
donné de Uy. La suite des végions 7, T(2), Ty(g). ... jointe a la
région - f4(7) également ouverte et connexe, constitue une
région ouverte et connexe. G, telle que tout point de la végion trans-
formée T(G) appartient évidemment a G Puisque T est conserva-
tive. on en conclut que Goest une région invariante par T. De
plus, la végion ouverte simplement connexe I extéricure a Goest
invartante. Done la fronti¢re de B doit étee une courbe fermée inva-
viante daprés notre définition. et doit par conséquent coincider

avee Iy dlon Te vésaltat énoneé.

7. La transformation définitive 1.. -- Choisissons donc¢ une

transformation conservative A qui adwette une telle région annu-

laire d'instalnlite
S0 <rsfich

et désignons les coceflicients de rotation correspondant aux deux
bords I'y et Ty par 7, et ty(7, > 7). Choisissons aussi a U'intérieur
une courbe fermée K. de la forme

r==fu)

ou f est analytique en 6 et périodique de période 27, de telle sorte
que Ko divise Taire de la région annulaire en deux parties égales.
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Soit V. la transformation suivante :

L 0,= 0. r

=(—z)rt oz f2,

oo e« 1 est une quantité que nous allons choisiv suffisam-
wment petite plus tard.

La transformation définitive qui nous conduita notre conclusion
principale est la transformation composée T, == AV ...

La transformation purement rvadiale V. est analytique partout
sanf a Uorigine r = o et diminue toute aire dans le rapport (—IT—'

parce que Pon a
diriidby =1 —z)ydrdi.

Par conséquent T jouit des mémes propriétés,

De plus, la transformation Vo laisse mvariante la courbe K,
tandis que tout point a une distance radiale d de K est transformé
vers K radialement en un point & une moindre distance radiale
de K. Done T = AV, transforme la région annulaire en une
partie d elle-méme,

VERER WAV A

HA

rfi— T2

(roir la figure ci-dessous), dont les frontiéres sont les images respec-

Fig. 3.

. . . .. et o
tivesT', et T, de T, et T',. La transformation inverse T; "' =V¢ " A=)
est analytique au moins a Uintérieur de la région annulaire I'| T,

et augmente toute aire dans le rapport

I .,
(1—2)



— 16 —
Il est évident que Paive incluse entre I') et I, est la méme que celle
incluse entee T, e I,
De plus il est évident que la transformation T(T;' ) dévie la
divection radiale vers sa gauche (droite). Gette propriété est fon-
damentale pour ce qui suit,

8. La courbe invariante correspondante (i.;. — En répétant
encore une fois la transformation on voit que la région annulaire
U, U, se trouve transformée enune autee TP T2 qui lui est intéricure
on 'F =Ty e lE =T

manicre, on obtient évidemment une suite infinic des régions annu-

",). Continuant indéfiniment de cette

laiees TV E) T 2T, L L0, chacune a lintéricur des régions précé-
dentes, o, en géndéral,

' =T PJC="T" (I
1 s( 1 h 2 e U2

De plus Faire de Ta 2™ eégion annulaive T T')' est précisément
. e TN T (1—z)n .
Faive de U, Ty diminuée dans le rappor — ct doit donc tendre

vers zéro quand 2 cvoit indétiniment. De plas, a chaque étape les
aires des régions annulaives Ty T/ et T, T restent égales.

Parv conséquent, Pensemble de points intéricurs a toutes ces
régions annulaives st une courbe fermée, Goqui divise la région
annulaire imitiale en denx parties ¢gales. On voit immédiatement
que cette courbe estinvariante par T's aussi bien que ses denx ¢otés.
les courbes Coet G Onovoit aussi que Pensemble Co; commun a
C.et G est eneore une courbe invariante par T les deux cotés de
Cei sontidentigues, et il n'existe pas d'autree courbe de cette espéce.

1t eciste done une courbe Co; parcourant la région annulaire
dinstabilité UV Byl fronticre commune des régions ouvertes sim-
plement copneres, cctérieure. et intéricure qui esl incariante
par la transformation T, et qui dicise T\ 1y en dewr parties
cgules. .

Cest eette courbe G, que nous allons étudier de plus preés.

Disons quune courhe est rowlée vers la gauche par rapport @
Uintériear s'il existe des courbes réguliéres intéricures, OP, sans
paiats doubles; dont la direction tangentielle n’est jamais a droite
de T divection radiale qui joignent Porigine O a un pointintérieur
arbitraire P D'une manicre analogue disons qu'une courbe est
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‘roulée vers la gauche par rapport au point & Uinfini s’il existe
des courbes réguliéres O'P, sans point double, dont la direction
tangentielle n’est jamais a droite de la direction radiale dirigée
vers O, qui joignent le point O’ appartenant a un cercle concentrique
extérieur a un point extéricur arbitraire P:

La courbe C; est roulée vers la gauche par rapport & Uinté-
rieur et @ Uextérieur.

S’il n’en est pas ainsi, supposons par oiemplo qu'il existe des
points P intérieurs a C,; qui ne sont pas accessibles de la gauche
de O, le long d’une telle courbe OP.

Revenons maintenant au plan des coordonnées rectangu-
laires r, 6.

En premier licu le point P, qui n’est pas un point de C; doit
néanmoins appartenir a C;. Autrement P serait 'image d’un point
Q entre I, et I')” par une puissance convenable, T¢ de T;, comme
le montre la construction ci-dessous. Joignons I'y a Q par une

ligne verticale O, Q. L’image O Q" de cetie ligne se trouve entre
I et T'?, et joint Pimage OV de O, sur I'; a l'image Q¥ de Q.
La direction tangentielle de O Q) est partout dévide vers la
gauche de la direction verticale sauf peut-étre au point 0',. Soitdonc
O, le point de T, sur la méme ligne verticale que (_)—(‘,”. Considérons
la courbe 62(—)‘,"Q"’fornlle’e par la ligne droite 626’3‘” et la courbe
0" Q. Cette courbe est sans point double, et sa direction tan-
genticlle n’est jamais a droite de la direction verticale. Son image
0,0 Q aura aussi une direction tangentielle a gauche de la

direction verticale sauf peut-étre au point O}". En continuant ainsi
on obtient a la n"*™ étape la courbe

0nti O ... 0P

du type demandé qui joint O,.,deT,aP= Q.

Nous voyons donc que tout point P a Pintérieur de C.; qui
n’appartient pas a C; doit étre accessible de T'y par la gauche, De
plus la méthode de construction de notre courbe auxiliaire nous
montre que la direction tangentielle de cette courbe sera plus
dévice a gauche que la direction verticale d'un angle d > O entre
T ct Ce, et cela indépendamment du point P considéré. '

LX. 2
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Il reste a considérer les points intéricurs P qui appartiennent a
Ci. Supposons qu’un tel point ne soit pas accessible de I’y par la
gauche. Choisissons un carré autour de ce point assez petit pour
ne contenic aucun point de C,;. Ce carré doit contenir des
points P accessibles de la gauche parce que les régions extérieure
et intéricure a Ce; ont une aire totale égale a celle de la région
annulaire d'instabilité. Construisons une courbe auxiliaire OP
(voir la figure ci-dessous). Si cette courbe entre dans le carré pour

Fig. 4.

la premiére fois au point Q par le coté supérieur ou par le coté de
droite, la courbe OQP, ot QP est une ligne droite, rend P acces-
sible de la gauche. En effet 'angle tangentiel est au moins =« sur le

Nt , . 5w Ty oqee .

cole supcrieur et reste plus grand que — > by a I'intérieur du carré ;

4 2
N . . ", N T . . . , .

sur le coté de droite I'angle dentrée peut étre — mais a I'intérieur

cet angle excédera Z- De la méme maniére, si la courbe OP entre

dans le carré par le coté inférieur on par le coté de gauche avec

. 3Ix y g )

un angle tangenticl plus grand que — c’est-d-dire d'en dessus,

on pourra employer la courbe auxiliaire O QP de la méme maniére

(qu'auparavant. Evidemment la courbe OP ne peut pas entrer dans

e careé den dessous, pav le coté de gauche.

Il vient done que la courbe OP doit entrer dans le carré d'en
dessous, par le ¢oté inférieur, et en un point Q a gauche de P avec
un angle compris entre —) et . En toutautre cas on pourrait obtenir
une courbe auxiliaire en ajoutant le segment rectiligne QP a OQ.

On voit ainst que O Q doit couper pour la derniére fois la ligne
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verticale qui contient P en un point R au-dessous du carré avec

. . = .3 - .
un angle tangentiel compris entre = et —:5 Supposons que S soit le

premier point ou OR rencontre cette ligne verticale au-dessous
de P, comme le montre la figure ci-dessous; un tel point S ou
bien coincide avec R ou est situé¢ au-dessus de R. Il doit exister
un point X de C, sur le segment SP (mais naturellement
en dehors du carré): autrement on pourrait obtenir une courbe
auxiliaire en ajoutant le segment vertical SP a OS. Nous choisissons

Fig. 5.

el

1

S 9=0

0 (M

=27 R

pour X le point de C,; le plus rapproché¢ de P sur cette ligne verti-
cale; pour cela remarquons que C.; est un ensemble fermé qui
ne contient pas P. :

L’arc RQ se trouve donc entiérement entre les lignes verticales
qui contiennent respectivement P et Q, parce que I'arc RQ est
dévié vers la gauche de la direction verticale ou suivant cette direc-
tion. De plus R doit étre au-dessous de 2.

Faisons maintenant diminuer indéfiniment le carré autour de P.
Nous obtenons une suite d'arcs RQ qui s’étendent d’un point R
au-dessous de Z jusqu’a un point Q prés de P, et qui sont situés
entre les deux lignes verticales voisines I'une de I'autre passant
par R et Q. On voit donc qu’un tel arc différe peu du segment
vertical ZP.

Pour montrer la contradiction nous nous souvenons maintenant
du fait qu’une courbe auxiliaire OP peut étre choisie de facon que
’angle tangentiel excéde g de d > o, uniformément entre Iy’ et
Ci, et par conséquent dans un voisinage fixe de P qui appartient a
Ci. 1l saute aux yeux que les arcs QR ne peuvent avoir cette pro-
priété sans sortir de la bande verticale étroite entre Q et R, d’ou
la contradiction annoncée.
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Un raisonnement tout a fait analogue montre que Ce; est aussi
roulée vers la gauche sur le coté extérieur.

Il semble probable que, d’une fagon pareille, tous les points de
Cei elle-méme qui sont accessibles le long d’un arc extérieur ou
intérieur de Jordan, sont accessibles le long d’une courbe réguliére
dévice vers la gauche (I'extrémité sur C,; étant exceptée).

9. Les points radialement accessibles de C.;. — Sur chaque
ligne radiale issue de O il existe un point de Ce; et un seul qui est
radialement accessible. La totalit¢ de ces points se trouve rangée
en ordre cyclique sur Ce; selon lordre croissant des_valeurs de 6
correspondantes.

Tout point radialement accessible (V) de C,; se trouce rans-
Jormé en un point de la méme espece par la transformation
inverse T'.

Pour le démontrer commencons par démontrer qu’'un point P
intérieur a Cg; qui est accessible de la droite est aussi radialement
accessible.

Soit O*P une courbe auxiliaire déviée vers la droite. St QP se

) 0-0

v

2

]

trouve entiérement a gauche de P (voir Ia figure ci-dessus), nous
raisonnons de la maniére suivante.

Le point P est aussi accessible de la gauche comme nous I'avons
démontré. Une ligne auxiliaire correspondante OP ne peut pas
couper la ligne verticale qui contient P en un point Q au-dessous
de P sans avoir dé¢ja-coupé O'P par en dessus, en un point R qui

(1) Soit du coté intérieur, soit du coté extérieur. Evidemment il suffit de
considérer seulement le premier cas.
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précéde Q. Un tel point R ne peut pas exister. En effet dans le cas
contraire la courbe O* RO ne contientaucun pointde C,;, et C,; doit
étre intéricure a la région comprise entre T, et 0*RO, ce qui n'est
pas possible. Par conséquent la courbe OP ne coupe ni la portion
de la verticale qui contient P, située au-dessous de P, ni la courbe
O*P, et le point P doit étre radialement accessible parce qu'il n'y
a pas de point de C,; a U'intéricur de O*PO.

Mais supposons que la courbe O*P ne soit pas entiérement a
ganche du point P. Soit P* le premicr point on O rencontre la
ligne verticale qui passe par P. Evidemment P* doit étre au-dessus
de P, en raison de la propriété caractéristique de la direction tan-
gentielle. Donc si nous pouvions démontrer que P* est radiale-
ment accessible, le point P le serait aussi. '

En considérant maintenant le point P* au lieu de P dans le rai-
sonnement précédent et en employant la courbe auxiliaire O*P*,
qui est déviée vers la droite et se trouve a gauche de P*, nous
démontrons par la méme méthode que P* doit étre radialement
accessible, ce qui compléte la démonstration.

Supposons maintenant que P soit un point de C,; radialement
accessible, ct considérons son image P="' =T ' (P)par T{"".

Fig. 7.
P(-I)
z
=2r s D
0=0

L’image de la ligne radiale O*P nous donne une courbe O**P(—1
ou O est 'image du point ou O*P rencontre T}{"' (voir la figure
ci-dessus) et cette courbe est dévide vers la droite.

Chaque point Q intérieur & O*Pi{—" est donc radialement
accessible d’apreés la démonstration ci-dessus, ce qui nous montre
que P(=") doit étre plus a droite que tout autre point de O**P(—",
On voit aussi que, pour la méme raison, la région D au-dessous

de la courbe O™ P(=") ne contient aucun point de C,; a gauche
de P(=v),
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D’autre part le résultat indiqué subsiste évidemment s’il n’existe
aucun point de C.; au-dessous de P(—'); nous prenons pour 2 le
point de cette espéce le plus prés de I'axe des 6. La méme figure
nous montre que le point radialement accessible 2 précede le
point P(=" dans l'ordre cyclique sur C,.;. Les points accessibles
de C.i entre 2 et P(—1) sont évidemment accessibles de la région
an-dessous de O P(=1) comprise entre 2 et P(—. Mais s'il exis-
tait une partic de Vintérieur de C,; ainsi accessible et a droite de
ZP~', on voit que les points de cette partie ne seraient pas acces-
sibles le long d’une courbe déviée vers la gauche. Par consé¢quent
nous devons conclure que le segment ZP(—" est lui-méme la
partie de C,; entre 2 et P(=1),

Mais cette possibilité doit étre ausst exclue. En effet il xiste
au-dessous de O**P(=1) pres de P(—Y), des points P qui n’appar-
tiennent pas a C;. Comme nous 'avens déja remarqué, un point P
de celte espéce est accessible de la gauche le long d’une courbe
OP déviée vers la gauche de la direction verticale d’au moins un
angle d > o et an-dessus de T';*’. 11 est tout a fait évident que de
telles courbes OP n’existent pas pour P suffisamment prés du point
P(=1 de C.,.

Du résultat ainsi démontré, nous déduisons le suivant comme
corollaire immédiat :

Soient P un point de C,; radialement accessible, et P % son
image par'T,”"'| également radialement accessible. Si la diffé-
rence entre les deux valeurs correspondantes 6 et §_; de 6 est de
la forme

2l S04 —0<2(l+1)x
la transformation T“_'” avance chaque point de C.; de plus de
{—1 et de moins de l+ 2 rotations completes. Si le signe
d’égalité a lieu, le point P est avancé de précisément L rotations
completes.

10. Sur les deux coefficients de rotation de C.;. — Supposons
maintenant que le coefficient de rotation intérieure de la courbe C.;
soit 7}, D’aprés la propriété fondamentale de ce coefficient nous
aurons donc un nombre de rotations compris entre

—krl—ox —kz}+2x
et

2% 2T




—a(l--2)= . o —2l—0)z

~ selon ce qui précede.

Faisons I'hypothése que quand & tend vers 6, les moindres
distances 'de Cg; a Ty et a T, tendent uniformément vers §. Tout
point P a cette moindre distance de T,y est certainement radiale-
ment accessible, et ses images par T,™", Ti™*', ... le sont aussi,
comme nous l'avons démontré plus haut. D’autre part pour e
petit, T," differe peu de A=V, Par conséquent les distances
de Pt=0_ P=2, .. ala courbe Iy (invariante par A) restent
petites jusqu’a une grande valeur de A, et ces points seront situés
prés de Q=1 Q=2 . ou Qi=", Q—2), ... sont les images
successives par A=) d’un point Q de T, voisin de P. Le point P(—%
sera donc avancé d’un angle qui difféere de Az; (z; indique le coef-
ticient de rotation de T, par A), de moins de 4n. Donc

—kt— 7 <04 — 0 S— AT+ 4=,

d’ou, d’aprés l'inégalité de la section 8,

—2(l+ )= —a2(l—2)=
% Sug % *

La comparaison de cette inégalité et de I'inégalité analogue ci-
dessus, relative a ] nous montre que

—I10ox 107

% <Tu—1< -

Puisque k devient arbitrairement grand quand ¢ tend vers 0,
nous voyons que t; tend vers 7;. _

De la méme maniére on démontre que 7, tend vers 7. quand ¢
tend vers 5.

Mais z; est inférieur a 7, comme nous I'avons vu. Par conséquent
pour & assez petit on aura 7; <7, ; c'est-a-dire que le coefficient
de rotation de C,; par rapport a la région extérieure doit dépasser
le coefficient de rotation par rapport a U'intérieur.

Tout cela suppose que T'hypothése faite plus haut est valable
(quand ¢ est suffisamment petit.

I reste maintenant a démontrer cette hypothése.
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Supposons qu’elle ne soit pas satisfaite. par exemple supposons
que la moindre distance de C,; a Ty ne tende pas uniformément
vers 9 quand ¢ tend vers 4. Nous pourrions alors trouver une
constante A et une suite infinie de valeurs de e, ¢, &, ...,
avec lime, =9, telles que toute courbe Cf correspondante
ne posséde aucun point a une distance de Ty inféricure & A.

Considérons maintenant les inmgv.; Bt par At de la bande

SO Sr < fu(0) -k,

au-dessus de I'?, remarquons que cette bande, par hypotheése, est
au-dessous de G, pour les valeurs &, €, ... de e. Envisageons
la région ouverte connexe formée par ces images

Ce=... - BE2.L B0 B - BV B

elle est évidemment invariante par A et A1,
Nous pouvons ¢erive d’une maniére symbolique
C=1limC,,

ol
Cy=Bt-W4 4+ B+...+ BWw,

Lesrégions onvertes connexes Gy, Gy, ..., G,y . .. s’épanouissent
vers C quand » tend vers Pinfini.

Ajoutons maintenant & G, tous les ensembles fermés contenus
dans son intéricur. Nous obtenons ainsi une région ouverte sim-
plement connexe D,,. Je dis que Uaire de D, ne peut pas dépas-
ser la moitié de Uaire de la région annulaire. Pour le démontrer

considérons .
Ch=Te" (B)+...4+B+...+T(B),

ot n estarbitrairement grand et e une-valeur de la suite ¢, €, ....
Comme G}, et, par conséquent, aire D, totale incluse par G, restent
entierement au-dessous de la courbe invariante C,; correspondante,
(qui divise en deux parties ¢gales l'aire de la région annulaire Ty,
I',). on voit que la région D}, incluse dans G}, aura une aire qui ne
dépasse pas la moitié de celle de Ty, T',. Dautre part quand ¢
devient petit, T tend vers A, on voit donc que D} tend vers D,.
d’ont la conclusion en 1talique.

Par conséquent la suite des régions ouvertes, simplement con-
nexes et épanouissantes Dy, D,. ... tendra vers une région ouverte
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simplement connexe D dont I'aire totale ne peut pas dépasser la
moiti¢ de 'aire annulaire. Il en résulte que la courbe fermée de
frontiére est une courbe invariante par A qui ne peut coincider ni
avec I'y ni avec T',. Selon la propriété fondamentale de la région
annulaire d’instabilité une telle courbe n’existe pas.

Nous concluons donc :

Pour ¢ suffisament petit la caurbe fermée invariante Co; -
posséde deur coefficients inégaux de rotation t; et t. respective-
ment par rapport & Uintérieur et Uextérieur; ces coefficients
satisfont ¢ v, << ..

11. Sur une autre propriété de C.;. — Notons aussi la propriété
suivante :

La courbe C.; ne peut avoir aucun point accessible & la fois
de l'extérieur et de l'intérieur.

En effet si un tel point P doublement accessible existait, toutes
ses images P®K) (k==1, *=2, ...) par Tt seraient du méme
type et devraient avoir le méme ordre cyclique relatif sur les deux
cotés. Mais cet ordre détermine les coefficients de rotation, qui
seraient alors égaux.

Cette propriété nous montre la nature assez compliquée de la
courbe C,;.

Nous ne pousserons pas plus loin 'étude des propriéiés de C,.

12. Une remarque historique. — J’ai observé en 1916 que les
transformations conservatives associ¢es aux systémes dynamiques
a deux degrés de liberté dévient les directions vers la gauche ou
vers la droite de la direction radiale dans le voisinage d’un point
invariant de type stable. Je me suis alors demandé ce que I'on pour-
rait dire pour une transformation conservative T d’une couronne
en elle-méme possédant cette propriété, et j’avais imaginé pendant
quelque temps qu’au lieu des deux points invariants qui existent
d’aprés le dernier théoréme de géométrie de Poincaré, on pourrait
dans ce cas obtenir toute une courbe invariante. Pour essayer de
démontrer cette conjecture en m’appuyant sur ’existence, presque
certaine, de régions annulaires d’instabilité, j’ai ¢tudié la transfor-



— 6 —

mation auxiliaire. T employcée plus haut.. J'avais méme cru avoir
prouré cette hypothése par la méthode de reductio ad absurdum
en obtenant comme autre possibilité une courbe invariante C,; avec
deux coeflicients inégaux de rotation. C’est seulement un peu plus
tard que je me suis aper¢u qu’une telle courbe invariante pourrait
bien exister.

Plus récemment jai démontré Uexistence des régions annulaires
d'instabilité (voir mon article dans les Annales de UlInstitut
Henri Poincaré). et cela m’a permis, en suivant le méme ordre
d'idées, de démontrer Texistence de cette catégorie remarquable

. .
l't' C(illl‘l)(‘s fermaées.




