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SUR LES DERIVEES DES PONCTIONS DES SYSTEMES SIMPLES
D'INTERVALLES;

Par M. Steran Kaulflsrv.

M. Lebesgue a établi que la dérivée F'(x) d’une fonction abso-
lument continue est presque partout égale a la limite du quotient

Z[l“(,’m—-lﬂ )]

i=1
n
E (3i—2)
izt

(i, 3i) ¢tant des intervalles non empiétants et tels que

’

E(si—2) > k| Va| >0,

si V¢ est le plus petit voisinage contenant tous ces intervalles et
-V i Pétendu de ce voisinage ().

Il se pose la question de savoir quelles sont les propriétés de
cette limite supposée finie ¢t indépendante de la valeur de la cons-
tante A, quand F(.r) est une fonction arbitraire.

Or il résulte d'un théoréme de M. Newman () que cette dérivée
spéciale de paramétre A est approximativement continue. La réci-
proque de ce théoréme est exacte pour les fonctions bornées (3):
ce fait est nne généralisation d’un théoréme de M. Denjoy (*) et
prouve que la fonction dérivée ainsi définie peut étre discontinue.

in étudiant le procédé d’intégration (A) de Denjoy, j’ai établi

(') H. LenesGuk, Lecons sur lintégration, 10° édition, Paris, 1928, p, 192,

(*) H. A. NEWMAN, On approximate continuity ( Transaction of the Cam-
bridge Phil. Society, t. 23, 1923, p. 17).

(*) Voir ma Note Sur les derivées de la fonction d’ensemble (Comptes
rendus, Paris, L. 182, 1920, p. 1205,

(%) A. DeNjov, Sur les fonctions derivées sommables (Bull. Soc. math. de
France, t. 13, 1915, p. 173).
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que la dérivée en question est intégrable (A) donc sommable (')
et que son intégrale est Paccroissement de F(z) (2).

Or un raisonnement analogue peut étre appliqué a I'accroisse-
ment d’une fonction de plusieurs variables et méme a une fonction
quelconque d’intervalles, soit-elle additive ou non additive.

Nous allons voir en méme temps que la dérivée de paramétre £,
supposée indépendante'de la valeur de A, est non seulement ap-
proximativement continue mais approximativement continue au
sens strict, c’est-a-dire égale a la dérivée formée en partant du
produit de la borne supérieure ou inférieure a densité A prés sur
un intervalle par la longueur de cet intervalle.

Toute fonction approximativement continue et bornée dans un
intervalle est donc approximativement continue au sens strict.

En négligeant les ensembles de mesure nulle, on déduit du théo-
réme énoncé et de celui de M. Lebesgue que toute fonction som-

mable est presque partout appr\oximativement continue au sens
strict.

1. — Notions préliminaires.

1. Lintervalle linéaire dont les extrémités sont a et b c’est
I'un des quatre ensembles :

a<r<ba<z<ib asz<b alzlb.

L’intervalle 1 dans un espace cartésien a k dimensions est
I’ensemble de tous les points (¢, 3, 3, ..., &) tels que la coor-
donnée z; appartient a un intervalle linéaire (a;, b;).

Un voisinage symétrique V, d’un point

X = (L1, Fay .oy Tay ooey Thk)

est 'intervalle dont les projections sur les axes de coordonnées sont
des intervalles linéaires («;— A, x;~+ h), h étant le rayon du voi-
sinage. :

Un systéme d’intervalles est simple s’il se compose d’un nombre

(') A. DENJoY, Sur la définition riemannienne de l'intégrale de Lebesgue
(Comptes rendus. t. 193, 1931, p, 695)

(?) Voir ma Note Sur !l'intégration de la dérivée reguliére (Comptes
“endus, t. 184, 1927, p. 69).
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fini d’intervalles non empiétants, ¢’est-a-dire sans points intérieurs
communs.

Nous désignerons par A, B, ... les systémes simples d’inter-
valles 1,. L. .. .. 1, en écrivant

,\:2].,[:, -~-~,ln;

et par les mémes lettres avec un point au-dessus de chacune
les ensembles simples composés des points de ces intervalles, donc

A=T+ b+ ..+ 1,
Quand un systéme se réduit a un seul intervalle, il pent étre

désigné sans lambiguité par .

2. En partant d’une fonction d’intervalle F(I) nous pouvons
définir par Paddition une fonction de systéme simple en posant

F(A = F(I) 4+ F(L) ...« F(I,).
Par exemple, en partant de I'étendue de I'intervalle 1, ¢’est-a-dire

dn nombre
[T =(bi—ai)(by—ay) ... (bx—ax),

nous définirons U'étendue d’un systéme simple d’intervalles par
Iégalite

i:\i:l[,|+ll:‘+...+|l,¢|.

On peat aussi définir une fonction de systéme d’intervalle en se
servant d'une autre opération.
Soient. par exemple,

nily=min (b, —a;, bs— 2y, ..., bp— ay),

n(ly=max (b — e\, bs—a,, ..., bp— ay)

les normes inférieure et supéricure de I'intervalle I. En posant

n(A)z=min(by—a), by— s, ..., bp—ary),

N(A) = max(b.—as, bo—as, ..., by— a;),

nous définirons les normes extrémes des systémes simples.

3. Quand un systéme simple A est composé d’intervalles con-
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tenus dans un intervalle I et tels que - A= | | nous dirons que A
est une dicision de Uintervalle 1.

Soient done D une division de Uintervalle R et F(A) une fone-
tion définie par I'addition en partant de la fonction F(1).

La plus grande limite de F (D) quand la norme supéricure de la
division D tend vers zéro est Vintégrale supéricure de F(1)
dans R au sens de Burkill. La plas petite imite de F(D) est 'inté-
grale inféricure de F(1) ().

Lorsque ces intégrales sont finies et égales, la fonction est dite
intégrable au sens de Burkill.

4. Nous dirons qu'un systéme simple A est régulier suicant le
parametre o par rapport a un point .r (*) quand le plus petit voi-
sinage V. contenant A satisfait a la condition

[A]>a] V.|,

Lorsque I'étendue de ce systéme A ou, ce quirevienl au méme,
celle du voisinage V. décroit vers zéro, nous dirons que A tend
régulierement suivant le paramétre a vers le point , en ¢écrivant

A,
La dérivée inférieure de paramétre a de la fonction F(A) au
voint ¢ est la plus petite limite du rapport
I pius p PP
F(A)
AT’
A tendant vers o suivant le paramétre o Nous éerirons

F(A)
[A]

DXF(A) = liminf.
Da e

De méme la dérivée supérieure de parameétre a est

_Df_;F(A) = lim sup. F(A),
Are A

-3

(') J. C. BURkILL, Functions of Intervals (Proc. Lond. Math. Soc., 2* série,
vol. 22, 1923, p. 2«g).

(?) Ou appartient 2 une famille réguliéve, suivant I'expression de M. Lebesgue
| Sur Uintegration des fonctions discontinues (Annales scient. de U'Ecole
Norm. sup., 3¢ série, t. 27, 1911, p. 388)1,
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Il résulte de ces définitions que l'on a, pour o' < a, les inéga-
lités
DYF(A)SDIF(A)SDIF(A)SDEF(A),

donc ces dérivées tendent vers les limites finies ou infinies quand
le parameétre « décroit vers zéro. )

La limite de D7F (A) est la dérivée inférieure de la fonction F(A)
au point .z, celle de D2F(A) est la dérivée supérieure. Nous dési-
gnerons ces dérivées extrémes respectivement par D.F(A)
et DAF(A).

Comme nous avons
_[EF(‘_A)§1_’);’,‘.F(A)§-D_°}F(A)§E F(A),

toute fonction dérivable au point .z est dérivable de paramétre o et

D.F(A)=DXF(A).

3. Nous nous servivons dans la suite d’un lemme de MM. Vitali
et Lebesgue énoncé sous la forme suivante : si dans une famille
de systémes simples d’intervalles il existe, pour tout point x
d’un ensemble borné E, une suite de systemes qui tend régulie-
rement vers ce poinl (suivant un paramétre ay), nous pouvons,
étant donné 3 positif, déterminer un systeme A qui soit la réu-
nion d’un nombre fini de systemes de la famille considérée et
qui sott distant de 8 de Uensemble E, c’est-a-dire tel qu’on ait

|A—kl<s, E—Al<as.

Lorsque Pensemble E est contenu dans un intervalle I, le sys-
téme A peut étre formé exclusivement d’intervalles contenus
dans 1 ("). v

Nous allons aussi faire usage d’'un lemme de M. Lusin (2), en
étendant ce lemme a P'espace a plusieurs dimensions. Disons qu’un
systtme S d’intervalles couvre intérieurement un ensemble E
quand tout intervalle, contenant un point z de E et contenu dans

(') R. C. Youna, Functions of X defined by addition of functions of inter-
vals (Matematische Zeitschrife, t. 29, 1928, p. 181).
(?) N. Lusin, Recueil de la Soc. math. de Moscou, 1911.
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un voisinage suffisamment petit de ce point I; appartient au sys-
téme S.

Le lemme de M. Lusin peut étre alors énoncé comme il suit : si
Uintervalle fermé lest couvert intérieurement par un systeme S,
il existe un systéme simple A, contenu dans S et couvrant linter-
valle 1. Quand le systéme S est formé d’intervalles contenus
dans I, le systéme simple A est une division de I et ensemble E
peul étre admis comme couvert intéricurement relativement a I'in-
tervalle I. I1 suffit méme d’admettre, dans ’hypothése du lemme,
que tout intervalle semblable a I, contenant un point = de E et
contenu dans un voisinage suffisamment petit, appartient au sys-
téme S. Pour démontrer le lemme on se sert d’un réseau qui s’ob-
tient en divisant les cotés de R en parties égales.

II. — La continuité approximative de la dérivée de F(A).

1. La fonction f(r) est approximativement semi-tontinue
supérieurement au point z, lorsque, quel que soit le nombre A
compris entre o et 1, il existe un nombre positif ¢ tel que, E étant
I'ensemble

E(7(2)>f(20) +¢)

et V; le voisinage de rayon inférieur a 3, nous avons

|EVa, |3 | Vi, |-

La définition d’une fonction approximativement semi-continue
inférieurement s’obtient en remplacant ’ensemble E par I'ensemble

E[/ () </f(a0) —¢].

Les dérivées extrémes de F(A), en tant que fonctions du point x,
sont approximativement semi-continues ; d’une fa¢on plus précise,
la dérivée supérieure est approximativement semi-continue
supérieurement et la dérivée inférieure est approximativement
semi-continue inférieurement.

11 suffit de prouver la premiére partie de ce théoréme puisque,
en changeant le signe de la fonction, on change le sens de la dérivée
et de la semi-continuité. ’
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Désignons par f(.) la dérivée supérieure finie D F(A) dans un
intervalle R et considérons, pour e > o, I'ensemble

E = E{f(r)>[f(ry)+el

Si la fonction f(.r) n'est pas approximativement semi-continue
supéricurement au point £,. il existe un nombre positif A tel que,
pour p > o, on puisse déterminer un voisinage V., tel que

[V I <s. [EV >0 V|
Soit maintenant z, tel que

DEF(A) \D—,.r‘(A)_% =f(r)— f‘,

et que par suite en tout point . de Pensemble E on ait

| »

DEF(A)— 3 > [(ro)+ 3-

w

Daprés la définition de la déeivée DZF(A), il existe pour tout
point . de EV . un svstéme simple A tel que

F(A)

[A]

FA> 2|V,

>Di"|“'—:»
)

quel que soit (V0
D’aprés le lemme de MM. Vitali et Lebesgue il existe donc un
systeme simple A, satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1" Les ensembles A, et EV, sont distants de 6;
2° Ay=A 4+ A+ .+ A e pouri=1,2, ..., 0,

F(A,) . H
A[' ,4\‘./‘(10)-% 3

|

Les derniéres inégalités donnent

F(Ao)

™ A,

>./‘(‘.7‘0) -+

wlm

D’autre part, la premiére condition fournit les inégalités

I/\ol>IEV..,QI—B,\.).iV,,«uI—&.
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[l suftit donc de poser
8= <)|Vyl
2

pour voir que | A, | est régulier suivant le paramétre % par rapport
ax,.
En faisant décroitre p vers zéro, nous avons donc, en vertu de
I'inégalité (1),
DIFF(A)2f (20) + &
Cependant A
J(z0) = Do F(A)2DXF (A),

nous aboutissons donc a une contradiction.

Lorsque
Dy F(A) =+,

cette dérivée est évidemment approximativement semi-continue
supérieurement.

Enfin, si
D, F(A)=—m,

on remplace dans notre raisonnement f(x,)-+ ¢ par un nombre
fini arbitraire.

2. Lorsque la fonction F(A) est dérivable dans un intervalle R,
sa dérivée est approximativement semi-continue supérieurement et
inférieurement en méme temps, elle est donc approximativement
continue.

Inversement toute fonctior f(x) approximativement continue
et bornée dans R est égale a la dérivée de son intégrale

f(@ydz= | f(z)de + [ f(x)dx +...+ | f(z)dz,
A Iy I, b O

A étant le systéme simple des intervalles I, I,, ..., I, contenus
dans R.

11 suffit pour le voir de reproduire le raisonnement dont se sert
M. Denjoy pour montrer que la fonction approximativement con-
tinue bornée est égale a la dérivée de son intégrale indéfinie (*).

(') A. DENJoY, loc. cit., p. 175. Le théoréme énoncé peut étre étendu aux
fonctions d’ensemble, voir ma Note Sur les dérivées de la fonction d’ensemble
Comptes rendus, t. 182, 1926, p. 1205).

LX. 8
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Ainsi la continuité approximative est une condition néces-
saire et suffisante pour qu’une fonction bornée dans un
intervalle soit dérivée d’une fonction de systéme simple d’in-
tervalle.

III. — Les bornes a densité A prés des dérivées de F(A).

1. Considérons un nombre positif A inférieur a 1. Soit M(f, I, %)
la borne supérieure a densité k prés de la fonction f(.z) dans
Pintervalle I, ¢’est-a-dire le plus petit de nombres a tels que 'en-
semble

E= %‘[f(l‘) >a]

vérifie la condition
[IE <A

Cette borne est toujours finie quand la fonction f(x) est presque
partout finie dans l'intervalle I (*).

II résulte de la définition de la fonction approximativement
semi-continue supérieurement que la plus grande limite de la
borne M(f, I, 1) d’une telle fonction au point z, est au plus égale
a f(xy), I'intervalle I tendant réguliérement vers z, quelle yue
soit d’ailleurs la valeur du paramétre de régularité.

Par suite, si ’on a constamment

M (f, I; )‘) >f(.2‘,))+ &

et 'intervalle I tend vers le point x,, cet intervalle ne tend pas
réguliérement vers x,.

Or nous verrons que, f(z) étant supposée finie et approximati-
vement continue en x,, non seulement l'intervalle I, mais aucun
systeme simple de tels intervalles ne peut tendre régulicrement
vers le point x,.

Soit en effet un systéme simple

(1) A={l1712:»--,1n'(
tel que
(2) M(f’ li,)\)>f(.’t0)+5

(') Voir ma Note Sur les limites approximatives (Comptes rendus, t. 180,
1925, p. 642) et aussi L’intégration des fonctions sommables (Annales de la
Société Polonaise de Mathématique, t. VIII, 1929, p. 23).
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et supposons qu’on ait
(3) FA[>a| Ve,

V., étant le plus petit voisinage contenant A.

Soit ensuite
E;= E[f(2)2M(f, I;, V)]

Il résulte (') de la définition de la borne supérieure a densité A
prés qu’on a

4) TLEd 22 ] L.

Considérons encore I’ensemble
E= E:t[f(x) > f(xy) + €.

En vertu de I'inégalité (2), tous les ensembles E; sont contenus
dans E.
Nous avons donc, d’aprés (3) et (4),

IVLE|2|AE| = | LE|+|LE|+...
+ | LE|I2ILE |4...4+ | LE, | >AA|>Aa|Vy]

Or cela est impossible puisque la fonction f(.z) est approxima-
tivement semi-continue supérieurement.
Lorsque f(x) = — w, la propriété en question subsiste pour les

intervalles I tels que
M(f,I,\)>a,

a étant un nombre fini arbitraire. .
En particulier le théoréme démontré a lieu pour f(z) =D,F(A).

2. En désignant toujours par M(f, I, 1) la borne supérieure a
densité A prés de f(x) dans l'intervalle I, définissons la fonction

d’intervalle
G(fiLN)=M(f, AT}

et ensuite, au moyen de 1’addition, la fonction de systéme simple

(') En effet E; est I'intersection des ensembles Er=E_ [f(x) >M(f, LA) — I_l’] H
or | ErL,| > AL
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d’intervalles .
G(f, A, ) =G/, I, ) +G(f, I, X))+ + G(f, L, 2)
pour A= (1, L,, ..., L,).

Nous allons voir que, si les systémes simples d’intervalles 1;
vérifiant les conditions

M, 1, 1) > fley) + ¢
tendent régulicrement vers xy, on a
lim sup. A)So

[ Vapl>0 | Vi | =
pour f(&) =D,F(A).
Supposons au contraire que, étant donné p > o, il existe un
voisinage V. tel (que

G(A)
IVl

>k>”; |Vv,,|<P

Cela aura lien « fortiori si 'on enléve du systéme A les inter-
valles I; dans lesquels la borne supérieure a densité A prés est non
positive.

Choisissons le nombre positif p de maniére qu’on ait

) G(A)—p|A|>k|V.l,
(6) M(I;)—p>o.

Considérons de nouveau les ensembles E; = L[f(J,)>M(f 1;,2)].

En vertu de la définition de f(.r), il existe, pour tout point &
de ILE;, un systéme simple A tel que

F()

!‘\I>al‘.rl,

V, étant le plus petit voisinage d’é¢tendue suffisamment petite et
contenant ’ensemble simple A.

En appliquant le lemme de MM. Vitali et Lebesgue a I'en-
semble E;, nous pouvons déterminer un systéme simple A satisfai-
sant aux conditions suivantes :

1° Les ensembles A; et IE; sont distants de

o M\ Ve, |
T oo IM(T) —u?



— 17 —

F(A)

M(I)—
lAl> (1) —u.

Or
ILE 22 ]4];
donc, d’apres la condition 1°,
[Ag|>A |1 —8i
La condition 2° et I'inégalité (6) donnent
F(A) > ML) —w A > [MT) —p ][] 1] — 8]

SA M) —w L= 25|V, .

En posant
A=A+ Ayroot A,

nous obtenons par ’addition I'inégalité

n

F(A) > D IMI) — a1 1] — 2 V|

i=1

=MGA)—u[A[]— 2 vy

et ensuite, en vertu de (3),

() F(An > S v, .

Considérons maintenant le systéme B, complémentaire du
systéme A, par rapport au voisinage V,. .

D’aprés le paragraphe 1, le systéme A, ne tend pas réguliére-
ment vers z,, il existe donc une suite de systémes complémen-
tairés By qui tendent réguliérement vers x,.

Or il résulte de la définition de f(x) que

(8) Fl(;) > f(xo) —

quel que soit le systéme simple B vérifiant la condition |B|> |V, |,
pour le voisinage V. suffisamment petit. '

Nous pouvons donc choisir au début de notre raisonnement le
nombre p de maniére que cela ait lieu pour

lv»'-'o[<P'
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Comme le systéme B, qui tend réguliérement vers le point z,
suivant le paramétre «, vérifie la condition |Bj| > |V, |, nous
avons .
F(B})

> f(x0)— =~
Byl =

D’autre part, d’apreés l’inégalilé (7), on avait
(9) F(AD) le..|>——|B I
Les deux inégalités (8) et (9) donnent
F(Ag+B§) > [ £+ 22| 141

Orle quotient
[AY

-
2

tend, d’aprés le paragraphe 1, vers zéro en méme temps que o,
donc le rapport :

tend vers 1, puisque
. |V, | = A |+ By .
Il vient donc

F(AJ+BY

f(zo) =D, F(A)2 lim v 2f(xo) + ,«,

n>»»

ce qui contredit Phypothése A > o.

IV. — La continuité approximative au sens strict.

1. Pour une fonction f(xr) approximativement continue nous
avons (') égalité

f(z)=limM(f, I, )= llim m(f, I, ),
I>a >
X

X
quels que soient le paramétre « et la densité 2, c’est-a-dire

f(.l‘):: D%G(f, ') )‘) = Dig(fa lr)‘)’

(1) S. KemPISTY, Sur l’inté'gratidn des fonctions sommables (Annales de la
Société Polonaise de Mathématique, t. VII, 1929, p. 233).
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donc
f(.’t) = DIG(f, l, )‘) = D-tg(fy I’ )‘)'

Nous allons dire que la fonction f(z) est approximativement
continue au sens strict quand

f(.’l:) = DIG(f) A: )‘) = [.Ig(fi Ay )‘),
quel que soit A.
Or nous allons voir que la dérivée d’une fonction de systeme

simple dans un intervalle est approximativement continue au
sens strict.

2. Démontrons d’abord qu’on a
D:G(f, A, \)Sf (),

quand la fonction f(z) est la dérivée supérieure d’une fonc-
tion F(A).

Soit A un systéme simple régulier par rapport au point z, sui-
vant le paramétre «. Décomposons le systéme A en deux sys-
témes A’ et A” contenant respectivement les intervalles I et 1’ pour
lesquels on a

M(fr l'y )‘) gf(zt) -+,
M(f’ l') )‘) >f(-'"o) -+ €.
Nous avons évidemment .
G(A) _ G(A) |A"]  G(A") |Va| |

@ T&T = T&T TAT “TVal ~ A
D’aprés le paragraphe 1 du chapitre précédent le quotient
|A") '
I v-':o '

tend vers zéro en méme temps que I’étendue de V,, pour une suite
de systémes A’, par suite le quotient

[A']

>

tend vers 1.’
D’autre part nous avons, en vertu du paragraphe 3 du chapitre
précédent,

. G(A"
lim sup. <o.
lvso"f.'lvro’ -
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Comme, par hypothése,

I)—’,‘.;G( A) < lim sup. G———— .

Ov il résalte de la définition de A’ (ue

GAHY L flaegry+e i |A].
Alors

I-)?.u('-(,\ VSS ) + &,
quels que soient e et x positifs, et par sutte

(2) DG A S r).

3. Définissons la borne inférieure a densité i pres de la fonc-
tion f(.r') dans Uintervalle | en posant

mifol, )y =—=M(—f, 1, %)
et la fonction correspondante g(f, 1, 1) en posant
gl iy =mif, 1|1 =—G(—f. 1, 7).

En appliquant a la fonction — f le théoréme qui vient d’étre
établi, nous avons. pour la fonction

SGro =D, F(A),
la relation
(3) Do, gofs A, 1) 2 flr),
quel que soit & positif inférieur a 1.
Or, pour A + p <1,
m( fy L, M) SM(S, 1, p),

donc

(4) s A 2)SG(S, A, 1)
et par suite

(3) D ,G(fy Ay ) 2 f(20),

quel que soit p positif, inférieur a 1.
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Lorsque la fonction f(.z) est la dérivée de la fonction F(A),
nous avons

Sl =D, F(A) =D F(A)

et, d'apres (2), (4) et (3),
S(x0) =D, G(f, A, 1.
Des inégalités (2), (4) et (3) on déduit
Siro) =Dog(f, A, 1),

quel que soit &, donc le théoréme énoncé dans le paragraphe 1 est
démontré.

Il ¢n résulte en particulier qu'une fonction bornée et approxi-
mativement continue dans un intervalle, donc égale, d’apreés le
paragraphe 2 du chapitre 11, a la dérivée de son intégrale dans A,
est approximativement continue au sens strict (').

4. Notre dernier raisonnement s’appuie sur le lemme du para-
graphe 2 du hapitre précédent ¢tabli au moyen du lemme de
MM. Vitali et Lebesgue. Nous pouvons donc appliquer ce rai-
sonnement a une fonction f () presque partout égale a la dérivée
d’une fonction de F(A) quand z, est un point ou cette égalité a
lieu.

Ainsi nous arrivons au théoréme suivant : une fonction presque
partout égale dans un intervalle & la dérivée d’une fonction de
systeme simple est presque partout approximativement contiriue
au sens strict.

Comme, d’aprés un théoréme de M. Lebesgue cité au début, la
fonction sommable est presque partout égale a la dérivée de la
fonction

ww=fﬂmm,
A

nous voyons que toute fonction sommable dans un intervalle est
presque partout approximativement continue au sens strict.

(') Il est aisé de donner un exemple d’une fonction bornée approximativement
continue en un point qui n’est pas approximativement continu au sens strict en
ce point.



— 122 — )

V. — Intégration de la fonction dérivée.

1. Nous allons voir qu’une fonction finie égale, quelle que
soit la densité ), a la dérivée de parametre a de la fonction
g(f, I, X) ou bien de G(f, 1, 1), dans un intervalle fermé, est
sommable, donc a fortiori toute fonction approrimativement
continue au sens strict est sommable (').

Supposons en effet que

S(z)=Dzg(f. 1. 3),

en tout point z d’un intervalle fermé R, quel que soit .
Il résulte de la définition de la dérivée de paramétre a qu’il
existe un nombre positif 3, tel que, pour | Vz| >4, on a
) S —e< EEED < pa) 4,
quel que soit le systéme simple A couvrant approximativement )
un intervalle R, semblable a R, contenu dans V, et contenant x.
En appliquant le lemime de M. Lusin a I'intervalle R et aux inter-

valles R; semblables a R et contenus dans R,-nous obtenons une
division D, (de R) composée de n intervalles

Ri, Ry, ..., Ry ..., R,

Considérons une division arbitraire de R et décomposons cette
division en n systémes simples

[ 4
A‘? Ag, D) Ai, sy An

tels que chaque intervalle d’un systéme A; contienne un point de
Pintervalle R;. :

Lorsque la norme supérieure de la division D est suffisamment
petite, chaque systéme A; couvre approximativement le rectangle

(') Aiunsi les fonclions approximativement continues non sommables ne sont pas
approximativement continues au sens strict.

(*) Nous dirons que le systéme A couvre approximativement 'intervalle R,
lorsqu’il couvre I'intervalle R’ semblable, concentrique 2 Ret tel que R'|= .:,—I Ri
et lorsque A est couvert par un intervalle R” concentrique, semblable a R et tel
que |R"| =2R.
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correspondant R; et nous pouvons appliquer aux systémes A; I'iné-
galité (I), en écrivant

flz)—e< %ﬁ <f@)+s

pouri=1, 2, ..., n; donc

D @) Al —e|RI< (S, D, V< DS (2| Ail +<IR],

i=t

quelle que soit la division D dont la norme supérieure est suffi-
samment petite

On en déduit aisément que les intégrales extrémes de la fonction
d’intervalle g(f, I, ) sont finies et différent de 2¢ |R| au plus.
Comme ¢ est un nombre positif arbitrairement petit, on voit que
la fonction est intégrable au sens de Burkill.

Or, étant données les densités A et p, nous pouvons choisir les
nombres 3; de maniére qu’on ait en méme temps

g(fi A )
| Al

f(.z‘)——a<g_(.j_.m_’“.) <f(z)+s,

f(z)—e< <Sf(z)+¢

les autres conditions étant les mémes que celles qui donnent I'iné-
galité (1). : :
Alors

fn‘(f’ 1, x)=fng(f, I ),

quels que soient } et p, c’est-a-dire la fonction f () est intégrable
‘au sens (A) de Denjoy. Or, toute fonction intégrable au sens (A)
est sommable et les deux intégrales sont égales (*). Notre théoréme
est ainsi démontré.

En divisant les intervalles du systéme simple A, on déduit de
I'inégalité (1) que

F@—e<g [F(@)dz <fi@)+s,

(') A. DenJoY, Sur la définition riemannienne de Uintégrale de Lebesgue
(Comptes rendus, t. 193, 1931, p. 693). Le raisonnement de I'auteur peut étre
étendu aux fonctions de plusieurs variables.
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par suite f(.x) est aussi la dérivée de la fonction
F(A) = (&) dx.
S

2. Suppons maintenant que la fonction f () soit la dérivée d’une
fonction quelconque de systéme simple, ¢’est-a-dire qu’on ait

JS(r)=DZF(A)

en tout point = d’un intervalle fermé R.
Il résulte du raisonnement du paragraphe 2 du chapitre précé-
dent que nous avons dans ce cas

f(‘t) = ng(f, ‘\1 )‘)'

Alors, en vertu de la définition de la dérivée a paramétre «, il
existe un nombre positif §; tel qu’on a en méme temps :

j(.z:)—s»<‘i'_‘~fi‘+i‘;‘)<f(z)+s. f(.t)——s<E|%A—|) < fix)+e,

quel que soit le systéme simple A couvrant approximativement un
intervalle R, contenant x, semblable a R et contenu dans V,
d’étendue inféricure a d,.
En appliquant le lemme de M. Lusin, nous obtenons les iné-
galités :
n P

Zf(l':)[\,]—EIR|<g(f7 D,)\)<2f(.l‘;)lAil+EiR|,

i=1 i=1

N frolAil—e|RI< FD) <D f@)|Ai+:|R]|
i=1 i—=1
pour toute division D de norme supérieure suffisamment petite.
On en déduit que les intégrales extrémes des fonctions g(f, I, 1)
et F(1) dans R sont finies et différent de 2¢ | R | au plus.
Par suite nous avons

fnmf,l,k) =an<!),

quelle que soit la densité A.
Comme 'intégrale de la fonction g(f, I, 1) est égale a 'intégrale
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de la fonction f(.r), nous pouvons écrire

fnf(x)dr =le~‘<!>

ou bien, en tenant compte de la définition de la fonction f(+ ),

JR DEF(A)dz :fkl-‘(l)

Ainsinous obtenons le résultat suivant: si la fonction de systéme
simple posséde une dérivée jinie de paramétre a dans un inter-
valle fermé, cette dérivée est sommable et son intégrale est égale
a lintégrale de la fonction primitive.

Il en résulte que I'intégrale de la fonction F(I) est absolument
continue, c’est-a-dire la fonction de systéme simple

S(A) = f F(I)
R
tend vers zéro avec | A |.
Or quel que soit ¢ positif, on peut déterminer é de maniére
qu’on ait
|F(A)—S(A)| <y
pour
[A|<8.

Alors la fonction primitive F (A) d’une dérivée finie de para-
metre a tend vers zéro avec |A|, c’est-a-dire cette fonction est
aussi absolument continue.

3. La dérivée unique de F(A) étant égale a chaque dérivée de
paramétre a de cette fonction, nous avons donc établi le théoréme
suivant :

Une fonction de systeme simple déricable est absolument
continue et intégrable au sens de Burkill; sa dérivée est som-
mable et Uintégrale de cette dérivée est égale a Uintégrale de
la fonction primitive, c’est-a-dire

(2) /': D,.F(A)dzx :[‘-F(l).

Le théoréme ¢établi correspond ay théoréme suivant de
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M"* R. C. Young : lorsque la fonction F(1) est absolument continue
et intégrable au sens de Burkill, la fonction correspondante F(A)
est presque partout dérivable et I'égalité (2) a lieu ().

4. Lorsqu’une fonction d’intervalle est additive dans R, nous

avons
F(D) = F(R).

quelle que soit la division D de 'intervalle R, et par suite

fmn:vmy
Jr

Il résulte done du théoréme démontré que dans ce cas
Fq |{)=fD°I‘F(A)zl.z‘.
R

Nous voyons ainsi que la fonction primitive d'intervalle est
égale a Uintégrale de la dérivée de paramétre a de la fonction
de systéme simple formée par Uaddition en partant de la fonc-
tion primitice. ‘

En particulier, cela a lieu pour Paccroissement d’une fonction
F(«) dans un intervalle.

En donnant le nom de dérivée réguliere de parameétre a a la
dérivée de la fonction de systéme simple A égale a 'accroissement
de F(.z) dans 'ensemble simple A, nous pouvons énoncer le corol-
laire suivant : '

St la fonction ¥(x) posseéde une dérivée réguliere finie de
parameétre a, cette dérivée est sommable et Uaccroissement de
la fonction primitive F(z) est égal a Uintégrale de la dérivée.

(') Loc. cit., p. 208-209. Ce dernier théoréme est une généralisation de celun
cité au début et établi par M. Lebesgue.




