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SUR LE THEOREME DE GRACE
ET LES RELATIONS ALGEBRIQUES ANALOGUES.

Par M. J. Dirunonne.

Nous nous proposons, dans ce travail, d’étudier certaines rela-
tions algébriques entre deux groupes de points du plan complexe
telles que, de la connaisance des positions de tous les points d’'un
groupe, on puisse déduire des renseignements sur la position d’un
ou plusieurs points de 'autre groupe. Le théoréme de Grace fournit
’exemple le plus connu de ces relations ; aprés en avoir donné une
démonstration que nous croyons assez différente de celles connues
jusqu’ici ('), nous établissons un critére permettant de recon-
naitre si une relation donnée est ou non une apolarité généralisée
(voir ci-aprés la définition de ce terme).

Nous étudions ensuite une famille de relations qui comprend, en
particulier, la relation de Grace et les relations entre les n péles
d’une fraction rationnelle de la forme

a, as an

A —— e+
z— &y 3 — Ty z—ux,

S{(z) =

et n zéros d’'une quelconque de ses dérivées.

1. Le théoréme bien connu de Grace peut s’exprimer sous la
forme suivante : étant donnés deux groupes de n points,

Lyy Tay weey Tny Y1y Yoy ooy Yny

(Y) Voir J. H. GRACE, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society,
t. 11, 1900, p. 352-357; G. SzEa0. Math. Zeitschrift, t. 13, 1922, p. 31; J. EGERVARY,
Actg Univ. Hung. Francesco-Josephine, t. 1, 1923, p. 39-45. Voir également la
démonstration de M. Conn (Math. Zeitschrift, t. 14, 1922, p. 110-148) qui se
rapproche le plus de la démonstration donnée ici.



li¢s par la relation

1 1
(1) Sn=— 7 Su—101 = =5 Sn-2Gr...
Gl (Y3
1 ! ;
+ (—1)"— T S19ea (= yre =0
n

Ol 8§\ 83...84,0,0s... 5, désignent les fonctions symétriques
éléementaires des x; et y; respectivement, tout domaine circulaire
Sermé (') qui contient tous les .v; contient aussi au moins un
des Yi-

On peut se¢ proposer d’examiner la nature de ce théoréme en
étudiant le probléme général suivant : étant donnés un groupe
de n points xy. ..., xn, et un groupe de m points yy, yay....ym
liés par une relation algébrique symétrique en x; et y;

(2) (S, S35 vuun Sn3 01 Gy L.y, Oy ) =0,

quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire cette
relation pour que tout domaine circulaire fermé contenant
tous les .v; contienne au moins un des y; (*)? Sile polynome
@(S4y + -y 80,04, ..., 0n) est de degré h par rapport i chaague x;,
de degré A par rapport a chaque y;, nous dirons pour abréger yu. iz
relation (2) est une apolarité généralisée du type (n,m; h, k).

2. Faisons d’abord la remarque suivante, qui est presque évi-
dente : Il est impossible qu'une relation d’apolarité dépende
algébriquement d’un paramétre h pouvant prendre toute valeur
arbitrairement donnée. Donnons en effet aux z; et y; des valeurs
telles qu’il existe une circonférence séparant ces deux groupes de
points; (2) devient une équation algébrique en A. En prenant
pour A la valeur A, d’unc des racines de cette équation, la rela-
tion (2) correspondant a cette valeur de A ne serait pas une apola-
rité contrairement a hypotheése.

(') Rappelons qu’un domaine circulaire fermé (Kreisbereich) est un domaine
fermé dont la frontiére est une circonférence ou une droite : c’est donc l'inté-
rieur d'un cercle, I'extérieur d’un cercle ou un demi-plan.

(*) Une telle relation est évidemment réciproque, car si un domaine circulaire
fermé contenait tous les y; et aucun z, le domaine circulaire ouvert complé-
mentaire contiendrait tous les x; et aucun y,, et il en serait de méme d’un
domaine circulaire fermé contenu dans le domaine ouvert et en différant assez

peu.
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On déduit de cette remarque la conséquence suivante. Soit
S(@1, ey oo, Ty Y1y Ve e Ym) =381 i Shi G ., Om);

faisons sur les z; et y; la méme transformation homographique
dépendant d’un paramétre arbitraire 2.

,_aM)x+b(}) _aM)y—-b(x)
TeMzdny YT ey dn
et soit :
S\ & Y e Ym)=F (@ oo kws e o Y W)

=O(sy, ..o Sy T oa.. Gy M)

D’aprés la définition méme, ® = o est une relation d’apolarité
généralisée. Elle doit donc étre indépendante de A. Or, étant donnée
une transformation homographique quelconque

o AT+ b

cx +d’
le faisceau de transformations dépendant d’un paramétre A

, [la+O—a)Njz+(a—2N)b

T =Nz +[d+(U—d)\]

contient la transformation identique et la transformation donnée.
I1 s’ensuit que toute relation d’apolarité est invariante par une
transformation homographique arbitraire. '

3. Le résultat précédent nous améne a exprimer les conditions
pour qu’une relation de la forme (2) soit invariante par une homo-
graphie quelconque. Comme toute homographie est un produit
de transformations élémentaires des trois types

I
xr = )\.’t‘, Z= =y z'=x + A,
p )
les conditions nécessaires et suffisantes pour que ¢ = o soit inva-
riante par I’homographie sont les suivantes :

(I) f()‘z‘h )‘xh }\.z',,; )‘yh )‘.727 vy }\}'m)
E)‘pf(zh ey .’I,‘,,;;}’i, "'7.}/”!))

autrement dit, ¢ doit avoir tous ses termes de méme poids total p
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par rapport aux s et aux g,

: 11 1 '
(11 s,‘,,A"f<__, L L I __) = f( @y e Tah 1y ey Fm)
Tn' )1 Ym
d’ou I’on tire en particulier
nh + mk
_ : ;
(1) €T VU IS D SR

=f(Z1y eees Tus Viy coes Y )e

Pour que cette derniére condition soit vérifiée, il faut et il suffit
que

d s R N . S
d—-;—_f(.z',—;—f\, ey Tn =R VLA oo Vi R) =0,

quels que soientz, ..., xn, ¥y, ..., )m eth. Il suffitd’ailleur s que'
cette relation ait lieu identiquement en .z; et y; pour une valeur
JSiwve de A, par exemple 2 = o; en effet, si 'on a identiquement

" d . N N R
[JT-/‘(-T1—+—/N R S 2 e T T A)]~ =o,

12=0
on aura aussi pour une valeur 3, arbitraire

d . . L . N . .
’T},/(-vl e el S e N e I S N N e A Tl , =0
g2 N =\

ou
if(1'1+)_ R T S X B S V,,,—e—l)-l =o.
_d)\ s B o =k,
Nous poserons
d ' . . .
D¢ = Ef(.z',+ Ay veey Tt A3 1= hy wuuy Y+ R) NI

on a immédiatement

(3) Dsp=(n —p+1)sp_4 (p=1,2, ....n),
(4) Doy=(m—qg+1)s,_4 (g =1, m),

2y e

on peut donc encore exprimer la condition (III) sous la forme

() Ds_z Dsp_J'—Zd,,Do"

_E(n—p——l)sp_1———0—2(771—-—9—6—1)0’,’ 15~ =0

q=1
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Comme application, montrons que la relation (1) de Grace est
la seule relation du type (n, m; 1, 1) invariante par homogra-
phie. D’aprés la condition (I) une telle relation estde la forme

li

Span*- ay SP"" S+t +...+a, 3,,_,- Sqirr= 0.

On a nécessairement ¢ = o, car dans la relation (IV) le terme

. Je .
(m—qg+1)04y4-— =(m—q+1)s,64

dag
ne peut se réduire avec aucun autre si ¢ 7= o. Pour la méme
raison r — p. La condition (II) montre ensuite que p = n = m.
La relation (IV) s’écrit alors

D3 =s5,1+2a1 $n—201+3@sSn—302+...4+ RAy—1 G-y

+ naySn—1+ (R —1)as8p_201+ (R —2)A35,_38: ... @Gy =0,
d’ou

1
ay=— =7 =Gz an—y=(—1)n—! a, = (—r1)".
L

—_—
Yn—y
Ga

On retrouve bien la relation (1).

4. Nous ne considérerons plus désormais que des’ relations
invariantes par homographie. Soit

(2) P(S1y «vey Sn; Tty coey Om) =0

une telle relation, et supposons que ce ne soit pas une relation
d’apolarité. 11 existe alors deux groupes de points z, ..., Zn,
Y1y -+« oy ¥'m, Séparés par une circonférence (I'). Par une transfor-
mation homographique, on peut supposer que (T') est le cercle unité,
les z; étant tous extérieurs a (T'), les y; tous intérieurs. De plus,
on peut supposer qu’un des z; est différent de tous les autres. En
effet, laissons fixes dans (2) tous les x; et tous les j;; a I'exception
de z, et y,; on obtientalors une relation algébrique entre z, ety,.
Ou bien cette relation est identiquement nulle, auquel cas on peut
donner a x,, y, des valeurs arbitraires sans que (2) cesse d’étre
vérifiée; ou bien il n’en est pas ainsi, et lorsque .z, varie arbitrai-
rement dans un voisinage assez petit de sa position initiale, il en est
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de méme de y,; ('). On peut donc faire varier =, de maniére qu’il
soit distinct de tous les autres z;, et que les z; et y; soient encore
séparés par la circonférence unité.

Faisons maintenant une transformation homographique qui
transforme en lui-méme U'intérieur du cercle unité, et fasse corres-
pondre a z, le point & l'infini. Si 'on écrit la relation (2) sous la
forme

1
zh [Au(:r._., ey Ty Ve veey Ym) + z Ai(2ay ooy @ns Ve oons Vi) e
1
-+ ;,-.A;,(x,, cevs & V1, ...,ym)]: o,
i

on voit que, puisque les x; et »; autres que x, restent finis, on a
nécessairement :

(%) Ag(Lay ooy T3 Y1y oons Ym) = 0.

Ainsi, si la relation (2) n’est pas une apolarité, il est possible de
trouver un groupe de (n —1) points z,, ...,x, extérieurs au
cercle unité, et un groupe de m points yy, ..., ¥m intérieurs a ce
cercle, vérifiant la relation (5).

Ce procédé semble conduire a une méthode de récurrence pour
¢tablir que la relation (2) est une apolarité; malheureusement la
relation (5) n’est pas invariante par homographie, car si elle
vérifie bien les conditions (1) et (IV) elle ne vérifie pas la condi-
tion (1I).

5. Montrons toutefois comment, pour la relation (1), on peut
arriver ainsi a4 une démonstration trés simple du théoréme de
Grace.

La relation (5) s’écrit ici

I

. , . I B
(6) 8,y — =7 Su_201+ 5 Su_30+...+ (—1)r1
(‘n C/

0‘,,_,_| = 0,

1
: (S

' ’

Sy Sy +.y 5,_, 6lant les fonctions symétriques élémentaires

(') Il se pourrait encore que la relation entre z, et y, ait la forme
¢ (z,)% (7)) = o. Si ¥, est confondu avec une des racinesde y (y,) = o on peut
encore faire varier x, arbitrairement sans que (2) cesse d'étre vérifiée; si c’est
qui est confondu avec une racine de ¢ (z,) = o, on raisonnera sur les y; au lieu
de raisonner sur les z,.
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de x,. ..., x,. Déterminons (r — 1) points ', . ...y, dont les

fonctions symétriques élémentaires sont ¢, ...,q, ,, par les
conditions
I < 1 G 1 ‘¢ 1 , 1
= = = =5 Os. e e Cpet = 5 %n—1.
(oA o/ ¢ IR T

Sig(y)=(—x1)... (¥ —x1)=o0 est Péquation dont les y;
sont les racines, on voit de suite que les y; sont les racines de la
dérivée g'(y)=o. D’aprés le théoréme de Gauss-Lucas. les 5
sont également intérieurs au cercle unité. Or (6) s’écrit

(7) Spoi— ,;s',,_., o) + ..;s;,__;,cl,—.. Lo+ (—1)n-tg,  =o0,

("I'l—-l - (J}l—i -

Donc, si la relation de Grace n’était pas une apolarité pour n = n,,
il en serait de méme pour n = n,— 1. Or pour n — 1 cette relation

se réduit a
Zy—DY1= 0,

qui est une apolarité; il y a donc contradiction, ce qui démontre le
théoréeme de Grace.

Il est possible d’apporter un petit complément a ce résultat.

Le théoréme de Grace montre qu’il est impossible que tous
les x; soient extérieurs au cercle unité et tous les y; intérieurs;
on peut montrer que le résultat subsiste lorsque quelques-uns de
ces points sont sur la circonférence unité, sauf dans les deux cas
suivants :

1° Tous les z; et tous les y; sont sur la circonférence;
2° On a z; = y; pour des indices i et j convenables.

Supposons en effet qu’aucun de ces deux cas ne soit réalisé.
La proposition est évidente pour n=1; supposons-la vraie
pour n — 1 et montrons qu’elle est vraie pour. n.

Soit z, un point non situé sur la circonférence unité et qui lui
est extérieur (si tous les z; étaient sur la circonférence, on
raisonnerait sur les y;); on peut toujours supposer ce point distinct
des autres points z;. Par une transformation homographique, on
aura encore la relation (6) entre les points z,, ..., Zn, ¥4, ...y ¥n-
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Or, d’aprés le théoréme de Gauss-Lucas, un des points 3”; au moins
est (ntérieur au cercle unité, sauf si tous les y; sont confondus en
an point de la circonférence. En négligeant d’abord ce cas parti-
culier, on voit que la relation (7) serait vérifiée contrairement aux
hypothéses faites (car les points », qui sont sur la circonférence
sont confondus avec des points 37, donc distincts de tous les z;).
D’autre part, si tous les y; sont confondus en un point, on peut
supposer que c’est le point 3* = o; la relation (1) s’écrit alors

Sy =o0.

Un des z; est nul, contrairement a I’hypothése.

Cc. Q. F. D.

Les deux cas qui restent possibles sont effectivement réali-
sables. On vient de le voir pour le second; quant au premier, on
en a des exemples simples en prenant pour les z; les racines
de 2" - -1 =0 et pour les 37 les racines de y" + 1 =0 si n est
pair, les racines de

VR4 Th()pn—14-y)—1=0
Ras J Y)

avec 4 réel assez petit, si n est impair.

Dans le second cas, on peut encore préciser la disposition des
points z; et ¥;. On peut en eftet appliquer de nouveau sur les x;
ou les »; le procédé de récurrence qui nous a servi, et cela tant
qu’il y a un point non situé sur la circonférence dans les configu-
rations auxquelles on parvient. Supposons qu’on arrive ainsi i
une configuration de & points x; et h points y; tous situés sur la
circonférence; dans la configuration précédente, il y avait aun
moins un des points non situé sur la circonférence, supposons
que ce soit un point x, extérieur au cercle; par suite les (A + 1)
points 1 de cette configuration sont confondus, sans quoi nous
‘aurions au moins un point 37 intérieur au cercle dans la configu-
ration suivante. '

Remarquons maintenant qu’a chaque opération, le nombre
total des x; et »; confondus en un point de la circonférence
diminue d’une unité. Dans la configuration finale a laquelle nous
sommes arrivés aprés (n — h) opérations, les & points y; sont con-
fondus, donc un au moins des z; est aussi confondu avec eux. Donc,
dans la configuration primitive. il y a un point de la circonfe-
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rence en lequel sont confondus aw moins (n + 1) points ri ¢t v
(il 0’y en a d’ailleurs qu’un seul) (').

6. Cherchons maintenant a reconnaitre, par un calcul régu-
lier, si une relation (2) donnée est ou non une relation d’apola-
rité. :

Cherchons d’abord des conditions suffisantes pour que (2)
soit une relation d’apolarité.

Supposons, pour cela, que (2) ne soit pas une apolarité : il existe
donc deux groupes de points zy, s, ..., Ty, 31, Vay vovy Vs
satisfaisant a4 (2) et séparés par une circonférence (I'). Par une
homographie, on peut toujours supposer que (I') est U’axe réel,
les z; étant dans le demi-plan inférieur, les 5 dans le demi-plan
supérieur.

Considérons un des points ¥i, soit y,. La relation (2) le définit
en fonction algébrique des x; et y; restants, sauf si cette relation
contient un facteur de la forme (), — a); mais ceci est impos-
sible, car (2) serait vérifiée pour ), = a et les x; et »;; restants
arbitraires et aussi a cause de (IV) pour y, =a + ket les z; et y;
restants arbitraires; ce serait donc une identité en z,, Za, ..., Za,
Yis Y25 -+ ¥m, ce qui est absurde. 1l se peut d’ailleurs que pour
la position considérée de =y, ..., x4, ya, .-, ym la fonction

=Y (Z1, oo, Tn; Ve, Y3y ceny Ym)

ait un point d'indétermination; mais il est alors possible de
faire varier les z; et ¥; de quantités arbitrairement petites de sorte
qu’il n’en soit plus de méme pour la nouvelle position de ces
points, les z; et y; étant toujours séparés par I’'axe réel. Autrement
dit, si ’équation (2) s’écrit

(2’) }’on(-Ti, cvey Zny Ve, ---;_Vm)
+)"‘—‘ Ai(xiy ooy Tny YVa, ---,)’m)-’-...:O,

¥, étant d’autre part a distance finie, on peut supposer
(8) Ao(.l‘i, ...,97";}/2,‘ ---‘-:Vm’;é()

pour la position initiale choisie.

(') Ces compléments au théoréme de Grace ont déja éte inajqnéa par M. Eger-
vary (loc. cit.).
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Laissons maintenant )y, %3, .., ¥m, &3, L4, ..., Tn fixes et
faisons varier z, et x, de facon que (2) soit constamment vérifide.
Comme il n’y a en général (') qu'un nombre fini de points
(2, r4) communs aux courbes (2) et

Ag(xy, Tae voce Zp3 Yae oo Vm) =0,

on peut toujours amener 'un des points z,, z, a étre sur l'axe
réel, Iautre étant dans le demi-plan inférieur ou sur I'axe réel,
ces deux points étant distincts et vérifiant la condition (8). Si z,,
par exemple, est resté dans le demi-plan inférieur, on peut recom-
mencer l'opération en ne faisant varier- cette fois que z, et z,;
sinon, on fera varier seulement z; et xz;, et ainsi de suite. On peut
ainsi amener tous les x;, sauf un au plus, en des points distincts
situés sur I'axe réel, et vérifiant toujours la condition (8).

Si tous les z; sont sur l'axe réel, on opére de méme avec
¥ay ¥3y --+y ¥ms S'il reste un z; dans le demi-plan inférieur,
soit oy, on opérera sur xz; et y., puis sur z, et y; sl z, reste
encore dans le demi-plan inférieur lorsque y, est venu sur I'axe
réel, et ainsi de suite. On a finalement réduit les deux groupes
de points &, ..., &4 3. 1. ...y ¥m & I'un des trois types sui-
vants :

«a. Tous les #; et 14, a exception de y,, sont des points dis-
tincts de 'axe réel.

b. Tous les z; et »;, a 'exception de x, et y,, sont des points
distincts de 1’axe réel: z, est dans le demi-plan inférieur, 3, dans
le demi-plan supérieur.

c. Tous les points z; et 17, a 'exception de y; et y,, sont des
points distincts de l'axe réel; y, et y, sont dans le demi-plan
supérieur.

Dans ces trois cas, la condition (8) est satisfaite, autrement dit
I'équation (2) en 3, n’est pas identiquement nulle.

(1) Exceptionnellement les deux courbes pourraient avoir ume partie com-
mune y, (z,, &,) = o. Mais comme, a I'origine, le point (z,, z,) n’est pas sur cette
courbe, d’aprés (8), on peut toujours s’arranger pour déplacer z, et x, sans
jamais la rencontrer.
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7. 11 résulte de cette analyse que les trois conditions suivantes
sont suffisantes pour que (2) soit une relation d’apolarité :

A. L'équation (2') en y, a toutes ses racines réelles, quelles

que sotent les valeurs réelles prises par x,, xy, ..., Za,
Y2y Y3y -+ s ¥m, et Wannulant pas simultanément tous les coef-
ficients.

B. Lorsque, dans la méme équation, supposée toujours non
tdentiquement nulle, on donne a x, une valeur quelconque
située dans le demi-plan supérieur, les autres x; et y; ayant
des valeurs réelles arbitraires, toutes les racines sont égale-
.ment dans le demi-plan supérieur.

C. Lorsque enfin, on y donne a y, une valeur quelconque
du demi-plan supérieur, les autres x; et y; étant réels et arbi-
traires, toutes les racines sont dans le demi-plan inférieur.

Il est bien aisé d’ailleurs de voir que ces conditions sont égale-
ment nécessaires. En effet, supposons qu’il existe un systéme de
valeurs réelles xy, 2, ..., Zn; ¥2, sy ---, ¥m pour lesquelles
’équation (2') admet une racine imaginaire y,, sans étre identi-
quement nulle. En déplacant alors les z; et y; de quantités suf-
fisamment petites, de sorte que les z; soient tous dans le demi-
plan inférieur, les y; dans le demi-plan supérieur, la racine y, se
déplace également d’une quantité aussi petite que ’on veut, et I'on
peut donc s’arranger pour qu’elle reste dans le demi-plan supé-
rieur; il existe alors un systéme de valeurs de x,, £y, ..., 2, et
un systéme de valeurs de y4, ¥3, ..., ¥m quisont séparés par I'axe
réel et vérifient (2); cette relation n’est donc pas une apolarité.

On voit de méme que les condmons (B) et (C) sont néces-
saires.

8. On sait que, pour qu’une équation de degré k ait toutes ses
racines réelles, ses coefficients doivent étre réels et vérifier
les (k — 1) inégalités déduites du théoréme de Sturm. Pour que
la condition (A) soit vérifide, il faudra donc que les coefficients
de la relation (2) ‘soient réels et tels que (k — 1) formes en
Zy, Loy «++y Tny ¥ay ¥35 -++, ¥m qu'on peut former explicitement
a partir de la relation. (2), soient définies positives.

On peut obtenir des conditions de méme nature pour (B)
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et (C). Supposons en effet que (A) soit vérifide. Il est alors
évident que la relation (2) ou les z; et y; autres que z, et y, sont
réels et fices, établit entre x, et y, une correspondance telle que
lorsque x, décrit le demi-plan supérieur, toutes les racines y,
décrivent des domaines & un ou plusieurs feuillets, ne pouvant
avoir comme frontiéres que des segments de Uarxe réel; de plus,
si 'on suppose la condition (A) également vérifiée quand on y
permute les z; et les y;, tout point de I'un quelconque de ces
domaines situé sur l'axe réel cst nécessairement un point fron-
tiere. Si donc il existe un de ces domaines ayant des points dans
le demi-plan inférieur, il se compose nécessairement de ce demi-
plan tout enticr, recouvert une ou plusieurs fois. Comme d’ailleurs
la correspondance entre .r, et ¥, est conforme, sauf en un nombre
fini de points, on peut trouver au moins un segment de I'axe réel
tel que, lorsque x, le parcourt dans le sens positif, une des racines y,
se déplace sur I'axe réel dans le sens négatif; autrement dit, on
peut trouver un point .z, de I’axe réel tel qu’en ce point

Je
II}] _ I).'E1 )
T <o
I)J'l

Pour voir si la condition (B) est vérifiée, il suffit donc de
A

ox 1

Ll
. dyy
relative a chaque racine de (2'), et de voir ensuite si cette équa-
tion n'a que des racines négatives ou nulles quels que soient
Ly Loy yeey dny Vay Vay oovy Ym Téels.

On obtient cette fois (2 A — 1) inégalités contenant ces variables.
On opérera de méme pour la condition (C).

former 'équation de degré k ayant pour racines les quantités

9. On voit ainsi que le probléme posé se raméne & chercher si
une forme réelle donnée est définie positive; si les termes de la
forme sont donnés a des coefficients numériques prés, une applica-
tion répétée du théoréme de Sturm permettra de reconnaitre,
aprés un calcul plus ou moins long, pour quelles valeurs de ces
coefficients la forme est bien définie positive. Par contre, lorsqu’il
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s’agit de montrer qu’'une famille de relations, dépendant d'un
entier arbitraire 7, ne se compose que d’apolarités, la méthode pré-
cédente ne semble pas pouvoir conduire a des résultats simples.
C’est ainsi que pour la relation de Grace, la condition (A) est
bien vérifiée d’elle-méme, mais les conditions (B) et (C) con-
duisent 4 reconnaitre si deux formes en x; ¢t 17 sont positives, ce
qui ne parait pas immédiat. _

Nous termincrons ces généralités sur les apolarités en donnant
un exemple trés simple d’une apolarité du type (2, 2; 2, 2); il
s’agit de la relation

@) (s gnme) e h = ) (e} — do2)

) () () (e ) |

S A — a2 )P (J1—y2)?= 0.

On voit immédiatement que cette relation est invariante par
homographie, quel que soit . Si 3, =y, elle donne z,=y,
ou .ry = y,. Si 4 7% ¥4, on peut, par unc homographie, supposer
21 =0, ys = o; il reste la relation entre z, et x,,

N 1 .
My — a2+ o (ry+aa)?=0
A
ou encore, en pOSﬂnl

)
Xy

(10) l*<i+)~)+2t(-l-—)\)+(i+).>;o.
A 4 4

La condition pour que (9) soit une apolarité est bien évidem-
ment que x, et r, soient en ligne droite avec l'origine et séparés
par ce point; autrement dit, ’équation (10) doit avoir ses racines
réelles et négatives. La condition de réalité donne

(l ))2 <l—i—)\)‘l n2 ou 7 )
- —nr) — |- =—AZ20 <t
A 4 =

¢t comme les deux racines sont toujours de mnéme signe, il faut ct
il suffit, pour qu’elles soient négatives, que

(;——/> (—;;—.l-l)z() ou ).2—-;;-

LX. 13

b

[17AN



— 186 —
On obtient ainsi une famille d’apolarités dépendant du para-

métre réel A compris entre — % et o. A
Cet exemple nous montre que les conditions (B) et (C) ne
sont pas, en général, des conséquences de la condition (A),

puisque ici cette derniére est vérifiée dés que A< o.

10. Nous allons maintenant considérer les relations invariantes
par homographie, du type suivant :

(ll) Dk(f|,...,-l'n;.}'l,..-,}’n)
(.I’] — W )k (.l'| —J’g)k cen (-’:l —v}’n)"
(rs =)k (ra—ya)k 0 (r2a— )k

(rn— ) e (a2 “"')'-_')k ced Y(In —Jn )

k étant un entier positif ou négatif. Pour 0 <A< n — 2, cette rela-
tion est identiquement nulle; c’est en effet un polynome de
degré & en .r,, qui admet les n — 1 racines .r,, .ry, ..., x,. Pour
k2n —1, on a une forme de degré kr par rapport a ’ensemble

des .; et y;, divisible par les déterminants de Vandermonde ’

\.{J‘I; coey L };I\[(rl_ll) et v(.}/'r "'7.y'l)=II(J,i—).I')'
Py i#]

Aprés suppression de ces facteurs, il reste donc une relation de
degré total [k — (n —1)]n, de degré k — (n -—1) par rapport a
chacune des variables. Cette relation

(12) Ry oo n Yy ey V) =0

est d’ailleurs, comme la relation (11), invariante par toute homo-
graphie. Pour A=n —1, R,_, est une constante, pour k =n,
c’est une relation du tvpe (n, n; 1, 1), donc c’est la relation de
Grace a un facteur numérique prés.

Pour A =---1<Z 0, on peut écrire

. \’(.l'.. ey .I/',,)\ (.1'1. ceee Vi

Py o=
I Il(-l'i—,"/' )
ij

S; étant un polynome de degré n(n —1)({ —1) par rapport a

)Sl(.r,, ey By Yy oo ¥n)y
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I'ensemble des variables, de degré (n-—1)(/—1) par rapport a
chacune d’elles. La relation

(13) Siltrye covips Yy oo V) =0

est donc également invariante par toute homographie. Pour
n=1=2, S; est encore une relation linéairc par rapport a
chaque variable, c’est donc la relation de Grace correspondante.

On peut remarquer de suile que pour n =2 et A > 2 ou [ > 2,
les relations (12) et (13) ne sont pas des apolarités; en y faisant en
effet y,=o0, ys= o, (12) s’écrit

ol — ok
—_— =0
Ly == T2

et (13) , ,
xry—or)
—_— =0
Xy — L2

. Ta . . . .
et ces équahons donnent pour ; des racines 1maginaires.
L

11. Nous allons étudier tout d’abord la relation
(l5) Si(.L'h veey Lui Vi, ...,_Vn)=0.

Elle s’introduit naturellement dans le probléme suivant : Chercher
les régions décrites par les séros de la dérivée de la fonction
rationnelle

Cay a; Qan
16 z)= + —_— 4. .+
( ) f( ) S— 0 ZI— T . 3—Zp

)

lorsqu’on se donne les n péles x,, xy, ..., rp, les coefficients a;
restant arbitraires. En effet, si y,, ya, ..., yn sont n zéros de
I'équation f'(5) = o, en éliminant a,, a,. ..., @, entre les n équa-
tions linéaires

FON=0 frD=0 ... [f(ya)=o,

on obtient la relation D_,= o0, d’ou la relation (13) en divisant
par les déterminants de Vandermonde [car on peut supposer
les .z; tous distincts, et il est facile de voir qu'en général les
(27 — 2) racines de f'(5) = o sont distinctes (*)]. On voit donc

()i f(s)= %%’), il suffit de prendre tous les &, réels et les zéros de P(z)
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que I'on peut se donner arbitrairement (2 — 1) des zéros de f'(s3).
s0it .‘y'g, Yay -y ¥n; les (n-—1) autres sont alors racines de
I'équation (15) en ». qui, en général, ne scra pas identiquement
nulle. )

Montrons d’abord que, lorsque 7 >, la relation (15) r’est
Jamais une apolarité; nous allons voir en eftet qu’elle ne vérifie
pas la condition (A). Cette condition peut ici se formuler de la
maniére suivante @ si la fonction (16) a ses poles réels, ainsi que
(n ~1) des racines de sa dérivée, les (n -—1) autres racines de la
dérivée sont aussi véelles. Nous allons former un exemple ou il
n'en sera pas ainsi: il suftiv de prendre wy. .y, ..., 1, réels el
distincts. et de considérer la fonction

fiz) (324 1)
(3) = -

o (z—woy)(3—wa)...(3—ua,)
. n . . n—:1 . . .
ou A = = s1n est pairy, A = St n est Hnpatr.

2 ’ 2

in vertu du théoréme de Rolle, la dérivée a (n -— 1) zéros rvéels,
et admet par ailleurs les points ==/ comme zéros multiples
dordre A --1. Ainsi. lorsque 7 est pair. il esi possible que
n -1 zéros de la dérivée soient récls et n -— o imaginaires conju-
gués: le dernier zéro est nécessairement réel. Lorsque n est
impair. on voil qu’on peut avoir (7 - - 3) zéros imaginaires conju-
guds. mais on n’apercoit pas de suite si les deux derniers zéros
sont nécessairement réels ou non: cependant, en prenant dans

I'exemple précédent

sy =L 2, —L. -

0 9

on voit que ces deux zéros peuvent aussi étre imaginaires (').
Remarquons encore que. dans les exemples précédents, on peut
donner aux .r; ¢t aux y7 réels des déplacements réels suffisamment

situés sur l'axe rcel et non entrelaces avec les x,; I'application du théoréme de

Rolle & f(z) ou a . montre alors que les (2n — 2) zéros de f'(z) sont réels

f(z)
et distincts.

(') Les z, ne sont plus distincts ici, mais il est clair que lorsque ¢ points x,
viennent se confondre en un seul point, ¢ —1 zéros de la dérivée viennent aussi
en ce point (on considére donc ce point comme pole d’ordre 29 et zéro
d’ordre ¢ — 1 pour la dérivée).
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petits, mais d’ailleurs arbitraires, sans que les y; restants
cessent d’étre imaginaires, en vettu de la continuité des racines
de I’équation (15) en fonction des paramétres.

Il s’ensuit que, lorsque les .r; sont réels et fixes, les valeurs
réelles des (n — 1) points y; telles que les (n — 1) zéros restants de
la dérivée ne soient pas tous réels, ne peuvent étre liées par
aucune relation d’égalité de la forme

(17) S(Lay Loy ey Euy Vay ¥y ey Yn) = 0.

I1 suffirait, en effet, en supposant que les y; vérifient une telle
relation, de les déplacer de quantités trés petites dy; qui ne satis-
fassent pas a la relation

Bo=2, Y=o,

pour que la relatiorf (17) cesse d’étre vérifice.

12. Les propriétés que nous venons d’établir paraissent étre
-d’un caractére essentiellement négatif;.il est cependant possible,
comme nous allons le voir, d’en tirer des conséquences relatives a
la disposition des points y; par rapport aux x;.

Nous allons démontrer en effet la proposition suivante :

Si les points xy, za, ..., z, sont distincts et situés sur une
méme circonférence (T'), la dérivée de la fonction (16) a tou-
jours un zéro au moins dans chaque domaine circulaire fermé
limité par (T).

Ce théoréme a déja é1é établi, dans le cas particulier o n=3
par M. Biernacki ('), en suivant d’ailleurs une méthode toute dif-
férente de celle que nous allons employer.

Nous supposerons, contrairement a ce que nous voulons démon-
trer, que les (27 — 2) zéros de la dérivée, y, y2, ..., Yan_o sont
par exemple tous intérieurs au cercle (I') et nous montrerons qu’il
en résulte une contradiction.

Les rapports mutuels des a; sont en général déterminés lors-

(') Sur les équations algébriques contenant des paramétres arbitraires
(Thése) (Bulletin de !’ Académie pol ise des sci et des lettres, série A,

1927, p. 677).
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quon s¢ donne (7 -1) des zéros 317, s0it )y, )ay ..., Vu_4 par
exemple; pour qu'il n’en soit pas ainsi. il est nécessaive que les
deux relations
(ryy Loy ooy s 0 Vay ey Ve ) =0

(18)

{ Solrgc s ooy sy U Ve eee V) =0

soient simultanément vérifices. Ces deux relations en yry, 3. ...,
Ay ne se réduisent diadllears pas a une seufe, sauf pour des posi-
tions particulieres de ..., 0, (V). puisqu’elles dépendent cha-
cune dune variable .r; qui n’entre pas dansl'autre. Done, siton se
donnearbitrairement (72— ) des ). ces équ:ltinns (18) ne seront
pas compatibles.

Partons done de lafonction f(3) telle que les zéros de Ta « frivee
Vhe e e Van 2 solent miéricurs & (17): en faisant au besoin varier
légerement les ;o ce qui fait varier anssi peu quon veul les i, on
peul supposer que ). 3a. ... 3, ne salisfont pas a (18).
Fixons alors yu. 0. oooy sy et faisons varier ). Les poiots
Vs oeoe Voo varient en fonction de )y, étant racines de Péqua-

tion en y

g Nol'ye Fue s IV Ve el V10 )Y ) =0

Nous ferons varier ), jusqu'au moment on 'un des 2 points 3y,
Vas Vaore ooy Vanos atteint la civconférence (). Je dis d’abord
qu'il y a aw plus (n— ) de ces points qui atteignent la circon-
Sérence. En effet, $'il v en avait (n —1), de deux choses une : ou
bien ces points déterminent les rapports des «;; en supposant
alors, par une homographie, que (I') est P'axe réel, ces rapports
scraient réels, ¢t les 1+ rvestants deux a deux symétriques par rap-
port a 'axe réel, ce qui est contraire & 'hypothése: ou bien ¢n
supposant par exemple que ces (7 1) points sont 3y, 1., ...,
Jan. on aurait simultanément

( So(ry. Pas oo Ly s

’ s Ve Ve Vg wens Van- 2) == 0,
(18")

! No(ry oy voes Ky Xy 5 Yy Vs Vote ooy Vanoo3) =00

(') Plus préciscment, le raisonnement est valable sauf pour des valeurs de x,
vérifiant une ou plusieurs €guations algébriques; mais il est clair que, si le théo-
réme est vrai en général, il est encore vrai pour ces positions particuliéres des z ;
il suffit, pour le voir, de raisonner par continuité.
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En se rappelant'que yn, yn44s - ., yan_s sont racines de (19),
on voit que ces deux relations entraineraient une égalité de la
forme

(20) ?(xla"~"Tﬂ;y27}’3)"'7.}/"*1):“

et nous pouvons toujours supposer qu’on a choisi ya, ¥3, ..., 3n_,
de maniére a ne pas vérifier cette relation ().

Supposons donc qu'’il y ait A <n — 2 points sur la circonférence :
en changeant les notations, nous appellerons ces points y,, y, . . ..
Yh; soient ya 4, ..., Yu_y, (R —h —1) des points y; restants
[intérieurs a (T)]. Montrons d’abord qu’on peutamener y, y», ...,
& d’une maniére continue a étre aussi voisins que nous voulons
de & points pris arbitrairement sur la circonférence, de maniére
qu’aucun des points y; ne sorte de la circonférence.

Fixons en effet y,, y3, ..., ya_, et faisons varier y, le long
de (T') jusqu’a la position que nous voulons lui faire prendre. Si,
daps ce déplacement, aucun des poinis y,, ¥ni4) - ..y Yan—a D€
vient sur (I'), nous fixerons ensuite yy, ¥3, ..., yu_ et ferons
varier y, et ainsi de suite.

Si, au cours de la variation de y,, un certain nombre des y;
itérieurs viennent sur la circonférence, on montre d’abord
comme ci-dessus (?) qu’il ne peut pas y en avoir plfxs de
{(n—h — 2). Si k est le nombre de points qui se trouvent sur (T),

I

on recommence a raisonner sur ces Ak points comme sur les

(1) En effet, la relation (20) ne peut étre identiquement nulle en y,, y;, ...
¥a_1» 8inon les deux relations (18') seraient compatibles quels que soient y,,
Y3 o1 ¥y Prenonsalors arbitrairement y,, ¥n 1y +-+y Yins ¢t déterminons
7, par la condition que 'une des équations (18’) soit vérifiée. y,, ¥;, ..., ¥a_,
sont alors déterminés comme racines de I'équation en y

S$o( &y ooy T3 Vs Vuy YVnstr ooor Yanopr ¥) =00

Mais, d’aprés I'hypothése: pour ccs valeurs de y,, 7, ..., ¥._,. la seconde
équation (18') est également vérifiée; ces deux équations seraient donc compa-

tibles quels que soient ¥,, ¥,y .-y ¥3a_3 CONtrairement i ce qu'on a vu plus
haut.
() Il faut pour cela que y,, ..., y._, aient é1é choisis de maniére i ne pas

vérifier une relation de la forme (20), ce qui explique la nécessité de fuire peut-
étre varier légérement les points situés sur la circonférence autour des positioos
que nous voulons leur faire prendre, ces variations étant aussi petites que I'on
veut d'uilleurs.
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h points du début, et ainsi de suite; on n’est arrété ainsi qu’un
nombre fini de fois, puisqu’il ne peut venir que (7 — 2) points au
plus sur (T).

Supposons donc qu’on ait amené les & points & occuper des
positions aussi voisines que l’on veut de positions arbitraires
sur (I'). Laissant fixes alors ces A points, et (n — A — 2) points y;
intérieurs, nous ferons varier le (» — 1)¥™* point jusqu’a ce qu’un
au moins des yivienne sur la circonférence, et ainsi de suite.

Nous arrivons finalement & la configuration suivante : (n— 2)
points yy, ¥3, ..., ¥n_y Occupent sur la circontérence des posi-
tions aussi voisines que nous voulons de positions arbitraires; les
autres points y; sont intérieurs a (T).

Prenons alors un de ces points intérieurs, soit ¥n_t et faisns-le
varier; je dis que tant que ce point n’atteint pas (T'), aucun des
autres points ¥n, ¥n4ty - - -, Yan_a Ne peut atteindre (T'). Il suffit
pour le voir de raisonner encore comme ci-dessus en supposant
que ¥, ¥a, ..., ¥n_a ont été choisis de sorte que les relations (18)
ne soient pas compatibles. Nous pouvons donc faire tendre yn_,
vers une position arbitraire de (I') sans que yn, ..., yan_ sortent
du cercle. De plus, lorsque y»_, atteindra ce point arbitraire de
la circonférence, tous les points yn, ¥Ynys - -, Yan_a atteindront
la circonférence en méme temps, puisque, les relations (18) étant
incompatibles, ils devraient, dans le cas contraire, étre deux a deux
symétriques par rapport a (T').

Nous sommes donc arrivés a la conclusion suivante : étant
donnés (n — 1) points arbitraires sur (I'), nous pouvons donner a
Y Y2y +++y ¥no des valeurs situées sur (T') et aussi voisines que
nous voulons des points choisis, telles que les y; restants soient
tous sur (T). Ceci est en contradiction avec ce qui a été démontré
au n°® 11, d’ou la conclusion.

On peut ajouter a la proposition que nous venons de démontrer
le complément suivant, qui résulte de la démonstration faite :
Si h<n —2 zéros de la dérivée sont sur la circonférence (T'),
il ¥ a au moins un autre zéro dans chaque domaine circulaire
Sfermé limité par (T).

13. Le résultat précédent ne peut étre amélioré. Cela résulte
d’un cxemple donné par M. Biernacki (loc. cit., p. 673) : la frac-
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tion rationnelle a la forme

(3—a)(z—b)r—
(3—x1)(3—x3)...(2—x,)’

f(3)=

Zy, &y, ..., Zn et b étant sur (T'), @ un point intérieur.

M. Biernacki montre alors que (n.— 1) zéros de f'(z) sont exté-
rieurs & (T'), un zéro est intérieur, les (n — 2) autres étant en b.
En donnant a4 b un déplacement aussi petit que l'on veut de
maniére a 'amener a Pextérieur de (T'), on aura donc une fraction
rationnelle dont la dérivée n’admet qu’un seul zéro a 'intérieur
de (T') et sur la circonférence.

14. On peut remarquer que la démonstration du n° 12 s’ap-
plique a toute relation (2), a coefficients. réels, invariante par
homographie et telle que : ’

1° La condition ( A) n’cst pas vérifiéc;

2° Si, lorsqu’on se donne (m — 1) des points y;,'I'équation qui
détermine le dernier de ces points a k racines, tout groupe de
m points y; extrait de cet ensemble de m + k — 1 points satisfait
a la relation (2), les x; conservant les mémes valeurs.

Il.est évident que toutes les relations Ry= o et $;= o satisfont
a la deuxiéme de ces conditions. Pour.k2n -1, on peut voir
aisément que la relation (12) satisfait anssi & la premiére. Ea
effet, d’aprés un théoréme de Sylvester ('), lorsque les a; et les z;
sont réels, Uéquation algébrique '

(21) fa(3)=a1(3—2Z )+ B2(5—Z3)k+...+au(3—2x)k =0, .

a au plus autant de racines réelles qu’il y a de variations dans

la suite
ay, ay, @, ..., Ga-y, Gn, (—1)tay.

Il en résulte immédiatement que si (k — n) est pair, il Yaay
plus n racines réelles, et si (k—n) est impair, il y en a au
plas (n — ). On peut donc, non senlement étendre ici le résuliat

(") Voir, par exemple, PoLYA et S1red, Aufgaben und. Lehrsdtse aus der
Analysis, \.T1, p. bo, 0° 19. Les z, sont rengés par ordre de grandeur crolesaste.
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du n° 12, mais, comme on le voit aisément cn reprenant la
démonstration, élablir le théoréme suivant :

Lorsque les x; sont tous situés sur une méme circonfeé-
k—-n—H)
2
racines dans chaque domaine  circulaire fermé limité
par (I') ().

rence (TI'), U'équation (21) a toujours au moins E(

Il n’existe pas pour la relation (13) de propriété aussi simple
que le théoréme de Sylvester, comme le montre déja le cas { =2
que nous avons traité, ct dans lequel les (27 —2) points y;
peuvent étre tous réels.

Nous allons cependant montrer que, lorsque les a; et les x;
sont tous réels, le nombre ‘des racines réelles de I’équation

(22) (z) a . a, - a,
2/(z) == e —————— =
¥ (s—ur)l  (5—a2)! (3—wn)t

0,

a une limite supérieure ¢(n) indépendante de 1.
Désignons en effet par ¢(n. /) cette limite, et écrivons 1'équa-
tion (22) sous la forme ‘

(z——x,)lﬁl_ ‘(z——-.r,)l_‘_ ta (z—wr )t
a—wa) P a—a)t T T —wa)t

(23) F(z)=a —ay.

Il est clair qu’entre deux racines réelles consécutives de I'équa-
tion (23), il ¥y a au moins un péle de F(s) ou un zéro d’ordre
umpair de F/(5); or on a

F(z)= l(z—.z‘.)l*‘-[

a,(ry—rs) L sl —aw) L ap(ri—xa)].
(;_‘l-__.)l+l ’ (Z—.‘I‘;;)/+' (5—.1'")“'1

On a dong, si [ est pair,

Yin, H<d(n—1, l+1)+n+1

(') Si I'on voulait seulement montrer qu'il’y a une racine au moins de cette
équation dans chacun de ces domaines, on pourrait y parvenir plus simplement
de la maniére suivante : si ’équation (21) avait toutes ses racines dans le demi-
plan supérieur par exemple, lorsque les x; sont tous réels, on en déduirait,
- d’aprés un théoréeme d’Hermite et Biehler (voir PoLYa et Szeed, loc. cit., L. 1,
p. 88, n* 25) que I’équation

a(z—x )V +a, (s —z)+...+a,(z—x,)=0 ou a,=aRa

aurait toutes ses racines réelles, contrairement au théoréme de Sylvester.
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et si lest impair

Yin, HId(n—r1, L +-1)+n
En se rappelant d’autre part que

d(2, H <o (st est pair),
$(2, H<a (si { est impair).

on obtient aisément, par récurrence, les résultats suivants :

. _n?4+on—} . . .
in, 1)< —_— (si nest pair et ! pair):

nt4on—=6

Yin, H<

(si nest pairet!impair);
i

2 4. -1
/11—4!" )

Yion, H< (si n est impair).

2
On peut donc prendre dans tous les cas

(n—1)(n+3
q,(n):—_——)f )
il est d’ailleurs vraisemblable que la limite exacte est plus petite;
il serait intéressant de la déterminer.

Ce résultat montre donc que, dés que 7 > n—j—é, I'équation (22)

ne peut avoir toutes ses racines réelles; on en déduit comme
ci-dessus que, lorsque les x; sont tous sur une méme circonfé-
rence (D), la déricée (I—1)*™ de la fonction rationnelle (16)

. . l n -+ 3
a toujours aw moins E - — -

.) > (n—1 )] racines dans
n+3

2

chaque domaine circulaire limité par (T'), dés que >

n-—+3

Lorsque (< on peut généraliscr la proposition du n° 412

2
établie pour la dérivée premiere. 11 suffit de montrer que I'équa-
tion (22) peut avoir (n — 1) racines réelles sans que toutes les
autres racines soient réelles.

Lorsque 7 est l'mpair, on voit immédiatement, en prenant tous
les a; positifs, que 'équation (22) a exactement (2 — 1) racines
réelles.

Lorsque  est pair, on peut remarquer que ¢;(3) est, a un fac-
teur pres, la dérivée ({— 1)*™¢ de toute fraction rationnelle de la
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forme

. a
Ss)=be3t 24 b3t 34+ b+ + A ————
3—ua 3—.r, 3 —ux,

P(3)

T (=t (z—r1).. (3—x4)

P(s) étant un polynome de degré n + I — 2 au plus. Si ce poly-
nome est choisi de facon a n’avoir aucune racine réelle, il est clair
que les a; seront alternativement de signes contraires, si ’on sup-
pose les .r; rangés par ordre de grandeurs croissantes le long de
I'axe réel. Par suite, toute dérivée d’ordre impair de f(z) aura au
moins un zéro entre deux .«x; consécutifs, en particulier il en sera

~

ainsi pour ¢;( 3); si de plus, on prend

on voit que la dérivée ({ — 1) de f(3) aura des zéros d’ordre

£+}.;('_')_l;;,li<f)_£
2 2 2 2

aux points == 7; nous aboutissons donc bien a la conclusion cher-

n—+3

chée si I<n —o. Comme on peut supposer I <C s il ne reste

a examiner que les cas ou <6, avec [2n — 1 est pair; or, d’aprés
les formules données plus haut pour §(n, /) on a

pour n = 6, Y(n, l)y<ao, {(n—1)230;
pour n =), Yin )<, l(n—1)216;
pour n = {, Yin. 1)< o, (n—121;

pour n = 3, on peul supposer /2> 4, le cas de / = 2 ayant été traité
ci-dessus; on a alors

Yin, 1)<5, I(n—1)28.

Dans tous ces cas. I'équation (22) a toujours au moins une racine
_imaginaire.

On peut donc dire que lorsque les x; sont tous situés sur
une méme circonférence (I'), toutes les dérivées de la fraction
rationnelle (16) ont au moins un zéro dans chaque domaine
circulaire fermé limité par (T),




