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SOLUTION CONTINUE LA PLUS GENERALE D'UNE EQUATION
FONCTIONNELLE DE LA THEORIE DES PROBABILITES « EN
CHAINE »;

Par M. Mavurice FrécHueT.

Introduction.

Parmi les différentes généralisations de la conception due a
Markoff des probabilités « en chaine », 'une d’elles conduit a
I’étude des probabilités Py (s, t) liées par I’équation fonctionnelle

j=r

(I) Pix(s, t) :ZP,-;(S, w)Pig(u, t) (sSugt),
j=1
avec les conditions
(P") Pix(s, 1) 20,
k=r
<T) Epik(sy t):h
k=1
L) Pu(ssy=) & S =k
4 ik $,85) = .
‘ ’ o si ik

Cette étude a été entreprise par M. Kolmogoroft [ Ueber die
analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Math. Ann., Bd 104, 1931, p. 427)] et par M. Hostinsky [ Sur
une équation fonctionnelle de la théorie des probabilités,
(Pub. Fac. Sc. Univ. Masaryk, fasc. 156, 1932, p. 5)}.

Nous renverrons a ces deux Mémoires pour 'explication des
équations et conditious ci-dessus. .

Disons seulement que Pu(s,t) désigne la probabilit¢ pour
qu’un certain systéme, dont on ne distingue qu’un nombre fini
d’états E,, Ey, ..., E,, passe de I'état E;, a 'époque s, a P'état E;
a I’époque ultérieure ¢.

M. Kolmogoroff a montré qu’en supposant les P (s, ¢) déri-
vables, leur détermination se raméne a la solution d’un systéme
d’équations différentielles linéaires et du premier ordre.



— 3 — ,

M. Hostinsky s’est encore rapproché du but en fournissant des
expressions d’une solution trés générale du probléme. Il obtient
des solutions de la forme

‘ : Vs ik
R e
( Wik (s, t) si tF ka
avec

t r
Wir(s, t)= f ai(u)du +2ffa."’*‘(u‘)a°‘"(u’) duy dus—+. . .
a=1

s

+2r---if---fam(u.)aap(u,)...u“-(u,,,)du....du,,,—e—...,

a=1 i=1
ou, au m'™ terme, 'intégration porte sur le domaine

sSuyus...Suust.

D’aprés M. Hostinsky, les fonctions ainsiobtenues sont, quelles
que soient les fonctions arbitraires aix(u), des solutions con-
tinues en s, t, de I’équation fonctionnelle (I) et vérifient la condi-
tion (L'). La possibilité d’un choix arbitraire des ai(u) rend ce
résultat tout & fait remarquable. Mais M. Hostinsky ne démontre
pas (et d’ailleurs n’affirme pas) que la solution ci-dessus soit la
solution continue la plus générale du systeme (I), (L').-Cest
cette lacune importante que nous avons réussi a combler ici en
mettant la solution continue générale sous une forme trés diffé-
rente de celle de M. Hostinsky. Notre solution présente en outre
P’avantage d’une forme analytique plus simple, car les r? fonctions
continues arbitraires qui y figurent y entrent trés simplement
sous forme rationnelle comme on le verra plus loin [formule (g),
p. 255]. Contrairement a I'expression de M. Hostinsky, notre solu-
tion ne compte donc ni signe d’intégration, ni développement en
série.

La solution de M. Hostinsky comporte comme la nétre r? fonc-
tions arbitraires. Il est donc a présumer qu’elle est aussi générale.
Toutefois, pour qu'il en soit rigoureusement ainsi, il faudrait sans
doute au moins y remplacer les intégrales ordinaires qui y
figurent par des intégrales de Stieltjes em y substituant aux
ayi(um) dun des expressions de la forme dAyi(un). Car la solu-
tion de M. Hostinsky est absolument continue, alors que la ndtre
ne l'est nulle part nécessairement.

'
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En dehors de la découverte de la solution continue générale

annoncée dans le titre du présent Mémoire, on trouvera plus loin
d’autres résultats que uous allons rapidement résumer.

Résumé. — Dans ce qui suit, nous débutons (p. 245) par une
transformation simple de la solution de M. Hostinsky dans un cas
particulier.

Abordant ensuite le cas général de I'équation

i=r

(Fr) ?ik(sy t) =2?ii(37 u)9ik (U, £) (jy k= I .., 75 ‘gugt)'

i=1

nous montrons (p. 248) 'importance que présente, pour la solu-
tion générale, le calcul du déterminant D (s, ¢) des ¢jz(s, ¢). Nous
prouvons que ce déterminant est solution de I’équation (F,) a
laquelle se réduit I’équation fonctionnelle considérée quand le
nombre r des valeurs de j (ou de k) se réduit a I'unité.

Nous déterminons (p. 251) la solution continue la plus géné-
rale de I'équation (F,) et méme (p. 249) la plus générale de ses
solutions jamais nulles. Nous avons aussi obtenu la solution, con-
tinue ou non, jamais nulle ou nor, la plus générale de (F,), mais
ce résultat étant moins important, quoique obtenu par une
méthode plus difficile et plus longue, a été reporté a la fin, pour
alléger le texte principal, dans une Note additionnelle (p. 271).

Revenant au cas d’un entier r quelconque, nous obtenons
(p- 235) la plus générale des solutions de (F,) parmi celles pour
lesquelles D (s, t) reste 2 0. Nous montrons ensuite (p. 257) que
la forme obtenue pour cette solution peut étre écrite d’une infi-
nité de maniéres, en relation simple les unes avec les autres. Ce
résultat nous est trés utile par la suite et nous permet en particu-
lier d’obtenir (p. 260) la solution continue la plus générale de
Iensemble des conditions (F,) et

: 1 si j =k,
L ik($,8) =
(L) 2jk($, 5) {osij;ék.
La méme remarque nous permet d’étudier (p. 260) le comporte-
ment de cette solution quand ¢ croit indéfiniment.
Enfin, nous montrons comment interviennent les conditions (P')
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et (T"), enindiquant a titre d’exemple, (p. 269), pour le cas
de r = 2, la solution la plus générale de 'ensemble des équations
(), (P), (T") (L),

Le présent Mémoire est le développement d’une Note aux
Comptes rendus, du 17 Octobre (1. 193, 1932).

Nous n’avons examiné ici que le c6té analytique du probléme
en remettant a plus tard I'interprétation des résultats obtenus el
leur application aux problémes de la théorie des probabilités
« en chaine ».

Nous reviendrons également ailleurs sur Papplication de notre
méthode a ’équation de Chapman.

Transformation d'une solution particuliére de M. Hostinsky.

Montrons d’abord qu’on aurait pu, sans résoudre le probléme
général, se rendre compte rapidement de la possibilité de mettre
les solutions de M. Hostinsky sous une forme plus simple, en con-

sidérant le cas particulier ou ¢;z(s, ¢) ne dépend de s et de ¢ que
par l'intermédiaire de ¢t — s,

Dans ce cas, M. Hostinsky trouve en posant u =t —s

3 (m) U™
W‘,}(:, t)=\lf,~1,(u)=2aﬂ, el
m=1
ou

r r .
a‘,’i"=2 ...Zaiaa,{;....au, al)=ai.-
a=1 n=1 N .
Or il en résulte que
,
P
ax=1

@ty - . ., an sont donc solutions du systéme

r

-”"‘im+"=2a,-¢zg"’ J=1,...,r).
a=1

Ce systéme, de forme connue, a comme on sait (voir par exemple
LusLin, Revue de Mathématiques spéciales, 1932), pour solutions
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des expressions de la forme

"= X (5™ Qig(m)
8

o ();e(m) est un polynome en m convenablement choisi de
degré <r. On a donc :

(m) __ ) .
ai = E ($g)" Rjpg(m)

2
o les Rje(m) sont des polynomes en m. D’ou

. o U
‘lf/‘k(l( ) :2 Z ”7 (Sé,)’“",'kg(m).

gom=\

On peut écrire :

Rjtgim)y= Ajsry- Bjzgm-i- Cjrgm(m—1)—+...

ELjggmim—1)...(m—r-1).
D’ou :
” Ais Bite Gk Ljk '
o= B NN g [Rate o Biws Uree ke
4 (1) ? 3 (usy) [ R Py F‘m_))y“i‘ (m—r)!] )”

m m-—
\|/“,,)_z | A, ”2(1135') +B,,+gus,;2 :::l_)l)'

([lSn - }
L) —

~+ Like(Uusg)”
LA (m—r)!
m

:E 4 Njtg—+ Bjrg(usy) +.. .+ L,/( (Usy )"} etse,
4
Wi lu) = essTirg(usy),
P
ot Tjie(u) est un polynome en u de degré < r.

Cette forme a laquelle se réduitla solution de M. Hostinsky, et
ou l’on pourrait préciser un peu plus la formation des polynomes
Tie(uw), on aurait pu la deviner immédiatement et directe-
ment. L’équation a vérifier peut en effet s’écrire :

i (u—+v) :2 Di(u)Pix(v).

Sa solution, quand u, ¢ sont des entiers, est déterminée par
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Pitération

®p(+1) =2<l>,-,-(u)(l>ik(l),

=1
et par suite, elle est de la forme
ik (m) =¥ (35)"Srg(m),
8

ou les Sjzg(m) sont des polynomes de degré <r et convenablement
choisis. On vérifie alors facilement qu’on obtient une solution
valable quand u est une variable continue, quand on prend

®r(u) zz (5e)*Sjkg(u),
8

c’est-a-dire la forme obtenue plus haut en posant g, = e%. Pour
vérifier la condition (L"), il suffira de prendre

1 si J=k,

Site(0) = o si j#£k.

Ettde de I'équation fonctionnelle (F,.).

Pour mettre en évidence que nous faisons d’abord abstraction des
conditions (P’), (T"), changeons de notations et proposons-nous
la détermination de toutes les solutions continues, soumises a la
condition

. L ik
(L) 2ik(s, 8) = ; :) :: j.#k’

de I’équation fonctionnelle a r termes

Jj=r

(Fr) 7uk(s, )=, 9ui(s, W) 9a(u, 1) (sSuge),

j=1

Ici @ix(s, t) est une fonction de deux variables continues s, ¢ et de
deux indices entiers I, k qui ne peuvent prendré que les valeurs 1,
L '

- La relation (F,) a au moins le systéme dé solutions obtenu en
prenant tous les ¢i(s, ¢) nuls. Nous laisserons toujours de coté
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cette solution. Il y a encore en évidence d’autres solutions, par
cxemple le systéme de solutions ou tous les 9i(s, t) sont égaux

a ir Considérons le systéme le plus général de solutions non toutes

nulles; nous allons voir que deux cas se présentent. Pour cela,
désignons par D(s, ¢) le déterminant d’un systéme de solu-
tions ¢ix(s, ¢). On aura en vertu de (F,)

(Fy) D(s, t)=D(s, u)D(u, t) pour s<wu<t.

. Or observons que cette relation auxiliaire (F,) est celle a laquelle
se réduit 'équation fonctionnelle (F,) dans le cas ou r =1, cas
ou D(s, t) se réduit a ¢, (s, ¢). Il sera donc utile de résoudre
d’abord cette équation fonctionnelle, d’abord parce que la discus-
sion qui en résulte nous éclairera sur les valeurs du déterminant

des @i pour r %1, ensuite parce que la résolution du cas r=1
nous guidera vers la solution du cas r>1.

Remarque sur la condition (L.). — Faisons auparavant une
remarque. On a

9/’"("? u) 22 ?il(u’ u)?ik(u) u).
i

Considérons les équations obtenues pour £ fixe, j =1,...,r:

silu, W) ora(u, u)y+. ..+ 9je(u, u)(par(u, u) —1]+...

+ 9;r(u, u) prk(u, u)=o.

On peut les envisager comme des équations linéaires et homo-
génes en @i(u,u), ..., ou(u,u) —1, ..., ¢rt(u,u), dont le
déterminant des coefficients est D(u, u). Donc, si D(u, u)# o,
ona
I si j= k_

(L) ?ik(u7 u)= o si 1;£k

conditions analogues aux conditions (L'). Réciproquement si les
conditions (L) ont lieu, D(u, u)3£ o. Ainsi les conditions (L)
sont entiérement équivalentes a la condition que D(u, u) %o,
c’est-a-dire que le déterminant D(s, ¢) des solutions ¢ de (F,)
ést £ o pours =1 = u.
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Solution continue la plus générale de 1'équation fonctionnelle (F,).

Soit a résoudre I'équation fonctionnelle
(Fy) D(s, t)=D(s, 1) D(u, t) pour s<u<t.

Nous déterminerons plus loin les solutions continues du pro-
bléme. Mais pour commencer, cherchons d’abord les solutions
du probléme qui ne sont jamais nulles. On les obtient immédia-
tement. Soit en effet u, un point quelconque. On ales cas suivants :

D(s, 1)
D(s, t)= —1— <t <
(s, t) D (2, o) pour s<t Suwy,
D(s, t) = D(s, uo) D(u, t) pour s <S¢,
. D(wy, t)
b = 1 (IS S .
(s, 1) D (e, 5) pour w,$ s <t

On peut donc écrire, dans tous ces cas,

_A® .
(1) D(s, t)= IND) pour s<t,
en posant
(2) A(s) = D(uy, ) pour uoS s,
I
A T e < .
3) A(s) D s, wo) pour sSu

Dans ces formules, A(s) et A(¢) sont toujours, par hypothése,
finis et £ o.

C’est d’ailleurs la solution jamais nulle de (F) la plus générale,
st 'on prend inversement pour A(s) une fonction entiérement
arbitraire — pourvu que cette fonction A(s) soit partout fme
et # o — en vertu de 'identité

A(t) _A(t) A(w).
Als)  Au) A(s)

Ce qui précéde subsiste d’ailleurs si ’on suppose D (s, ) défini
seulement (et toujours 32 0) a 'intérieur d’un segment (S, T') ou
d’une demi-droite (— o, T) ou (S, + ).

Que D(s, t) soit continu ou non, puisse ou non s’annuler, on
observe encore que .
D(¢, t)=D(¢t, t)D(¢, t).

LX. 17
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Donc D(¢, t) ne peut jamais prendre que les valeurs o ou 1.
D’autre part, on a évidemment

Dios. 0y = D(s. w)D(u, u)D(u, t) = D(u, 1)D(s, ¢).

si s<u<t. Dés lors, pour tout point u d’un intervalle (s, ) tel
que D(s, t)#o,onaD(u,u)=1.

De tout ce qui précéde, on va déduire les solutions continues
de (F,). Nous laisserons de coté la solution continue évidente
D(s, t)== 0. Pour toute solution D(s, ¢) continue, la fonction
continue D(¢, ¢) ne pouvant prendre que les valeurs o ou 1
gardera constamment la méme valeur. Si la solution continuc
D(s, t) n’est pas identiquement nulle, il y aura au moins un
couple s, ¢ tel que D(s, ¢) £ o et au moins un point uappartenant
a (s, t) tel que D(u, u)=1. Il en résulte que D(¢, £) =1 pour
toute valeur de ¢.

Mais alors D(s, t) reste toujours positif. Car s'il existait un
couple s, ¢ tel que D(s, t)<o, on aurait nécessairement s < ¢, et
uon s = ¢) et si u est le milieu de (s, ¢), on aurait :

D(s, w)yD(u, t)<o.

done
D(s. u)<o ou D(u. ¢)<o.

On formerait alors une suite d’intervalles — chacun (s, ¢,), con-
tenn dans le précédent (s,_,, t,_) ct de longueur moitié — pour
lesquels D(s,. ¢,) Co. Il v aurait un point limite ¢’ pour lequel on
aurait D(¢, ¢')<o et non D(¢. ¢')==1. D’oi la contradiction
annoncee.

Enfin, quand D(s, ¢) est continue, non == o ¢t donnée, I'expression
de A(s) donnée parles formules (2) et (3) sera positive et continuc
Réciproquement, si A(s) est une fonction toujours 5% o et donnée

A (o)

arbitrairement, alors pour que le quotient D(s, ¢) = YO soit con-

tinu par rapport a I'ensemble (s, ¢), il suffit évidemment et de
plus il faut que A(¢) soit continue. Car si ¢, est pris arbitraire-
ment, on peul prendre s, < t, et alors, pour t >s,,

\(‘) = D(.\'o, t) A(So)

¢st continue prés de ¢, qui est arbitraire. De plus A(¢) étant con-
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tinue et Z o garde un signe constant; alors en écrivant, au besoin,

on pourra supposer que A(s) reste > o.

En résumé, toute solution continue D (s, ¢) de I’équation (F,)
ou bien est = o, ou bien est constamment > o. Et la solution
continue non identiqguemént nulle la plus générale de (F,) est
représentable sous la forme
A()

D(s,t) = INOX

ot A(s) est une fonction continue positive arbitrairement
choisie.

Ainsi nous venons de déterminer la solution continue la plus géné-
rale de (F,) et méme nous avons déterminé plus haut la solution —
continue ou non — mais partout £ o, la plus générale. Clest ce
qui nous suffira pourI’étude qui suit de I'équation plus générale (F,).
Il est intéressant cependant de montrer qu’on peut obtenir la solu-
tion la plus générale de (F,). Mais ce résultat, moins utile pour
les applications, va étre reporté a la fin de ce Mémoire, sous le
titre de Note additionnelle.

Retour a I'équation fonctionnelle (F,.).

Revenons maintenantau cas général ou r 2 1. Il est clair que si les
9ir(s, ¢t) sont des fonctions continues du couple (s, ¢), il en sera
de méme de leur déterminant D(s, ¢). Dés lors, celui-ci étant une
solution continue de (F,) ou bien est identiquement nul ou bien
est partout > o. .

En résolvant, comme nous allons le faire, 'équation fonction-
nelle (F,) dans le cas général ou D(s, ¢) reste 3£ o, on aura donc
eftectué une résolution qui comprend comme cas trés particulier le
cas ou I'on suppose que les ¢ix(s, ) sont continues et que leur
déterminant est 7 o pour au moins un couple (s, ¢). D’ailleurs,
dans le cas ou sont vérifiées les conditions

1 si J=k.

L i 3
(t pie(s, o) o si j#Kk,
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analogues aux conditions (L') de I'application aux probabilités. on
aura évidemment D(s, s) = 1.

Par conséquent la solution continue la plus générale de 'ensemble
des équations (F,) et (L) est, en particulier, une solution continue
de (F,) telle que D(s, ¢) reste >> o.

D’ailleurs, la résolution de (F,) quand D (s, ¢) reste 54 o donnera
aussi des résultats utiles dans le cas général on I'on ne fait aucune
hypothése sur D(s. 7). En effet, s’il existe un couple (s,, ¢,) tel
que D(sy, t,)#Z oo alors il existe au moins un intervalle tel
que D(s.t) soit £ 0 quand s, ¢ sont intéricurs a cet intervalle,
et tel, par conséquent, qu'on puisse appliquer a U'intérieur de cet
intervalle la solution que nous allons déterminer.

Solution la plus générale de (I,
quand le déterminant des ;. (s, ¢) reste = o.

Supposons que D (s, ¢) soit 2 o pour s =t ou au moins (uand
s, t sont intérieurs & un intervalle fixe (5, T)(S < s<t1 < T).

Soit alors u, un point fixe intérieur a (S, T). Comme on I'a fait
plis haut pour D (s, ¢), on va, pour obtenir expression des v (s, t),
con~idérer trots cas :

I. 0w, s<¢t:on aalors
ik (o, ) :qu,-,-( o, $)3k(8, L)
j
Pour chaque systéme de valeurs fixes de &, deset de ¢, les ¢k (s, t)
sont solutions des équations en \; :

jor
2ik( U, t) = E sij(uo, ) X; (i=1....,nr).

J==

Puisque D (u,; s) = 0. ce systéme a un systéme unique de solu-
tions donné par la régle de Gramer. On a donc

1
cip(s )= ————o Y ®;i (g, s) zia( Uy, ¢
7k D (o, 5) 2: ii (U, $) 7k (o, 1),
i

ou les ®;(u,, s) sont les coefficients des 9;;(u,, s) dans le dévelop-
pement de D(u,, ).
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II. s<u,<t: on a dans ce cas

Fia(s, 0= 3 975, 10) skt 0).
i
HL s< ¢t u,; et par suite
cji(8, Wo) 229“(.9, t) ski(t, up) (F=1,...,0r).
-

D’ou comme plus haut, puisque D(¢, u,) % o:
1 N
k(s )= D, wy) Zd’ki(t; uo) ?ji($, Uo)-
i
On voil qu’on peut alors mettre ces Lrois expressions de ¢i(s, t)

sous la forme (commune a ces trois cas. c’est-a-dire valable
stS<7s<e-T):

) #ik(s, £) = D, @ju(s) buu(t).
i
I1 suffit de poser
‘ §ji(s, Uo) pour s<u,,
) = | d]?)ii(,::o’,;_) pour u,<s;

(bl'i(ty uo)
D(¢, uo)
?ik (o, t) pour uoSt.

our t<u
(6) biilt) = P = o

D’ailleurs, on ne peut choisir indépendamment les fonc-
tions ¢i(s), bik(t). On voit en effet qu'on a -

/

3o buts) = ;

1
.. " i <
D (s, @) E ¢ij (8, o) Pir(s, wo) si s Suy,
i
1
___Z " . i <
D (s 5) 4 D;i(uo, s) pri(Uo, s) si upSs

et par suite, quel que soit s :

(7) Zai,<s>bzk<s>={

o si j#EK

1 si j=k
Et de méme

N A _ { o si j#Kk,

Za,,(s) buuls) = { 1 si j=k.

i
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Inversement, donnons-nous arbitrairement un systéeme de fonc-
tions @;;($). bi(s) biorthogonal et normé par rapport aux seconds
indices, c’est-a-dire vérifiant les conditions (7). Et considérons les
fouctions définies par
(%) ;,ﬂs.M:Za,',(s)hk,-(t).
i

On a

2;,;(& wy sl t) E [Ea,;,(s)b,-;,(u)] [En”(u;bu(l»]
i ¢ . .

] h /

_Z ; ajp(s) //‘./(t)Z(lil(u') I)i;,(u)}
Iyl 1]

- Ea,—n’,s; br(ty=3v;.(s, ).
/

Dauntre part, si D(s),d(s) sont les déterminanits des byi(s) et
des @;i(s), on voit que le produit D(s)d(s) est un déterminant
dont les termes sont nuls sauf ceux de la diagonale principale, tous

égaux a 1. On a done
dis)yDis)y .

Donc d(s), D(7) restent < 0. Or D(s, ) =d(s). D(¢t). Donc
D(s, t)# o.

En résumé, la solution (continue ow non ¢n s. t) (s, t)
de (V) le plus générale parmi celles pour lesquelles le déter-
minant D (s, t) des oy(s. L) reste 3£ o est de la forme

N ‘
Tjkls, t) =:-.‘(l/,~(s)l)k,-(t).
i
ot les aji(s), bri(s) sont un systéeme biorthogonal et normé par
rapport aux seconds indices, mais par ailleurs arbitraire.

Ce résultat s’applique, qu’on fasse varier les s, ¢ arbitrairement
sur la droite ou a 'intéricur d’un intervalle fixe S, T.

Observons d’ailleurs qu’on peut choisir les a;i(s) presque arbi-
trairement, les by (s) étant alors déterminés. En eftet, on a vu
que d(s) £ o. D’autre part, I'ensemble des conditions exprimant
que le systéme des a, b est biorthogonal et normé est équivalent
au systéme (obtenu par simple résolution) :

Nri(s)
d(s) !

bri(s) =
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ot Axi(s) est le coefficient de a;;(s) dans le développement de d(s).
En résumé, la solution (continue ou non), ¢ii(s,t), de l’équa-
tion fonctionnelle (F,), la plus générale parmi celles pour
lesquelles le déterminant des 9ix(s, t) reste = o, est de la forme

~ Agri(t)
(9) ?jk(s,"Zz‘aji(s) JE[) ,
i
ot les aji(s) sont des fonctions qui peuvent étre arbitrairement
choisies pourvu que leur déterminant d(s)reste = o et ot Ayi(t)
est le coefficient de axi(t) dans le déterminant d(t).
11 est clair qu’on peut aussi écrire

Bji(s)
(10) ojk(s,t) =z l;(s)' bri(l),
i

oit les b;;(t) sont choisies arbitrairement pourvu que leur déter-
minant D(¢) reste 3£ o et ou Bj;(s) est le coefficient de b;;(s) dans
le développement de D(s).

On remarquera d’ailleurs qu’on aura

. N 1 . 1 osi _] = I.',
Pkl = W?)iza“m Al)=06 s jk

De sorte que si 9(s, t) est une solution de (F,) dont le déter-
minant D (s, ¢) reste £ o, non seulement D (s, ) reste égal al’unité
mais encore les termes de ce déterminant des 9;i(s, s) sont nuls
sauf ceux de la diagonale principale qui sont égaux a 1, et par suite
la condition (L) est nécessairement vérifiée. On verra plus loin
(p- 259) que la réciproque est vraie pour les solutions continues.

Indétermination de la représentation des 7;x(s. ¢

Observons que pour une solution ¢ (s, t) de (F,), il y a une
infinité de maniéres de la mettre sous la forme

(8) 7k (2, 0) = X, a;u(s) bru(e).
i

Nous avons cn effet déja écrit, p. 253, des formules (5), (6),
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donnant au moins un systéme d’expressions de a;i(s), bii(t)
pour ¢ (s, t) donné; or ces expressions dépendaient d’un para-
métre arbitraire u,.

Nous allons méme obtenir U’expression la plus générale des
wjiy bii pour une solution 9 (s, t) donnée.

Soit donc une expression
(1n ;//,.(.s‘,t):zzl',»(s'){ﬁ,(-,-(l).

i

distincte ou non de la prcmiére. Nous allons d’abord montrer que
si ¢’est une solution de (F.), et si le déterminant des ¢ (s, t)
est o, le systéme des a, 3 est biorthogonal et normé (et les déter-
minants des x et des 3 sont 3£ 0). Tout d’abord, le déter ninant
des @ji(s, t) est,d’aprés Pexpression (17), égal au produitde déter-
minants des « ct des B. Le premier ¢tant supposé £ o, il en sera
de méme des deux derniers. D’autre part, en éerivant que Pexpres-
sion (1) véritie (F,.). on aura

21,-,-(;.9) el -:_21,-;,(.\') B“I(I)ZBM(u) an(u)
i i

i Il

= E Gup(u) 2jp(s) 3r(t),
' ht
en posanl

Gu(u) =Y 2;(1)Bin (1)
i

211"‘(‘) [?’kh(f)—'z Gp () ;3“(1)] = 0.
- ]

n

D’on

Comme le¢ déterminant des « est £ 0, on voit que, pour chaque
valeur de A, le crochet est nul. On a donc

Ben(t) —-Z Gyp () Brat) = o,
/

el puisque le déterminant des ;;(¢) est 3£ 0, on a pour chaque
valeur fixe de A :
‘ 1 si = ,I,

21;1(1¢)‘$;/,(ll)—3G11.(u)—»"0 §i l#h,

i

comme 1l avait été annoncé.
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Ceci étant, on a

Eikh(f) 9k(s,2) =2a,~i($)[ Eﬁkh(t) Bu(l)] = a;,(s).

k i .

D’ou

ajn(s) :20!1‘1.(!)20,'4‘(3) bri(t),

r
(12) c’est-a-dire

ajn(s) =2Yhiaii(3),
\ i

‘{1,i=2<xkh (&) bri(t).

ot

D’aprés cette expression y;; pourrait dépendre de ¢; mais les
équations (12) onl pour A fixe, j =1, ..., r, unsystéme unique de
solutions ys;, puisque d(s) 3£ o et ces solutions ne peuvent dépendre
de ¢t. Donc y; est bien une constante. De facon analogue, on aura

(13) {ik[(t)zzsubki(t), ou '61,-=Za,-,~(s) Bj1(s) = const.
i j :

D’ailleurs les constantes y et 8;; ne sont pas indépendantes.
Considérons en eftet la somme

2*{},; 81,-:2 [Zaii(:) b“(s)] arnp(s) [3,'[(:).
i k,j i

Les a, b étant nécessairement biorthogonaux et normés relative-
ment aux seconds indices le sont aussi par rapport aux premiers.
On a donc

1 si h=1
(14 = 2 3 =
(14) E‘rman— Ed,h(-f)ul(’) {" si ksl
i j

et par suite aussi
2773'1— vosi h=1
T Vo si Rz

Réciproquement, si les aji, by sont donnés, et si 'on prend
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pour x4, 34 des fonctions déterminées par
ajp(s) :Z‘{hiﬂjz(s),
i

’, 1\
Sx1( L) :Z‘O/i bri( ),

i
en prenant pour les yin €l 3y un systéme (uelconque de constantes
qui soit biorthogonal et normé par rapport au second indice, alors
on aura aussi

Za,-;(.\- Y 300 r:zu,-/,('s) [:;{,(t)27,-/,_6,-/r.:2a//(s) Dry(ty = Pjkts, ).
i i

i ko

Remarques. — Soient d(s), A(t) les déterminants des oji(s),
Bri(2); on aura ¢videmment D(s, ¢) = 0(s)A(¢). Commne on a vu
(ue dans le cas actuel ou D (s, t) est supposé toujours % o, on a
D(s,s)==1, alors on voit que d(s)A(s)==1. Gela résulte aussi du
fait que les a, B8 forment un systéme biorthogonal ¢t normé. On
en conclut : ‘

&

~

(s
3(t)

D(s, t) =

1I. Nous avons obtenu, d’une part, une représentation de la
solution %i(s, ) de (F,) sous la forme (4) en fonction d’un para-
métre u,, grace aux formules (5), (6); d'autre part, la forme la
plus générale d’une solution ¢ (s, ¢) donnée sous la forme (11).
On pouvait se demander si la premiére méthode ne fournirait pas
Pexpression de (s, t) sous la forme (11) la plus générale quand
on fait varier ce paramétre u,. La réponse est négative. En effet,
observons que si les a,i(s), bxi(¢) sont obtenus [par les formules (5)
et (6), on a

- ) _ s _‘l si j:l',
(15) aji(uy) = bji(ug) = 3ji(uq, uy) = ) o 8 jEi
Or, on peut choisir arbitrairement les fonctions aji(s), pourvu
que leur déterminant soit 3£ o, et il est clair qu’on peut les choisir
de sorte que les a;j(s) ne satisfassent a la condition (15) pour
aucune valeur de u,. Il suffit, par exemple, de prendre pour les
aji(s) des constantes convenables.
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Solutions continues de (F,) et (L). — Considérons, en parti-
culier, une solution ¢x(s, t) de (F,) qui soit continue par rapport
au couple (s, t) (pour s<t). Alors le déterminant D(s, ¢) est une
fonction continue; or, c¢’est unessolution de (F,), et nous avons vu
(p- 230) qu’une solution continue de (F,) est toujours positive ou
toujours nulle.

I. Si la condition (L) n’est pas vérifice, c’est-a-dire s'il y a au
moins une valeur de u et un couple j, & tel que ¢jx(u,u)%o0
si j Z k, ou tel que 9;x(u, u)>#1 si j =k, alors, comme on I'a
vu (p. 253), D(s, ¢) ne peut rester % o et, par suite, D(s, t) = o.

Ainsi, pour toute solution continue de (F,) ne vérifiant
pas (L), il existe un systeme de fonctions continues non toutes
nulles Ui(s, t) telles que

D\ Us(s, £)9ja(s, ) =o.
k

II. Si, au contraire, 9x(s, t) est une fonction continue vérifiant
a la fois (F,) et (L), D(s, s) reste ¢gal a 1, donc D(s,¢) ne pou-
vant étre identiquement nul reste positif.

En particulier, D(s, t) restant 3£ 0, 9;i(s, t) peut se mettre sous
la forme (4) au moyen des formules (5), (6). D’aprés ces der-
niéres formules, les ait(s), bir(t) sont des fonctions continues
de s et'de ¢t. Mettons maintenant (s, t) sous la forme générale

(1) 2ik(s, )= X aju(s) Bia(2)-

i

Nous avons vu (p. 257) que les aji(s) sont nécessairement des
combinaisons lindaires des a;i(s); les aj;(s) seront-donc continues;
de méme, pour les Bi(t). Réciproquement, si_les aji(s) et les
Bri(t) sont continues, 'expression (11) est aussi continue.

Ainsi, la solution continue la plus générale des équations
simultanées (F,) et (L) est représentable sous la forme (11) o
lesaji(s), Pri(t) sont des fonctions continues formant un systéme
biorthogonal et normé arbitrairement choisi. De plus, pour
une solution continue (s, t) de (F,) et de (L), chacune de ses
représentations sous la forme (11) est nécessairement constituée
par un systéme biorthogonal et normé de fonctions continues.
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On voit aussi que la solution continue la plus générale des
équations simultanées (¥,) et (L) est de la forme

(s, ¢ Z" (s A/“tt)
Tihls, 1 o= )
7ikLS, ji IR

i

ot Ayi( L) est le coefficient de agi(t) dans le déceloppement du
déterminant d(t) des a,i(t) et on les aji(s) sont des fonctions
continues dont le choir est arbitraire pourve que leur déter-
minant d(s) reste #o. .

Notons que si ¢’est seulement a U'intérieur d'un intervalle — fini
ounon -= ST que ¢ji(s, ) est solution continue simultanée de (F,)
et de (L), alors Pénoncé précédent subsiste quand on ne Pap-
plique qu'a Uintéricur de Pintervalle (S, T).

Comportement asymptotique des solutions continues. — En
vue des applications a la théorie des probabilités en chaine, nous
allons étudier ce que deviennent les solutions continues ¢ji(s, t)
du systéme (F,), (L) quand, s restant fixe, ¢ croit indéfiniment,
suivant ce (ue sont les fanctions continues arbitraires b;;(¢t) dans
Pexpression

. B,,(S)[)/,,(l)
(16) cik(s, “_2 D(s) y

ot D(s) est le déterminant des b4i(s).

Toute cette étude se fera facilement si Pon se base sur ce que,
comme on I'a vu pages 237 el 204 (en permutant les notations
employées plus haut), les b4;(¢) sont des combinaisons linéaires a
cocefficients constants des @ (1, t), soit

(1) bii(t) = 3894 (1o, £),
J

dés que ¢ devient supérieur a un nombre u, fixé arbitrairement
d’avance.

1° Pour qu'il existe au moins une valeur de s telle que les
9ji( sy t) restent bornés pour ¢ 2, il faut, d’aprés (17), et il suffit,
d’apres (16), que les byi(t) soient bornés pour ¢ assez grand. Et
alors les 9ji (s, t) resteront hornés pour chaque valeur fixe de s
quand ¢ croit.

2° Pour qu’il existe au moins une valeur de s, telle que les
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@jk(s, t) tendent chacun vers une limite déterminée et finie
quand ¢ croit, s restant fixe, il faut, d’aprés (1), et il suffit,
d’aprés (16), que les bx(t) convergent quand ¢ croit indéfiniment.
Et alors, il en sera de méme pour ¢x(s, t) pour toute valeur de s.

Etsi 'on a
lim [)Iti(t) = by,
15>+
on aura
. Bji(s)
ii"m gik(s,t) = ‘ D"(s) bri= 3j4(s).
i

t

D’ailleurs, on peut présenter les choses plus simplement; il suffit
de choisir pour les mémes solutions ;:(s, t) une autre représen-
ltation

55(s, t) :Za/i(s) bii(2).

Si la relation entre les b et les B est de la forme

bri(2) ::Z)“" Brji (1),
j

et si les B;(¢) tendent vers des limites 34, alors les b;;(t) tendent
vers des limites b;;, et on a

bkizz)\ii Bri
j

On sait que le déterminant des };; est 72 0. Donc le déterminant
de by et celui de Bz sont en méme temps nuls ou en méme
temps > o.

Si le déterminant des bi; est 2o, alors on pourra choisir
les };j, de sorte qu’on ait

.'sk,:{ o s kA
1 si k=.

Il suffira de prendre Az = b;. Ainsi, quand le déterminant des
limites de ¢x;(s, t) est £ 0, on pourra toujours poser

2k(5, )= X aji(s)Bri(t)
i
avec . )
lim 84;(6) :{ o sf k 7’5]’9
t>w 1 si k=j.
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On aura alors
a;4(s) = lim 9;4(s, ¢).
t> o

3* Pour qu’il existe au moins unc valeur de s, telle que les
¢j+(s, ¢) convergent chacun vers une limite ¢;(s) détermindée, finie
et indépendante du premier indice, j, il faut, d’aprés (17), que
les b4:(t) tendent vers des limites by, finies, déterminées et de la
forme de produits wc; d'une fonction de A par une fonction de i.

Et alors, on aura
Bji(s)e;
?I:(-f) o We —_—
Z Ds
r (s)

Il faudra donc encore : «. ou bien que les limites des ()
soient toutes nulles (et alors les limites des ¢« (s, ¢) sont toutes

nulles, et inversement): b. ou bien (ue l’expressi(mz ciBji(s)

i
soil ind¢pendante de .

I’ensemble des conditions nécessaires qu’on vient d’établir est
évidemment suffisant.

On notera que, dans ce cas, les lignes du déterminant limite des
bi(¢t) deviennent proportionnelles, donc D(¢) tend vers zéro. Et
comme les ¢(s,t) ont des limites finies, D(s,¢) =d(s)D(¢) a
une limite finie, et d(¢) = ﬁ% tend vers Pinfini avec ¢.

4° Pour qu’il existe au moins une valeur de s, telle que les
9j#($, t) soient des fonctions périodiques de ¢ (de méme période T),
il faut, d’aprés (17), et il suffit, d’apres (16), que les byi(¢) soient
des fonctions périodiques de ¢ (de période T'). Et alors il en sera
de méme pour les 94(s, ¢), pour toute valeur de s, et la période
sera indépendante de s.

5" Pour qu’il existe au moins unc valeur de s telle que les
fonctions gj¢(s, t) soient des fonctions asymptotiquement pério-
diques de ¢ (et de méme période asymptlotique T), c’est-a-dire
pour que @jk(s, ¢) soit la somme d’une fonction de s et de ¢ pério-
dique en ¢ (de période T indépendante de 7, k) et d’'une fonction
de s et t qui converge vers zéro quand ¢ croit — il faut, d’apreés (17),
et il suffit, d’aprés( 16), que les fonctions by (¢) soient des fonc-
tions asymptotiquement périodiques et de méme période T. Et
alors, il en sera de méme, quel que soit s, et la période asympto-
uque sera indépendante de s.
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Limites généralisées. — On a généralisé de diverses fagons la
limite d’une fonction de ¢ lorsque ¢ croit indéfiniment. Nous ne
retiendrons dans la suite que celles de ces généralisations pour les-
quelles : A. quelles que soient la constante P et les fonctions f(¢),
g(t), alors, si. f(¢) et g(¢) ont pour limites généralisées respec-
tives F et G, les fonctions P f(t), f(t)+ g(t) ont pour limites
généralisées respectives PF et F + G; B. la convergence ordinaire
cotraine la convergence généralisée avec la méme limite.

Cleci étant, on voit que les énoncés 2° et 3° subsistent quand on
remplace la limite ordinaire par la limite généralisée.

Remarque. — Les conditions A et B sont, par exemple, vérifiées
par la définition suivante appliquée a des fonctions continues (ou
méme simplement sommables sur tout intervalle fini) : £(¢) converge

x
f(t)de
au sens généralisé vers ! si le rapport ~>———— converge au sens
g PP z —a g

ordinaire quand z - + . Et d’ailleurs, dans ce cas, il en est de
méme quand on remplace a par un nombre b quelconque; la
limite généralisée { est indépendante de a, car on a

jl:'tf(t)dr ) ./h‘af(t)dt+ . ./':xf(t)dt
=06 = )

xr—0b T rx—b r—a

Condition (T). — 1l est intéressant de chercher parmi les solu-
tions de (F,) de la forme (8) celles pour lesquelles la condition (T')
est vérifiée. Elle devient ici

I=E 9jk(s, ¢) _—_—2 Za,‘i(s)bki(‘)
k L

ou

(18) Za,—,(s)c,(t):l
i
avec

ci(t) =2 bii(t).
k

Dr’ailleurs le déterminant d(s) des aji(s) étant supposé 5 o, les
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équations (18) donnent
1 O,
= g ZA Axi(s) -_-; bii(s) = ci(s).

Ainst, il faut que les quantités ¢;(¢) se réduisent a des nombres ¢;
indépendants de ¢, et que on ait

1 r:Z ciaji(s).
i

Réciproquement, supposons les a;i(s) arbitraires sauf : 1” que
leur déterminant d(s) soit £ 0; 2° qu’il existe des nombres indé-
pendants de s, ¢;, tels que

20,-«1,,—(3):1 (J=1. ..., 1)
i

Alors, on tire de ces équations comme plus haut

Eb““): ci
k

¢t par suite

1= E [2 bii(t) :Ia,'i(s") :2 Ea,’i(s) bri(2) :Z zik(s, 2).
k k i k

i

L’ensemble des conditions 1°, 2° est donc nécessaire et suffisant
pour assurer la condition

(T) 2;,“’5.[}:[ (L==1.....71).

k

Il est clair que ¢, .... ¢, ne peuvent éire tous nuls. Si, par
exemple, ¢, 7 0, on voit que pour assurer la condition 2", il
suffira de prendre les aj-(s) tels que

i—=r—i
11— E cia;i(s)
i=1

Wi, ()=
jrts) cr

(J=1, ..., 1)

On peut aussi assurer la condition (T) d’une autre facon en
profitant de I'indétermination du systéme des @, b. On a vu qu’on
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pouvait lui substituer un systéme «, f au moyen des formules (12),
(13). Si(T) est vérifié, il y devra y avoir un systéme de cons-
tantes c;, c), telles que

2 ciaji(s) =1 :2 cpin(s) =2 a,-[(_s)z ch Y hie
h h

i i

Comme Zc;aﬁ(s) =1, il suffit de«prendre les ¢}, tels que

1
Ci 22 C}, Yhi-
h
Choisissons les c¢),.

Pour qu'on ait ¢, =1, ¢, =...=¢, = o, il suffit de prendre
v1i= ¢i. Sidonc (T) est vérifiée, on pourra, — en prenantles y,; = ¢;
(les ¢; ne peuvent étre tous nuls), puis les y;;(j 7% 1) de sorte que
le déterminant des y soit 3£ o0, puis en déterminant les d;; au
moyen des y et enfin les «, § au moyen des a, b, y, 3, — mettre o ;
sous la forme (11) avec aj (s)=1. D’ou

. i=r
2ik(s, £) = Bre(6) + X, ju(s) Bue().

i=2

D’ailleurs, le systéme des «, B étant biorthogonal et normé par
rapport aux seconds indices, on aura

\ i h:
Edjl(-‘)pih(s)z;:) :: h#:.

7

2@/1(3)21, Zﬁ/h(.\:)zm pour A 1.
i j

Par suite

Z ¢jk(s, ) ;2 [“ii(s)z 3“(!)] =1.
k k

i
En résumé, pour qu’une solution des équations simultanées
(F,) et (L) vérifie la condition (T). Ecpjk(s, t)y=r1, il faut et il
k
suffit que l'on puisse choisir l'une des maniéres de la mettre
sous la forme (11) de facon que les aj;(s) soient tous identiques
& 1,les @ et B continuant & former un systéme biorthogonal et
LX. 18
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normé [et les «, B seront continues si la solution ¢ (s, t) est
continue]. :

Le comportement asymptotique des sclutions continues du
systéme (F,), (L) donne lieu & quelques remarques quand la con-
dition (T) est vérifiée par ces solutions. :

Tout d’abord si les 9;x(s, t) ont des limites ¢;z(s) lorsque ¢
croit indéfiniment, ces limites vérifieront évidemment aussi la
condition, limite de (T) :

(19) E?i’r("):'y

3

remarque évidente mais parfois trés importante.
On voit aussi qu’on aura

(20) ;/1-(5‘)::2 sii(s, u)zi(u).

i

Si, en outre, les gjx(s) sont des quantités ¢4(s) indépendantes du
premier indice, 'égalité précédente devient

sils) = ;k(lt)z zji(s, u)=gx(u).
i

Ainst lorsqu’une solution continue ¢i(s, t) du systéeme (F,),
(L), (T) converge quand t croit indéfiniment vers une limite
indépendante du premier indice j, cette limite est aussi indé-
pendante de la premiére variable s.

D’ailleurs, réciproguement, si une solution continue ¢ (s, t)
du systéeme (F,), (L) converge quand ¢ croit indéfiniment vers
une limite ¢; indépendante a la fois du premier indice j et de la
premiére variable s, alors ow bien cette limite est nulle quel que
sott k, ou bien la solution ¢ (s, t) vérifie la condition (T). Car
I'égalité (20) devient

;4.[1—2 gjils, u)] =o0,

i

Remarques sur les solutions non négatives. — Lorsque la
solution ¢ (s, t) de (F,) vérifie a la fois les conditions (T') et

(P) ?I‘k(s’ t)ZO7
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on a aussi nécessairement ¢;i(s, £)<1. On en déduit (p. 26o,
formule 17) que, dans ce cas, si D(s, ¢) reste £ o, alors quelle
que soit la représentation (11) de ¢« (s, t), les Bri(¢) restent bornés
quand ¢ — -+ .

De la méme maniére, on montre que les a;;(s) sont bornés
quand s > — o. Par contre, ils peuvent étre soit bornés, soit non
bornés, quand s — + . On a en revenant aux notations a, b

Bji
DI((:)) = Bjy(s) d(s)

(21) aji(s)=

les déterminants Bj;(s) formés avee des termes b;;(s) qui restent
bornés, quand s— -+ o restent aussi bornés. Pour que l'un au
moins des a;;(s) ne soit pas borné, il suffit donc que d(s) ne le
soit pas. Inversement, il va de soi que si les termes aji(s) sont
bornés leur déterminant d(s) sera borné. Ainsi : la condition
nécessaire et suffisante pour que 'un au moins des a;;(s) ne soit
pas borné quand s -+ o est que leur déterminant d(s) ne le soit
pas non plus. .

On voit I'importance du comportement de d(s) quand s — + .
Or on peut préciser celui-ci quand les conditions (P), (T) sont
vérifiées. Commencons par examiner le déterminant D(s, ¢)
des 0i(s, t).

D’une fagon générale, si les termes uj; d’'un déterminant
vérifient les conditions

ujr2o, Zu,-kgl,

k

la valeur absolue de ce déterminant est <1. En effet, les mémes
conditions seront vérifiées par les mineurs de ce déterminant. Si
donc la propriété énoncée, évidemment vraie pour un déterminant
d’ordre 2, est vraie pour les déterminants d’ordre < r, on aura en
développant un déterminant A d’ordre r une expression de la

A :Z ujkUjg,
.

et le déterminant Uj;, d’ordre r—1, sera en valeur absolue <1,

D’ou
A1), Tuje 1S
k

forme
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11 en résulte que pour toute solution g x(s, ¢) de (F,) vérifiant les
conditions (P), (T), on aura

"D(s, )2
Si de plus pour cette solution D (s, ¢) reste 3£ o, on aura

1= D(s, s)=d(s)D(s),

d’on
Di(s, t)= ’,(—”
d(2)
¢l enhin
d(s) P
\m“) =1

Ainsi, pour toute solution ¢ (s, ¢) de (F,) vérifiant les condi-
tions (P), (T) et dont le déterminant D (s, ¢) reste > o, la fone-
tion | d(s)| est positive ¢t non décroissante.

Si, en outre, les ¢ (s. ¢) sont continues, D(s, ¢) reste > o,
et d(s) a un signe constant. En changeant au besoin de signe
les @i () par exemple [de sorte qu’on peut laisser les a;, (s) = 1]
Aji(t)
F0)
sont pas changés et d(s) élant ainsi changé de signe pourra étre
suppos¢ > o.

in résumé, si ¢jx(s, t)est une solution continue de (F,) qui
vérifie les conditions (L), (P), (T), elle peut-étre mise sous la
Jorme () ow les a;i(s) sont des fonctions continues, bornées
quand s-—»>—owo, ou les «;(s)=1, ou le déterminant d(s)
des aji(s) est une fonction positive non décroissante de s, et ou
Aji( )
d(t)

¢l en changeant en conséquence les bji(t) = » 1's @x(s, t)ne

les termes bji(1) = sont bornés quand t -> + .

Solution continue la plus générale de (F,) vérifiant les
conditions (L), (T), (P) dans le cas ot r = 2. — Par exemple,
si "= 2, on pourra toujours poser e¢n vertu de (T)

2,(s) =1, App(§) =1, aio(s) =—a(s), 292(8) = b(s);
on aura, en vertu des conditions d’orthogonalité des «, 5,
d(s) = b(s)+ a(s),

o a(t) . I a . al® v b
Bii(t)y=1— :l(_t)’ Bra(t) =— mv Bar=-+ Zm}’ Baa(t) = d(t)’
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d’ou

. . a(t)y—af(s) . a(ly—a(s)
" w(s,l)—l——'———d(t) ) F12(8, 1) = —an
22

o h(t)—b(s) i B b(t)—b(s)

Y‘.’l(“y,’)— _—fl(l)—, Yi:(s, l) =I1— ————d(t) .

Pour r =2, si les 9i(s, t) sont continues et si la condition (L)
¢t la condition (T) sont remplies, les ¢ sont de cette forme
avec d(¢) constamment 5 o, donc d(¢) d’un signe constant. On
peut supposer d(s)>o, car si d(s) était <<o, il suffirait de
poser a;(s) =—a(s), by(s)=-—0(s) et alors dy(s)=—d(s)
serait > o. ‘

Si 'on veut, de plus, que les ¢z(s,t) soient tous 2o et <1, il
suffit, en vertu de (T'), d’écrire qu’ils sont 2> o. Il faut d’abord ;'22 o
et ¢.,20, donc que a(t)2a(s) et b(t)2b(s) pour s<¢: autre-
ment dit, a(s) et b(s) sont non décroissantes.

Les conditions nécessaires déja formulées sont alors suffisantes.
En clfet pour ¢,y 20, il suffit que [6(¢) -+ a(s)]20 et pour g2 >0,
que b(s) + a(t) > o.

Or
oL b(t) +-a(s) =[b6(t)—b(s)]+d(s)

b(s) +a(t)=d(s)+ [a(t)—a(s)]

et ces deux seconds membres sont 20 quand on suppose d(s)
toujours > o et les deux fonctions a(s), b(s) non décroissantes.
Ainsi les solutions continues les plus générales de U'applica-
tion aur probabilités en chatne sont données dans le cas der —= 2
par les formules (22) ot d(s)=0(s)+ a(s)etow a(s), b(s)
sont des fonctions continues non décroissantes dont la somme
reste positive.
11 est d’ailleurs facile dans ce cas de déterminer I’allure asymp-
totique de ¢ (s, t) lorsque ¢-> + . ’
En eflet, les fonctions a(¢), b(¢t) étant non décroissantes
tendent chacune vers une limite finie ou vers + o. Or
F1(8, 1) + 912(5, £) =1=9u(s, ) + 92:(s, ?),
d(s)
(@’
a(s),
d(t)

Pa1(s, t) + p1a(s, t) =1—

011(8, ) + Faa(s, 1) =14
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Pour que d(t) = a(t)+ b(t) ait une limite finie G quand ¢t — +oo,
il faut et il suffit que a(¢) et b(¢) tendent respectivement vers des
limites finies que nous appellerons A et B.
Sid(t)->C, alors a(t)-> A, b(t)->B, et'on voit immédiate-
ment que P’on a
B — a(s) A —alis)

h T L) — h ¢ 1) = —
Jim g, ) BrA ;;T,?"("’ ) Tyt
. B—b(s) . \ -~ b(s)
lim ¢ (s, t) =2 —o0n lim (s, ¢) = ———=
M gnls ) = gty M en(s = <

La limite de ¢k (s, ¢) n’est d’ailleurs jamais indépendante du
premier indice dans le cas actuel.
Si d(t)-» + =, on voit que, dans tous les cas, les quatre

sommes
Fuls, ) -+ 3908, 8), 221(s, 1)+ Paals, t),

Fa(8, L)+ 51208, 1), P11(S, 1)+ Pas(s, ¢)

tendent vers 'unité. Mais il peut se trouver que a(¢) ou b(t) ait
une limite finie, on a donc les cas suivants :

alt)y=> A, bll)y-»-—x; aldl)—>—+xo, b()—>B; a(t)—>-x, bil)—>-x.

Dans les deux premiers cas les @ (s, ¢) ont encore des limites

déterminées :
1 (3] . . .
Lo % (sib(t) > -:-0);
:' 3 (sia(t)—> + x).
)

La limite de ¢jx(s, ¢) est dans le cas actuel indépendante de /

etde s.
Enfin si a(t) et h(t) tendent simultanément vers linfini, et
s1 @44($, ) et 9,59(s, t) ont chacun une limite, les égalités

b(1) b(s)
0 = 0 gy
a(t) a(s)
a = O+ @

b(t) , a(t)
montrent que s et 70 ) tendent vers des limites respectives 3

et « (avec « + B =1). Et réciproquement, cela suffit pour que
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les 9/+(s, t) convergent; avec
lim ?“(37 t) = B = lim Fe1(s, 1),
{>+w t>+w

lim 945(s, t) = a = lim 9qg(s, £).
>+ t>+n

La limite de (s, ) est donc encore dans ce cas indépendante
de j et des.
On peut résumer ce qui précéde en disant :

Pour que les quatre fonctions 9ji(s, t) convergent quand t
croit indéfiniment, il faut et il suffit que la courbe plane
x =ua(t), y = b(t)soit bornée quand t croit ou que sa branche
infinie, quand t crott, posséde une direction asymptotique
* déterminée.

Pour que, dans ce cas, la limite de ¢;i(s, t) soit indépendante
de j (et alors nécessairement indépendante de s), il faut et il
suffit que d(t) tende vers + « avec t.

Obscrvons qu’on a, dans tous les cas,
d(s
Puale, )= pma(s, )= Z1 = Faa(s, )= Puals, 0.
Donc :
P11(s, £) —Pau(s, 1) et Paa(s, 1) — Paa(s, 2)
convergent toujours vers une limite qui est nulle si d(¢)-> + »
a(s)
C -
Donc, si U'on attribue & chacune des quatre fonctions ¢jx(s, t)

une limite généralisée (satisfaisant aux conditions énoncées
p. 263), la condition nécessaire et suffisante pour que, quand t
crolt, la limite généralisée de 9;i(s,t) soit indépendante de j
(et alors indépendante de s) est que d(t) tende vers + o avec t.

et qui est % o (et égale a > o) dans le cas contraire.

NOTE ADDITIONNELLE.

Solution la plus générale de 1'équation fonctionnelle
(F1) D(s, t) = D(s, w) D(u, t) (ssust).

On a obtenu plus haut la solution jamais nulle, la plus géné-
rale de cette équation fonctionnelle, cette solution étant
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valable quand s. ¢ varient a U'intérieur d’un intervalle ST fini ou
non. :

Passons maintenant a la recherche de la solution la plus géné-
rale (bornée on non, mais partout finie) de I'équation (F, ) quand
on cesse de la supposer jamais nulle. 11 y a d’abord évidemment
la solution =0 que nous écartons. Nous admettons donc qu’il
existe au moins un couple s, ¢, (s<¢) tel que D(s,¢) £ o.

Un premicer cas est celui ou aucun de ces couples n’est formé
de nombres distinets. Glest-a-dive qué D(s,t) -= o pour s < ¢ et
¢gal @ 0 ou 1 (et au moins une fois égal a 1) pour s =¢. Ce
sera nécessairement une solution discontinue. Inversement toute
Jonction définie de cette maniére est évidemment une solution
de (1)), quel que soit I'ensemble sur lequel D (s, s)=1.

Il nous reste a chercher les solutions de (F,) telles que D(s. t)
soil == o pour au moins un couple (s,¢) avec s < ¢t. Comme on a
déja obtenu la solution générale quand D (s, ¢) est toujours =£ o,
on doit supposer (il existe aussi un couple (', ¢'), tel que
Dy’ ') =o.

Ceet dtant, soit @, un point intérieur a un  egment s, ¢
(s =T, << t)telque D (s, £) 7 0. Alors D (s, 1,) Z o ct D (u,, t) = o.
Soient S la borne inférieure des s tels que D(s, w,) 3£ 0 et s < u,.
T La borne supcéricure des ¢ tels que D (w,, t) 52 o et u, <<t (S peut
ctee -2, T peut étre + o). on aura S < u,<<T. W est clair que
si (5. ¢) est un intervalle intérienr a (S, T), on aura D (s, t) # o.
Lt st s est un point intéricer a (S, T), on aura non sculement
ausst D(s, s) 3£ 0, mais encore D(s, s)=1. \ppelous un inter-
valle tel que ST, un intervalle rouge. -

Il est clair que s'il y a plusieurs intervalles rouges. ils ne peuvent
chevaucher et n’ont, au plus, deux a deux, qu’une extr¥mité com-
mune. Ils forment donc une suite finie ou dénombrable d’inter-
valles J; == (S, Tx).

D’aprés une remarque faite plus haut, il y a pour chaque J; une
fonction \;(s)finie et 3£ o pour S; < s < T, telle que

Ar(2)
Ar(s)

I)(S, 1) =

])OUI‘ (5( s < I‘ ).
Pour sortir de lintérieur de Ji, posons encore Ax(s)=1
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pour s << S; et pour s > T, et enfin

I st D(Sg, ug)=o,
A S = <
+(56) ———— dans le cas contraire.
DSk, wy)
AR(Te) = I si D(ux, Ty)=o,
B D(ug, Tt) dans le cas contraire

[« étant le point intérieur & S; Ty choisi déja pour définir Az(s) a
Iintéricur de cet intervalle, comme u, pour ST].
Alors Ai(s) est une fonction partout finie et 3£ o et le rapport

est aussi partout fini et 3£ 0. On a
Ds(s, ¢)y=D(s, t) pour S;<s<t < Ty
g

De(s, t)=1 pour s<¢<<Sgou Ti<<s<tou s<<Sp<<Trl L.

Or s appartient a deux J; au plus, ¢ appartient a deux J; au plus.
En mettant a part au plus quatre intervalles rouges quand s et ¢
sont donnés, tout autre intervalle rouge S; Tk est tel que

s S <S8 < Ty,
Sy Th< s £ ¢,
s <SS <Ti< ¢,
et I'on a Di(s, t) =1.
11 en résulte que le produit fini ou infini

A(s. t) = Dy(s, 1) Ds(s, ¢)...Di(s, t)...,

ne comprend aucun terme nul et comprend au plus quatre
termes % 1. C’est donc un produit fini ou convergent. De plus, ,
si D(s,t) 2 0,s,tappartiennental'un, J;, des Jx et si S, <<s<t <<T,,
on a
. . (1 si h#l
Dils, 8) = : D(s,t) si h=1.
Donc

D(s, t)=A(s, t)

quand D(s,2) > o.
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Enfin, A(s, t) est une solution de (F,). Car, les A; étant ;£ o,
on peut écrire

, . - Ar(u) Ar(t)] _  Ar(t)
s wa o= EE 0[] = u gk = a0

Posons alors
Ds, o)

o(s, )= A(s, 1)

Il est clair que (s, ¢) est bien déterminé et fini pour toul
couple (s, £)(s <<t) et que c’est une solution de (F,), comme A
ct D. Mais A(s, t) est une solution toujours ># o, alors que d(s, t)
cst nul en méme temps que D (s, ¢).

On a donc mis D(s, ¢) sous la forme d’un proault de deux solu-
tions de (F) de natures différentes :

D(s, t)=A(s, t)o(s, t).

D’une part, A(s, ¢) étant toujours > o peut étre mis sous la forme

ou U(¢) est partout fini et 32 o.
D’autre part, (s, ¢) présente les caractéristiques suivantes :
o(s, t) =1 quand (s, ¢) est intérieur a un intervalle rouge;

o(s, t)==o0 quand setfn apparuennent pas & un méme inter-
valle rouge.

Restent les cas ou s, ¢ appartiennent a un méme intervalle rouge
ST mais sans lui étre tous deux intérieurs. On a, par exemple,

Sp=s5St £ Ty,
ou

U

k

A

sS$t="Tq.

" Considérons d’abord le cas ou Sy=s <<t <<T;. Ona

3(Sg, t)=o0 si D(S4, t)=o.
Lorsque D (S, t) £ o, alors
A(Sk, t) =MDy (Sy, t).

Tout intervalle J; est sans point commun avec (S, t) ou identique
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a J; ou identique a J;, en désignant par J; un intervalle rouge, s'il
en existe, dont 'extrémité droite coincide avec S;. Alors tous les
D¢(Sk, t) autres que Di(Sy, t) et — éventuellement — D;(Sy, ¢)
sont égaux a 1.

Calculons d’abord
Ax(2)

Di(Ss, t)= m-

Comme D(S;, t) 2 0 et qu'on a

D(S#, t)=D(Sk, ur)D(us, ¢)
ou
D(Sk, ui)=D(Ss t)D(t, uz),

avec D(ux, t) 2 0 ou D(¢, ux) 520, on aura aussi D(Sg, uz) Z o
et, par suite,

R |

Ar(Sk)= DSk e

D’aprés la définition de Ax(¢) (p. 249), on a donc
Dk(sh t)= D(Sb ?),

que u; — ¢ soit 20 ou Lo.
Alors, ou bien il n’existe pas d’intervalle rouge J; contigu a J;
en S, et dans ce cas
A(Sk, t) = Di(S, t) = D(84 ),
ou bien on a
A(Sk, t) = D(Ss, t) D;(Ss, 2).

Mais D(uj, uz) est nécessairement nul, sans quoi la somme de J;
et de J; serait un seul intervalle rouge. Donc

o = D(uj, ur) = D(u;, Sk) D‘(Sh Uk),
avec D(S;, ur) # o. Par suite,

D(uiy Ti) = D(uia Sk) =o,
et alors

1=Af(Ti)=Ai(sk)’ lei(t)) d’ot Di(Sk, t)y=1,

d’ou encore
A(Sh t) =D(Sk1 t))
et, par suite,
8(Sk, t)=1.
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Ainsi, pour S; <7 ¢ <X Ty, on a

8(Sp. 1) =1
¢t de méme
8(e, Tg) =1.
On a donc aussi
615z, Te) = 6(Sy, 1)3(1, Ty)=1.

Les seules valeurs de d(s, ¢) qui restent a examiner sont celles
telles que 3(Sg. S¢). 3(Ta, Ti), qui sont égales a o ou 1.

Finalement, la fonction d(s, ¢) ne peat prendre que les valeurs o
ou 1.

En vésumé, toule solution (continue ou non) de U'équation
Jonetionnelle (K ) peut se mettre sous la forme du produit

Dis, t)=A(s. t)d(s, t),"
de deux solutions de (F,), Uune A(s, t)qui n'est jamais nulle
et peut se mettre sows la _/'nrm(’

) U(t
A(S, t) = UES;,

ow U(s) est une fonction partout finie et o, Uautre 3(s, t).
qui ne prend que les valeurs o ou 1.

Il est claiv que d(s, ¢) aurait pu étre directement défini comme
=0 si D(s,¢)==0 et a 1 si D(s,¢)20: que, d’autre part, on
aurait pudéfinir directement A(s, ¢) comme = D (s, £)siD (s, ¢) £ o,
et comme #Z o si D(s,¢):==0. Mais si, de cette facon, (s, ¢)
est entiérement déterminé, A(s, ¢) ne 'est pas, et ce que nous
avons fait a consisté a déterminer les valeurs encore indétermi-
nées de A(s.t) quand D(s, ) =0, ct cela de sorte que A(s,t)
vérifie (F,)..

On a obtenu la solution la plus générale en ce sens que, réci-
proquement, si A(s.t) et 3(s,¢) sont deux solutions arbitraires
de (Fy), leur produit est naturellement solution de (F,); et nous
voyons qu’on peut supposer A(s,t) partout £ o et (s, t) cons-
tamment égal a o ou 1 (mais non nécessairement constant). Reste
a voir comment construire les solutions A(s, ¢), 8(s, ¢) de la fagon
la plus générale.

Nous connaissons déja la forme la plus générale de A(s, ¢), soit

_\(.s‘, l) = Ui.:;’




— 977 —
ou U(s) est une fonction arbitraire mais partout finie et 7= o.

En ce qu concerne la construction de d(s,t), on a vu qu'il
existe un nombre fini ou dénombrable d’intervalles I; ne chevau-
chant pas et a Uintérieur desquels d(s,¢)=1. On pourra prendre
arbitrairement la suite d’intervalles I;, pourvu qu’ils ne che-
vauchent pas, poser d(s,¢) =1 quand (s,¢) est intérieur a 'un
quelconque de ces intervalles et poser 6(s, ¢) = o quand s, ¢ n’ap-
partient pas entiérement a I'un de ces intervalles. Il reste a définir
d(s,t) quand s ou ¢ ou s et ¢ sont extrémités de 'un de ces inter-
valles. Si (sg, t) est 'un d’eux, et si sz << s <<, on prendra arbi-
trairement pour (s, s) la valeur o ou 1, mais cette valeur sera
indépendante de s. De méme, on prendra arbitrairement pour
d(s, t) la valeur o ou la valeur 1, mais la méme quel que soit
s(sx <<s <<tx). Alors la valeur de (s, t;) prise égale a d(sx,s)
3(s, tr), (58 < s < t) sera déterminée indépendamment de s. Scu-
lement si deux intervalles (s, ¢; (s, tx) ont une extrémité com-
mune ¢; = s; et sl s; << s << t; = s << t << l, on prendra

&(s, tj)d(sk, t)y=20(s, t)=o0.

Enfin, les quantités 8(s, sx) et (d¢z, tx) seront prises égales a 1
s1 8(sx, tr) =1; dans le cas contraire, elles seront prises arbitrai-
rement égales a o ou 1.

Nous avons pu former la solution la plus générale (continue
ou uon, jamais nulle ou non, mais partout finie) de l’équation
Sonctionnelle (F,). Bien entendu, cette solution partout finie peut
n’étre pas bornée.



