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SOLUTION CONTINUE LA PLUS GÉNÉRALE D'UNE ÉQUATION
FONCTIONNELLE DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS « EN
CHAINE » ;

PAR M. MAURICE FRÉCHET.

Introduction.

Parmi les différentes généralisations de la conception due à
Markoff des probabilités « en chaîne », l'une d'elles conduit à
l'étude des probabilités Pi^(.î, t ) liées par l'équation fonctionnelle

/==/•
< i ) p^(^)==^p, , (5 ,M)P,A(^,a ( s ^ u ^ t ) ,
avec les conditions

(P 7 ) P^,/^o,

<T) 2?^^
0') P.(^j1 si i^k.

[ o si i ̂  k.

Cette étude a été entreprise par M. Rolmogorofl [Ueber die
analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
{Math. Ann., Bd 104, iQSi, p. 427)] et par M. Hostinsky [Sur
une équation fonctionnelle de la théorie des probabilités.
(Pub. Fac. Se. Univ. Masaryk^ fasc. 156, 1982, p. 5)].

Nous renverrons à ces deux Mémoires pour Pexplication des
équations et conditions ci-dessus. •

Disons seulement que P^(^ t) désigne la probabilité pour
qu'un certain système, dont on ne distingue qu^un nombre fini
d'états Ei, Ea, .. ., Er, passe de Pétât E», à l'époque s, à Pétât E^
à l'époque ultérieure (.

M. Kolmogoroff a montré qu'en supposant les PikÇs, t) déri-
vables, leur détermination se ramène à la solution d'un système
d'équations différentielles linéaires et du premier ordre.
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M. Hostinsky s'est encore rapproché du but en fournissant des
expressions d'une solution très générale du problème. Il obtient
des solutions de la forme

^.,, ^-i I+^(^) Si / = Â T ,
<p^ ̂ -( y^,) „ ,^

avec

Wik(s,t)== j aik(u) du +^, y f ai^(Uï)a^(Uî)cluidu^...
^ A ' a=i

r r

-+-V...V / ' * * / ^^("l)^^^)..."^^^)^!...^^^...,

a^=i A==:I

où, au w1*"10 terme, l'intégration porte sur le domaine

s ̂  MI ^ 1^2 •.. ^ Uni ̂  t.

D'après M. Hostinsky, les fonctions ainsi ;ob tenues sont, quelles
que soient les fonctions arbitraires an(u)^ des solutions con-
tinues en 5, t^ de l'équation fonctionnelle (I) et vérifient la condi-
tion (L'). La possibilité d'un choix arbitraire des a^(u) rend ce
résultat tout à/ait remarquable. Mais M. Hostinsky ne démontre
pas (et d'ailleurs n'affirme pas) que la solution ci-dessus soit la
solution continue la plus générale du système (I), (L').'C'est
cette lacune importante que nous avons réussi à combler ici en
mettant la solution continue générale sous une forme très diffé-
rente de celle de M. Hostinsky, Notre solution présente en outre
l'avantage d'une forme analytique plus simple, car les r2 fonctions
continues arbitraires qui y figurent y entrent très simplement
sous forme rationnelle comme on le verra plus loin [formule (9),
p. 255]. Contrairement à l'expression de M. Hostinsky, notre solu-
tion ne compte donc ni signe d'intégration, ni développement en
série.

La solution de M. Hostinsky comporte comme la nôtre r2 fonc-
tions arbitraires. Il est donc à présumer qu'elle est aussi générale.
Toutefois, pour qu'il en soit rigoureusement ainsi, il faudrait sans
doute au moins y remplacer les intégrales ordinaires qui y
figurent par des intégrales de Stieltjes en' y substituant aux
^\k{um)dum des expressions de la forme dA^(u^). Caria solu-
tion de M. Hostinsky est absolument continue, ftlôrs que la nôtre
ne l'est nulle part nécessairement.
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Eu dehors de la découverte de la solutiou coutume géuérale
auuoucée daus le titre du présent Mémoire/ou trouvera plus loiu
d^autres résultats que uous allous rapidemeut résumer.

Résumé. — Daus ce qui suit, uous débutous (p. 245) par uue
transformation simple de la solutiou de M. Hostinsky daus uu cas
particulier.

Abordaut eusuite le cas géuéral de P équation
i=r

(Fr) ^/k(s,t)=^^/i(s,u)Qik(u^) (j\ Â:=I, . . . , r^ s^u^t).

nous nioutroûs (p. 248) Pimportauce que présente, pour la solu-
liou géuérale, le calcul du déterminant D(.y, t) des ^jk(s^ t). Nous
prouvous que ce détermiuaut est solutiou de Péquation (F^) à
laquelle se réduit Péquation fouctiouuelle cousidérée quaud le
uombre r des valeurs dey (ou de k) se réduit à Punité.

Nous détermiuous (p. 201) la solutiou contiuue la plus géué-
rale de Péquatioû (Fi) et même (p. 249) la plus géuérale de ses
solutious jamais uulles. Nous avons aussi obteuu la solution, con-
tiuue ou ûou, jamais mille ou non^ la plus géuérale de (F< ), mais
ce résultat étant moins important, quoique obtenu par une
méthode plus difficile et plus longue, a été reporté à la fin, pour
alléger le texte principal, dans une Note additionnelle (p. 271).

Revenant au cas d^un entier r quelconque, nous obtenons
(p. 255) la plus générale des solutions de (Fr) parmi celles pour
lesquelles D(^, t) reste -^é. o. Nous montrons ensuite (p. 25^) que
la forme obtenue pour cette solution peut être écrite d'uue infi-
nité de manières, en relation simple les unes avec les autres. Ce
résultat nous est très utile par la suite et nous permet en particu-
lier d^obtenir (p. 260) la solution continue la plus générale de
Pensembje des conditions (Fr) et

S i si / == k.
^ î ' t ( s l s ) = 0 Si j ^ k .

La même remarque nous permet d^étudier (p. 260) le comporte-
ment de cette solution quand t croît iudéfimment.

Enfin, nous montrons comment interviennent les conditions (P')
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et (T), en indiquant a l i tre d'exemple, (p. 269), pour le cas
de r = 2, la solution la plus générale de l'ensemble des équations
( I ) , (P ' ) , (T ' ) (L ' ) .

Le présent Mémoire est le développement d'une Note aux
Comptes rendus^ du 17 Octobre ( l . 193, ÎQ32).

Nous n'avons examiné ici que le côté analytique du problème
en remettant à plus tard l'interprétation des résultats obtenus et
leur application aux problèmes de la théorie des probabilités
« en chaîne ».

Nous reviendrons également ailleurs sur l'application de notre
méthode à l'équation de Chapman.

Transformation d'une solution particulière de M. Hostinsky.

Montrons d'abord qu'on aurait pu, sans résoudre le problème
général, se rendre compte rapidement de la possibilité de mettre
les solutions de M. Hostinsky sous une forme plus simple, en con-
sidérant le cas particulier où y^(^, t) ne dépend de s et de t que
par rintermédiaire de t — s,

Dans ce cas, M. Hostinsky trouve en. posant u = t — s

V,,(,^)=V;,(a)=^a^^
m=l

OÙ
f r

î̂'̂ ^S 9•9^af*a^—'a^^ a^==a,k. •

Or il en résulte que
r

o^1'̂ »;.̂ ;
01=1

<i^,..., drk sont donc solutions du système
r . ' " .

^=^W^ (y=i,...,r).
a=i

Ce système, de forme connue, a comme on sait (voir par exemple
LIÎBLIW» Revue de Mathématiques spéciales^ 1932), pour solutions
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des expressions de la forme

•^"'-^(^Q/^)
K

où 0^(m) est un polynôme en m convenablement choisi de
degré ^ r. On a donc

a^)=^(^)mH/^(^)
^

où les Ky^(m) sont des polynômes en m. D'où
X.

IW") =2 ̂  ̂  ̂ )"'1</•^OT)•,
^ in == 1

On peut écrire :

H/x^ ̂  ) = ̂ /^ -î B/^m -r- C/x-^/n (w — i) -i-...
L l . /^^w(m —î ) . . .(w — /• -h î).

D'où

^^--SSÈ^^^-^-^--^
.i,' < //( -- - 1 /

„. - V ^ i V ( f ^ g ) " 1 .. Y< (/^,.)7n-l

^""-l ; -'/•^^fr^^^'^ZTm^Tyr---
^ m ' m

. V^ ( / /5« )/""r }
+ L/^( /^)^^ -——^-———, ^/ A f; ^ ̂ ^ —— ^. ^ 1 \

m }

=^ ! -V^-t- ^/X-^^^)-^--- •+ ï-/^^ ̂ ^)/' i eu-'^

fi

\V^ ( u ) =V e'^sTf^rdts^),

g

on T^^(^) est un polynôme en u de degré S A'.
Cette forme à laquelle se réduit la solution de M. Hostinsky, et

où Pon pourrait préciser un peu plus la formation des polynômes
T/^(^), on aurait pu la deviner immédiatement et directe-
ment. L/équation à vérifier peut en effet s^écrire :

^f/,(l{ -}-V) =V<Ï>/,(M)<Î»,Â.(P).

i

Sa solution, quand u, v sont des entiers, est déterminée par
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Vile ration

<î»^(«-h l )=V«I>yi ( t<)<î>^( l ) ,

i= l

et par suite, elle est de la forme

^(^-^(^S/^^~^d
8

où les Sjkg(m) sont des polynômes de degré ̂  r et convenablement
choisis. On vérifie alors facilement qi^on obtient une solution
valable quand u est une variable continue, quand on prend

4^(^)=^(<r^S,^(^),W^^^Rr^îksW
s

c^est-à-dire la forme obtenue plus haut en posant (Jg=ess. Pour
vérifier la condition (L/), il suffira de prendre

S/^(o) -
i si y==A:,
o si j 7^ A'.

Étude de l'équation fonctionnelle ( Fr).

Pour mettre en évidence que nous faisons d^abord abstraction des
conditions (P'), (T'), changeons de notations et proposons-nous
la détermination de toutes les solutions continues, soumises à la
condition
, - . , . ( i si / = k.^ ?/^,*)=j<. „ ;.̂ '
de Inéquation fonctionnelle à r termes

Ï=-r

(¥r) ^ik(s, ^)=^^(J, M)?/A(M, t) (s^U^t).

/=l

Ici ^ik(s, t) est une fonction de deux variables continues ^, t et de
deux indices entiers i, k qui ne peuvent prendre que les valeurs ï ,
a, ..., r.

La relation (Fr) a au moins le système de solutions obtenu en
prenant tous les <p»^(^ t) nuls. Nous laisserons toujours de cote
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cette solution. Il y a encore en évidence (Tau 1res solutions, par
exemple le système de solutions où tous les 9^(^, t) sont égaux

à -• Considérons le système le plus général de solutions non toutes

nulles; nous allons voir que deux cas se présentent. Pour cela,
désignons par D(s, t) le déterminant d^un système de solu-
tions 9i^(^, ^). On aura en vertu de (Fr)

•
(Fi) D(s, t)= D(s, u)D(u, t) pour s^u^f.

. Or observons que cette relation auxiliaire (F^ ) est celle à laquelle
se réduit l'équation fonctionnelle (F,.) dans le cas où r = = i , cas
où D(cî, t) se réduit à (pn(^, £). Il sera donc utile de résoudre
d'abord cette équation fonctionnelle, d^abord parce que la discus-
sion qui en résulte nous éclairera sur les valeurs du déterminant
des 9^ pour r^i , ensuite parce que la résolution du cas r = = i
nous guidera vers la solution du cas r> i .

Remarque sur la condition (L). — Faisons auparavant une
remarque. On a

ç^(M, M)=^î,,(M, U)ffn(u, U).

i

Considérons les équations obtenues pour k fixe, / === i, ..., r :

?yi(M, M)Ç,^(M, !/)-+-... -4- ?/^, u)[<f^(u, M)—IJ4-.,.

-^ ®/r(", ") 9r^(", U) = 0.

On peut les envisager comme des équations linéaires et homo-
gènes en 9^(u,u), . . ., ©^(u, u) — i, . . . ,9^(^,^) , dont le
déterminant des coefficients est D(u^u). Donc, siD(n, M)^O,
on a

(L) 9^,«)=j; :; ^;î;

conditions analogues aux conditions (L'). Réciproquement si les
conditions (L) ont lieu, D(^, u)-^o. Ainsi les conditions (L)
sont entièrement équivalentes à la condition que D(u, u) ̂  o,
ç^est-à-dire que le déterminant D(.î, ^) des solutions <py^ de (F,.)
est 7^ o pour^==; t= u.
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Solution continue la plus générale de l'équation fonctionnelle ( F i ) .

Soit à résoudre Inéquation fonctionnelle

(F!) DO, <) = D(.ç, 7 < ) D ( M , <) pour s^u^t.

Nous déterminerons plus loin les solutions continues du pro-
blème. Mais pour commencer, cherchons d'abord les solutions
du problème qui ne sont jamais nulles. On les obtient immédia-
tement. Soit en effet Uo un point quelconque. On a les cas suivants :

D(s•t)=î^l) P- ^<^
D(s, <)= D(s, uo)D(uo, t } pour s^n^t,

i \ / ,,\ Dfï /o, 1 }
^^DÏÏÏoTT) P0"*- "" '̂.

On peut donc écrire^ dans tous ces cas,

{ î ) ^^rS-i P011' ^^
en posant

(2) A(^) = D(^o, s) pour MO^ ^

(3) A(.)=^L^ pour ^^.

Dans ces formules, A(^) et A(^) sont toujours, par hypothèse,
finis et ̂  o.

C'est d'ailleurs la solution jamais nulle de (F) la plus générale,
si Von prend inversement pour A(^) une fonction entièrement
arbitraire — pourvu que cette fonction A(^) soit partout finie
et ^é o — en vertu de Pidentité

A(0 ^ A(Q A^) ,
A(^) A^) A(^* '

Ce qui précède subsiste d^ailleurs si l'on suppose D(^, t) défini
seulement (et toujours ^ o) à Vintérieur d'un segment (S, T) ou
d'une demi-droite (—oo, T) ou (S, +00).

Que D(.y, t) soit continu ou non, puisse ou non s^annuler, on
observe encore que

D(t, t)=D(t, t)D(t, t).
LX. ly
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Donc D(^, () ne peut jamais prendre que les valeurs o ou i.

D'autre part, on a évidemment

n.A. / ) = . D(.ç. if)D(n,u)D(u, <)= D(if, u)D(s, t).

si ff^u^t. Dés lors, pour tout point u d'un intervalle (^, <) tel
que D(*v, t ) ~^- o, on a D(n, u) == i.

De tout ce qui précède, on va déduire les solutions continues
de (Fi). Nous laisserons de côté la solution continue évidente
D(A-, t)^o. Pour toute solution D(^, t) continue, la fonction
continue D(f , t) no pouvant prendre que les valeurs o ou î
gardera constamment la même valeur. Si la solution continue
D(^, t) n'est pas identiquement nulle, il y aura au moins un
couple A', t tel que D(A', f)^sé o et au moins un point u appa rtenant
à (.ç, () tel que D(^, w)== î . II en résulte que D((, t)= î pour
toute valeur de t.

Mais alors D(.ç, <) reste toujours positif. Car s îl existait un
couple .v, t tel que D(A*, 1)^0, on aurait nécessairement ^ <^ ^, et
non A- -== t) et si M est le milieu de (^, t), ou aurait :

donr
l)^.v, // ) !)(//, ()^o.

I)(.v. ^ )^o ou l)(^. <)^«>.

On formerait alors une suite d'intervalles — chacun (A-,(, tu), con-
tenu dans le précédent ( .v,(_i , tn-\ ) cl de longueur moitié — pour
lesquels D(.s',,, t u } ^ o . Il v aurait un point limite iJ pour lequel on
aurait D(<\ t ' ) < o et non D(<'. < /)--- î . D'où la contradiction
annoncée.

Enfin, quand D(.s, t) esl continue, non =E o et donnée, l'expression
<le A(.v) donnée parles formules (2) et (3) sera positive et continue
Réciproquement, si A(^) est une fonction toujours 7^ o et donnée

arbitrairement, alors pour que le quotient D(A', t ) = T-T— soit con-
t i n u par rapport a Fensernble (s, t\ il suffit évidemment et de
plus il faut que A ( < ) soit continue. Car si t^ est pris arbitraire-
ment , on peut prendre ^, < ^, et alors, pour t >A,,,

A(^- .D(À-o ,OA(^o)

est continue près de t^ qui est arbitraire. De plus A(() étant con-



— ^Sl —

tinue et ̂ o garde un signe constant; alors en écrivant, au besoin.

•x-"^
ou pourra supposer que A(.v) reste >> o.

En résumé, toute solution continue D(.y, t ) de Inéquation (Fi)
ou bien est s o, ou bien est constamment > o. Et /a solution
continue non identiquement nulle la plus générale de (Fi ) est
représentable sous la forme

O,.,,»̂

où A(^) ̂  ayn? fonction continue positive arbitrairement
choisie.

Ainsi nous venons de déterminer la solution continue la plus gêné"
raie de (F<) et même nous avons déterminé plus haut la solution —
continue ou non — mais partout ^é. o, la plus générale. C^est ce
qui nous suffira pour Fétude qui suit de l'équation plus générale (Fr).
Tl est intéressant cependant de montrer qu'on peut obtenir la solu-
tion la plus générale de (F<). Mais ce résultat, moins utile pour
les applications, va être reporté à la fin de ce Mémoire, sous le
titre de Note additionnelle.

Retour à l'équation fonctionnelle (Pr).

Revenons maintenant au cas général où r ̂  i. II est clair que si les
<p»*(^ t} sont des fonctions continues du couple (.y, ^), il en sera
de même de leur déterminant D(^, t). Dès lors, celui-ci étant une
solution continue de (F, ) ou bien est identiquement nul ou bien
est partout > o.

En résolvant, comme nous allons le faire, Féquation fonction-
nelle (Fr) dans le cas général ou D(^, t) reste 7^ o, on aura donc
effectué une résolution qui comprend comme cas très particulier le
cas où Pon suppose que les <p»^(.î, t) sont continues et que leur
déterminant est ̂  o pour au moins un couple (s, t), D^ailleurs,
dans le cas où sont vérifiées les conditions

Î

i si / ==. Â\
O» y/*(^>= . . , .o si y ^. k,
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analogues aux conditions (L') de l'application aux probabilités, on
aura évidemment D( s, .v) == i .

Pur conséquent la solution continue la plus générale de l'ensemble
des équations (F,.) et ( L) est, en particulier, une solution continue
de (F/-) telle que D(.s', t) reste .> o.

D'ailleurs, la résolution de (Fr) quand D(.y, t ) reste ̂  o donnera
ï iuss i des résultats u t i l e s dans le cas général où l'on ne fait aucune
hypothèse sur l )( .s , / ). En enet, s'il existe un couple (.?«, < „ ) tel
que D(.S'((, t ^ ) -^ o, alors il existe au moins un intervalle tel
que D(.s-, t ) soit 7^0 quand .y, / sont intérieurs à cet intervalle,
et tel, par conséquent, qu'on puisse appliquer à l 'intérieur de cet
i n t ( T \ < i l l e la solution que nous niions déterminer.

Solution la plus générale de ( Fr )
quand le déterminant des ? /y i (5 , t ) reste ^ o.

Supposons que l ) ( . v , ( ) soit 7^0 pour.v ̂ t ou au moins quand
.s-, t sont intérieurs à un intervalle fixe (S, T) (S < < • ? < / <C T ).

Soit alors u^ un point fixe intérieur à (S, T). Com'ne on l'a fait
p l i i^ liant pour D(.v. < ) , on va, pour obtenir l'expression des ^/x(.s, <),
considérer trois cas :

I . ii^ ^ . y < t\ on a alors

^/-(î/.o, ^ )=-V^, / ( / /n .5) ^//•(.î, t } .

î

Pour chaque système de valeurs lixcs de A , de s et de t, les ^jk(s^ t)
sont solutions des équations en \ / :

/ /'
s/ / . r«o, t ) ^Vî /yOo, •^^y (/'= î . ..., '')•

/ --1

Puisque D(i/,,, .s') -^ o. ce système \\ un système unique de solu-
tions donné par la règle de Cramer. On a donc

?/ /<.^) -^ ^ ^ .^^//(^o^)?/A-(^o,n,

où les <î^y(^y, ^) sont les coefficients des ^^(M,,, ^) dans le dévelop-
pement de D(^o, A-) .
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II. s ^ U n ^ t ' , on a dans ce cas

?/x C.S t ) =^ Qfi(s, UQ) c/<-(^, t).
i

111. s^ t ^ f/o ; et par suite

- . j i Ç s , Mo) -=-=V?/<-^, <)?^-(^ ^0) ( / = I , ...,/•).

/-

D'où comme plus haut, puisque D(< , u^} 7^ o :

^^•/^D^h^S^1^^0^7^'^^/
On voit qu'on peut alors mettre ces trois expressions de <^jk(s, t)

sous la forme (commune à ces trois cas, c^est-à-dire valable
si S < . y < ^ < T ) :
(4) ?7^, 0=^â^(^)<WO.

<
II suffit de poser

/ f / i ( s , Uo) pour s^ Mo,
== < &-•.•/' y/« - e t^ /K^ )=^ ^J/(UQ,S)^) pour u^s;

pour /^MO,

\ D(^^)

/^• f (<,Mo)

/^,(()={ D(<,Mo)(^

?^(^o,<) pour MO^<.

D^ailleurs, on ne peut choisir indépendamment les fonc-
tions aji{s), b-ik(t). On voit en effet qu'on a

\^^^ij(SÎUQ^ik{SÎUQ) si ^^
^aij(s)bik(s)=- .

î f pT^-^^^^^»5) îfc^^^) si "o^5

\ 1 i

et par suite, quel que soit s :

S-^-H ::;:;:
Et de même

o si j ̂  /-,
^CT/,(^)6^(J)= i si j = A:.
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Inversement, donnons-nous arbitrairement un système de fonc-
tions a,j(s). bki(s) biorthogonal et nonne par rapport aux seconds
indices, c'est-à-dire vérifiant les conditions (7). Et considérons les
fonctions définies par

^) ç/X-^,n -^^aj,(s}hk,(t'}.

On a

^^•/^./n?^(//./»-^r^a//,^)/^(M)i (y^/(^w^l
/ L h • 1 L / J

-^\^ih(^f^i(t)\(iii(u}bih(u)\
h,i f , j

^^ait{s) f^/( t ) == 9,Â-(\î, £ ) .
f

D'autre part, si D(.y), d ( s ) sont les déterminants des .̂, (A ) et
des dti(s), on voit que le produit D(s)cf(s) est un déterminant
dout les termes sont nuls sauf ceux de la diagonale principale, tous
('•g*»ux à i . On a donc

/ /< S ï 1)<\V » -.- 1 .

Donc </(.v), D ( t } restent -/- o. Or D(.ç, t}---d(.^}. D(t), Donc
i)(.y, a 3^0.

Eu résumé, /a soluttuti {continue on non an .N. ^ ) ^u(s, 1 }
de ( F,.), la plu s ^éiièr aie parmi celles pour lesquelles le déter-
minant D(s, t ) dr.s 9^-(A, ^ ) r<^^ ^=. o ^A^ rf^? la forme

•^jk^S, t ) = = • ^ . < ^ j i { s } f ) k i ( t } ,- i k ^ . s , t ) = -=7^y / (A - ) ^ - / (n ,
i

où les aji\s), b k i ( s } sont un système biorthogonal et norme par
rapport aux seconds indices^ mais par ailleurs arbitraire.

Ce résultat s'applique, qu^on fasse varier les A, t arbitrairement
sur la droite ou à l'intérieur d'un intervalle fixe S, T.

Observons d'ailleurs qu'on peut choisir les aji(s) presque arbi-
trairement, les bu(s) étant alors déterminés. En effet, on a vu
que c?(.v) ̂  o. D'autre part, l'ensemble des conditions exprimant
que le système des a, b est biorthogonal et norme est équivalent
au système (obtenu par simple résolution) :»„(.,» ̂ ,
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où A^(.î) est le coefficient de a^i(s) dans le développement de d(s).
En résumé, la solution (continue ou non)^ ^ik{s^ t)^ de Inéqua-

tion fonctionnelle (F^), la plus générale parmi celles pour
lesquelles le déterminant des 9^(.î, t) reste ̂  o, est de la forme

(9) ^^t)^a^s)^)ï

où les aji(s) sont des fonctions qui peuvent être arbitrairement
choisies pourvu que leur déterminant d(s)reste ̂  o et où A^-(^)
est le coefficient de a^iÇl) dans le déterminant d(t).

11 est clair qu^on peut aussi écrire

<io) ^^^S'te^^0'
i

ou les bki(t) sont choisies arbitrairement pourvu que leur déter-
minant D(() reste 7^ o et où Bj-i(s) est le coefficient debji(s) dans
le développement de D(^).

On remarquera d'ailleurs qu^on aura

î ' t ( s ' s ) = T/ÎT) ̂ a'^ A*'(<) =- j ^ ;; ̂  1'.
De sorte que si 9y^(A', () est une solution de (Fr) dont le déter-

ininant D(^, () reste 7^ o, non seulement D ( s, s) reste égal à Punité
mais encore les termes de ce déterminant des <py^(.s, s ) sont nuls
sauf ceux de la diagonale principale qui sont égaux à i, et par suite
la condition (L) est nécessairement vérifiée. On verra plus loin
(p. 239) que la réciproque est vraie pour les solutions continues.

Indétermination de la représentation des fjk(s, t} .

Observons que pour une solution ^j'k(s^ t) de (Fr), il y a une
infinité de manières de la mettre sous la forme

(8) ^i(s,t)=^a/i(s)bki(t).
i

Nous avons en effet déjà écrit, p. 253, des formules (5), (6),
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donnant au moins un système d'expressions de a / i ( s ) ^ bki{t)
pour (?/^.( ,y, t ) donné; or ces expressions dépendaient d^un para-
métre arbitraire ^,,.

-Nous allons même obtenir V} expression la plus générale des
^./o b^i pour une solution ^ j k ( ^ ' i t) donnée.

Soit donc une expression

(In ç/ / . ( .v, ^)=^a^-(j)^./(/>.

distincte ou non de la première. Nous allons d'abord montrer que
si c'est une solution de (F,.), et si le déterminant des ^j-k(s^ t )
est ̂  o, le système des a, (3 est biorthogonal et norme (elles déter-
minants des a et des (3 sont 7^0). Tout d'abord, le déter ninant
des (p/^ ( .v, t ) est, d'après l'expression ( i'"! ), égal au produit de déter-
minants des a et des (3. Le premier étant supposé 7^0, il en sera
de même des deux derniers. D^autre part, en écrivant que Pexpres-
sion ( 1 1 ) vérifie (F,.), on aura

^a/,(.n ?/ . / (< » --^ay^-v) ̂ H(t)^?i/,(u)xu(u)

i h,l i

=V G/A ( u) y-p, ( s } ̂ kl(t ),
} ll,l
m posani

G lh( tf ) == ̂ , a//(M ) i3//, ( u ) •

\Yw

^a/vt(^^rw^)--^<'ÎMo<)?^(<)T=o•
n l / J

Comme le déterminant des a est ̂  o, on voit que, pour chaque
valeur de À', le crochet est nul. On a donc

ÎWO—^W^) ?kl{t} == 0,

/

et puisque le déterminant des P x / ( ^ ) est 72^0, on a pour chaque
valeur fixe de h :

V^:/(:/()^(^)-GM(M)=={ ' s! / = = / / ?
-̂ •̂  1' 0 S! l 7^- /tf

comme il avait été annoncé.
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Ceci étant, on a

V^/ , (Q?/À-(^ / ) -Va/K5) fVa^(<)^K<) \=^/h(s).^^(Q ?/À-(^ / ) =^a/,(5) r ̂ a^(<) [W<) 1 = ̂ /h(s).
^ < l A JÀ-

DW.
a/A(5)=^a

^ i
(i^ c'est-à-dire

^/ •A(5) =^aÂ-A(0^^//(^) ^ / / (^ ) ,
^ i

c'est-à-dire

a//,(^)=^Y^/^),
(•

T /( / = ̂  ^k/i (t) bki ( t ').

Diaprés cette expression y^i pourrait dépendre de (; mais les
équations (12) ont pour h fixe, j = i , ..., r, un système unique de
solutions /AI, puisque d(s) -^- o et ces solutions ne peuvent dépendre
de t. Donc -y/ii est bien une constante. De façon analogue, on aura

( i3) [WQ =^5/! bti(t\ où 8/,=Va;f(î) (3,/(J) = const.
i J

D^ailleurs les constantes yni et Su ne sont pas indépendantes.
Considérons en eflet la somme

j^,ô/,=^r^a,^)^^)T
i kj L i J
^Ai8/i=j^ ^aji($)bki(s) ̂ kh(s)^/l(s).

i kj L i J

Les rt, 6 étant nécessairement biorthogonaux et normes relative-
ment aux seconds indices le sont aussi par rapport aux premiers.
On a donc

( i4) ^^, 8/,=^a,,(.) ?,/(.) = j ^ ^ ̂

i f

et par suite aussi
^T/AO, /==^
i

i si h = l.
o si h ̂  l.

Réciproquement, si les o/(, b^i sont donnés, et si Fon prend
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pour ay/,, (3// des fonctions déterminées par

^•A^) ^VTA/^ /K^

' > k i { t ) -=^/,/^.K^.
/

en prenant pour les ̂  et ô^ un .système quelconque de constantes
qui soit biorthogonal et norme par rapport au second indice, alors
on aura aussi

^a / / ( . s - ) ^ / ( / ) -=^^f<//t(s)/^f(t)^^^i/,0i/-^^^aj/(s)ln/{f > --- 9yA(^ , Q.
/ /,/ /• /

f{crnar<fues. — Soient ô(.v), A ( ^ ) les déterminants des <x/i(^),
P*»(Q; 0*1 aura évidemment D(^, < ) — ô ( ^ ) A ( ( ) . Comme on a vu
que dans le cas actuel où l)(.v, t) est suppose toujours ̂  o, on a
D(^ ,A ' )EEE i , alors on voit que Ô(^)A(A' ) - -^ i . Gela résulte aussi du
fait que les a, 5 forment un système Liorlhogonal et norme. On
en concliil : "«•'"i^

11. j\ous avons obtenu, d^une part, une représentation de la
solution 9y)i(v. t ) de (F,.) sous la forme ( \ ) en fonction d'un para-
mètre </,», grâce aux formules (5) , ( ^ ) ) ; d'autre part, la forme la
plus générale d^une solution ^jk(-fy t ) donnée sous la forme (i i ).
On pouvait se demander si la première m^-hode ne fournirait pas
l'expression de ^jk{s^ t } sous- la forme ( i i ) la plus générale quand
on fait varier ce paramètre UQ. La réponse est négative. En effet,
observons que si lesay/(A'), baÇt) sont obtenus [parles formules (5)
et(6), on a

( i si / == /,
(l'î) ^/f(M«) == ^/i(Mo) == ?/(("o, M.») -= j .. . .

Or, on peut choisir arbitrairement les fonctions ciji(s), pourvu
que leur déterminant soit 7^ o, et il est clair qu'on peut les choisir
de sorte que les ctij(s) ne satisfassent à la condition (i5) pour
aucune valeur de M,. Il suffit, par exemple, de prendre pour les
(iji(s) des constantes convenables.
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Solutions continues de (Fr) et (L). — Considérons, en parti-
culier, une solution ̂ jk(s^ t) de (F^) qui soit continue par rapport
au couple (s^ t) (pour s^t). Alors le déterminant D(^, t) est une
fonction continue; or, c'est une»solution de(F<), et nous avons vu
(p. 230 ) qu'une solution continue de (F<) est toujours positive ou
toujours nulle.

I. Si la condition (L) n'est pas vérifiée, c'est-à-dire s'il y a au
inoins une valeur de u et un couple y, k tel que ^jk(u^ u) -=^- o
si j -^ A-, ou tel que 97,^(^5 u)-^-1 si j == À", alors, comme on l'a
vu (p. a55), D(s, t) ne peut rester ̂  o et, par suite, D(.y, <) =E o.

Ainsi, pour toute solution continue de (Fr) ne vérifiant
pas (L), il existe un système de fonctions continues non toutes
nulles Ujfc(.?, () telles que

^^k(s, Q9/*(^ <)=<>•
k

II. Si, au contraire, 9y*(«y, <) est une fonction continue vérifiant
à la fois (Fr) et (L), D(s, s) reste égal à i, donc D(.ç, t) ne pou-
vant être identiquement nul reste positif.

En particulier, D(^, t ) restant 72^0, 9yA(^ <) p^nt se mettre sous
la forme (4) au moyen des formules (5), (6). D'après ces der-
nières formules, les au(s)^ bn(t) sont des fonctions continues
de s et" de t. Mettons maintenant ^jk(s, t) sous la forme générale

(il) ?/A(^ <)=^a/^)M^).
i

Nous avons vu (p. 20^) que les ^ji(s) sont nécessairement des
combinaisons linéaires des aji(s) ; les aji(s) seront-donc continues ;
de même, pour les ^ k i ( t ) ' Réciproquement, si. les fXji(s) et les
^ki(t) sont continues, l'expression (i i) est aussi continue.

Ainsi, la solution continue fa plus générale des équations
simultanées (Fr) et (L) est représentable sous la forme (i i) où
les (xji ( s ), pjbi ( t ) sont des fonctions continues formant un système
biorthogonal et norme arbitrairement choisi. De plus, pour
une solution continue <py*(^ t) de (Fr) et de (L), chacune de ses
représentations sous la forme (n) est nécessairement constituée
par un système biorthogonal et norme de fonctions continues.
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Ou voit aussi qui* lu solution continue la plus générale des
équations simultanées (F, ) et (L) est de la forme

?//(>, / > -^
A^( ^ )

^•^-T^TT

o« A/,( / ) ̂  /^ coefficient de a^{t} dans le développement du
déterminant d\t) des a / ^ ( t } et où les a j i . ( s ) sont des fonctions
continues dont le choi.r est arbitraire pourvu que leur déter-
minant d{s) reste ^- o.

Notons que si c'est seulement à l'intérieur d'un intervalle — fini
ou 1 1 0 1 1 -- ST <jue 9/^(A', t) esl solution continue simultanée de (F,.)
et de(L), î» lors l'énoncé précèdent subsiste quand on ne rap-
plique qu'à V intérieur de l'intervalle (S, T).

Comportement asymptotique des solutions continues. — En
vue des applica lions à la théorie des probabilités en chaîne, nous
allons étudier ce que deviennent les solutions continues <p^(.î, t}
du système (Fr). (L) quand, s restant fixe, t croît indéfiniment,
suivant ce que sont les fonctions continues arbitraires h^iÇt) dans
^expression
. . . , y ̂ ^^•(^
<.6) ^-^^Z——DTT)——7

/

ou D( v ) est le déterminant des /^/(.v).
Toute cette étude se fera facilement si l'on se* base sur ce que,

comme ou Fa vu pages ^5^ et a;^ ( en permutant les notations
employées plus haut), les bki(t) sont des combinaisons linéaires à
coefficients constants des yy^^o, t ) . soit

<l; < ^-/(Q -^^ô^s^Ofo, t),
i

dés que t devient supérieur à un nombre M(» fi^c arbitrairement
d'avance.

1° Pour qu'il existe au moins une valeur de s telle que les
^ j i ( s ^ t } restent bornés pour t^s^ il faut, d'après (17), et il suffit,
d'après (16), que les b k i ( t ) soient bornés pour ( assez grand. Et
alors les 9y/((-S Q resteront bornés pour chaque valeur fixe de A-
quand t croît.

a° Pour qu'il existe au moins une valeur de .?, telle que les
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Qjk(^j 0 tendent chacun vers une limite déterminée et finie
quand t croît, s restant fixe, il faut, d'après (17 ) , et il suffit ,
diaprés (16), que les b.ki(t) convergent quand t croît indéfiniment.
Et alors, il en sera de même pour îp^(5, t ) pour toute valeur de s.
Et si l'on a

l im bki(t} = hki,
/-^•-f- 30

on aura

^'^t^ï^bki-^s)•i

D'ailleurs, on peut présenter les choses plus simplement; il suffit
de choisir pour les mêmes solutions 9^(.î, t) une autre représen-
tation

^ j k ( s , t ) -=VŒy,(5) bki(t).

i

Si la relation entre les b et les (à est de la forme

^i(t)--^^i/?kf(t),
î

et si les (3^/(Q tendent vers des limites p^/, alors les bn(t) tendent
vers des limites é^', et Pon a

bki=^^ij^kh
J

On sait que le déterminant des \j est 7^ o. Donc le déterminant
de bki et celui de (3^/ sont en même temps nuls ou en même
temps 7^ o.

Si le déterminant des bki est -^é. o, alors on pourra choisir
les Àiy, de sorte qu'on ail

( o si k ^ j ,
\ l si k=j.^/=

II suffira de prendre À^ = bki' Ainsi, quand le déterminant des
limites de ^kj(s^ t) est -^ o, on pourra toujours poser

?M(^)=^a/^)iW^)

avec
( o si A: 7^ /,

l im^(0= . . • / î
< > » • / v / ( i si À: =y.
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On aura alors
^ f ^ ( s ) == lim Q f k Ç s , t).

3" Pour qu'il exista au moins uue valeur de s^ telle que les
^jh{s, t) convergent chacun vers une limite ^k(s) déterminée, finie
et indépendante du premier indice, y, il faut, d'après (17), que
les bki{f) tendent vers des limites bk'^ finies, déterminées et de la
forme de produits n'/r;/ d'une fonction de À' par une fonction de (.
Et alors, on aura

/ V H// (* ) ( • /
^^-^S-ï^îT-

/

11 faudra donc encore : ci. ou bien que les limites des bki (t)
soient toutes nulles (et alors les limites des ^jt(s^ t) sont toutes
nulles, et inversement); b. ou bien que l'expression ̂  CjKjj (s)

soit indépendante dey.
1/ensemble des conditions nécessaires qu'on vient d'établir est

évidemment suffisant.
On noiera que, dans ce cas, les lignes du déterminant limite des

hn(t) deviennent proportionnelles, donc D(<) tend vers zéro. Et
comme les ^ ^ ( s ^ t ) ont des limites finies, D(s, t) == d(s)D(t) a
nue limite finie, et d.(t) == —— tend vers l'infini avec t.

4° Pour qu'il existe au moins une valeur de A-, telle que les
y/^(A-, t ) soient des fonctions périodiques de t (de même période T),
il faut, d'après (17), et il suffit, d'après (16), que les bki(t) soient
des fonctions périodiques de ( (de période T). El alors il en sera
de même pour les 9^(6', t) , pour toute valeur de s^ et la période
sera indépendante de .v.

5° Pour qu'il existe au moins une valeur de s telle que les
fonctions ^ j t ( ^ s . t ) soient des fonctions asyroptoliquement pério-
diques de t (et de même période asymptotique T), c'est-à-dire
pour que <py^(.v, t ) soit la somme d'une fonction de s et de t pério-
dique en t (de période T indépendante dey, Ar) et d'une fonction
de .v et t qui converge vers zéro quand t croît — il faut, d'après (17),
cl il suffit. d'aprés( 16), que l<\s fonctions bki{t) soient des fonc-
tions asymptoliqucment périodiques et de même période T. Et
alors, il en sera de même, quel que soit s, et la période asympto-
tique sera indépendante de s.
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Limites généralisées. — On a généralisé de diverses façons la
limite d^une fonction de t lorsque t croît indéfiniment. Nous ne
retiendrons dans la suite que celles de ces généralisations pour les-
quelles : A. quelles que soient la constante P elles fonctions f (<),
g{t)^ alors, si /(() et g(t) ont pour limites généralisées respec-
tives F et G, les fonctions P/(Q,/(Q -t-^(0 ont pour limites
généralisées respectives PF^etF -+- G; B. la convergence ordinaire
entraîne la convergence généralisée avec la même limite.

Ceci étant, on voit que les énoncés 2° et 3° subsistent quand on
remplace la limite ordinaire par la limite généralisée.

Remarque. — Les conditions AetB sont, par exemple, vérifiées
par la définition suivante appliquée à des fonctions continues (ou
même simplement sommables sur tout intervalle fini) :/(/) converge

f'fWdt
au sens généralisé vers / si le rapport -a—^—— converge au sens
ordinaire quand x-> -4- oo. Et d^ailleurs, dans ce cas, il en est de
même quand on remplace a par un nombre b quelconque; la
limite généralisée l est indépendante de CT, car on a

çf^dt r/wdt r / ( t ) d t
J h ty/» 'T — a "a________

Lr — b ~~ x — b x — b ,r — a

Condition (T). — 11 est intéressant de chercher parmi les solu-
tions de (F, ) de la forme (8) celles pour lesquelles la condition (T)
est vérifiée. Elle devient ici

i-s^'^ ̂ ss^'^^0
k k i

OU

(18) ^a^(s)Ci(t)= l
i

avec
Ci(t)=^bki(t).

k

D'ailleurs le déterminant d(s) des ciji(s) étant supposé 7^ o, les
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équations (18) donnent

c i { f ) = db) 2 ̂ i(^ ~-ïb^ = c^)-^ À-
Ainsi, il faut que les quantités a(f) se réduisent à des nombres r ;
indépendants de t, et que l'on ait

i-=^c^,,(.ç).
i

Réciproquement, supposons les a / . ( s ) arbitraires sauf : i° que
leur déterminant d ( s ) soit ^o; 2° qu^l existe des nombres indé-
pendants de .ç, c,, tels que

^C/^.(.y)=: i ( y= - , i. _ ^ ,.^

(•

Alors, on tire de ces équations comme plus haut

^^r.s-)==c,
<-et par suite

^'sfs^^^i^^^^ss^^^^^0-^^
f L ^ -I k i k

^ensemble des conditions 1°, 2° est donc nécessaire et suffisant
pour assurer la condition

( T / ) ^ Î/A-^-. / I ^ I ( ( = = ! . . . . . ,.^

^

11 est clair que c, , . . . . c,. ne peuvent être tous nuls. Si, par
exemple, c, .^ o, on voit que pour assurer la condition 2°, il
suffira de prendre les ajr(s) tels que

i — ̂  C i d j i Ç s ' }
n , , . ( s ) = ———^————— ( j ^ , ^ ^ ^

On peut aussi assurer la condition (T) d'une autre façon en
profitant de l'indétermination du système des a, fc. On a vu qu'on
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pouvait lui substituer un système a, (3 au moyen des formule.^ (i a),
(i3). Si (T) est vérifiée il y devra y avoir un système de cons-
tantes Ci, c\ telles que

^Ciap(s)^i=^c^fh(s)=^^/i(s)^c^f,i.
i h i h

Comme ^.CiCtji(s) == i , il suffit de«prendre les c'^ tels que
i

C/•=SCAV^•
h

Choisissons les c\.
Pour qu'on ait c\ == i , c.^ ==. . .==-('',. == o, il suffit de prendre

y n = Ci. Si donc (T) est vérifiée, on pourra, — en prenant les y, / = r/
(les Ci ne peuvent être tous nuls), puis les yji(j ̂  i) de sorte que
le déterminant des y soit 7-^0, puis en déterminant les ô^- au
moyen des y et enfin les a, (3 au moyen des a, 6, y, ô, — mettre a»/^
sous la forme (i i) avec <Xy\i (^) = i. D^où

f=r

?/A-(^ <)=[3^(()+^a,,(^)^(?).
<=2

D^ailleurs, le système des a, ? étant biorthogonal et norme par
rapport aux seconds indices, on aura

Y^ , , - , . li si h == i
^(•^(^jo si /^i.

D'où
^P,i(^)=i, ^p,^)=o, pour h^î.

i i
Par suite

^?7^, 0=2 [^(^^(Ol = 1 -

En résumé, pour qu^une solution des équations simultanées

(Fr) et (L) vérifie la condition (T). ̂ ^(«y, <) == i, il faut et il
k

suffit que Von puisse choisir Vune des manières de la mettre
sous la forme (i i) de façon que les a y< (s) soient tous identiques
à i, les a et (3 continuant à former un système biorthogonal et

LX. 18
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norme [et les a, (3 seront continues si la solution ^jk(s, t) est
continue].

Le comportement asymptotique des solutions continues du
système (F,.), (L) donne lieu à quelques remarques quand la con-
dition (T) est vérifiée par ces solutions.

Tout d'abord si les ^ j ' k ( s ^ t ' ) ont des limites ^j-k(s) lorsque t
croît indéfiniment, ces limites vérifieront évidemment aussi la
condition, limite de (T) :

^9) ^ î /^^^î ,
k

remarque évidente mais parfois très importante.
On voit aussi qu'on aura

^•(^} -^ ̂ fi(^ M)S^(^) .

/

Si, en outre, les < p y < ( ^ ) ^ont des quantités <f^(s) indépendantes du
premier indice, l'égalité précédente devient

? / ( A - ) = ̂ /<)V S,,(.V, U ) -- ^ k ( u ) .

i

Ainsi lorsqu'une solution continue ^(A-, t.) du système (Fr),
(L ) , (T) converge quand t croît indéfiniment vers une limite
indépendante du premier indice y, cette limite est aussi indè-
/rendante de la première variable s.

D'ailleurs, réciproquement, si une solution continue ^jk{s^ t)
du système (F/.), (L) converge quand t croit indéfiniment vers
une limite 9^ indépendante à la fois du premier indice j et de la
première variable ^, alors ou bien cette limite est nulle quel que
soit À-, ou bien la solution ^jk-(s^ t) vérifie la condition (T). Car
l'égalité (ao ) devient

^ I"~S s ' / ( ( v ' M) = o.
L / J

Remarques sur les solutions non négatives. — Lorsque la
solution 9/^(^, () de (F, ) vérifie à la fois les conditions (T) et

(P) ?/^ < ) ^ o ,
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on a aussi nécessairement <py*(^, ^^ i - On en déduit (p. a6o,
formule 17) que, dans ce cas, si D(,y, t) reste 7^0, alors quelle
que soit la représentation (i i) de ^jk(s^ (), les ̂ ki(t) restent bornés
quand <-^-|-oc.

De la même manière, on montre que les aji(s) sont bornés
quand s ->•— oo. Par contre, ils peuvent être soit bornés, soit non
bornés, quand s —> 4- oo. On a en revenant aux notations a, b

(^) ^^-'^-^•(•O^)

les déterminants Bji(s) formés avec des termes bj-i(s) qui restent
bornés, quand .ç->4-oo restent aussi bornés. Pour que Fun au
moins des aji(s) ne soit pas borné, il suffit donc que d(s) ne le
soit pas. Inversement, il va de soi que si les termes dji(s) sont
bornés leur déterminant d ( s ) sera borné. Ainsi : la condition
nécessaire et suffisante pour que Pun au moins des ctji(s) ne soit
pas borné quand .s —>--4- oo est que leur déterminant d(s) ne le soit
pas non plus.

On voit Fimportance du comportement de d(s) quand s->-{- oo.
Or ou peut préciser celui-ci quand les conditions (P), (T) sont
vérifiées. Commençons par examiner le déterminant D(^, t)
des (D/^.Î, t ) '

D\ine façon générale, si les termes Ujk d^un déterminant
vérifient les conditions

U/k^O, y^.ulk^l,

k

la valeur absolue de ce déterminant est < i . En effet, les mêmes
conditions seront vérifiées par les mineurs de ce déterminant. Si
donc la propriété énoncée, évidemment vraie pour un déterminant
d^ordre 2, est vraie pour les déterminants d'ordre -< r, on aura en
développant un déterminaut A d^ordre 7' une expression de la
forme

^^^Ufklj/k,

A'

et le déterminant U^, (Tordre r — i , sera en valeur absolue ^i .
D^oû

|A|^|«/^i.
k
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II en résulte que pour toute solution 9/A(-^ t} de (F, ) vérifiant les
conditions (P) , (T), on înira

; IK.s-, t ) ^ î .

Si de plus pour cette solution D( .v , t ) reste ̂  o, on aura

l — I » ( A - , .S- ) -^ ( / { S ) D(5) ,

d'où

IH.,/,^^
./(Q

et entin
^) ,
^Q -

Ainsi, pour toute solution 9/ / (A, / ) de (F, ) vérifiant les rondi-
tions (P), ( T ) et dont le déterminant D ( A , t) reste -^=. o, la fonc-
tion | d{.s) | est positive et non décroissante.

Si, en outre, les ^(.v. t ) sont continues, D(A-, ^ ) reste > o,
et d ( s ) a un signe constant. En changeant au besoin de signe
les ai^s) par exemple [de sorte qu^on peut laisser les a^(s) == i]

et en changeant en conséquence les bj-i(t) == ' J t { / , 1 *s y^(^, <) ner f ^ / )
sont pas changés et ^(.^) étant ainsi changé de signe pourra être
supposé >* o.

En résumé, s i ^ j h ( s , t ) est une solution continue de (F,) qui
vérifie les conditions (L) , (P) , (T) , elle peut être mise sous la
forme (9) où les a / / ( .? ) sont des fonctions continues, bornées
quand s -^—oo, ou tes a^(s)=^\, où le déterminant rf(.s-)
des o//(.s') est une fonction positive non décroissante de s^ et où

les termes b j i ( t ) = } i { . sont bornés quand t -> + oo.

Solution continue la plus générale de (F^) vérifiant les
conditions (L), (T), (P) dans le cas où r == 2. — Par exemple,
si /• == :^, on pourra toujours poser en vertu de (T)

a, ,^) =- i , 3(2, ( . s - » - i , a , 2 ( . ç ) = :—6f(5) , ^.(s) = &(.ç) ;

on aura, en vertu des conditions d^orthogonalité des a, (3,

^(A-) == b(s) -+- a(^);

?n«)———^, ^W——^. ?————^ ^<)=^-)'
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d'où

(22)

/ , a ( t } — a ( s } a ( t ) — a ( s }su(s! t ) ~-I- —7^7—5 ^ ̂  - —/[TT—-
- ( . / > ^ ( t ) — b ( s } ^ b ( i ) — b ( s )
r•21(^-: r/(Q ? ^O-l- ^ »

Pour /• == '4, si les 9^(5, () sont continues et si la condition (L)
et la condition (T) sont remplies, les <py<. sont de cette forme
avec d(t) constamment ̂  o, donc d(t) d'un signe constant. On
peut supposer d(s)>o, car si d ( s ) était <o, il suffirait de
poser a ^ ( s ) ==—a(s), b^(s)==—b(s) et alors d^{s)==—d{s)
serait >> o.

Si l'on veut, de plus, que les <p^(,y, t) soient tous ^o et <i , il
suffit, en vertu de (T), d'écrire qu41s sont ̂  o. Il faut d'abord 912> o
et 9,^0, donc que a ( t ) ^ a ( s ) et h ( t ) ^ b ( s ) pour s<t : autre-
ment dit, €i{s) et b ( s ) sont non décroissantes.

Les conditions nécessaires déjà formulées sont alors suffisantes.
En ei ïetpQur<pn^o, il suffit que [b(t) 4- a(s)]^o et pour 912^0,
que h(s) 4- Ct{t) >> o.

Or
h{t}-^-a(s}=[b(t)—b(s)}+d(s)

et
b{s}+a(t)==d(s)-^[a(t)—a(s}\

et ces deux seconds membres sont ^o quand on suppose d ( s )
toujours > o et les deux fonctions a(^), b(s) non décroissantes.

Ainsi les solutions continues les plus générales de Inapplica-
tion aujc probabilités en chaîne sont données dans le cas de r = 2
par les formules (22) où d(s) = b(s) + a Çs) et où a(^), b(s)
sont des fonctions continues non décroissantes dont la somme
reste positive.

Il est d'ailleurs facile dans ce cas de déterminer Pallure asymp-
tolique de 9y^(^, t) lorsque (—>-4-oo.

En effet, les fonctions a((), b(t) étant non décroissantes
tendent chacune vers une limite finie ou vers -(- oo. Or

îii^, <)+9i2(J , Q = i = ®îi($, t)-^-^(s, t),

?2l0, 0+?12(^, <)==I——37^>

?ll(^0-+-Î2»(^0=I-^^-)•
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Pour que d(t) ==a(<)-+-6(^)aitune limite finie C quand <-^-hoo,
il faut et il suffit que a(t) et b(t) tendent respectivement vers des
limites finies que nous appellerons A et B.

Si d ( t ) >-C, alors a(t)-->\, b(t)-->B, et l'on voit immédiate-
ment que Pon a

.. , B — a { s î \—ai s }
^T.'-^ ̂  -ÏÏ-^A-' ,l;•n.9•î(l• <)= -R-HT-'

lin. „,,.,, ()- 1——^, li-n =„(,, 0=- ———^).
<>-+-ae »> -;" A t ^-+-x l -r- 0

La limite de 9/jk (^, 0 n^est d^ailleurs jamais indépendante du
premier indice dans le cas actuel.

Si d(t)-> -i- 3o? on voit que, dans rous les cas, les quatre
sommes

çn(.î, <)-+-=-ss<j . <), 9,1 (^ 0—921(5, <),

?2l(.S Q-hî.2<.S Q, ï>li(S, 0--?n(^ <)

tendent vers Funilé. Mais il peut se trouver que o ( t ) ou b(t) ail
une limite finie, on a donc les cas suivants :

a(<)->\, h(t}-> -x; //(/)->4-3o, &(<)-^B; a(/)-^—x, h(f}—^—x.

Dans les deux premiers cas les <py^(.y, t ) ont encore des limites
déterminées :

; ^ { ( s i h ( t Y > -x);

^ ^ (Jia(Q--^-4-x).

La limite de 9y*(.î, <) est dans le cas actuel indépendante de /
et de s.

Enfin si fi{t) et h ( t ) tendent simultanément vers Pinfini, et
si (p2<( .y , < ) c t 912(^5 t) ont chacun une limite, les égalités

b ( t ) , . b ( s )
I T ^ ) - ^ ^ ' - ^
a (< )— ( , n-.-^)
d^-^^^^d^)

montrent que „ • et —— tendent vers des limites respectives (3

et a (avec a -{- (3 == i). El réciproquement, cela suffit pour que
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les <fjt(s^ t ) convergent; avec

lim ®n(5, ( )== p=- lirai ^,i(^, Q,
^-K (>-t-«o

lirai 911(5, ï) == a = lim ;p,,(s, <).
0--»-* 0-4-*

La limite de 9yjb(^» () est donc encore dans ce cas indépendante
de j et de s.

On peut résumer ce qui précède en disant :

Pour que les quatre fonctions ^jk(s^ t) convergent quand t
croit indéfiniment^ il faut et il suffit que la courbe plane
jc= a((), y == b(t)soit bornée quand t croît ou que sa branche
infinie^ quand t crotte possède une direction asymptotique
déterminée.

Pour que^ dans ce cas^ la limite de (py*(^, t) soit indépendante
de j (et alors nécessairement indépendante de .?), il faut et il
suffit que d(t) tende vers 4- oo avec t.

Observons qu^on a, dans tous les cas,

Donc
?ii(^, 0-ysi(^ <)= ̂  =?n(^ 0--?iî(^ <).

®n(^ Q—?2i(^ t) et 9,,(̂ , 0—9i»(^, 0

convergent toujours vers une limite qui est nulle si d(t)--> + ao

et qui est ̂  o ( et égale à -^ / >> o ) dans le cas contraire.

Donc, si l^on attribue à chacune des quatre fonctions ̂ jk(s^ t)
une limite généralisée (satisfaisant aux conditions énoncées
p. a63), la condition nécessaire et suffisante pour que^ quand t
crott^ la limite généralisée de 9^(^ t) soit indépendante de j
(et alors indépendante de s) est que d(t) tende vers -t-oo avec t.

NOTE ADDITIONNELLE.

Solution la plus générale de l'équation fonctionnelle
(FQ D(s, ^)=D(<, (r)D(tf, t) (•^^).

On a obtenu plus haut la solution jamais nulle^ la plus géné-
rale de cette équation fonctionnelle) cette solution étant
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valable quand ,v. t varient à l'intérieur d 'un intervalle ST fini ou
non.

Passons maintenant à ia recherche de la solution la plus géné-
rale (bornée ou non, mais partout finie) de l'équation (F^ ) quand
on cesse de la supposer jamais nulle. 11 v a d'abord évidemment
l«i solution ^ o que nous écartons. Nous admettons donc qu'il
existe au inoins un couple .s, /, ( s < t ) tel que D ( A , t ) -^ o.

L'n premier cas est celui où aucun de ces couples n'est formé
xle nombres distincts. C'est-à-dire que D ( ^ , / ) - - r o pour .v << t et
égal à o ou i (et au moins une fois égal à i ) pour .s -== t. Ce
sera nécessairement une solution discontinue. Inversement toute
fonction déjinie de cette manière est évidemment une solution
de ( F| ). quel que soit l'ensemble sur lequel D(.s, s ) ;= i .

I l nous reste à chercher les solutions de (F| ) telles que D(.y. t )
.soit ^= o pour au moins un couple (.v, t) avec .s' << /. Comme on a
déjà obtenu la solution générale quand D(.î, t ) est t ou jou r s =7^0.
ou doit supposer qu ' i l existe aussi un couple ( s ' y t ' ) ^ tel que
\}{s\t' ) = = o .

Ceci (''tant, soit u^ un point intérieur à un egment .v, t
(.s •< //„ << t) tel que D(.v. /) ~^-~- o. Alors D(.y, ?<„) ^± o et D(^oî t ) "-^- 0-
Soient S l.i borne inférieure des s tels que D(.v, u^) ̂  o et s <^ u^.
T la borne supérieure des t tels que D(^ ,» , t ) ̂  o et M() << / (S peut
être — x. T peut être 4- x). on aura S <^ u^ << T. Il est clair que
si (.v. 0 est un iutervîdie intérieur à (S, T), on aura D(.y, t)^-o.
Et si .s est un point intérieur à (S, T), on aura non seulement
.(Ussi D(.v, s ) ^ o, mais encore D(^, ^ ) - = : i . Appelons un inter-
valle tel que ST, un intervalle rou^e.

Il est clair que s'il \ a plusieurs intervalles rouges, ils ne peuvent
chevaucher et n'ont, au plus, deux. à deux, qu'une eïtremité com-
mune. Ils forment donc une suite finie ou dénombrable d'inter-
valle. J^^(S^, T^).

D'après une remarque faite plus haut, il y a pour chaque J/: une
fonction A/( .v) finie et ~^=. o pour S/..<< .v <; T/ç-, telle que

LX.,^^^-(.O

pour (S/ <.v < T/ ).
Pour sortir de l'intérieur de J^, posons encore A^(^) === i
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pour .s < S^ et pour s > T^. et enfin

( I SI D(SX-, U k ) =- 0,

J -—;———— dans le cas contraire.f D(^., H / , }
^ ^ ( i si D ( u k , T ^ ) = o ,

( D ( i f / c , T^) dans le cas contraire

[u/, étant le point intérieur à S^T^ choisi déjà pour définir A^(.s) à
1 intérieur de cet intervalle, comme Uo pour ST].

Alors A^(A') est une fonction partout finie et ~^- o et le rapport

^'"m
est aussi partout fini et ̂  o. On a

D/.('^, / ) -= D(.s-, t ' ) pour S ^ < . s ^ / < T /

D^.( .Ç, / ) = i ponr ^ S < < S ^ on T ^ « < 5 ^ < ou 5 < S < ç - < T ^ < < .

Or .s appartient à deux J^ au plus, ( appartient à deux îk au plus.
En mettant à part au plus quatre intervalles rouges quand s et t
.sont donnés, tout autre intervalle rouge S<T^ est tel que

s ^ t <Sx.<T^,
S>c<T^.< s ^ t,

s <Sk<Tk< t,
et l'on a D^(.s', t ) == i.

Il en résulte que le produit fini ou infini

\(s. t ) = D i ( s , nDs(.ç, t ) . . .Dk (s , Q... ,

ne comprend aucun terme nul et comprend au plus quatre
termes 7^1. C^est donc un produit fini ou convergent. De plus, ,
•si D(s,t) 7^0, ̂ ^appartiennent à l^un, J/, des J^ et si S/<C^^<.'T^,
on a

i si À• -^ l
D/•("o= ( D ( s , t ) si k = l .

Donc

quand D(^, t) 7^ o.
D(.y, t)^\(s, t )
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Enfin, A(^, t ) est une solution de (F<). Car, les A^ étant ̂  o,
on peut écrire

.....).<.,o.n[̂ ]n[̂ ],n^(.,o.

Posons alors
ô(, n- îiî .û { s ï t ) •~ ^ ( ^ t )

11 est clair que ô(.s-, f ) est bien déterminé et fini pour tout
couple (s, t)(s<^t) et que c'est une solution de (F<) , comme A
et D. Mais A(^, t) est une solution toujours -^ o, alors que ô(^, ()
est nul en même temps que D(.î, t).

On a donc mis D(A', ^ ) sous la forme d'un produit dedeuxsolu-
tions de (Fi ) de natures différentes :

D(s, t)=i(s, t ) o ( s , <).

D^une part, A(.v, t ) étant toujours ^- o peut être rois sous la forme

^.->-UW
où U(<) est partout (ini et -^=. o.

D^autre part, ô(.v, () présente les caractéristiques suivantes :

ô(,y, t ) === i quand (^, ^) est intérieur à un intervalle rouge;
Ô(A-, t ) ---= o quand A- et t n'appartiennent pas à un même inter-

valle rou^e.

Restent les cas où .ç, t appartiennent à un même intervalle rouge
S/r^ mais sans lui être tous deux intérieurs. On a, par exemple,

S<-=^< ^ T^,
ou

S^^<==T^.

Considérons d^abord le cas où Sk == s << t < T^. On a

5 ( S ^ , < ) = o si D f S ^ , < ) = = o .

Lorsque D(S^, () ̂  o, alors

A(S^, < ) = n / D / ( S A , <).

Tout intervalle J/ est sans point commun avec (S^, () ou identique
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à JA ou identique à Jy, en désignant par J/ un intervalle rouge, s'il
en existe, dont l'extrémité droite coïncide avec S^. Alors tous les
D/(Si., t) autres que D^(S^, t) et — éventuellement — Dy(S^,<)
sont égaux a i .

Calculons d'abord

"^•"-^r,-
Comme D(S^, t) ̂  o et qu'on a

D(S^, t )=D(S^, Ut)D(ut, t )
ou

D(SA, i^)=D(S^ < ) D ( < , ^),

avec D(i^, () 7^ o ou D(<, Uk)~^- o, on aura aussi D(S^, u^) -^- o
et, par suite,

^(^DTSÎ^-

D'après la définition de A^(() (p. 249)» on a donc
Di(St,t)=D(St,t),

que u^ — t soit ̂  o ou ̂  o.
Alors, ou bien il n'existe pas d'intervalle rouge J/ cdntigu à Sk

on S^, et dans ce cas
A ( S A , O = O ^ ( S ^ O = D ( S ^ < ) ,

ou bien on a
A ( S ^ , < ) = D ( S ^ QD,(S^, o.

Mais D(i^/, a^) est nécessairement nul, sans quoi la somme de Sj
et de îk serait un seul intervalle rouge. Donc

o == D(uf, ut) = D(uy, S^ D(SA, u^),

avec D(SA, Uk) 7-̂  o. Par suite,
D(u,, T,)^D(u,, S^)=o.

et alors

i = Ay(T/) = A,(S^), i = A,(<), d'où D,(S^ t) === i,

d'où encore

et, par suite,
A(S^)=D(S^<),

8(Si, < )= i .
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Ainsi, pour Sx < / < T^, on a

Ô(S^, / ) - = !
cl de même

Ou a donc aussi
5(^T \ ) . - i .

ô( S/., T ^ . | - _ O ( S ^ Qô( / , T/ ; )=i .

Les seules valeurs de S ( s ^ t ) qui restent à examiner sont celles
k'iles que <5(S<{ . S^ ). ^(T/,, T<), qui sont égales à o ou i .

Finalement, la fonction ^(.v. t) ne peut prendre que les valeurs o
0 1 1 1 .

En résumé, toute solution ^continue ou non) de V équation
fonctionnelle ( F, ) peut se mettre sous la forme du produit

D(.î, f ) =- A ( A - . t ) 8 (s , t).

de deux solutions de (F, ); l'une A(.y, t ).qui n'est jamais nulle
et peut se mettre sous la forme

^-'^'
où D(.v) est une fonction partout finie et yé o. Vautre <î(.ç, tY
(fui ne prend (lue les valeurs o ou i.

11 est clair que Ô ( A , t ) aurait pu être directement défini comme
-^-o si D(s,t)=--o et à i si D ( A , ^ ) ^ O ; que, d'autre part, on
aurait pu définir directementA(A-, ^)comme= D(.y. ^)siD(.î. ^)^o,
et comme ^o si D(.s^)--=o. Mais si, de celle façon, ^ ( s ^ t )
est, euliérement déterminé, A(.y, t) ne l'est pas, et ce que nous
avons fai t a consisté à déterminer les valeurs encore indétermi-
nées de A ( A - . < ) quand n(.v,Q-=:o, et cela de sorte que A(^, t)
vérifie (F| ).

On a obtenu la solution la plus générale en ce sens que, réci-
proquement, si ^ ( s . t ) et 5(^,^)sont deux solutions arbitraires
de ( F, ), leur produit est naturellement solution de (F, ); et nous
voyons qu'on peut supposer A(.y ,^) partout 7^0 et ô(^, t) cons-
tamment égal à o ou i (mais non nécessairement constant). Reste
à voir comment construire les solutions A (A-, ^), S(s, t) de la façon
la plus générale.

Nous connaissons déjà la forme la plus générale de A(^, t), soit

-."=^.
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où U(.s') est une fonction arbitraire mais partout finie et ~^~- o.
En ce qui concerne la construction de ô(.y, (), on a vu qu'il

existe un nombre fini ou dénombrable d'intervalles 1̂  ne chevau-
chant pas et à l'intérieur desquels ô(^, t) =—- i . On pourra prendre
arbitrairement la suite d'intervalles l^i pourvu qu'ils ne che-
vauchent pas, poser ô(s,t)=ï quand ( s ^ t ) est intérieur à l'un
quelconque de ces intervalles et poser ô(.y, t ) == o quand s, t n'ap-
partient pas entièrement à l'un de ces intervalles. Il reste à définir
ô(.ç, t ) quand s ou t ou s et t sont extrémités de l'un de ces inter-
valles. Si (^, ^) est l'un d'eux, et si .ŝ  •<,?<< t^ on prendra arbi-
trairement pour 3(^î'î) la valeur o ou i , mais cette valeur sera
indépendante de .?. De même, on prendra arbitrairement pour
ô(^, tk) la valeur o ou la valeur i , mais la même quel que soit
s{sk << s << ^). Alors la valeur de ô(.y/,^) prise égale à ô(^,.v)
^(^ tk)i (s/,<^s <^ tk) sera déterminée indépendamment de s. Seu-
lement si deux intervalles (^/ ,^( .s^,^) ont une extrémité com-
mune t / = Sk et si si << s << tj = s^ << t << tki on prendra

ô(^, </)8(^, 0=ô(^, <)==o.

Enfin, les quantités Ô(^?A 'A) et (ô^, <^) seront prises égales à i
si ô(^, ^) == i ; dans le cas contraire, elles seront prises arbitrai-
rement égales à o ou i .

Nous avons pu former la solution la plus générale (continue
ou non, jamais nulle ou non, mais partout finie) de Inéquation
fonctionnelle^\). Bien entendu, cette solution partout finie peut
n'être pas bornée.


