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SUR LA VALEUR DES INTEGRALES
A L’INFINI DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES;

Par M. T. Pevovircu

(Belgrade).

. Soit donné un systéme d’équations

n
(1) Cfol"»fZa;k(t)XA-zfi(_t) (i=1,2, ....n),

k=1

ol a;x(t) sont des constantes ou des fonctions continues de la
variable réelle t 2 ¢,2 0, qui tendent vers des limites finies,

lim a;x (t) = aix,
= »

fi(t) ¢tant des fonctions continues pour toutes les valeurs de la
variable réelle ¢ > ¢, 2 0. : :

S’il existe un nombre réel A tel que les produits f;(t)e—ot
(i=1,2,...,n)tendent vers zéro pour t = co, tandis que, parmi
les produits fi(¢)e®*e(¢{=1,2,...,n), il y en a au .moins un
qui est illimité pour t = «, ce nombre %, d'aprés Liapounoff ('),
nous appellerons le nombre caractéristique des fonctions f;(¢t),
¢ Gtant une quantité positive aussi petite que I'on veut.

Dans cet article, nous allons montrer que les équations (1), sous
la condition

(2) lim f;(t)et—8t=0 (i=1,2, ..., n),
(—w

(1) Probléme général de la stabilité du mouvement (Annales de Toulouse,
1907). Traduit du russe par M. E. Davaux.

(1]
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admettent un systéeme de solutions X; tel que l'on ait

limX;et—st=0 (V) (i=1,2,...,n).

/==

2. Considérons d’abord les équations (1) ou ai(¢) sont des
constantes, c¢’est-a-dire les équations

n

, dX, O - .
3 W—'—*——\‘akal-zf,»ql).
k=1
En posant
(4) X;eth—21t = ./yl ou X;= yie—h—st

les équations (3) deviennent

— n
. dyi - — .
() 7’7’ (= N2 ) Y+ E apyr=fi(t)er—at,
k=1
ki

Soient r; et r; les racines des équations caractéristiques: corres-
pondant respectivement aux systémes (3) et (3), on aura

' N
ri=r;+—=hn—z=.

Nous allons distinguer deux cas :

1° Les racines r; = r; + ). — ¢ sont distinctes. l.es équations (5).
apres la substitution

(6) 5,-:2 5f£-};k,

deviennent

Zi

(7) —t-it—:I",_Z-,'v.—(?i(t)z(I‘l—{—)\—-s)zi*‘—?i(l).

2) Poincaré a résolu cette question pour l’équation
q P q

Xn 4 A ()XIn=1) 4+, . .+ A ()X =0

[Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et auxr differences
finies (American Journal of Mathematics, vol. VII , 1885, p. 1)]. Concernant la
méme question, il faut voir Traité d’Analyse de M. Picard, t. 111, Chap. XIV,
et les travaux de M. O. Perron (Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, B. 142, 1013, p. 25%; 143, 1013, p. 25, et Mathematische Zeitschrift,
B. 1, 1918). i ’
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ou
) ?i(t)=2 bk fr(t) et—ar
k=1

sont des fonctions continues pour toutes les valeurs de la variable
réelle £2¢,2 0. Les intégrales générales des équations (7) sont

N
2; = elrith—et [j e_ll"‘:+}" Ot oi(t)dt - ‘:i] .
’1!

l
e—lpith—et | @;(8) | dt - G

lim |z} < lim =% -
=" Tl=w e \pith—et
! hm [ ()1 (1)
= ————1— ] i N
loith—el 1== gl
ou, d’apres (8) et (2),
n
.= I . N
im0 e DY b lim | fut) o 1) =,
k=1

Les transformations (6), qui peuvent étre écrites sous la forme
n
(6 Yi =2 Aik 3k,
k=1
donnent, d’aprés (g) et (4),

lim X; e(t—ert = o,

=

(') Nous allons distinguer deux cas :

1° Pour p;+~A<o, on aura p;, +~A—e <o, et Vintégrale générale tendra vers
zéro (p; est la partie réelle de r).

2° Pour p,+A> 0, on aura p,+ A — €& > o0, car ¢ est aussi petite que l'on
veut: la solution qui tend vers zéro est de la forme

t
z, = elriih-et [ eiriti—&ilg (t)dt

©

[Voir mon Mémoire : Sur les solutions asymptotiques des équations différen—
tielles linéaires (Publications mathématiques de !’Université de Belgrade,
t. 1, 1932)].
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2" Les racines r' = r; + A — ¢ sont multiples. Les équations (5),
aprés la substitution (6), se partagent en un cenrtain nombre de

groupes d’équations. A chaque racine multiple d’ordre & corres-
pond un groupe d’équations de la forme

—_— = (."k"—)‘—e);' -+ ?1(5),

e =3 (Fpa- h—¢) 3a—+ @a(l),

e e A—z) 3+ 9i(t),

dont les intégrales générales sont

‘ .
| = erki—at [f e~ k=t g (8 dt + 4 J,
/

(XN}

0
!

'
e*'r‘,"7-*5)‘cpg(t}dt+/ e—("k*-ﬂ‘i"z,(t)dt+(jg],
lo

l"Ofl(')
- I L )
lim | z,] < - — lim | g,08)],
== Gk h— % |1=w
- 1 1 .
limizg | {——— lim|co(t) +~ —— Llim| 2,(2)],
lzz“'- = ek h—z, /:ar.l‘2 h (?k+)\—'5)21:xl']( !

on, d’apreés (8) et (2),

lim z;=o.

==

Le raisonnement est analogue pour les autres racines. Les der-
niéres équations, d’aprés (6') et (4), donnent

lim X; e(*—8¢t = o.

/I=w
Par conséquent, nous avons le théoréme suivant :

1. Les équations (3) admettent un systéme de solutions X;

——

(') Pour p, +A >0, on aura ¢, = «, C, = o.
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satisfaisant, sous les conditions (2), aux relations

limX;er8t=0 (i=1,2,...,n),

I—=
ot A est le nombre caractéristique des fonctions fi(t) ('). Ce
systéme dépend d’un nombre de constantes arbitraires égal
au nombre des racines, dont les parties réelles satisfont aurx
conditions p; + A< o.

3. Considérons maintenant les équations

n
dX;
(10) d—t’—;—za,ut)xsznt),

k=1

o ax(t) sont des fonctions continues de la variable réclle
t2 1520, qui tendent vers des limites finies,

lim a;(t)=ai.
/= =

Posons

{(11) X;et—81t=y;  ou X;=yiet—et,

les équations (10) deviennent

n

(12) %+ [aidt)—nr— E]J’:+2 an()yk=fi(t)er-2¢
k=
oy

ou sous la forme

n n

1y N Q N
’3);— e @— )y —e—z aikyi=fi(t)eh—et -+2 ik (1) ys.
k=1 k=1

ki

ou 'on a posé
Sik(t) = aje— au(t), [Ii_m Sik(t)=o.

Soit X; = X?un systéme de solutions des équations (3) tel que
les produits X7e?~¢# sont bornés pour t2>¢,20 (*), ou X est le

(') Il est facile de démontrer que les équations (3) admettent un systéme de
solutions X, tel que les produits X,e!%~2)¢ tendent vers des limites finies si les

produits f;(¢)e*~3¢ tendent vers des limites finies pour ¢ = o (voir mon
Mémoire cité).

(*) Ce qui arrivera si les produits f;(¢)e*~¢ sont bornés pour t2¢,2o.
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nombre caractéristique des fonctions f;(¢). Les équations (5)
admettent alors, d’aprés (4). un systéme de solutions y; = y?
bornées pour t2¢,>o0.

En partant du systéme y; = y?de solutions des équations (5),
on peut déterminer les suites des fonctions

- 2 m
Kiv Yiv e Vi

comme les solutions successives d’équations

n n
Ayt < :
P . — £ 3t " m—y
L e (= -)y;"+z aiy = fi(b) el *2 (D) yn
k=1 k=
kZi
ou, en posant
0O 40 -1 - g - _ gt m -4
3 =0, 3= !i—')’}'r =y Y s oeeny

on obtient des fonctions z™(m =1.2....) comme les solutions
successives des ¢quations

n n
. dz™ . ~ O
(13) dt’ +(Ajj— h -+ E) :;"+2‘ a""zZ":Z Sintt) zﬁ"' .
k=1 k=1
ki

Nous allons distinguer deux cas :
1 Lesracines r; = r; + A — e sontdistinctes. Les équations (13).
apreés la substitution linéaire a coefficients constants :

n
) —_— -
(14) ul -\ bix s,
k=1
deviennent
du’”
oy L - [ N U e et
(1) i = 1wl et ) = (rp - h—g)ul == 3L,
ou

n
(6 oM(t) =/'i1231k(t) !

k=1
n : n
~ . N _
== /'f-.»z Sak(t) e b Y Cuutt) ST
k=1 k=1
Les intégrales générales des équations (13) sont o

l

/
(7). ul s pirici—at [ [ e koSt dt - C?"] .
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Considérons maintenantles solutions successives u/* (m =1, 2,...)
des ¢quations ci-dessus.
Pour m =1, on aura

!

f e-lpith—at ()| dt 41 ()
(13) lu\| <= (.

= e—lr/i"'lc“i‘ t

Puisque les fonctions ¢;*(t), pour m =1, d’aprés Uhypothese

vg 00— 200 (0
Yi. PN = T
donnent
(19) fedie), <68
ou l'on a
n n
i) =] by 2} Sial) =1 /;,-,.{2 i8aklt) limé;(t) = o,
'A‘=l k=1
on aura
/
e—lpit 1=t §; (t)dt +-1);
o ~ Tty a
up LG e—(pitr—et ) %),
d’on )

1
lim e} [ <C—m-o— — lim&;(t)=0:
S G ey e =e

c’est-a-dire on aura

fu}i< Cmlt) avec lim%;(¢t) =0,
I35 »
ou, d’aprés (14) pour m =1, cn obtient :
(20) [z)1<Ce(t)< e
avec
lim z(¢) = o, := max :(?).
t=w (210,20

Par conséquent, on aura
limz) =
(===

(') p; cst la partie réelle de r,.
(?) Pour p, + A > o, il faut poser

D, =0o(C/ | =Cby, ty = x

(voir mon Mémoire cité).
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Connaissant les fonctions z| satisfaisant aux relations (20), les
¢quations (17) pour m = 2, d’aprés (16), donnent

fu2|SCeng(e)
ou, d’aprés (14), pour m = 2,

1221 SCee(t)SCe2,
Il v’ensuit donc
lim 22 = o.

=
n continuant ainsi, on obtient pour ¢2>¢,20

E z}’llé Cenl—l E(t’ g C&"‘,
d’on

(1) limz}" =o (m=1,2,...).

==
Si 'on choisit ¢, assez grand pour que 'on ait
0 g p q

e=maxe(t) <1,
121>0
les séries

x E3 o
\ —
] m _. 5,0 -n __ . n
(22) y,‘.',.a—z 3] _y,.+2 3! _y,+z 3}

m=\ m=j m=i

convergent uniformément pour ¢2 ¢, > o et représentent les solu-
tions des équations (12), qui, d’aprés (ar1), satisfont aux relations
lim y;=lim ;/i,
(= ==
d’ou, d’aprés (11) et (4),
' limX; et—2t = lim X, e—e) ¢,
= /=
2° Les racines r; = r;—+} — ¢ sont multiples. Les équations (13),
aprés la substitution (14), se partagent en un certain nombre de
groupes d’équations. A chaque racine multiple d’ordre & cor-
respond un groupe d’équations de la forme

dull

e = (e A= ul (),

dulf .

7;— =uPt+(re+A—e)ul + 954(¢t),
dulll

I

w4+ (re+X—e)ul + o (1),
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dont les intégrales générales sont

<ty

[ ‘
= etrirr—ait [f e—\ria—eit o(t) dt +/ e h—at Mgy dt +- “f_."] ,
[ t .

W
Wit = ek et [ / ekl () dt — C'."].

o

Considérons les solutions successives uw/*(m=1,2,...) des

¢quations ci-dessus. Pour m =1, on aura, d’apreés (19),

/

f e gk 18 gy (t) dt + D),

/o

.
e lpktr—ert h,

/

' : 1y
/ e—\ph+1 e g, () dt—+ [ dt, [ [ e—(pk 1315 §, (¢a) dts —+ 1),] + D,
f . .

i, [
1< (L o o
ualst e—(pr+rh—e)t f
d’ou
. . B I . ~
limju! <€—«———1limé;(¢) =0
== - | Ph—-h— 3| t== ‘
1 1
limju} <C|——m—— limd,(t) + ———————1im g, (t)|=o0
/::a:| = |,°K"W")\_El = -( ) (Pk—i—)\—i)zlza '( ) !

¢’est-a-dire que l'on aura

u) 1 SCnx(t) avec limn4(¢t) = o.
[3—x

Il s’ensuit, d’aprés (14), que I'on a

|3)iSCe(t)S e
avec
lime(t)=o, e =max e(¢).
= 12620

Le raisonncment est analogue pour les autres racines.
En continuant comme au cas des racines distinctes, il est facile
de voir que les séries (22) convergent uniformément pour ¢ 2 ¢, > o.

(') Pour p, +~ A > o, il faul poser
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t, étant assez grand, et satisfont aux relations

lim y; = lim y;,

‘l=e t
d’ou, d’aprés (11) et (4),

lim X; el—8)t = lim X; e—e)¢,
=] =
»

Par conséquent, nous avons le théoréme suivant :

II. Soit X; un systeme de solutions des équations (3) tel que
les produits X;e®®¢ sont bornés pour t>t,>o, ou k est le
nombre caractéristique des fonctions fi(t). Au systéme X; cor-
respond un systéme de solutions des équations (10), qui, sous

les conditions
lima(t) = au,

/==
satisfait aux relations
limX; et = limX; e(i—)¢
{—w =

pour t2ty, >o,t,étant assez grand. Ce systeme X; dépend d’un
nombre de constantes arbitraires égal au nombre des racines,
dont les parties réelles satisfont aux conditions p; + A< o.




