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GÉOMÉTRIE CONFORME DES CONGRUENCES DE COURBES;

PAR M. PAUL DELENS.

lotroduetion.

Après avoir, dans un précédent Mémoire ( ' ), étudié la géomé-
trie des congruences en nous plaçant surtout au point de vue de la
géométrie euclidienne ou de la géométrie projective, c'est la géo-
métrie anallagmatique ou géométrie conforme spatiale que nous
considérons maintenant. Les premiers points de cette étude, déjà
annoncés dans une courte Note ( 2) , au moins pour le cas général,
sont repris ici avec les développements nécessaires, et la classifi-
cation des cas particuliers est poussée jusqu'au bout.

La comparaison avec la géométrie euclidienne montre que l'élude
est presque aussi simple en géométrie conforme; ici encore, dans
le cas général, un repère mobile intrinsèque est fourni par les élé-
ments différentiels du second ordre; pour les congruences isotropes
cependant, et les cas qui en dérivent, il faut faire appel aux
éléments différentiels d'ordre supérieur.

La méthode employée est celle du calcul pfaffien de M. E. Cartan;
nous utilisons aussi le calcul géométrique des sphères, selon des
procédés déjà décrits dans notre Thèse ( 3 ) et dans de précédents
Mémoires (4). Notre étude se rattache à celles déjà faites en géomé-

( ' ) Géométrie des congruences de courbes (Rendiconti del circolo matematico
di Palermo\ t. LVI, 1932, fasc. 2, p. 289-320, et fasc. 3, p.32i-35a). En référence
(congruences).

[ 2 ) Sur la géométrie conforme des congruences ( Congrès international des
.Mathématiciens, Zurich, 1932 ).

( 3 ) Méthodes et problèmes des géométries différentielles euclidienne et
conforme (Paris, 1927) (Thèse).

( 1 ) Métrique vectorielle et géométrie des sphères (Journal de Mathéma-
tiques, t. 1 1 , iQSa. fasc. 3, p. 209-253). Congruences de cercles et systèmes

Cycliques (Atti del Congresso, t. IV, Bologna, 1928) (Systèmes cycliques}.
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trie conforme pour une courbe ou pour une surface, sans que nous
ayons cru utile de reprendre tous les points de détail ( < ). Du reste,
le présent travail ne peut être considéré que comme une préface
à des études plus complètes sur un très vaste sujet, qu^il ne saurait
épuiser; les notions générales établies conduisent seulement le
lecteur à pied d'œuvre pour de nouveaux développements ( > J ) .

I. — Notions préliminaires.

1. Les principes d'un calcul géométrique portant sur les sphères
(au sens général ) d'uu espace euclidien à trois dimensions, conçues
comme vecteurs d 'un espace métrique (hyperbolique) à cinq
dimensions, sont bien connus. La géométrique anallagmatique, ou
géométrie conforme spatiale, est ramenée à l'étude des formes et
propriétés invariantes par les opérations sphériques, opérations
d'un groupe fondamental conservant, à un facteur près, les produits
scalaires des sphères.

Ce calcul, effectué sur les sphères, peut être directement rattaché
à celui dont les éléments sont les points et les vecteurs de l'espace
euclidien usuel ; ce qui correspond à la substitution des coor-
données pentasphérique.s aux coordonnées cartésiennes, ou inver-
sement. Nous effectuons ce passage, selon les méthodes de
drassmann. eu définissant, sur les unités d'un premier système
linéaire, des lois de multiplication qui conduisent à un système
d'unités du second ordre.

Soient ma,) a, a._, un système de repère, m étant un point arbitraire
de masse unité, a^-, a i , a_) trois vecteurs de même longueur, deux
à deux rectangulaires: la multiplication commutative, dite int^-

( ' ) Outre les Traités de DARBOI 'X , le lecteur aura intérêt, à consulter :
J. !.. COOLIDGE, A freatiffe on thé circle and thé sphère (Oxford, 1 9 1 6 ) ;
W. BL^SCHKE, G. THOMSEN, Vorlesungen ûber Differential géométrie^ III; Dijfe-
renfial^eometrie der Kreise ufid Kugein (Berlin, 1929) ; E CARTAN. Les
espaces à connexion conforme {Annales de la Société polonaise de Mathé-
matiques, 1 9 2 8 ) ; E. VESSIOT, Contribution à la géométrie conforme {Journal
de mathématiques, t. II. fasc. 2, 1923; Journal de l'École Polytechnique,
2e série, ao* cahier, 1926; Bulletin de la Société mathématique de France^ t. L1V,
fasr. 3-4, io36 et t. LV, fasc. 1-2, 1 9 1 7 ) .

( 2 ) C'est ainsi que nous n'avons pas du tout repris l'étude importante des sur-
faces isolhermiques. des familles de cyclides de Dupin, etc.
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rieure, définie par
2 -î '2

0 ) a^ = a^ == a^, ai x a; = a; x ao = ao x ai = o,

\a^, . . ., abréviations pour a,» x a^, . . . ), indépendante de l'origine
et de l'orientation du repère, est intrinsèque pour le groupe fonda-
mental de la géométrie euclidienne; elle laisse subsister les cinq
unités indépendantes du second ordre

\ M = m^, A o = = ' 2 m x a o , *

^ Ai — A m x ai . A.» = 2m x a;, 1 = — -^a^,

aptes à représenter l'origine du repère (sphère-point), les plans de
ses faces, le point à l'infini; soient h, h', . . . des points ou des
vecteurs, d'expressions

h = r»m - Ço ao -»- ;i a, -+- ̂  a., ... ;

toute forme intérieure du second ordre, Sh x h', s'exprimant
linéairement avec les unités (2) , est attachée à une sphère (au sens
général) et possède cinq coordonnées pentasphériques par rapport
au repère MAo A( Aa 1 (repère pentasphérique euclidien).

La multiplication intérieure ( î ) ne peut être dite scalaire que
quand on se borne à opérer sur les vecteurs, dont les produits inté-
rieurs dépendent de la seule unité I.

2. Soient
H = = S h x h ' , K = = S k x k '

deux formes intérieures arbitraires; nous définissons entre elles
une nouvelle multiplication scalaire (dite aussi intérieure) par

î , , „ ,,, ,, hIcxh^+hÏxh7!!:
<3) . ( l i x h ^ K k x k ^ — — — — — — ^ — — — — — — ,

H ! K = 2 K h x h ' ) (k x k ' ) j . ,

hk désignant le vecteur du segment [hk], vecteur qui doit être
considéré comme nul quand [hk] est réduit à un bivecteur. D'où
les produits des unités (2)

{Wl=M\Ai=A,\Aj==A,\ï=Il==o
<^ } -, _ ., (< ,y = = o , i , 2 ; i ^ j \

BU. 1 1. — A.~ — 1

{BiT2, . . . . pour M | M, . . . ) ; la définition géométrique (3) rappelle
LXI. ^
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aussitôt les propriétés connues du produit scalaire des sphères. Le
produit scalaire H'2 sera encore appelée norme^ le produit H | I
masse (euclidienne) de H.

Un système de cinq sphères Sy. unitaires, deux à deux ortho-
gonales, constitue un repère pentasphérique orthogonal norme;
pa étant le rayon de Sa, vsy. la puissance de M par rapport à Sa, les-
relations
( 5 ) M\S^=—^ I |Sa=^-

^?a ?a

(pour un plan ̂ - est remplacé par ô», distance du point au plan\
donnent lieu, pour un tel système, aux identités de Darboux

^ S——°- y.^=-^ YW-° ^ -^3<4,ô) :/ Apa ' À^^i ^Vpa/

en effet, le tenseur unité a alors pour expression IL == 1 S^, et
les relations (6) traduisent respectivement

(6') Ï^U^Î2^ o, IMfll^llM^i, MÎ^U==Ml=o

( î étant le symbole du double produit scalaire entre tenseurs dit
second ordre).

Nous emploierons exclusivement dans la suite les repères penla-
sphériqucs dits normaux^ déduits de M A() A, Ay 1 par les opéra-
tions sphériques directes conservant 'U et le produit extérieur
[M A,» A, As I] (opérations d'un sous-groupe du groupe fonda-
mental, dont les invariants ne sont, au point de vue géométrique^
que des invariants relatifs). On passe d'un repère orthogonal Sa à
un repère normal M'A^ A, A., I' par

S2=Ao. S3=A'i, S,=A^ Si—iS^A^M',

< ; ) S, - '. S, = V2 F. 1 1 S, Ss Sa S, S, ] = [M' A'o A', A, ï
A

(^v^T),
et les identités de Darboux sont alors remplacées par

f ̂  r 4 V ^i ii—£/2—£"2

\Lof^^ là^"~''—^—
(S ) < ( ( == 0, I. •2),

\ v/^^'2 / £ / 2 £ M 2
( l(p.) =4-^ï
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e étant la distance de M' et I', £' et e' celles de M à M' et I' respec-
tivement; on a en effet

I I M ' ^ ^ J L , i r=v . M ' ; r== UL\»-^ = i ,
M ; M = M I I == —— / £-" , U ==- ^ A;2 -r- AM' F,

dWi les relations (S).
Le produit extérieur [S, 83 S:i S-, Sr, | == i * étant Punité duale (ou

dualistique),
[MAoAiAoI j== n*== i*

et les formes duales des sphères du repère normal primitif sont

M * = — i i M A o A i A , ] , Ay = i l M A ï A s I j ,
A; = - i[MA, Ao I|, A; = i[MAoAi I|, r= - i[Ao Ai A, Ij.

Dans la suite, un repère normal arbitraire sera désigné par
MA^Ai A.^P — en abrégé repère MA^P — au lieu de M'A^A, A^I7,
les sphères (ou sphères-points) du repère satisfaisant aux condi-
tions (4 ). où P est substitué à I, et leurs formes duales étant, dans
les mêmes conditions, données par (y).

II. — Repère mobile attaché à une congruenee de courbes.

3. Soit M A , P un repère normal mobile; les formules du dépla-
cement de ce repère sont, comme on sait, de la forme

i </M == /^M + ^O)(A/ ,
» 10 » < </A, =- — T((M + S tûi/ Ay — co;P,

f ^P=1'^A,-/.P,
( I I ) <-•)//• — ( O / / =0 ( l , J == 0, 1 , 2 ),

/ ==

</M

</Ao

^Ai

r/Aî
./P

/.
——•^o ; • ^01 \

——•^

—— ^2

-

M- • Au

COQ

(^lo

^2U

^0

coi 1

(^21 |

4- •

| («J i ;

'ni

Ai- •

. • 1 . • '^î ^ !.

CO.;

^02

As- • P

—— COQ J

—^1 1

— — ^ 2 J

—— / 1



le tableau détaillé des coefticients (formes de Piall /, G)/ . ^/, ( L ) / / )
permettant de lire les formules ( \ ' À ) su ivant le schéma

</S - ̂ /S , 'U = //S ] ( PM - A;-; A-f A::; - MP ),

où S désigne une quelconque des sphères du repère.
Les conditions d'intégrabililé des équations (10) , obtenues par la

combinaison ô d — r fô, d H ô élani deux symboles de différenlia-
tion arbitraires, sont

l / / -^•^/ i
\ 0)/ ;- 1 / . ( ' ) /1 -+- ^ i 0 » / / ^ / . , / • .( l 3 ) < , ' ' . j , /. o, l , ^ À / . y >

J 'r./ •- — l ^ ' ^ / j - - ^ t 0 / / - ' . / ;

\ ("// ̂  ——— ^/ O/ ——— •'r./ < • > / ! ^,f. (O/ / j

avec les notations de M. E. (^ i r tan( i ).
La position de la sphéiv-point M dépend de Irois varial)les indé-

pendanles. et les i'ormes de I^aff fondamentales ûû,,, f x ) ^ , ûi)_>
s 'expriment linéairement avec les dinerentielles de ces trois
variables. JNous éludierons la con^ruence de (>ou^l)es (M, A(()
dénnie par le .système de Pfî(fT r.), ̂ . ̂ .^ ̂  o. |;i sphère A,, étant
normale en M à l;i courbe de L< congruence issue de ce point.
A celle congruence est nssocié l îenseml)le (M, A| A._, ) des tnijec-
toircs orthogonales, défini par 1'équ.aion ^^— o. Le repère norm.il
le plus génér.d dé|ïeiid<inl de dix pîir.imètres. nous niions le p.irti-
culîiriser ju squ ' à ce qu ' i l ne dépende plus que des coordonnées
< i \ ; » n t h) position de son origine ( '- ') .

4. Nous désignerons pnr C, le cercle osculateur en M d^une
courbe de l î i coii^ruence (M, A / ) ; nous imposerons <(ux sphères A,
et As de passer par (?„, c'est-à-dire à rfA, ! dM el (ÎA^ '• </M de
s 'annuler îivec G ) » e( <•)._,: or. d'iiprès (10)

</A/ //M - - — — / (•)/• ^ ^ (O/y C)y.

( 1 ) Je ne reviens pas ici sur Ici forme géométrique qu'on peut donner a ces
conditions, en les exprimant pour Je tenseur du déplacement (Cf. Thèse).

( 2 ) Comme c'est l'habitude en géométrie différentielle, le domaine dans lequel
nous opérons est restreint par les conditions de validité de nos formules
(fonctions définies, uniformes, continues, dérivables. etc.). Nous écartons aussi
les lieux où les éléments choisis Ao, c-o seraient dégénérés, r'est-à-dire que nous
supposons que A, est une sphère propre, c^ un cercle propre.
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d'où les conditions
( \ \ ) («)| <0.j t0(i| ] == 0, 1 C»)| (0; COo.; j == 0.

Dans le faisceau défini par (5,,==: [A| A,» [, on pourra ensuite, en
général, choisir A, et A.j pour que les cercles oscillateurs C^ et <3^»
des congruences (M, A|) et (M, A,.) soient cosphôriques; les con-
î^ruences ainsi définies sont celles des asymptotiques conformes
de (M, A| A_>), et [C?i (?.j] où A,» est la sphère harmonique de cet
ensemble; les conditions imposées sont l'annulation de dA.^\ rfM
avec (»)_> et <*)o d'une part, ç»)o et c*)i d'autre part, d'où

( \ ) ) j (•)() (').^ C0oi 1 == 0, [ (•J(| OJ| 0-)()«> ) =- 0.

L'ensemble des conditions ( i 4 ) et (13) se résume en
( l{\ ) [ (Ooi C»J.^^ == 0, i (Oo^ OJ) [ = 0,

ou
(iC)') C')oi = AtO;, t')|>2 = ^t0l.

Les sphères A,,, A i ^ A.j, ainsi que la position de P, sont alors
fixées, et le repère ne dépend plus, en dehors des paramètres
essentiels, que d'un paramètre auxiliaire attaché à la masse de M (').

o. Désignons par ô un symbole différentiel correspondant à la
seule variation des paramètres auxiliaires, par ^==0, eij-^ fi^ g les
expressions des formes de Pfaff(»)t, c»^/, T Î ( , % correspondant à cette
variation. D'après (16'), on a < ? o t = = o ; la variation ô appliquée
aux mêmes formules donne, en tenant compte des relations (i3),
les conditions

/i c0u-+- \ (A — ^t.) eiâ—/o } a ) ,—(ÔA + \g) 0)2= 0,

f.i COu —— ! (, A -"- ^ ) <° I 2 + /O j °->2 —— ( ̂  -+• ^ g) t^l = 0,

soit

( 1 7 ) y,=y2=o, /,»==( A 4-îx) ^ 1 9 = — ( A 4- {ji) ^12= o,
(l<^) ÔA = = — A ^ , ô^L ==——UL^'.

Ijes conditions ( 1 7 ) correspondent bien au fait que la position
de P est fixée, et dans le cas général ^ -4- p. ̂  o, elles entraînent

( 1 ) La recherche d'un repcre intrinsèque a été abrégée par les considérations
géométriques qui précédent; elle aurait pu être engagée, dès le début, par la
méthode que nous allons employer pour terminer la particularisation.

7»
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aussi e i2==o , soit un choix détermine de A» et A._,. Le système ( i 8)
peut s'écrire

(i8 ') 8 ( ^ ) = = o , S ( X -(- u i ) = — ( X — ;JL)^,

donc '- est invariant absolu, ^ -(- ^JL invariant relatif.

Restons dans le cas général; par la condition

(19) A4 - (JL=-2 ,

d'oû g=o^ on obtient un repère normal complètement f i x e ; ( i ( ) )
permet encore de poser

A == -2 COS^ = I + COS-20.

, , UL ==-2 sir^O == i — C O S 2 Û ,
(19 ) ' ,

A —— U, . 1JL ,
cos 2 0 =» ———~ ? tan;?2 0 == L- ( ^ o ).

Ces conditions sont encore valables si ^ = = 0 , ou p L = = o ; le
cas \ = p. = o rentre dans le cas À + p. = o que nous écartons
pour le moment, où les asympto tiques conformes sont indéterminées
(congruences isotropes). Nous continuerons à employer, au lieu
de " - 1 les deux invariants dépendants \ et |JL, ou leurs expres-
sions ( i g ' ) j c^est-à-dirc Pinvariant 0, réel ou imaginaire pur (pour
les congrucnces de courbes réelles, auxquelles nous nous en tenons
en général); c'est plus exactement ± Q -\- A'TT qui est connu
d'après les formules précédentes. Du reste, le repère intrinsèque
obtenu est encore choisi arbitrairement parmi ceux qui se déduisent
de l'un d'eux par les changements de A((, Ai , A_> en £0^.0, Ê | A^ ,
£_> A_> avec £, === ± i et £o £1 £ j == 4- i , puis de A,, A.j en A.j, — A,,
soit huit choix possibles.

Une fois fixé un repère intrinsèque, les formes de Pfaff qui
entrent dans l'expression de son déplacement sont des fonctions
linéaires, à coefficients invariants, des formes fondamentales co/;
nous emploierons les notations

( 0)01= A COo, (Oog=:(JL(.Oi ( A =='2 COS2 0 ; UL == '2 slll2 0),
(20)

( ^12 = — S pi co,, '/ == S y i (o/, Y^ = S h ij co, ( /, j == o, l, •>, ),

les coefficients invariants étant liés par les conditions d'intégrabi-
lité ( i3) après substitution de ces formes (20).
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III. — Correspondance avec les formules euclidiennes. Invariants.

() . Le repère intrinsèque obtenu es t , comme pour l ' é lude des
congruences en géométrie euclidienne, déf ini au moyen des èlè-
ments d i f fé ren t ie l s du second ordre. INous fac i l i t e rons r in t e rp ré ta -
t i o n eucl id ienne des i nva r i an t s conformes ( ( l u i sont auss i î l e -
i n v a r i a n t s e u c l i d i e n s ) et des formes d i t fé rcn l ie l lcs remarquables en
pa r l an t d 'un repère cartésien, m o d i f i e e n s u i l e , comme au 11' I ,
su ivan t un repère pentasphérique euc l id i en , t ransforme enun pou r
obteni r le repère intrinsèque du numéro précèdent.

Soit m a ^ â i a_» — ou ma; - le repère cartésien; dans les expul-
sions de son déplacement

<••».? f/m — ^ ̂  a/. </a/ — ^ ̂ } (i ; (cu^ — o^ =-- o).

nous j)oserons encore

< > j > » (o0 = — TTT/, = — ^ ^ k i f)}' ( /, y, A . / == o. i. -2. \ /. y, À =0 .1 , 2 cy» l .

Pour le repère M° A° P" [repère M A , I du n" 1, avec les r rh i
lions ( a ) [, on aura les relations (10 ) et ( i ^ ) , les éléments r e l a t i f s
a ce repère ( e t désignés par des lettres déjà employées), é tant auech ' s
d'un indice o supérieur, avec %°-== '^°== o.

Nous eti'ect lierons alors la transformation sphérique

, M = T M".
\ A/=-- A 0 - " . / - / M 0 ,< •>. ) » <

P =- -I ( ' P ^ — ï ./•/ A;' — r-^- M^^ P O — Ï./-/A;' — ^——M^.

d'où en par t icu l ie r

</M - ^cr M0 - 7 ^/M0, ./A/ =- ^A;' -+- ^./•/ M° - ./•/ ^/M0,

et Dar suite

f •/ =-- ./M P -- ̂  — I .r/ (.)°. (o /= </M ! A/= 7(.)°,

< ^ ) < , ., „ p . i /V ..„.• ^-^
"^ (S ̂  (^ - ̂ z (•)0 - </•/'/" - ̂  2: •r / c•)o) •7 \A^ ' /

/ A A 0 ^ n

* ; / ''/A/ A/ --" < ' ) i , - . / • / '•)/ — . / ' / ">.'

• - . / - - //A/ P - - ( ̂ / c)^ — ——^ o0 — ̂ /"- .r/ 2: .r, c.);'
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En imposant au repère les conditions de particularisation (16')
et (19), on obtient

( 2 5 ) (• r o = '̂  "-——T- /---^
( .TO — — 7 1 - 2 , •/'•î — 7 io, ^u = Y 1 1 ,

et finalement

7 1 2 - ^ 7 2 1 = = ° , ^'O^-^1———— '- î == H, . /•!==——Y-.20, •/'2=7l(l,

(.,V) ^=IliZlÎ , }^cos20= -T^I22-, ^.2sni-0^ < 2 Ï 1 1 .

tan^O =— "Ïli, cos-29 = 7""r"T '>2 ==— ^ ,
7î2 Ï 2 2 — — 7 1 1 '2îr

les relations ( 2 4 ) donnant d'autre part les invariants pi^ q^ hi/ en
fonction des yij et de leurs dérivées pfaffiennes ; les expressions
ainsi obtenues et les conditions d'intégrabilité desy^, , écrites pour
le repère ma^ correspondent naturellement aux conditions d'inté-
grabilité ( i 3 ) du repère M A, P.

7. Comme il est connu, les y/y sont, aux signes près, les cour-
bures et torsions relatives des courbes des congruences (M, A,).
La signification des J L ' I était d'ailleurs nette; d'après

A( == AS* -h .ri M° == .ri m x ( m -r- --- a/ ),

— est la mesure algébrique, dans le sens de a,, du rayon de la

sphère A( (c'est-à-dire l'abscisse de son centre ), et xi est aussi (n° 2)
la masse euclidienne de cette sphère; la courbure > t ( ' ) de (M, Ay)
esl donnée par

^=^Ï-.^-7Ïo-ï^

,r^== H est la courbure moyenne de l'ensemble (M, A, Aa) et M,
de masse <r, est choisi comme pour le cas d'une surface. Comme on
le verra, 2 0 est Pangle des lignes de courbure (généralisées) de
(M, A^ Aa), et dans (a3^) nous avons traduit son expression avec

( ' ) Comme dans notre précédent Mémoire ( Congruences}^ nous supprimons
ici, pour simplifier, l'indice zéro pour certains invariants de la congruence (M, A())
étudiée ou de l'ensemble orhogonal (x/ H, N, ..., pour Xg, Ho, No, ...).
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N==ao . ro tao (le point . étant ici le symbole du produit scalaire
des vecteurs).

La dernière des relations ( a4 ) fournit les expressions

(•26) /?oa '= ïoo? /?|T = TOI-+- Y i o , pî<J == Y o 2 — ".'20;

en géométrie euclidienne, les y î j étaient un système de huit inva-
riants fondamentaux (/rj 4- y^\ == o ), du second ordre (du premier
ordre en a,,) quand le premier indice i était différent de zéro, les
y^j étant du troisième ordre (du deuxième ordre en a,,) ( f ) . Les
formules (a5) et (26) montrent que ces invariants euclidiens du
deuxième ordre donnent À, ou p. (À 4- p. = a) , soit essentiellement
un seul invariant conforme du deuxième ordre; ils déterminent en
outre les qualités o- et xi (de même qu^inversemento, les .T(, \ déter-
minent les cinq y/y indépendants du deuxième ordre), mais ces
quatre quantités disparaissent en géométrie conforme, absorbées
dans la détermination du repère, qui dépend de dix paramètres.
alors que le repère cartésien correspondant ne dépendait que de
six paramètres. Quant aux p i , qui diaprés (26) contiennent les y^j
du troisième ordre (et inversement les détermineraient, les yij du
deuxième ordre étant connus) ce sont trois invariants conformes
du troisième ordre.

En géométrie conforme, nous avons introduit 16 invariants :
À (par exemple), les/?», y», hij\ les conditions d^intégrabilité, sur
lesquelles nous reviendrons, montrent que la dérivation extérieure
des équations (16') fournit entre ces invariants trois relations
fonctionnelles; on pourra donc considérer qu'on a un système
de i3 invariants conformes fondamentaux indépendants, dont un
du deuxième ordre, les autres du troisième; nous continuerons
cependant à employer les 16 invariants énoncés précédemment
(comme aussi ^ ci côté de ^).

( 1 ) Au lieu du système des invariants des formes (1)0 et t*>^ -+- o^ -+- (»>^ en géo-
métrie euclidienne, il s'agit en géométrie conforme des invariants des équations

(OP -=. o, (i)j^ -4- (o^ -4- (o;| =o,

ceci avant que la forme <«>o alt ete normée pour cette géométrie. Nous avons, en
géométrie euclidienne, compté l'ordre des invariants par rapport à ao, pour bien
mettre en évidence la congruence correspondante. Nous revenons dans la suite à
l'ordre différentiel, supérieur d'une unilé au précédent.
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S. Déterminons pour les t ra jec to i res (M, A ) ) et ( M . A.j ) les
cercles osculateurs C?, et €?„ : .sur l ensemble (M. A |A._») , la
sphère A(( est la sphère do courbure normale de ces lignes ( asvmp-
t o t i ( p i e s ) : il reste a obtenir les sphères de courbure géodésique.
respect ivement de (orme G., ̂  A._> f- r.» M pour une courbe
r,»^ ._=<,)._,== o. on G|--:A| +- ) ' < M pour une courbe G-))» - - ^ i - ; = o.
ILU t r a d u i s a n t , dans ces condi t ions . </Gr.j <7M ^^ o, ou </Gi </M -^= o,
on obtient aus.silol ) ' . , - - - n , . ) , „- ^.,, d où a \ ec les v a l e u r s de p\
et /^ données par ( • - > ( ) )

( G , - A , — / / | M = A ( ; — 7 „ | M • 1 . G i - - A i / . ,M--A1 ; -;o,M°,
< > / > ^ e, .. , G, A,, . e,-- , A , . G , :.

~ ' / o < ^ /()•-• e lant respec t i \ement les courbures ^eodesKjues des
courbes (M, A, ) et ( M, A... ).

Déterminons aussi la sphère osculalrice S,, d ^ u n e courbe (M, A,,):
<'n Dosant

Se : - Ai ces ; — A-2 sin î .

on ol>tienl So par </S,, ^/•'M --- o pour <<) i == <»)., -^ o: les conditions
déjà sat isfai tes hivscnt a exprimer </Su P r-=: o ou simplement

» / /K) cos : — /^<i s in; -— o.

< - > . s i / / ,„ h•^^L^—//1^_-A••-
f t d l l l : c • / / l l o î u"" T^o^^O '

Le calcul de la masse de S,,, comme précédemment, donne pour
la courbure de cette sphère la \ a l e u r ' / i , , s in£ -+- ^.,o cosz , le si^ne
é t a n t précisé par l ' o r ien ta t ion choisie pour S,,.

î). Des formules intéressantes correspondent à une ro t a t i on du
repère au tou r du cercle €?„, sans modil ier M, A,,, P; asec cette
res t r ic t ion , nous ef fec tuerons une rotation d'un angle a ù par t i r
d'une position i n i t i a l e a r b i t r a i r e , et pour un tel repère mobile.
nous poserons alors en général

T.es formules de variation seront données p.»

\ Ai •-- Ai c<»s^ . A; ?in 7,
< ' ' 0 1

r A-, - - — Ai s ni j. A" <'<»'• y-.
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et nous écrirons la matrice de transformation

/ c s\
(3(/) ( | == Kl, avec c == cosa, *• == sina.

\—,s- c/

Pour les différentielles. on aura

1 <^A| = </Ai cosa -4- fiA.^ s ina—dv. A.»,
( j l) ; ^ " ^"

f (<As = — </Ai sin a -4- </As cos a —^ dy. Ai.

Les formes de Pfaff (»)y, ^, r\^ ne sont pas modifiées; c*)i et ç»j,>
^i et r^, ^o< e t G ) y 2 varient comme Ai et A.,, suivant les formules (3o)
ou (3o'). D'après (3 i ) , on aura

( 3'2 ) (î>i2 == 0)12-4- dy..

Pour les coefficients de coo, c»),, co.j dans les autres formes de
Pfaff, q^ e t A o u ne seront pas modifiés, V i y etv.jo sont et restent nuls;
</, et y.j, A Q I et ^02? ^10 el ^20 varieront comme A| et Aa. En
posant dv. == ^ a/ c»),, on aura

( /^0==/»0—— »(),

(32') / ^ t = (/?i—ai)c-+-(/?2--a,)5,

( pî==—(p\—^\)s-^-(pî—^î)c.

C'est suivant les formules de transformation de A^, A( A..»,
A.,» A| , A^, donc par la matrice

( c2 es se s^X

——<\S- C2 — — 5 2 5C \ / Cill SSI\
(33) 1= ., ^ )=^^

—se —•s2 c2 p5 / \—stt t e j K { /

.ç2 — se — es c'2 1

que seront transformés respectivement /in, An, A ^ i , A.j.j ainsi
que v n , Vpj , V a l * ^-'2; ûu bien on pourra tenir compte de ce que
A ' f + A ^ , Ai A. j—Aa Ai sont invariants par rotation, tandis
que A ^ — A - ^ , AlAa- l -AaAi subissent la rotation aa, c^est-à-
dire sont transformés par la matrice

( C S \
(33') ) = iH2, avec C==cos '2a, S=s in2a.

En géométrie euclidienne, la même rotation a donnait des for-
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mules analogues, CT,), CT|, rn.j se comportant respectivement
comme — c » ) i 2 , c*),^, —(x),^ ; par suite '/oo, ' /o i , ^3 varient suivant
des formules analogues à (32') , les dérivées pfaffiennes étant prises
par rapport aux a)0 r== o"' c») / ; — y.,,, et y^ varient comme A< etA'j,
--/an — / 2 2 . /n . / i 2 comme A^ Ai As, A.., A,, A^. Il s^eusuit de
ces remarques que les ordres différentiels de y , -y( /^o) et y^
calculés en géométrie euclidienne pour certains repères intrin-
sèques (repère principal, repère primaire) ne sont pas modifiés
quand l'angle a de la rotation transformant un de ces repères en
un autre est lui-même un invariant différentiel dont l'ordre ne
dépasse pas deux; nous en avons tenu compte au n° 7.

10. Sans les détuilier complètement, et en conservant 7 et |JL,
écrivons ce que sont devenues les conditions d'intëgrabilité ( i 3 ) ,
une fois la particularisation du repère terminée comme on l'a d i t ^
c'est-à-dire pour le repère asyrnptotique

[ (•),( ;= \ //0(i - - ( Ul. —— A ) 0)[ (0, ],

{ ^ \ ) . ( • ) ) ---: 1 /^('-)| —— A (O.j ('Jo -t- t^lî ^î i î

' CO.» —- i 7(0;; 4- UL (Oo ('-)| —— t0|2 ('JI ],

•/' - i^oO., • T,|(0| -L T.a^^l,

'̂ '0 =- 1 —— X7^' - / • ̂ î ^ 1 -4- ^ • ^1 ^-2 ] ^

'̂ 'l :=- I — — X ^ I —— ^.(^O-^- ^12^^,

(3:>) < T/_, = i——' / .^â——;- 1 . 1 0 ! ^ 0 — — ^ 1 2 ^ 1 ] ,

C»)') .» == | —— T^ i CO^ r- T^ (0^ -r- X^UL . CO | (0; | ,

^0 1 =- ': —— ^0 ̂ l ~ '̂  1 (0" —— ^ • ̂ l ^12 1 ?

\ (,)^., :̂ j — y^ (o.^ +- r,.̂  (o,» — À . co.^ (Oi2 l.

En remplaçant, dans les deux dernières équations (35), les pre-
miers memijres par leurs valeurs (ÀC*)_> / et ( p . ^ ^ ) ' exprimées au
moyen des deux dernières formules (34), on obtient

l f (i\. (O.j l -r- ^ X .y(0; r- )̂ UL . (Oy (Oi —— ( À - UL ) (Oi.j (0| -i- '^(»(0i —— T, i 0)o ] ̂  Oy

^ [(YuL.OJi I - [ P - . ^ t 0 ! — — X p L . O ^ O J o -- (A — (Jl) (0|, ( • ) _ > - î ^ o t O î — — r ^ ( 0 ( » 1 =-=0.

Avec
/A -= 2^ A ),•(•)/, ^/UL == S^ 'JL/CO/ , d{ A -1- a) == o,

les six équations numériques ( ( ) équivalentes aux équations (36)

( 1 ) Les trois équations non écrites ici sont des formules (36") du n* 15.
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donnent trois relations indépendantes des dérivées pfafficnnes de/.
ou ,a, à savoir

1 '2 i A ;JL ) /)(, — AI i —— h-iî— 0 .

< 36') < 2 A U . - : •2/l(,,,--//H — /?;;,=--(), ( A - ;JL—: • < > » .

f ( A .'-"-^yu ( h\>i— h^\ ̂  { ) .

Ces trois relations finies, signalées au n° 7, entre les i ( ) inva-
riants fondamentaux, permettraient, comme nous l'avons dit, de
revenir à un système de i3 invariants, liés par iS conditions d'inté-
grabilitë numériques, au lieu de 16 invariants, liés par les 21 équa-
tions de condition que fournissent les sept équations extérieures (.^ ).
Il en résulte aussi que la combinaison ' -»A()( ( -^-An-h A.»_» est un
invar iant du deuxième ordre.

IV. — Formes différentielles remarquables.

11. Toutes les formes de PfafT figurant dans le tableau ( i ^ » )
relatif au repère intrinsèque asymptotique sont des formes inva-
riantes, mais certaines de leurs combinaisons sont particulièrement
ut i les 5 ainsi

l ( û?M }1 -= (Ofi -^- (of — (o:î, ( <^Ao }1 ==-- •À r^ (Ou — c)^ , — f->rî_>,

/ '"/M 1 ^/Au == — /(°o -T- ('^01 ^t ^~ tOo^to^

ont des significations géométriques bien définies. Nous nous atta-
cherons aussi aux formes réduites, soit le long des courbes de la
congruence (M, Ao), pour (1)1 ==Ç)L).J== o, les coefficients invariants
de ûL»o ou de ses puissances intervenant alors seuls; soit sur l'en-
semble orthogonal (M, A|Aa) , pour ^)o == o. Dans ce cas,

<^M = oiAi -- co^A^

fait partie d'un système linéaire à deux unités de base A(. A.j ;
dans cette base, Co=[A,A2], (^ = - (A^ -4- A:j ) r= — 01.., et Cu
joue le rôle d'unité duale réduite, donnant

Ai[e, ,==A2, As |eu=—A, .

Le calcul étant/ait pour c»)o'-= °î reprenons l'étude des sphères
de courbure normale; une sphère Z == Ao -i- ^M est de courbure
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normale pour la direction de différentiation d si l'on a pour celle
direction

Z | M = o , Z | ^ M - = o , r f Z | û ? M = o .

Les deux premières conditions sont satisfaites, et la troisième se
réduit à

( 38 ) dZ\ </M — ^/A« | dïS. -T- z «r/M )2 == o,

donnant, pour une même sphère Z, deux directions de même
courbure normale (masse de Z unitaire)

, /Aj; | ^MO( î i ) ) A - .r.> — 7.; --- - ——^-1—— î(</M°)-1

d'où
^Aj6/M À — Hz ----- — ———'—— — ———— ----—sinîa

«/M )2 ^

comme pour le cas d'une surface, l'angle a étant compté à partir
de la première direction asymptotique conforme, donnée par

(.)n == (O^ == 0.

Une .splu're Z reste tangente à la sphère infiniment voisine dans .-
les directions d pour lesquelles [Z.a?ZJ'== o ou

< i < » ) (./Z )—-= (</A)^-+- 23 ^/Ao 1 ^M 4- z^dM.}1^ o,

ce qui dèrinit aussi deux directions correspondant à une sphère Z^
mais deux sphères Z correspondant à une direction. Les équations
( ^ j o ) et (3( ) ) étant de la forme

F ( ; ) -= A 3'2 -- ^ B 3 -4- < ^ =--- 0, F^ 3 ) = 2 ( A 3 -+- lî ) == 0,

i l revient au même de leur imposer d'avoir une solution z commune,
ou une racine double à F (2? )=o . On obtient ainsi l'équation
différentielle des lignes de courbure

( \\) (^Ao^WM^—^/A,. | ^M)2^ |//Ao.^M l^ o,

où la forme différentielle annulée est non seulement un carré sca-
laire, mais aussi un carré numérique parfait, d'après l'identité

< 4-2) (t0g ( -T- C.),,.3 f- (10 J* ^- (0:i) —— (Ol)ui ^1 + t00t ̂ ï)2 = (^->01 ^2 —— ^02 ̂ 1 )2 ;
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les lignes de courbnres sont donc définies comme lignes doubles,
et le long de chacune

< 4 3 ) </Ao | r/M ^ _ ( </Au )1 ., __ ( </Ao )1

( r/M )1 ~ </Ao | r/M ) J- ~ «/Mo)2

( Z == 51, 311; 31— 3"=0).

^Le second membre de ( 4 î ) peut s'écrire (rfMrfA <S,))-\ mais
cette forme, et aussi [^Ao.^M^pourcoo^ o, ne dépendent qu'en
apparence de la sphère harmonique Ao, mais seulement de la posi-
tion du faisceau [MAo].

12. Formons, pour un déplacement arbitraire, la différentielle
du cercle osculateur (3o === [A< A.j ]

{\,\} < r / ^o=[M(• l r^2Al——^lA2) | -^ - !Au( tOoîAl——COu|A2) ] -~ |P(0^2Al——tO|A2}J .

Pour où, == (x),,== o, ûîCSo se réduit à [ M ( À 2 o A i — / i ^ o A a j j û û o y
d'où un moyen facile à déterminer la sphère osculatrice S^ (n0 8).
L'expression

<45 ) ^ [ dC,. </e.» | = — [ Ai As </A, ^/Aî 1
= — (r^ tx)o2— ^2^01 ) [MAo Aï As ]

-4-0^0)1 —r,.i(o.^ } [MAiA2P1
—— (COoitOî——0^»2t0l ) [Atr Al A.! P],

détinit ensuite, sous forme duale, pour chaque direclion de dépla-
cement rf, une sphère

3B(, = ( ^ l t 0 o 2 — — ^2^01 )M -+- ( '^2^1——T( | t J ( ) 2 ) A - » — — (C0(>i0 . )2 ——^02^1 )P

=eoff (^A;) . ( /P)M-h(^P. r fM)A»-^(^M.^Ao)P j,<46)
^Bo = ^ [^e«. r/e» | = — 1 s eo. ̂  Co ],

où les coefficients de M, A(), P [ou M*, A^, P*, formules (9)] sont
des formes quadratiques invariantes; en particulier

( 47 ) 2r B« | M -^ t0oi tos — ^o-j t01

esl la forme de Monge attachée aux lignes de courbure de (M, A^ A,») y
et l'équation de ces lignes peut s'écrire [M. rfO?». â?(?o] ^= o, ù)o == o ;
cette nouvelle définition conforme des lignes de courbure d'un



— 112 —

ensemble (M, A,Aa ) général permettant de retrouver les asympto-
tiques conformes comme bissectrices des lignes précédentes, on
avait la possibilité d'arriver à la particularisation asymptotique du
repère sans faire a priai i usa^e de la sphère harmonique Ao.

Les formes (rfC?« )", (3B«)' sont aussi des formes dinérentielles
intrinsèques ; quand la dernière ne sera pas nulle, on pourra
appeler B,( une sphère uni taire de même position que SB(». Ces
formes ont pour expressions

, ^ , \ (^o ̂  == c^, - c)^ -^ '(o^, - (o^,).
• ' 1 ^ T> - ^r ( ;3Bo )^ ---• ( T(:Î 01 — y, i o).^ »'2 - •4 ( r^ (002— 'i}î tOui ) (œoi ^-2 — ^m (••>i ).

13. Avec le repère asymptolique, nous poserons

^ ^ \ U^A-i A,, eo-iAAI, ^.^A^—Aï. Cl«==-2À7A2,

^ C'^AisinO A-jCosO, C11 ^—Aisine-AsCOsO, Ço=: ^(^C11;

<!*„ =- (,):; —— (.)'y =„ ( ^/M ) ' 2^ ^o ,

< ^^ H'.. = ( A • ;JL )0 ) i (.)-., = -2(0, (0.^ == (^M^l CXo,

r» =^ ACJ.j — ;JL(0'7 = (0;î —— (O2 -- ((0^ -4- OJ?, ) COS 2 6 = ( </M)2 T Ç,, ;

^o <•! 1̂ , ^oul respectivement les parties indépendantes de c»)o dans
<YM » dA^ et [< /A« .^MV 2 , et l'on a encore

< •x) » Fo --= ^M. </Ao1 ^o = ^Bo ; M

d'après les remarques déjà faites ( ' ).
La forme CXu est la jacobienne de ^o^t Ho et peut être obtenue

par
< 5 l ) i ^ o ^ o t =^u,

où le premier membre est la parenthèse de Lie entre C?o cl <^o-
Les lettres relatives au repère asymptotique n'étant afïectées

d'aucun symbole particulier, nous emploierons l'ondulation ^
pour celles relatives à un repère déduit de celui-ci par la rotation
arbitraire a autour de (Su (n° 9). Pour a = — . > nous surmonterons
d'un trait les let t res; le repère ainsi atteint, dit primaire^ est
dirigé suivant les lignes bissectrices principales^ qui bissectent

( 1 ) On peut préciser, d'après les formules (5a) et (5î') ci-après, que, le long
de chaque ligne de courbure, la sphère 3B» s< réduit, à un facteur près, à la
splière de courbure normale correapondABte.
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les asymptotiques conformes comme les asymptotiques eucli-
diennes: on aura pour ce repère les expressions

< ̂ ^.=•2 Ai A,.

CXo= Aï—A:2 ,

«Ï»u = a o)i c).̂  ^

ir.,= c o ^ — c o ^ .

Les directions des lignes de courbure sont atteintes par les rota-
tions =^ 0; nous leur affectons les indices supérieurs 1 et II. Par la
rotation - ̂ , on obtient

o)'^ = (.), cosO — 0)3 s in6,

<' "»2 i

o)1, == Q)| si il 6 — o)a cosO

pour (n)1, === o;

A1 = 0,
c^, =—sin26.o^ =—^0^ ,

>!̂  = sin2 O.o)1 , == ;i(o1 ==

et de même par In rotation 6», A" == C", et
, = s in r 20.co ^ == - .n^

/ (0;?,, = — si n 2 6. (o1,1 = .-il oV = o pour ^ = o.

Ces propriétés (32) et ( 52') restent encore caractéristiques des
lignes de courbure^ comme dans le cas d'une surface; c'est la
défini t ion même choisie au n° H.

14. Eu complétant les formules de rotation du repère pour les
covariants bilinéaires des formes de Pfaff, on voit en particulier
que w\ ci ^ sont modifiés par des formules du type (3i), à savoir

^ a)', = c/, cosa^ co^ sina - i^a.a»,^,

f a/_, == — (o^ si n a -+- aj'_, cos a — [dv.. a>i ],

et l'on en déduit les expressions

0)1 W\ -t- (Ss 0)3] = | COi CO', -+- COs 0)3 ] —— -2 [d'X. . t0| 0)3 "]

= ( ;J. —— A ) [(Oç 0)i CO, ] —— •» [ 0)i î COi 0)2 ],

[ a» i 0)., — UJ ̂  0) | (.y, c.)_. —— OJç 0)', = —— 2 j_ ̂  (Oi (Os "j,

[œ i oi'i — o);, Oy j = C [0)1 w\ — t.)^ 0)3 ] + S [0)1 o^ -(- 0, o), ]
= G [01 o^ — 0)3 0)3 ],

< 5 4 ) /
| o i o)^ - ; - 0.2 œ'i ] == — S 10)1 o)\ — (o^ 0)3 "j + C [îo^ f-c^ + ,̂ o)',

= — S [o), o/, — o)s0)'y [ 3

[Ojl0)'.» -1- OgO)^ ] ==r 0.

1 (•)i O/, —— COs 0)3 ") = —— ( A d- p. ) [0)0 0)i 0)., ]y

(o)i2=== 0)12-(- rfa, G = cos 2 a, S sin-2a),

dont nous tirerons prochainement partz
LXI. 8
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V. — Quelques classes de congruences remarquables.

lo. Congruences normales. — D'après la première des for-
mules (34)

( 34 } 1 t')() = [ /, C0(» -r ( .UL —— A ) OJi OJ.̂  ̂

(55) [ ( 0 , , 0 ) ^ | = = ( ^ — — A ) |0)ot0i0>î],

donc la corigruence (M, A(( ) est normale à une famille de oo' sur-
faces pour

^JL — A == o, A = p. == i , lang8 0 == i
ou

COé ^ 6 = — N/-2 7 == 0 ;

les lignes de courbure de chaque surface (M, A<A.j) sont rectan-
gulaires. On a alors

(56) œo==[^(0o], t0o== [ x / t O o l — i X ^ o ' l — 0 ? donc |^o)o]==o

(co^^o comme différentielle extérieure seconde), c'est-à-dire
% différentielle exacte sur chaque surface (M, AiÂ^); ceci traduit
la propriété connue de distribution des cercles oscillateurs C?o. En
effet, diaprés (a4)n pour c»)o==o

^ = rflog^-^-^otoî—^ioto^ <inog<y--ko.(An,

donc /<? vecteur de courbure k« rf<? (M, A(») ^< a/orA- un gradient
superficiel euclidien,

Diaprés (35)i, la condition [/(»),»] == o se traduit encore par

[^(Oo] == [(ïjioji-h r^CO^COoj = (ÀSI—— Àt2)[^ftt^lt02] =0 OU À 2 i == AU

ce qui résulte aussi des formules (36), ou les trois relations, no
écrites en (36'), sont

A| -+- A q i —— ( A -+- }Jl ) pî —— HQÎ == 0 ,

(36") yL,-+-{ jLy2-+-(X4-^) /?t—Àoi=«.

( {JLQ —— ^0 ) -^- ( P- —— A ) Ço 4- ÀSI —— /l| 2 == 0 .

- Ce? Formules (36') et (36") donnent donc ici

( ^ ^12== ^2» = —— Ço.

( 5? ) , 'ï 'WO' !-"-. ̂  s ' "'" h^ == ^ 2'-4- 2 AOO -+- A i l 4- /1.22 = 0,

\, S^^ÏP^ - hî == 0^ ^2 4- 2^1 ~/l01 == 0'^^W^ ' .
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16. Congruences orthoptiques. - La congrueuce (M, A,») sera
orthoptique si deux familles do surfaces de cette congruence sont
orthogonales, c'esl-a-dire si l'on peni satisfaire à

j 0)| GO') j =-: 0, ( CO^OJ'., j -~r 0.

D'après les formules ( 5/j ), ou /. -4- |JL ^= ^. on aura

i ^ t | t')i(')', — (•^(o^ ] == o pour cos'2a == o.

e est-à-dire suivant le repère primaire, et il restera à satisfaire à

( ){} > [ ( ' ^ 1 (•)) OsC);^ ) -̂-- ; ( .̂ —— A ) - 2/?o ! | ^i>C.)i &)._> 1 == 0.

donc

( (l0 ) ;J- — A ^/?t>== 0, OU y^ i——COS'20 == 0.

D'après les formules (^5') et(2())de,s n '^Get 7, cosaô ==: - N / ^ c r ,
/^o ^= /o<»/o\ la transcription euclidienne de cette condition est

< ( ) 0 ' ( 0-= 7( /?o—cos- -»0) -s^u, ,— -==o (^==^0, Y o o = = Y o o ) -

comme nous Favons donnée ailleurs ( Congruences).

17. Systèmes triple-orthogonaux. - Un système triple-ortho-
gonal est équivalent à la donnée d'une congruence à la fois normale
et orthoptique, donc défini par les conditions

' ^t > A --= ;JL = I . ^o== ".

Dans les formules ( ^ 7 ) . ceci entraîne

((r-)-) / ' 1 1 :- /<22^ — (i- / îoo) .

Les simplilications apportées par (f^) et (62) dans la formule (46)
donnent

C0(,| CO,—— (Oo.^(0| == t«);i —— CO'J == <t>o === fo.

^ 1 ^^(î —— '^2 ̂ U 1 = ''") 1 ̂  1 —— '/( -2 ̂ 2 == (A | y t'-) I —— A?» tOs ) (OQ -4- ( I -+- AOO ) ̂ 0 >

'^•2 (<J 1 —— ^1 ^S = ( Aao CO i —— A | (, (0.2 ) COo i- </0 FO ,

d'où l'expression de la sphère âB,».

( 63 ) SrBo = <oo ! ( A i o ̂  i — Aso t^â ) M ̂ - < /î 20 ̂  » — An» tOs ) Ao }
4- To j (•I -h- Aou ) M -^.ffo Ay -K î» }.
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Celle sphère est indélerminée. c'esl-à-dire SrB,,==ro ou
[ dC^.de^] --= o, pour ûûi^r^â-^o, le long des courbes de la
congruence (M, A,,); en ouire ici. pour c»-»u-=o, r<)==o, donc
|)i)iir les déplacements suivant les lignes de courimrc des surfaces

(M, AiA.»), c^est-à-dire pour les congruences (M. A( ) el (M, A._,}.
Pour (o,,---^ o. !<( position de In sphère B,, étant donnée par

^ ) î > Bo- ;•! ( i / / . , , , ) M - </..A,,- - P ;,

on ^ esl un fadeur indépendant du déplacemelU d. celle i)0silion
esl fonction de M. (domine

( ( ) : • ) ) B,. : c'o- o. B., //e,.- o.

on retron\e ici niie propriélé essentielle des .s \s(emes c\cli(pies
fonnés par les cercles C\, |)onr cliaqne snrfac<1 (M. A|A..>) d'un

système Iriple-orthogonal.
Pour une congrnence de cercles, la sphère oscillai née est indé-

terminée, donc So^ o. on / / ,o=^ /^o^ < > diaprés ( '^8); dans la for-
mule générale ( l^) . comme dans (()3) pour nn svsIénK1 triple-
orlliogonal. le coeflicieni de ^)o di.sparaîl: // un système cyclique
correspond une foji^rnenee de spîleres B>, ( cf. ^Ystèmefi

r } • e l i f f u es ).

IS. Autres systèmes particuliers. - Le cas précédeni esl-il le
seul où les formes de Vïonge. coefficients de M, Ao, P dans la
parlie indépendante de (x),, pour la forme générale ( 4 ^ ) de SB,,,
soleal i)roportionnelles ( ' )? On ol»lienl pour cola les conditions :

soil \ -= p. -~- o. soit

< 6() • / / , i — / ^ . » ^ - < » . '/Jt.^—^h^_- o.

ou. d'après (:W) el (3^).

( ()(')' > ( A '- ;J- )/^o == 0- < A ; - * • > < An— ^o > =- °-

|)(mp / . -^-^==-^ ceci donne p^=- o et 6 < o = = o . c 'esl-à-dire
0 conslant le long des lignes (M. A,,). Or les formules ( ^ 4 )

( 1 ) Ces trois formes quadratiques peu\ent aussi <t^oi^ en fadeur une même
forme de PfalT; le cas est moins intéressant.
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donnent

< (»^ i j cî5;»o5.) | — i co;*.-'. a — c o s / t O p«— ^o i J ( « ) ( ) ( ' ) i o.> {.

donc pour a ----- ±: 9. [c^co!, 1 ---r o. [ ûj1.1^!1 | o : /// congrue née
(M, A,,) ^7 capable de deu.o familles de surfaces, décrites par
les li^n^.s de courbure de chaque système^ se coupant sous
an^'le permanent te lon^ de chaque li^ne de la con^/'uence.
L'étude d'une toi le con^ruence nécessite nii cxHiii^n plus compicl
dos conditions d 1 i u l é^ l 'H l ) i ^ i^é ; 1111 Cits parliciilloi". A --- o on ^ == o,
(••ïl celui des lignes do coiirl)^^ coiitondiios.

On obdoul d'idiiros coiigrnoncos liilérossanlos pour p ^ ---=. p^ ^ o.
D'après les forinukîs ( ^ ^ ) du n0 8, les cercles oscillateurs €'1 et C?.j
< le (M. A|) et (M, A.,) recoupent îdorsei iP le cercle osculateur (?o.
Nous donnerons le nom de système ternaire à ce système de
congrnences à symë l r i e mnar(ni;d-)1e. sans en poursuivre plus
i et ude.

Nous avons signale ( r) le cas des con^ruences de cercles

ce lu i des con^ruences normales a oo1 si^heres. soit [ciùoC»)^ | == o
cl 1^»-^: o (xxi r ' j)(» -— o. appar t ien t au cas ^ — [j. —= o précédemment
réser\ ('l.

VI — Les congruences isotropes.

l î ) . Nous avions, au n0 «v), supposé À-4-^1^:0; poursuivons
m a i n t e n a n t , pour le cas À -(- p. = o, la recherche d'un repère
int r inse ip ie . l^our ^ :== — ^ on pourra, si A ^ o , satisfaire
a ^ -== - 7^ (notations du n0 »^) par le choix À --=. i (ou ^ - p. ---- 2 ) ,
donc
( ()S 1 (•.»01 :--- ff).^. (OKO — — C ) | .

ïl 'ou ^ ' r_ o. / forme i n \ a r i a n l e : il reste à tixer la forme de
PiaU f^\•i. en annulan t ^ 1 2 ? pour les variations d et ô, relative au

( ' ) Sans nous \ ;<rrcler, une ('•ludc très complète étant faite dans 1' Ouvrage de
M. (^oolidge (/oc. cit.)'. les congruences pseudo-normales de cercles y sont
c'n'HClérisées par (̂ " \., = o, niais pour des repèn's pour lesquels dA.^ == c/A^ ^~ o
pour o), - (ji^==o, donc />o ~ o, et qui ru' coïncident avec les nôtres (variés par
r.•tal ion) ((n'en réalisant cette condit ion, o..,• o "



— 118 —

paramétre aiiiLiliaire de rolalion a. les condi l ions d ' in l é^ rab i l i l é
donnent

( (>9} ôco i == e 1 2 co^, ^('>-2 -- — €\ -i c«) i. ô ̂  i — e i .̂  y, 3. o'r, -j — — e \ *> y, i.

on. avec ri, --== ^/<,/(n)/. y^.j == ^//.j/d)/ comme prcccdemmcnl

j 0/(l0^ e|2/<2,i. ô / / | i — <" l - j ( / / l j - //•2) >, 8 A | . ^ - - — — ^ l - j ( / / H — — / ? ï . j >

( ^k^=——e|2/<n,, 0 / / 2 1 — — — < ' | 2 ( / / | | — — / < . > - 2 ' ; 0 / ^ 5 - — — ^ l 2 < / / l ï ^ 2 1 »,

qni sont les formules de rolal ion du n0 9, du I N R C (33), écriles
sons l'orme intinilésimîde, îiver ^p^-^^a: A ^ 4 - / / ^ , e s t invar i î in l .
et l'on |)onrra en général prendre / / 1 0 ^ = 0 . c'esl-à-dire A) sn ivan i
la siïhère oscillai rice S,, de (M. A,,). Alors ^i..,^= o, el la ] )ar l ic( i1a-
ri sa lion du repère esl achever.

Avec ce repère oscuinteur. on pourra, comme ai) Chapi t re 1 1 1 .
établir la correspondance avec les formules de la géométrie eucli-
dienne; gardons les noial ions de ce chapitre , en leur prêtani
lonlefois un sens d i f f é r en t : les formules (f>^l} seroni remplacée.s
l » a r

Y i •>-+-Y-1—'- : 0- -/\\^= ±-———L— -— H. ./ i — — Y - > | ) . .r-, = •"i,,.» - • - ., i - - » '

- i « - Y - N

On i)enl considérer ((lie lan^- '^^r—i , c'esl-a-dirc (ine les
îiî^nes de courbure sont isotropes, les (isytnptotiqiies conformes
indéterminées {W^ === o). Nous rappelons en onire

( ~ I ) A =--——;JL — 1 , / ( ) ( » = = < ) , OU ((.}, <.)'j „ 1 =_ (».

I^es formules ( '^)) subsisleni a v e c la nouve l l e s i g n i f i c a t i o n de o'.
mais les condit ions d^inlégrahiUlé (36), c'esl-à-dire les for-
mules (36') el (3()''), soni I r adn i t e s maintenant par

( 7-2 )
( /<H= Àî2=- 1 —— / îoo. ^ 1 2 = = — — l ï - l \ — — — ^ o .

^ //,n == <y.^. /<os-= ( 7 1 .

20. Le soin que nous avons pris de conserver }. el p. dans les
conditions d^inlégrabililé (34) et (3^)) nous permet de continuer à
employer ces formules. On remarque que désormais

[ (»)y CO^ | = ( ;JL —— A ) [ (OQ Ù) 1 ^î \ =• —— "2 [ ('^0 (0 1 ^2 j
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<ionc que, sauf le cas exclu À == p. = o, il y a incompatibilité entre
les congruences normales et les congruences isotropes. Ces
deux cas présentent d'ailleurs une sorte d'opposition avec les
conditions À -(- ^ == a, À — ^ == o pour le premier, \ — p. == 2,
^ -4- ^ = o pour le second, et des propriétés complémentaires.

Le repère osculateur reste un repère asymptotique (<7 étant pris
avec sa nouvelle valeur) , et c'est à lui que se rapportent mainte-
nant les lettres dépourvues d'autres symboles; les relations déjà
écrites donnent pour un repère varié par rotation

^ _ . ( [a)ia>2-+-(LSO)', J =o, [oîi œ'i — a^o^ j == o,

( [ÎÏ>1 îÏ'i 4- (SâO)^ ] = 2 ( po —— î ) [ COu t0 l (^«s |.

On aura les surfaces de la congruence (M, Ao) en assujetlis-
sani a à

^ 7 4 ) pQ=pQ—^Q=i',

ces surfaces se coupent sous angles permanents le long des
lignes (M, Ao). Affectons maintenant d'un trait les éléments rela-
tifs aux repères satisfaisant à la condition précédente; on aura,
d'après (26)) (nouveau type) et (70), les formules euclidiennes

/ /". N - -
< 7 t ) ^ =YH= Y 2 2 = — — T O O .

Il est avantageux d'étudier les congruences isotropes (en parti-
culier) avec un repère isotrope constitué de M, Fl=A.^—iAa,
'FÎÎ= A, 4- lAa, P, et la sphère Ao portant ces quatre points;
F1 et F11, conjugués complexespour une congruence réelle, sont
les foyers du cercle Qo, qui les représente au sens de Laguerre.
Par une rotation du repère, on a les modifications

F^e^F1, F"== e-^F".

Nous écrirons encore F pour représenter F1 et F" (par change-
ment de î en — î ) , î p = = F [ r f M . On vérifie aussitôt que les deux
identités (7'3) (première ligne), caractéristiques des congruences
isotropes, sont équivalentes à

<73 7 ) [ y y ^ j ^ o (/ç = 'ç'i, "^n)

traduisant l'existence de deux familles analytiques (chacune a un
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paramétre complexe) de développables isotropes conjuguées, qui
découpent alors la congruence (M, Ao) (cf. Congruences\ Le
déplacement des foyers F(= F', F") est d'ailleurs donné par

t(v ==— (^i ^ s^,) M -+- £9 (A., - .P ) — eoisF,

r,,4- îr^= .A2oc)u -+ - ( l—/?oo— 2<7u^ (/ii.,= o)

(e ^q= i, — i pour F1, + t pour F11), donc

( ;5; </F = — — ( / ^ o cooM - (o,sF} -r- ? 1 ( /<oo- i — — y , ) M -+- eAo—P j .

Pour &), :=&)2==o, chaque foyer F décrit, pour chaque courbe
(M, Ao), l'arête de rebroussoment isotrope d'une des dévelop-
pables, d'après (rfF^r^o.

D'autre part, l'expression de la sphère SB,) est

f;6) SrBo =- À2o ̂ o ( —^ M - (o, Ao ) - ao?+ (o,) ; (Aoo - i) M - q, Ao - P \

et, pour (^=o, SB«==O lo long des lignes de courbure iso-
tropes (r« =,= rx)f + &):•;').

21. Pour les congruences isotropes de cercles, A , o = = /^o-:= o,
on ne peut terminer la particularisai ion de notre repère intrin-
sèque mobile, les quantités À , , , h^, h^, h^ étant dos invarianis
d'après (6(/) et (72) ; il reste la possibilité d'une rotation arbitraire
autour de (3,», w\^ élant déterminé, mais copj ne l 'é lant (m'a une
différentielle arbitraire près.

D'après (7.*)), à chaque cercle C?« correspondent ses foyers F, et
la congruence isotrope des cercles représente les deux courbes
conjuguées complexes auxquelles appartiennent ces foyers, le
déplacement de chacun d'eux se faisant dans la direction orthogo-
nale à la sphère

( ;7 ) D == ^ o . . — i — î < 7 . , ) M -4-^A,.—P fD = D1, D" ).

D'après (76), la sphère Bo a alors une expression de forme

f^ B.,= ^ j (À., , .— DM -r- yoA,,^- P j ,

^ étant fonction de M, comme dans le cas des systèmes cycliques,
et les sphères Bo appartiennent à une congruencc (comme pou?
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toutes les congruences de cercles avec la propriété indiquée
au n° 18); Bo est naturellement orthogonale aux sphères D.

Les courbes (F) sont isotropes pour

( 79 ) D^ = I —— 2 ÀO(> - -^ 2 £ Ço == 0,

donc Aoo= -;» </<»== o: les formules (7?.) donnent alors

(80) Ao«== An= A.22= ^î /hs^ ^ 2 1 = y<»== o, (aï iûy—oî^ù'J^o,

et Fon a maintenant

y --= yi (0, -T- y 2 tOa, T^ == - (o,) — y.^ (.j, +- q , (Q^
(81)

l i
'r\\ = 7 (')i, T(Î =^ - (o^,

•2 '- -ï

< 8-2) D = — ^ M -r- sAu— P, Bo - - 1 ('— -!- M - P).^M-r-sAu—P, Bo- . . . .
'î \ '.î

Le déplacement de B<) est donné, à un facteur prés, par

</M — -2 dP = / ( M -^ 2P ) — -2( ysto, -4- yico.,)A« ;

la sphère B^ reste fixe pour

( 83 ) q i = y, = o ou y = o, -r^ == - 10,,, </M = -4 </P ;

c'est le cas d'une congruence paratactique de cercles C?o. les
foyers F décrivent deux droites isotropes non coplanaires.

VII. — Congruences normales et isotropes.

22. Il reste à examiner le cas \ --==. ̂  == o laissé de côté au n° 19^
c'est-à-dire

( ̂ 4 ) t'->t» 1 ^-^ 0. tOoj == 0.

Les conditions d'inté^rabilité traduisant ( « ) p , = = o , c»)^,==o, for-
mules ( 36 ) détaillées en ( 36') et ( 36" ), donnant ici

(85) /^,i=//(,,=o, / î i , = / / ^ = = — / < o o - h 1 - 2 = hi 1 = 0 .

on voit que

{^ ) '^(» = A»10 ̂ o ? '̂  1 = A l o (•)(» —— AO(» (0 | , T^ = A^) fj,) —— // oo €0.2,
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Les for m aies de varia lion (lu repère

Ot»),, == «^t0!!. 0(0, = ^co,—<?,.2(0.2,

^i ^—^"ni ^ 1 2 ^ 2 .
OCOg = ^ 2 — — ^ 1 2 ^ 1 ,

^2 ^——.^ —— ( > \ î ' ^ \

< X- )
{ û'n" =—^o

.se réduisent aux conditions

{ ^ ' } oA,,,,==—>.^,^ oAïo^—^Tiio-é' i î /^o, ^h.^=—).^h.^—e\îh\^.

é lan t invariant , on ponrra ))rendre en1 1, // - 1 ,^e rajïport ^——

général

< xx » / f , , , == o, /^,i invariant ;

<ilors ^ -= o. ^,2:^0, un re()ére intrinsèque oseulaleur es! obtenu.
II reste les cas

< X\) ) //;,„ —: () . / f ) , , == o, //2o = 1

où l'on a encore un repère oscillateur; pour

< t)0 ) / / l i > — / /on — 0. //oo = } ï
/ 0

congruences d^ c^rcl^s ortito^onau.r à un faisceau linéaire de
^pheres^ le repère peut encore subir une rotation arbitraire, et
.si h^ft ==: o, la niasse de M reste aussi arbitraire.

Dans tous les cas. la C(m^ruence (M, A,/) possède à la fois les
/propriétés des cofi^-ruences normales et celles des con^rue/tces
isotropes; d'après

= < ) . </Ait == — tOy ( /<oo M -4- P )

il s'agit d'une con^'ruence de trajectoires de oo' sphères A^. Les
conditions d'intè^rabililé, réduites a

(.)'„ =- |./̂ j,, j.
(>)'^ -== j ytjûi - (Oi^C), |.

(•)., = [ yc').j— c')i2(') i j,
y' == / / 3o ( 010(03 {,

(•) ( ., == [ '>. h oo . CO | C»)^ — // 20 . t«)o 0) l 1 .

T/, = | / ? l l 0 . / t 0 i——C.J |2 ( / î su^O——^UU^ î ) ] ,

TI',) = [ // oo . ̂  i î ̂  i — /, (^ 2(> t^o — ^ uo ̂ yi 7
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écrites pour cire valables dans les ditlerents cas, sont assez simples
pour qu'on en lire aussitôt les renseignements nécessaires a u x
problèmes particuliers qu^on peul envisager.

La comparaison avec les invariants euclidiens se fera aussi san.s
peine, comme précédemment, la nouvelle expression de a nécessi-
tant les formules (24)011 Y Î / ; nous ne donnerons pas ces calculs.

Les formes ^Ty, Fo sont identiquement nulles et l'expression
de B,, est donnée par

•3'Bo -̂- //;;!»(•) u (»>i Au.

donc âB,,==o ou B(»==A((, suivant les déplacements considérés
< et pour //.jo ̂  o ).

VIII. — Indications pour d'autres études.

23. Le point J de Ao, commun aux cercles oscillateurs C?i et C'.,
< n" 8). satisfait aux conditions

J ; G , - J ' ( A , — / ? i M ) = o , J , G , - -JTA, /),M ) = - ( > .

d'où son expression

<^ > J = — ^(y?2-4-/?:! ) M — / ? 2 A i - /^ lAî^-P .

Le point T de Ao, tel que, pour ûi),,= o, l'on ail T \ <YA«== o, est
donné par

< 9.1) ÇT ̂ —^{/^h^^^h^^M-^ Aa(u//^A,4- A//,, , As)-h- A2^2?,

Ç étant un coefficient numérique. Si la con^ruence (M, A(() est
normale, ce point est le second point de contact avec son enve-
loppe de la sphère A(), enveloppant déjà, en M, une surface
(M, A| As); on pourra alors prendre

«j0 T =--— ^(//i i,-^-//;-;,»)M-+-//o,Ai- //uiAï P.

Quand on étudie une seule surface, on est conduit à utiliser, en
chaque point de celle-ci, un cercle normal St^ portant le pôle W
d'un repère intrinsèque, au lieu du cercle C^ et du pôle P que
nous employons ici pour le cas général et pour les oo' surfaces
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orlhogonales à une congruence normale; AW /a surface. W éta i t
défini par W ^/M -=E o. Nous définirons plus généralemeni un
j ) ( ) i n l W de A,, par In condition W 1 rfM == o pour r,^ === o : ou
Irouve alors | ) i » n r 1 expression de ce point

W - i (f 'f q ̂ } M — </1 A i — 72 A o P.

Les coefficients de M, A|. A.j dans J, T, W son! lies. da i i ^ le
cas général, par les deux premières équations ( M) " ) du n" G), s im-
plifiées en ( ^ 7 ) pour le cas d'une congruence normale ; on voil que
pour
^^ ^ 7, - 7 , - - o . W - P .
< l ) ) > ) / / , , - ^ / ; , . A , , , - ^ ^ , , ^ J — T - ^ t ^ ï - ^ ^ M W.

on det ini l une congruence normale telle que chaque sur face ortho-
gonale soil rapportée auv repères intrinsèques choisis comme si
elle (' 'lait seule ( cf. 7'hès<\ où le repère est d'ailleurs orienté sui-
\ a n l les lignes de courbure) . On a alors f%cii)p] ̂  o. donc oj,, .==: o ( ' ).

'21. Le l ) u l des remarques précédentes était de préciser la signi-
( icat ion de certains invariants ou de relations remarquables. Nions
voulons un peu insister aussi sur un principe de classi t îcal ion des
congrueuces: une fois le repère f ixé. les éléments géométr iques
i n v a r i a n t s soûl fonc t ions de M, donc dépendent en général de
t ro i s pa ramèt res ; ou ohliendra des congruences part iculières eu
exprimant (pie certains éléments, ou seulement leurs posi t ions .
dépendent d Un nombre moindre de paramètres.

Soit par exemple V une sphère (ou point) dont le déplacemenl.
dans ces condi t ions , esl donné par une expression de la forme

//V---'^M ^/A/ +P ( / - o. i . • > • .

les '^, '^, ' L é l a u l des formes de Pfau1; si la norme de V est cous-
la i i t e , V <7V •-= o. et si cette constante est ditlerente de zéro.
dV est privé de terme en V; pour une sphère non normée, ou une
•sphère-point, le terme en V existe généralement.

( ' ) .le pense revenir sur ce sujet pour le traiter plus en détail.
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Si V est un élément tixe, rfV == o ou ^ = '^/ ̂  '̂  = o : si V est
seulement de position fixe, on doit traduire [ r fV.VJ •-= o.

Si V dépend d'un seul paramètre. d et o é tan t deux symboles de
diflerentiation arbitraires, on a |ôV.^V]==o, c'csi-à-dire que la
condition nécessaire et suffisante est l'annulation de tous les pro-
duits extérieurs deux à-deux des formes de Pfafl 'sp, ^/, ^; si seule
la position de V ne dépend que d'un paramétre, les conditions
sont fournies par [ ôV.</V.V] ==-- o.

De même, si V dépend de deux paramétres, pour des symboles
d^ ô. à de diffcrentiations arbitraires, on aura [âV.^V.dV] = o,
soit l'annulation de tous les produits extérieurs trois à trois de ^.
^-. ^; [^V.(5V.rfV.Vl == o t r adu i t que la position de V dépend
seulement de deux paramétres.

Appliquons ces remarques aux cas simples de A,, et P; A,, ne
peut être fixe si M dépend de trois paramètres: les conditions

[ ^Ao. ̂ Ao | == o.
ou

[ (.),,y,o ) == A[(.),>0)s"| = ;JL[tOotO) l == A J TiOtO-2 ] = ̂  [ '^O to 1 | = AjJ. [c0| (O.^ ] = 0,

sont satisfaites pour t = ^L == o, Ào, == A,pj =-- o ; l'on retrouve le
cas du n° 22, soit une congruence normale à oo1 sphères A^,.

T.a sphère A,, dépend de deux paramètres pour

[ ^Ao. 8Ao. ̂ Ao | = "
ou

AUL| '^o^l ^2 | = A!JL[(OO(°I ̂ î] = ^ 1 ''"id03!»0^ 1 = ^ 1 '^otOctOl ) = 0,

soit (en dehors de ^ = /JL == o déjà traité) ). == o, Aoa == o^ o" P- =- ^-
h,^ == o; les formules {W} du n° 15 montrent qu'alors /^== o, ou
/ ^ , = = o ; on connaît la signification géométrique de ces condi-
tions ( ' ).

( l ) Pour \ - o. h^— o, par exemple, les lignes (M, A,) sont lignes de cour-
bure doubles de rM, A,As); la sphère A, contient le cercle oscillateur c\,
Ao louche son enveloppe aux points

_ \ (^ .̂ ̂ )M ± <iAi-h ^A,-+-P, avec 3^^- //oi, <1-+-^- a/»,.,,,

in\ erses par rapport à c\.
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Pour P. les cas suivants sont à considérer : ri,•==: / == o. P H\e.
ou r^-^ o, / -^ o, P de position Fixe, cas faciles à étudier;

i ' ' . / ^ / 1 - < > • iv./.! = o,

ou [y i /y î / j -=o seulement, selon que P, ou sa position, dépend d'un
paramétre: ( 1 0 0 ^ 1 ^ 2 ] —: o. [ ^ i ^ j x ] -^ o^ o11 [rï^}rî^ ̂ ï] == o. pour P.
ou sa position, dépendant de deux paramétres. Nons ne poursui-
vrons pas ces études.

Il est plus difficile d'exprimer de façon invariante les conditions
analogues pour. un élément autre qu'une sphère. Pour le cercle (?<»
en particulier, si la variation est à deux paramètres, la congruence
(M, A,,) obtenue est nécessairement celle de ces cercles C?o; on est
en effet amené à annuler les produits extérieurs trois à trois des
formes c»),, co._>, r^, y^,, d'où les conditions nécessaires et suffi-
santes /i,y == /i.̂  _ o.

hn dehors de ce cas. les cercles €?„ appartiennent à un com-
plexe, et il serait intéressant de reprendre l'étude des congruences
de courbes en prenant pour élément générateur non plus le
point M, mais le cercle oscillateur (?„ (ou encore ses foyers F).

2S. Un procédé d'étude un peu différent consisterait à employer^
au lieu d'un repère pentasphérique, un repère euclidien m(o-a,),
ou simili-repère,' ce repère étant norme avec la valeur de '(T cal-
culée dans les divers cas rencontrés, ce procédé ramène Fétude du
système (»)„--= o, ^ -t- ̂  ^-(»);'==o (note du n0 7) à celui des
'formes (TCO,,, ̂ {^ 4-c^f -l- ̂  ) normées ; cette méthode diffère peu
de celle qui consiste à étudier les formes pû^, p"^^ 4- c*^ -\- w'2, ).
p étant un facteur arbitraire, et former ensuite les invariants indé-
pendants de p, par élimination de ce facteur et de ses dérivées (' ).
Nous ir^avons pas cru utile de développer ici les 'néthodes de déri-
vation géométrique par rapport au point variable M; comme en
géométrie projective (cf. Congruences)^ quand la masse de cet
élément variable n'est pas fixée, cela crée des difficultés et néces-

( 1 ) On rctromera ces méthodes dans nos Mémoires :
Équivalences déformes et d'équations différentielles par les transforma-

tions à variables séparées {L'Enseignement mathématique^ t. XXVII, n" 4-5-0,
i()28). — Application à la représentation conforme des transformations à
variables séparées (L'Enseignement mathématique^ t. XXX, n0* î-2-3, 19')!).
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suerait alors rétablissement de procédés généraux de calcul ( ( ).
Quand la masse o- de M est fixée de façon invariante, et les formes
de Pfaff %, ço,y, r)i ramenées à des formes linéaires en c»)/, il n'y a
par contre aucune différence sensible à opérer sur ces formes et
les co; ou, dans le domaine différentiel, à opérer sur un système
linéaire de sphères avec la base A,), A|, Aa ; les combinaisons sont
les mêmes qu'en calcul vectoriel, avec trois vecteurs de base uni-
taires et rectangulaires, et nous nous contentons, par exemple, de
signaler l'analogie complète de formes comme

/ /=2[rnto , ] et rotQ== S ( H i A A f ) .

en empruntant les notations du calcul vectoriel; répéter, sous une
autre forme, pour le calcul pfaflien, les opérations vectorielles ou
tensorielles, n'était du reste pas nécessaire pour l'objet limité de
cette étude.

( l) Certaines remarques sur ces procédés de calcul sont présentées dans notre
Thèse.


