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GEOMETRIE CONFORME DES CONGRUENCES DE COURBES;

Par M. Paur DeLEns.

Introduetion.

Aprés avoir, dans un précédent Mémoire ('), étudié¢ la géomé-
trie des congruences en nous plagant surtout au point de vue de la
géométrie euclidienne ou de la géométrie projective, c’est la géo-
métrie anallagmatique ou géométrie conforme spatiale que nous
considérons maintenant. Les premiers points de cette étude, déja
annoncés dans une courte Note (?), au moins pour le cas général,
sont repris ici avec les développements nécessaires, et la classifi-
cation des cas particuliers est poussée jusqu’au bout.

La comparaison avec la géométrie euclidienne montre que I’étude
est presque aussi simple en géométrie conforme; ici encore, dans
le cas général, un repére mobile intrinséque est fourni par les ¢lé-
ments différentiels du second ordre; pour les congruences isotropes
cependant, et les cas qui en dérivent, il faut faire appel aux
éléments différentiels d’ordre supérieur.

La méthode employée est celle du calcul pfaffien de M. E. Cartan;
nous utilisons aussi le calcul géométrique des sphéres, selon des
procédés déja décrits dans notre Thése (*) et dans de précédents
Mémoires (+). Notre élude se rattache a celles déja faites en géomé-

(') Géométrie des congruences de courbes (Rendiconti del circolo matematico
di Palermo, t. LVI, 1932, fasc. 2, p. 28¢-320, et fasc. 3, p. 321-352). En référence
(congruences).

{?) Sur la géométrie conforme des congruences (Congrés international des
Mathématiciens, Zurich, 1932).

(3) Meéthodes et problémes des geométries différentielles euclidienne et
conforme (Paris, 1927) (Thése).

(") Métrique vectorielle et géométrie des sphéres (Journal de Mathéma-
tiques, t. 11, 1932, fasc. 3, p. 209-253). Congruences de cercles et systémes
cycliques (Atti del Congresso, L. 1V, Bologna, 1928) (Systémes cycliques).



— 96 —

trie conforme pour une courbe ou pour une surface, sans que nous
ayons cru utile de reprendre tous les points de détail (). Du reste.
le présent travail ne peat étre considéré que comme une préface
a des études plus complétes sur un trés vaste sujet, qu’il ne saurait
épuiser; les notions générales établies conduisent seulement le¢
lecteur a pied d’euvre pour de nouveaux dévclo‘ppements (2).

I. — Notions préliminaires.

I. Les principes d’un calcul géométrique portant sur les sphéres
(au sens général) d'un espace euclidien a trois dimensions, concues
comme vecteurs d’un espace métrique (hyperbolique) a cing
dimensions, sont bien connus. La géométrique anallagmatique, ou
géomeétrie conforme spatiale, est ramenée a 'étude des formes et

. propriétés invariantes par les opérations sphériques, opérations
d’un groupe fondamental conservant, a un facteur prés, les produits
scalaires des sphéres.

Ce calcul. effectué sur les spheéres, peut étre directement rattaché
a celui dont les éléments sont les points et les vectears de P'espace
euclidien usuel: ce qui correspond a la substitution des coor-
donndes pentasphériques aux coordonnées cartésiennes, ou inver-
sement. Nous effectuons ce passage, selon les méthodes de
Grassmann, cu définissant, sur les unités d’'un premier systéme
linéaire, des lois de multiplication qui conduisent & un systéme
d’unités du second ordre.

Soicnt ma, a, a, un systéme de repére. m étant un point arbitraire
de masse unité, a,, a,, a» trois vecteurs de méme longueur, deux
a deux rectangulaives: la muluplication commutative, dite inté-

(') Outre les 7raites de DarBorx, le lecteur aura intérét a consulter
J. L. Coorinee, A treatise on the circle and the sphere (Oxford, 1916);
W. Buiscnke, G. TuovMseN, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 111; Diffe-
rentialgeometrie der Kreise und Kugeln (Berlin, 1929); I CARTAN, Les
espaces a connexion conforme (Annales de la Société polonaise de Mathé-
matiques, 1923); E. Vessiot, Contribution a la géometrie conforme (Journal
de mathématiques, t. 11. fasc. 2, 1023; Journal de U’Ecole Polytechnique,
2¢ série, 25° cahier, 1926; Bulletin de la Société mathematique de France, t. L1V,
fase. 3-4, 1926 et t. LV, fasc, 1-2, 1927).

(*) C'est ainsi que nous n’avons pas du tout repris ’étude importante des sur-
faces isothermiques. des familles de cyclides de Dupin, etc.



— 97 —
rieure, définie par

2 2 2
(1) ay = a} = a3, 81X 8= 82X 8= 8y < &1 =0,

(aﬁ, ..., abréviations pour a, < a,, . . .), indépendante de l'origine
et de 'orientation du repére, est intrinséque pour le groupe fonda-
mental de la géométrie euclidienne; elle laisse subsister les cingq
unités indépendantes du second ordre

) \ M = m*, A,=2m < a,,’

2} <

' A = om < a,, A.,=2m x< a,, I:—'La)é,
aptes a représenter Uorigine du repére (sphére-point), les plans de
ses faces, le point a l'infini; soient h, h', ... des points ou des
vecteurs, d’expressions '

h:'ﬂm+'5¢|aq)+51a|+sga-z, P

toute forme intérieure du second ordre, Zh < h/, s’exprimant
linéairement avec les unités (2), estattachée a une sphére (au sens
général) et posséde cinq coordonnées pentasphériques par rapport
au repére M A, A, A, I (repére pentasphérique euclidien).

La multiplication intérieure (1) ne peut étre dite scalaire que
quand on se borne a opérer sur les vecteurs, dont les produits inté-
rieurs dépendent de la seule unmité I.

2. Soient
H=Xhx<h K=k <k’

deux formes intérieures arbitraires; nous définissons entre elles
une nouvelle multiplication scalaire (dite aussi intérieure) par
> = > ——>
hk < h'k’'+hk’>< h'k

21 !
HEK=2{(h=<h)|(kxk)],

3 (h<h')!l(k <k')=

>

hk désignant le vecteur du segment [hk], vecteur qui doit étre
considéré comme nul quand [hk | est réduit a un bivecteur. D’ou
les produits des unités (2)

o (ME=MA=A/A=A/I=1=0 .. .
(l) ¢ 9 (’712071y2;l?£1)v
{ M iI=A"=1
(M*, ..., pour M|M, ...): la définition géométrique (3) rappelle
LXI. 7
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aussitot les propriétés connues du produit scalaire des sphéres. Le
produit scalaire H* sera encore appelée norme, le produit H|I
masse (euclidienne) de H.

Un systéme de cinq sphéres S, unitaires, deux a deux ortho-
gonales, conslitue un repére pentasphérique orthogonal normé;
pa étant le rayon de 8,, @, la puissance de M par rapport a S,, les
relations

(5) M S;=— 2%,  I|Sg=_
20x fa
(pour un plan % est remplacé par d,, distance du point au plan
X

donnent lieu, pour un tel systéme, aux identités de Darboux

(6) 2"1:,=0, D, E(EP’—‘);:O (2=1.2.3.4,5);
Pa Pa Pa

en effet, le tenseur unité a alors pour expression U = X 83, et
les relations (6) traduisent respectivement

(6) IPU=I'=0, IM U=IM=1, M U=Mi=o

(i) étant le symbole du double produit scalaire entre tenseurs du
second ordre).

Nous emploicrons exclusivement dans la suite les repéres penla-
sphériques dits normaux, déduits de M A, A, A, I parles opéra-
tions sphériques directes conservant ‘L et le produit extérieur
[MA,A A,I] (opérations d’un sous-groupe du groupe fonda-
mental, dont les invariants ne sont, au point de vue géométrique,
que des invariants relatifs). On passe d’un repére orthogonal 8, a
un repére normal M' A A’ A I’ par

S;=A,. S;=A,, S =A, S —8;=1r2M,
(7) S :8;= ' T.  1[8,8.5,8,8;] = (M A, A, A, T
(v =y=1),

et les identités de Darboux sont alors remplacées par

N1 4 W et—t— ™
3= 2 T A
{

4 3 ci €

wi\i_ e
( 2(?:‘) e

(8) (i =o0,1,2),
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¢ étant la distance de M’ et I', ¢’ et ¢” celles de M a M’ et I' respec-
tivement; on a en effet

22
IM=y, ITX=y, M';I':gv%:n,

R "y

, H € SN ==
M M=—u S M!Y:—v:—, U=3\2+-2MT,

d’ou les relations (8).
Le produit extérieur {8, 8,8, 8, 8; | =1" étant 'nnité duale (ou

dualistique),
(MA.(\A.] A2I] =1t l' ="

et les formes duales des sphéeres du repére normal primitif sont

M'=—'MA A A:], A;=:MAA,I|

( )
YOl A=~ (MALAI, Aj=MAAJI, I'=— (A, A A,IL

Dans la suite, un repére normal arbitraire sera désigné par
MA,A;A,P —enabrégérepére MA;P —aulieude MA A" AT/,
les sphéres (ou sphéres-points) du repére satisfaisant aux condi-
tions (4), ou P est substitué a I, et leurs formes duales étant, dans
les mémes conditions, données par (g).

1I. — Repére mobile attaché & une congruence de courbes.

3. Soit M A; P un repére normal mobile; les formules du dépla-
cement de ce repére sont, comme on sait, de la forme

(M =y M+ X0 A,
(10) e dAj=— M+ 2w Aj— 0P,
(P = ,‘.‘.’f“'A[-—-y_P,

(1) wii=wii=o0  (i,j=0,1,2),
ou
= . M-~ - A+ + Aj-+- - A+ . P
(M / my i Wy 0, |
(12) dA, — T D N OO Wog | — Wy
dA, — Wy . 9 — )
dA, — M i Wy | 0y . —wy

AP . Tio ™" T2 -/
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le tableau détaillé des coefticients (formes de Plafl v, o, i, wi;)
permettant de lire les formules (12) suivant le schéma

dS = dS U =dS|(PM--A} -A} -A3j-MP),

ou S désigne une quelconque des sphéres du repere.

Les conditions d’intégrabilité des équations (10), obtenues par la
combinaison 6 d -— d 8, d ¢t § ¢tant denx symboles de différentia-
tion arbitraires, sont

!

! N i
\ 7= Xinim

P ; . o
. O 2 Y )y - o L.
(13) N Y T RO R
o - Ferr ] N S ‘
;i —\/'rl,\»w -
O == 0 — 0y NOYROYE

avee les notations de M. E. Cartan ().

La position de la sphére-point M dépend de trois variables indé-
pendantes, et les formes de Pfafl’ fondamentales w,, oy, .
s'expriment linéaircment avec les différentielles de ces trois
variables. Nous ¢tudierons la congruence de courbes (M, A,)
détinie pav le systeme de Pfaff o) == w, =0, la sphére A, étant
normale en M a la courbe de ln congruence issue de ce point.
A celte congruence est associé Pensemble (M, A, A,) des trajec-
toires orthogonales, défint par 'équation o, -= 0. Le repére normal
le plus général dépendant de dix paramétres. nous allons le parti-
culariser jusqu’a ce qu'il ne dépende plus que des coordonnées
fixant la position de son origine (2).

4. Nous désignerons par G le cercle osculatenr en M d’une
courbe de la congruence (M, A;); nous impnsm'ons aux sphéres A
et A, de passer par @, cest-a-dire & dA,  dM ¢t dA, dM de
sannuler avee oy et ay: or, dlaprés (10)

dA; (M el A OTEE z(-),-/ [OFN

(') Je ne revicns pas ici sur la forme géométrique qu'on peut donner 4 cesx
conditions, en les exprimant pour le tenseur dn déplacement (Cf. T'hése).

(?) Comme c’est I'habitude en géométrie différentielle, le domaine dans lequel
nous opérons est restreint par les conditions de validité de nos formules
(fonctions définies, uniformes, continues, dérivables, etc.). Nous écartons aussi
les lieux ou les éléments choisis A,, ¢, seraient dégénérés, ¢’est-d-dire que nous
supposons que A, cst une sphére propre, ¢, un cercle propre.
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d’ou les conditions
(1) [y @y ] =o0, {0 ws gy ] = 0.

Dans le faisceau défini par €, =| A, A, ], on pourra ensuite, en
géncéral, choisir A, et A, pour que les cercles osculatenrs G, et C,
des congruences (M, A,) et (M, A,) soient cosphériques; les con-
gruences ainsi définies sont celles des asymptotiques conformes
de (M, A, A,), et [C, Cy]ou A, est la sphére harmonique de cet
ensemble; les conditions imposées sont I'annulation de dA, | dM
avee wy ot o, d'une part, w, et w, d’autre part, d’on

(1)) Ly my ey | =0 [0y e ] = 0.

L’ensemble des conditions (14) et (1)) se résume en

(16) [waywa] = o, {wapw]=o,
.

ou

(16") On1 = AWa, Ops = L.

Les sphéres A,, A, A,, ainsi que la position de P, sont alors
fixées, et le repére ne dépend plus, en dehors des paramétres
essentiels, que d’un paramétre auxiliaire attaché a la masse de M (").

3. Désignons par ¢ un symbole différentiel correspondant a la
seule variation des paramétres auxiliaires, par e;= o, e;j, fir & les
expressions des formes de Pfaff w;, w;;, ni, x correspondant a cette
variation. D’aprés (16'), on a ¢,i=o0; la variation ¢ appliquée
aux mémes formules donne, en tenant compte des relations (13),
les conditions

Srog+{(h=-p)en—folo—(8h + 1g)ws=o0,
Srog—{(h—=m)en—+ folwy—(3u -+~ ug)w, = o,

solt
(17) Si=[r=o0, So=(h+p)eqa=—(h+pu)en=o,
(18) 5;\:—-;‘5’, (’;I_L:——‘u.g,

Lies conditions (17) correspondent bien au fait que la position
de P est fixée, et dans le cas général k4 p £ o, elles entrainent

(') La recherche d’un repire intrinséque a été abrégée par les considérations
géométriques qui précédent; elle aurait pu étre engagée, dés le début, par la
méthode que nous allons employer pour terminer la particularisation.

7 *
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aussl e, = 0, soit un choix détermin¢ dec A, et A.,. Le systéeme (18)
peut s’écrire

(18") 8(;):0, S(h+w)=—(h+u)g,
donc /E est invariant absolu, A 4 p invaviant relatif.

Restons dans le cas général; par la condition
(19) A= 2,

d’0tt g =0, on obtient un repére normal complétement fixé; (19)
permet encore de poser

A= 20820 =1+ cos20,

(19’) po=28in20 = 1—cos20,

— K |
cox20 = ) tang20 = (7o)
K IS

Ces conditions sont encore valables si A=o0, ou p=o0: l¢
cas A=p =o rentre dans le cas A+p =0 que nous c¢cartons
pour le moment, ot les asymptotiques conformes sontindéterminées
(congruences isotropes). Nous continuerous a employer, au lieu

de l.;—L’ les deux invariants dépendants ) et p, ou leurs cxpres-

sions (19'), ¢’est-a-dire U'invariant 6, réel ou imaginaire pur (pour
les congruences de courbes réelles, auxquelles nous nous en tenons
en général); c’est plus exactement == 6 + Am qui est connu
@’aprés les formules précédentes. Du reste, le repére intrinséque
obtenu est encore choisi arbitrairement parmi ceux qui se déduisent
de Pun d’eux par les changements de A,, A,, A, eng, A,, e, A,.
€2 Ay avec ;=1 et g e 6=+ 1, puis de A;, A, en A,, —A,,
soit huit choix possibles.

Une fois fixé un repére intrinséque, les formes de Plafl qui
entrent dans I’expression de son déplacement sont des fonctions
linéaires, a coefficients invariants, des formes fondamentales w;:
nous emploierons les notations
(20) { Woy = hWs, Wpe = P, (n=2c0s20; p = 2sin20),
| 0je=—Zp;oy, 1=2q;0, =3 hijwj (1, ] =o0,1,2),
les coefficients invariants étant liés par les conditions d’intégrabi-
lité (13) aprés substitution de ces formes (20).
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III. — Correspondance avec les formules euclidiennes. Invariants.

6. Le vepére intrinseque obtenu est, comme pour Uétude des
congruences en géométrie cuclidienne. défimi au moven des ¢le-
ments différentiels du second ordre. Nous faciliterons Pinterpréta-
tion cuclidienne des invariants conformes (qui sont anssi des
invariants enclidiens) et des formes difiérenticlles remarquables en
partant d'un repére cartésien, modifi¢ ensuite, comme au n” 1.
suivant un repére pentasphérique cuclidien, transformé enfin ponr
obtenir le repére inteinséque du numéro précédent.

Soit ma,a, a, — ouma; - le repére cartésien; dans les expres-
sions de son déplacement

. LN, 0 N0 [0 0o
21 dm = X} a,. da;= X wja; (wj; = o, = o).

nous poserois ¢neore

(22) "’:;‘ = —wp=— X v (v);' (f, Johl=o0.1.2: 1. j, A =o.1,2cycl

Pour le repére M® A P* [repére MA; I du n® I, avee les rela-
tions (2) |, on aura les relations (10) et (13). les ¢léments relanifs
a ce repere (el désignés par des lettres déja emplovées), ¢tantaffectés
d’un indice o supérieur, avec " =1} = o.

Nous elfectuerons alors la transformation sphérique
M =sM".

A= g a1 MO,

‘ 1 P
P=- (po_ S A — L M°>.
T\ E

)
d’ou en particulier
(M = s M" — 35 (M", A= //A_:.' o MO~ r; oM,
¢l par suite
s . o 0
7 =«(M P = 5 — X .o, wi=dM' A;=30;,

2

) —
(24) 1 Y o .
' ez — A P = rimh— =7 0 —dric i 2ol ).
7 2

" t 0
), A A, EE g
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En imposant au repére les conditions de particularisation (16)
et (19), on obtient

(25 ) s Lo = Y2ty L= — Yao, AT = — 92,
9
Lo =—"12, Ay = Tro, Mo = Ty
et finalement
Vat— Y1 ‘
Yia— Y= 0, o= % = H, oY== Yag,  Ta= Yo,
s Yii— Y22 o , — 23 i 211
(25") o=t 12 S =ycosth = — 22, w=2sin?l) = i
2 Y= Yoo Vi Yo
vy YUy Van N
tang? = — -! cosafh = 1T 122
Yaa Y22 — Y11 20

les relations (24 ) donnant d’autre part les invariants p;, qi, hi; en
fonction des y;; et de leurs dérivées pfaffiennes; les expressions
ainsi obtenues et les conditions d’intégrabilité des y;, écrites pour
le repére ma;, correspondent naturellement aux conditions d’inté-
grabilit¢ (13) du repére M A; P.

7. Comme il est connu, les y;; sont, aux signes preés, les cour-
bures et torsions relatives des courbes des congruences (M, A;).
La signification des &; était d’ailleurs nette; d’aprés

P
A=A+ r;M=.r,m x< <m+ ;—a,-),

A

1 .
— est la mesure algébrique, dans le sens de a;, du rayon de la

S

sphére A; (c’est-a-dire I'abscisse de son centre), et x; est aussi (n°® 2)
la masse euclidienne de cette sphére; la courbure x (') de (M, A,)
est donnée par

2= r? 4 rd =3
.

o Y30:

o= H est la courbure moyenne de I'ensemble (M, A, A,) et M,
de masse g, est choisi comme pour le cas d’une surface. Comme on
le verra, 29 est Pangle des lignes de courbure (généralisces) de
(M, A, A,), et dans (25") nous avons traduit son expression avec

(') Comme dans notre précédent Mémoire (Congruences), nous supprimons
ici, pour simplifier, I'indice zéro pour certains invariants de la congruence (M, A,)
étudiée ou de 'ensemble orhogonal (x, H, N, ..., pour x,, Hy, Ny, ...).
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N =a,.rota, (le point . é¢tant ici le symbole du produit scalaire
des vecteurs).
La derniére des relations (24 ) fournit les expressions

(26) Po% = Yoo, Prd="Yor+ 7o, P20 = Vo2~ Va0

en géométrie euclidienne, les y;; étaient un systéme de huit inva-
riants fondamentaux (y,: + y21 = 0), du second ordre (du premier
ordre en a,) quand le premier indice ¢ était différent de zéro, les
7,; étant du troisiéme ordre (du deuxiéme ordre en a,) ('). Les
formules (25) et (26) montrent que ces invariants euclidiens du
deuxiéme ordre donnent 4, ou (A =+ = 2), soit essentiellement
un seul invariant conforme du deuxiéme ordre; ils déterminent en
outre les qualités o et z; (de méme qu’inversement o, les z;, 2 déter-
minent les cinq y;; indépendants du deuxiéme ordre), mais ces
quatre quantités disparaissent en géométrie conforme, absorbées
dans la détermination du repére, qui dépend de dix parameétres,
alors que le repére cartésien correspondant ne dépendait que de
six paramétres. Quant aux p;, qui d’aprés (26) contiennent les y,;
du troisiéme ordre (et inversement les détermineraient, les y;; du
deuxiéme ordre étant connus) ce sont trois invariants conformes
du troisiéme ordre. " .

En géométrie conforme, nous avons introduit 16 invariants :
A (par exemple), les p;, ¢, hij; les conditions d’intégrabilité, sur
lesquelles nous reviendrons, montrent que la dérivation extérieure
des équations (16') fournit entre ces invariants trois relations
fonctionnelles; on pourra donc considérer qu'on a un systéme
de 13 invariants conformes fondamentaux indépendants, dont un
du deuxiéme ordre, les autres du troisiéme; nous continuerons
cependant a employer les 16 invariants énoncés précédemment
(comme aussi p a coté de 1).

(') Au lieu du systéme des invariants des formes w, et w2 + »? + w3 en géo-

métrie euclidienne, il s'agit en géométrie conforme des invariants des équations

Wy = 0, (nﬁ%—u)f—f—w:_—;:o,
ceci avant que la forme w, ait été normée pour cette géométrie. Nous avons, en
géométrie euclidienne, compté 'ordre des invariants par.rapport a a,, pour bien
mettre en évidence la congruence correspondante. Nous revenons dans la suite a
Pordre différentiel, supérieur d’une uniié au précédent.
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8. Déterminons pour les trajectoires (M. A,) el (M, A,) les
cercles osculateurs G, et C,: sur Uensemble (M. A, A,). |a
sphere A, est la spheve de conrbure normale de ces lignes (asymp-
totiques) il reste a obtenir les sphéres de courbure géodésique.
respectivement  de forme G, = A, ~ ), M pour une  courbe
my-=my=o0. ou G == A, + )y M pour une courbe v, =m, =0,
Ln traduisant, dans ces conditions, dG, dM == o, ou dG, M = o.
on obtient aussitor ¥y ==~ pyo vy = pecdlon avee les valeurs de g,
et py donndes par (26)

‘ G-_n = A'_v—'— /‘1M = A‘_: — M. G = A, /’2M =- A(|) :’u:‘Mﬂy
! € G:A.. (.o AWG .

{27)
.

ol AT ¢lant rusp('cli\emunl les courbures gt'ﬁnd(Niqum des
courbes (M, A) el (M, A,).
Déterminons aussila spheve oscalatrice 8, d’une courbe (M, A):
en posant
S.= A, co~: — A, sinz.

on obtient 8, par d8, «*M == o pour m; = m, = o: les conditions

déja satisfattes laissent @ exprimer 8, 'P == o ou simplement

g cos: — Jiygsinz: = o,
(98 5 Ix Joy Ay — I,
tanz: “ S8, o
“Hag

e calcul de la masse de S,. comme précédemment. donne pour
la courbure de cette sphére la valeur 4y, sine = 49 cose ', le signe
¢tant précis¢ par Porvientation choisie pour §,,.

9. Des formules intéressantes correspondent a une rotation du
repére autour du cercle €. sans modifier M, A,, P; avee celte
restriction. nous cffectuerons une rotation d'un angle a a partir
d’une position initiale arbitraire. et pour un tel repére mobile.
nous poserons alors en géndéral

200 Mg, =2 v m;.
Les formules de variation seront données par

\ Ax‘f A, cosz A: <inz.

P A, - — A sinz  A.cosz

(oa
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et nous écrirons la matrice de transformation
, c s .
(30%) =M, avec ¢ = cosa, §=sina.
—_— S 4

Pour les différentielles. on aura

(31) { dA,= dA, cosx - dA, sinxz + dx A.,

} d&,=~ (A sinx + A, cosx —lz A,

Les formes de Pfaff ,, ¥, n, ne sont pas modifiées; w, et v,
Ny elyy, 6y, et oy, varient comme A, ct A,, suivant les formules (30)
ou (30"). D’apres (31), on aura

(32) . B2 = 03—+ da.

Pour les coefficients de w,, wy, w, dans les autres formes de
Pfaft, g, et Aoy ne seront pas modifiés, v,, et vy, sont et restent nuls;

qy et g., hy, et hyy, hy, et h,, varieront comme A, ct A,. En
posant da = X o; w;, on aura

s Po= Po— %,
(32) pr=(pr—2)c+ (pe—2s) 5,
( 1‘5:':—(]71—11)8—6—(}),—1,)0.

C’est suivant les formules de transfurmation de A%, A, A,,
A, A, A}, donc par la matrice

c? cs sc s
—ecs c? —s? sc cl sl
(33) = =M M
—sc —s? c* cs —sfl cM
s2 —s¢c —ces c?

que seront transformés respectivement Ay, Ay, hyy, Ay ainsi
que Vi1, Vis, Yar, Vae; OU bien on pourra tenir compte de ce que
A? + A2, A, A,— A,A, sont invariants par rotation, tandis
que A? — A, A A,+ A, A, subissent la rotation 2a, c’est-a-
dire sont transformés par la matrice

(ORI .
(35) ( S .(‘>=m’, avec C=cos22, S=sin2a.

En géométrie euclidienne, la méme rotation « donnait des for-
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mules analogues, ®@,, ®,, ®, se comporlant respectivement
COMME — 03, Wyay — Wy} par suile y,4, 71, 7o2 Varient suivant
des formules analogues a (32"), les dérivées pfaffiennes étant prises
par rapport aux o =o' w;; — Y20 €LYy varient comme A, et A,,
— 721y — Y22 Y11y 712 cOmMme A3 A Ay, Ay Ay, AL Tl Sensuit de
ces remarques que les ordres différentiels de yi;(7 £ 0) et y,,,
calculés en géométric euclidienne pour certains repéres intrin-
séques (repére principal, repére primaire) ne sont pas modifiés
quand l'angle « de la rotation transformant un de ces repéres en
un autre est lui-méme un invariant différentiel dont Pordre ne
dépasse pas deux: nous en avons tenu compte au n’ 7.

10. Sans les détailler complétement, et en conservant % et p,
écrivons ce que sont devenues les conditions d’intégrabilité (13),
une fois la particularisation du repére terminée comme on l'a dit,
c’est-a-dive pour le repére asymptotique

Oy = L0y (L — h) Wy 0y ],
({1 ) ‘ (-)II == | Loy — n Mo Wy —= )ya W ,iv
' 0y = pACTE R NI C TR CYPROT
AR K T O TRUTES S PR B
Ny = | — AT howany+ w01, ],
Byo= = — Aot w1am |,
(33) ey = = N — .0 u— 13T |,
Oy = [ — N Wy - oy -+ ML 0, ],
(')'()| = _‘ MU R TR O Rl O SR O FEY 4',
L0y = [ oWy - oy = w0, ],

En remplacant, dans les deux derniéres équations (35), les pre-
miers membres par leurs valeurs (Awy)' et (ud,) exprimées au

moyen des deux derniéres formules (34), on obtient

4 { [dh.my] -+ Ayws - ha g — (A = w) W0+ 10— 1,0, ] = 0,
36y ) N
| du.oy | -= oo — Aoy = (A = 1) 0120y = [aws— 120, | == 0.
Avec

dh = X0, du = S u;w;, d(n-~u)=o,

les six équations numériques (') ¢quivalentes aux équations (36)

(') Les trois équations non écrites ici sont des formules (36”) du n* 15.
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donnent trois relations indépendantes des dérivées pfaffiennes de 7.
ou u, & savoir

200 w) po-t gy — hys = o.
(36") canm- 2ha =y = hya =0, (n == 2,

(=)o hyo— hyy =0,

Ces trois relations finies, signalées au n® 7, entre les 16 inva-
riants fondamentaux, permettraient, comme nous Pavons dit, de
revenir a un systéme de 13 invariants, liés par 18 conditions d’inté-
grabilité numériques, au licu de 16 invariants, liés par les 21 équa-
tions de condition que fournissent les sept équations extérieures(3)).
Il en résulte aussi que la combinaison 2 Ay~ /gy + hyy est un
invarianl du deuxiéme ordre.

IV. — Formes diftérentielles remarquables.

I1. Toutes les formes de Pfaff figurant dans le tableau (12)
relatif au repére intrinséque asymptotique sont des formes inva-
rianles, mais certaines de leurs combinaisons sont particuliérement
utiles ; ainsi

(3 $ (dM)* = OF + @i -~ (')3’ (AdAE = 2 0y - 0F ) = OF,,
\ o
/ ) AM | dAy=— 70— W1 ) == Wy Oy

ont des significations geométriques bien définies. Nous nous atta-
cherons aussi aux formes réduites, soit le long des courbes de la
congruence (M, A,), pour o, =— w, = 0, les coefficients invariants
de w, ou de ses puissances intervenant alors sculs: soit sur I'en-
semble orthogonal (M. A, A;), pour »,= 0. Dans ce cas,

dM = (')|A| o= (')gAg

fait partie d’un systéme linéaire a deux unités de base A,. A,:
dans cette base, Co=[AA,], Ci= - (A]+ A])=—UWU,. et C,

[(R— -

joue le role d’unité duale réduite, donnant
A||C,.:Ag, A:lcu-:—'A].

Le caleul étant fait pour wy= o, reprenons ’étude des sphéres
de courbure normale; une sphére Z = A, + :M est de courbure



— 110 —

normale pour la direction de différentiation d si 'on a pour cette
direction
Z|M=o, Z|dM = o, dZ|dM = o.

Les deux premiéres conditions sont satisfaites, et la troisiéme se
réduit a

(38) dZ| M = dA, | dM - 3(dM 2= o,

donnant, pour une méme sphére Z, deux directions de méme
courbure normale (masse de Z unitaire)
(34) hi=ry 33 =-— M’
(({MP0)=
d'ou
dA,|dM A —1I
S TamE s

== —sin2a,

comme pour le cas d'une surface, Pangle « étant compté a partir
de la premiére direction asymptotique conforme, donnée par

) == Ny == O,
Unc sphére Z reste tangente a la sphére infiniment voisine dans
les directions d pour lesquelles [Z.dZ]’? = o0 ou
Cio) (AZ)2 == (dA2 4+ 25 dA, | dM + 22 (dM)2 = o,
ce qui définit aussi deux directions correspondant a une spheérc Z,

mais deux sphéres Z correspondant a une direction. Les équations
(40) et (39) étant de la forme

Fizy=Az2+aBs+ (=0, F(z)=2(Az+B)=o,
il revient au méne de leur imposer d’avoir une solution 3 commune,

ou une racine double a F(z)=o0. On obtient ainsi I'équation
différentielle des lignes de courbure

) (A A2 (AM 2 — (dA, | dAM )2 = |dA,.dM |2 = o,

ou la forme différentielle annulée est non seulement un carré sca-
laire, mais aussi un carré numérique parfait, d’aprés I'identité

(42)  (0F ) -+ 0g2)? (0F = 0F) — (0 O+ Wegg)? == (W9 Wy — Wyy0)?;
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les lignes de courbnres sont donc définies comme lignes doubles,
et le long de chacune

’[AUI({M o ('/Ao)l . 1’[A.u);')
(dM)2 ~—  dA, AV’ ST (UM, 2

(z=3l 3ll; 31— zll=o),

14f) 3 =—

Le second membre de (41) peut s’écrire (dM dA2| C,)?, mais

eette forme, el aussi | dA,. dM]‘z’ pour w, = o, ne dépendent qu’en
apparence de la sphére harmonique A, mais seulement de la posi-
tion du faisceau [ MA, .

12. Formons, pour un déplacement arbitraire, la différentielle
du cercle osculateur C, = [A A, ] '

(414) dCy=[M(m2A1—7 As) |+ | A (093 Ay— 091 Ay) |+ [Py Ay —0 A,y)).

Pour w,=w,=0, dC, se réduit a [M(hzo A, — hyyAz)]wy,
d’ott un moyen facile a déterminer la sphére osculatrice 8, (n° 8).
L’expression

(45) S[dC,.AC, | =—| AiAs dA, dA, |

) = —{n1wys— Mymy ) [MA, A A,]
+ (e — 7w, )| MA AP
— (W — w0, ) | Ay AL AP,

définit ensuite, sous forme duale, pour chaque direction de dépla-
cement d, une sphére

IB, = (Mwyy— M2 we1 )M + (120 — 71 0s) Ay (041 02 — e 0, )P
,6) :c..I-{(({A¢..(lP)M+(dP.dM)A‘r*—(dM.(lAMP},

IB; = i[de...fzco | =— ; Co.d2€Cy,

ou les coefficients de M, A,, P [ou M*, A}, P*, formules (9)] sont
des formes quadratiques invariantes; en particulier
(47) ZB, M == 0y W — W2
est la forme de Monge attachée aux lignes de courbure de (M, A, A,),

¢t Péquation de ces lignes peut s’écrire [M.dC,.dCy] =0, wy=0;
cette nouvelle définition conforme des lignes de courbure d’un
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cnsemble (M., A, A;) général permettant de retrouver les asympto-
liques conformes comme bissectrices des lignes précédentes, on
avait la possibilité d’arriver a la particularisation asymptotique du
repeére sans faire « priori usage de la sphére harmonique A,.

Les formes (dC,)", (IB,)” sont aussi des formes diftérentielles
intrinséques : quand la derniére ne sera pas nulle, on pourra
appeler B, une sphére unitaire de méme position que 3B,. Ces
formes ont pour expressions

2 . .
(48) § ACE = 0F = OF, 20011 = 0aT).
+ - Y ; ' , N
I (TBy 2= (a2 — T W)= 2( T Wea—— N2 W1 ) (Wyg Wy — W, Wy).

3. Avec le repére asymplotique, nous poserons

o\ W=AT AL C-[AAL Fo=Aj—AL A, =2A,As.
1975 —~
f C'=A;sint - A,cosh, Cl=—A;sin0+A,cos0, Go=2CICH;

2
b, =wi—wi=(dM)»? &,

2
(9) S W, = (5 = Iy = 20w, = (M) | A,

N
Iy =0 —uw?=wi—on}- (0]+nw3)cos20 = (dM)? | G, .

¥, et I'? sont respectivement les parties indépendantes de », dans
2
dM | dA, et |dA,.dM]", et I'on a encore

(o I'v= dM.dA,  Co= IB, M

d’aprés les remarques déja faites ().

La forme @, est la jacobienne de G et U, et peut éire obtenue
l)ill'
(51) 1 GG L = Ay,

ou le premier membre est la parenthése de Lie entre G, el G,.
Les lettres relatives au repére asymptotique n’étant affectées
d’aucun symbole particulier, nous emploierons l'ondulation ~
pour celles relatives a un repére déduit de celui-ci par la rotation
arbitraire « autour de G, (n°9). Pour a = — 1;, nous surmonterons

d’un trait les lettres: le repére ainsi atteint, dit primaire, est
dirigé suivant les lignes bissectrices principales, qui bissectent

(1) On peut préciser, d'aprés les formules (52) et (52') ci-aprés, que, le long
de chaque ligne de courbure, la sphére 3B, se réduit, 3 un facteur prés, i la
sphére de courbure normale correspondante.
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les asymplotiques conformes comme les asymptoliques cucli-
diennes: on aura pour ce repére les expressions

. ~
(48 Fy=2AA,. Py = 205 ,,
A, = A?— A3, V)= wl—wj3.

Les directions des lignes de courbure sont atieintes par les rota-
tions 7= 9; nous leur affectons les indices supérieurs I et II. Par la
rotation -— 4, on obtien!

m'. =, cosl) — w, sinb, wl =0, sinh ~ mw,cosh ou Al =Cl,
| | QU T |
. oy, =—sin2b.0!l =—zlol,
ol,=sin20.0), = slw, =0 pour o) =o;

¢t de méwme par la rotation 6, Ay = C", et

, y ol = sin2b. ol =—loll,
€52) 1 . " u 1
I ofy=—sin28.0f=zllul)=o0 pour wy, = o0.

Ces propri¢iés (52) et (52') restent encore caractéristiques des
lignes de courbure, comme dans le cas d’une surface; c’est la
définition méme choisie au n® 11.

14. Eun complétant les formules de rotation du repére pour les
covariants bilinéaires des formes de Pfaff, on voit en particulier
que w', et o, sont modifiés par des formules du type (31), a savoir

(53 j @)= o cosa—+ w,sinz - |da.w,],
53
| &, =— ) sina + v}, cosa — [da.®; ],

et 'on en déduit les expressions

@10+ B2@y] = (010 + vy ] — 2 dx.w 0]
=(u—1r)[wewiw, ] —2[ D10, ],
[0, — 0:0)] = [0, 0, — w0}, = — 2| { W W, ],
(@0, —3,0,| = Cloje)—wiwy ]+ S0, + v, !
= Gl w, —ww,],
(54)  { e wr o~ S Lo 0 AT
(@3- @8] = — S [wo)| —wy0y | -+ Clogw), + w0 ]

= —S{w0,—ww,l

0.

[@iwy -+ wyw) | =

li(.)ﬂ (.)" — )y (.)/2] = — (A + “ ) [(00 [OYROTY ?’,

! (D= w3+ da, C=cos2a; B = sinza),

dont nous tirerons prochainement part:
LXI. 8
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V. — Quelques classes de congruences remarquables.

I5. Congruences normales. — D’aprés la premiére des for-
mules (34)

(34 0y = [foy— (& — A)wiw,],

(55 fwawy | = (m — A {wyw wa],

donc la corigruence (M, A, ) est normale a une famille de »! sur-
faces pour
w—h=o0, r=u=1, tang?f =1

¢

ou
cos20 = — Nf25 = o;

les lignes de courbure de chaque surface (M. A;A.,) sont rectan-
gulaires. On a alors

(56) wp={xwo), o= [y ws] —|xwy]=o, donc. |y wi]=o0
(wy,=o0 comme différentielle extérieure seconde), c’est-a-dire
 différentielle exacte sur chaque surface (M, A, A,); ceci traduit

la propriété connue de distribution des cercles osculateurs C,. En
effet, d’aprés (24 ), pour wy=o0

X = dlogo + Y] — Y 0§ = dlogs — k,.dm,

donc le vecteur de courbure k, de (M, A,) est alors un gradient
super ficiel euclidien.
D’aprés (35),, la condition [0, ] == o se traduit encore par

[# o] =[(m o1+ Raw)wy] = (ha— Ar) [wewi] =0 ou hoy = hy.

ce qui résulte aussi des formules (36), oi les trois relations, no
écrites en (36'), sont
M+ Agi— (A +p)pr—he=o,
(36") patpge (A +u)pr—hn=o,
[ (po—2o) + (1 —A)go—+ hoyy— hiy=o0.

- Ces formules (36") et (36") donnent donc ici

s o h12=hzl=—qo-
{57) L, 4{1;“0 itkl’ ~hys=o, 2+ 2Reg+ Riy+ fyy = 0,
XN &
(gg:;ﬁél’z"&z:o: g2+ 2p1— hy=o.

Tt

AN
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16. Congruences orthoptiques. -~ La congrucnce (M. A,) sera
orthoptique si deux familles de surfaces de cette congruence sont
orthogonales, ¢’est-a-dire si I'on peut satisfaive a

[@1@) =0, [8:0,]=o0.

Dapres les formules (34), ot 2+ p == 3. on aura

%) l:;,:;', — ;25'._, ] =0 pour CO82% = 0.

¢ est-a-dirve suivant le repére primaire, et il restera a satisfaire a

(599 [;I;'| - :3:_)_. ] = — - 2pg i foemiey | = o.
donc
(60 W h - upy = 0, ou pPo—cos20 = o.
D’apres les formules (25') et (26) des n” 6 et 7, cosnd = -N/ag,

o= 7ua/7. la transcription cuclidienne de cette condition est
e, . N - —
(60") B8 =ag(py—cosall) = v 5= o (p,, = Po, Yoo = ‘{oo)'

comme nous I'avons donnée ailleurs (Congruences).

17. Systémes triple-orthogonaux. -~ Un systéme triple-ortho-
gonal est équivalent a la donnée d'une congruence a la fois normale
et orthoptique, donc défini par les conditions

(61) ==, Po= 0.
Dans fes formules (=), ceci entraine
1(;‘!) lln; /l»_»z:—‘(l"’ hlm)~

Les simplifications apportées par (57) et (62) dans la formule (46)
donnent

Wi W — W = wi— o= ®,=I.
T Wy — e Wo1 = 11 W — 20s == (1,0 — Ragwa )y~ (1 + hgy) Ty,
e — M1y = (Rage)y— hygwa)wg-+ ¢o Ty,

"o Pexpression de la sphére IB,.

(63) TIBo=wo | (h1g0)— hayws )M +{ gy — Ayyws) Ag }
U0 { (1 Ay )M —~go Ay -+ P }.
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Cette sphére est indéterminée.  clest-a-dire IB,=o0 ou
[dC,y.dC,] =0, pour w,==mw,==0, le long des courbes de Ia
congruence (M, A,): en oulre ici, pour o,= o, I'y=o0, donc
pour les déplacements suivant les lignes de courbure des surfaces
(M. A A,), c'est-a-dire pour les congruences (VM, A,) ¢l (M K_.)

Pour w, = o. la position de la sphére B, étant donnée par

(Hi Bo=- 2101 - lyy)M- (/¢)A|»“'P§,

ou £ est un facteur indépendant du déplacement d. cette position
est fonction de M. Comme

(OH) B, _ Co= o. B, i AC, = 0.

on retrouve ict une propricté essenticlle des systémes eyeliques
formés par les cercles €, pour chaque surface (M. A A,) d'un
systeme triple-orthogonal.

Pour une congruence de cercles, la sphére osculatvice est indé-
terminée, donc 8,222 0. ou /iy = lizo== o daprés (28); duns la for-
mule générale (46). comme dans (63) pour nun svstéeme triple-
orthogonal. le coeflicient de ay, disparvait: @ un syvsteme cyelique
correspond une  congruence de spheres B, (cf. Systemes
4(]'('/[//1[1?.\‘ ).

I18. Autres systémes particuliers. -— Le¢ cas précédent est-il le
seul o les formes de Monge. coefficients de M, A,. P dans la
partie indépendante de w, pour la forme générale (46) de IB..
soicat proportionnelles (1)? On obtient pour cela les conditions :
SOl b == == 0. soil

(66 Iy — gy == 0. rhogy— ey, - o
ou. dlapres (367) et (367).
166 (=) pe=o. (7 ) (hg— ko) = o,

Pour 2 +p =2, ceci donne py=o0 et f,=o0. c'est-a-dire
9 constant le long des lignes (M. A,). Or les formules (54)

(') Ces trois formes guadratiques peuvent aussi avoir en facteur une méme
forme de Pfafl; lc cas est moins intéressant,
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donnenl

(67 | B2y [ == tcom2a —cos2l — py— 291 [am o, ]

done pour 2. =39, [nlo)] =0, [ow) |- -0 lu congrucnce
(M. A,) est capable de dewr fumilles de surfaces, décrites par
les lignes de courbure de chague systeme, se coupant sous
angle permanent le long de chaque ligne de la congruence.
[7étude d’une telle congruence nécessite un examen plus complet
des conditions d’intégrabilité: un cas pavticulier. 2 =: 0 ou p = o,
est celui des lignes de courbure confondues.

Onobticot d'autres congruences inléressantes pour p, = py == 0.
Dapres les formules (25) du n® 8, les cercles osculateurs €, et €,
de (M. A) el (M. A,) recoupent alors enP le cercle osculateur G,
Nous donnerons le nom de systeme ternaire a ce systéme de
congruénces a syméirie remarquables sans en poursuivee plus
I'érude.

Nous avons signalé (') le cas des congruences de cercles
fryg = /l'_-n-~ 03

celui des congruences normales a w' sphéres. soit [wyw) | =0
et Fyo= o pour o, == o, apparticnt au cas A + u = o précédemment
réserve.,

VI. — Les congruences isotropes.

‘l!). Nous avions, au n°® 3, supposé A— @£ 0; poursuivons
maintenant, pour le cas A+ p=o, la recherche d’un repere

intrinseque. Pour p=-—2%, on pourra. si kz£o, satisfaire
a0 = -~ L2 (nolations du n” 3) par le choix A== 1 (oud - p == 2),
done

(B8 [OIYE=ROTR Wyy - — .

Lo g =0, y forme mvaciante: il reste a fixer la forme de

Plall’ w5, en annulant ¢, ,5 pour les variations d et 8. relative au

(') Sans nous v arréter, une ¢tude trés compléte étant faite dans I' Ouvrage de
M. Coolidge (loc. cit.): les congruences pscudo-normales de cercles y sont
s ~ . . ~ &~
cavaclérizées par o |, = o, mais pour des repércs pour lesquels dA, = dA; =0
pour @, - w,=o, donc p,— o, et qui ne coincident avec les notres (variés par
rotation) qu’en réalisant cette condition. gn
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parameétre auxiliaire de rotation . les conditions d’miégrabiliné
donnent

(6g) Cw = e,m., Gty =i — €1,y 01,1 == €127, Oy = — €47,
Y A — X © o précéd
OULAavee My = Aty iwi. Ty = & fiyiw; comme précédemment

(69 ( 8hiv=eixha. Shyy= el -~ hay, Shiyri—euthy;—hy. )
D

o~

Shyv=—enltyy, Gl —eyathy(— hay, Ghyy—e althya- iy,

qui sont les formules de rotation du n” 9, du type (33), écrites
sous forme infinitésimale, avee ey ==da: A+ A3, est invariant.
et Pon pourra en général prendre /== o, ¢'est-a-dire A, suivani
la sphére osculatrice S, de (M. A,). Alors ¢,,== 0, et la particula-
risation du repére est acheyée.

Avec ce repére osculateur. on pourra, comme an Chapitee 111,
¢tablir la correspondance avec les formules de la géométrie cucli-
dienne: gardons les notations de ce chapitre, en leur prétan
toutefois nn sens différent: lex formules (25") seront remplacées

par
Y — 1
Y12 Y2 =00 L= — = ". g — Yoo L= V.
( 7())
M Vas N
Y — Y22 =0, T I — — = — —
2 2
On peut considérer que tang?5 = —1, c'est-d-dire que les

iignes de courbure sont isotropes. les asymptotiques conformes
indéterminées (W, = o). Nous rappelons en outre

(71) Nome hyo =0, ou |y, !=o.

Les formules (26) subsistent avee la nouvelle siguification de o.
mais les conditions  dintégrabilite (36). c’est-a-dive les for-
mules (367) et (36"), sont traduites maintenant par

= haw=1-—h,. Ia=—hy =—q..

(72)
/ { o= qs. hys=q,.

20. Le soin que nous avons pris de conserver 2 el p dans les
conditions d’intégrabilité (34) et (35) nous permet de continuer a
employer ces formules. On remarque que désormais

[wewy | = (w—7)[wawywy | =—2[wym,w,
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donc que, sauf le cas exclud =pu =o, il y a incompatibilité entre
les congruences normales et les congruences isotropes. Ces
deux cas présentent d’ailleurs une sorte d’opposition avec les
conditions A +~p =2, A—p=o0 pour le premier, A —p =2,
A+ p. = o pour le second, et des propriétés complémentaires.

Le repére osculateur reste un repére asymptotique (o ¢tant pris
avec sa noyvelle valeur), et ¢’est a lui que se rapportent mainte-
nant les lettres dépourvues d’autres symboles; les relations déja
écrites donnent pour un repére varié par rotation
(=3 = [ @@y + @Wa®| | =0, [3,®) — @@y | =0,

[@ &) + W@, ] = 2(Po—1) [wyw 0]

On aura les surfaces de la congruence (M. A,) en assujettis-
sanl a a

{74) Po=pPo—29=1;

ces surfaces se coupent sous angles permanents le long des
lignes (M, A,). Affectons maintenant d’un trait les élé¢ments rela-
tifs aux repéres satisfaisant a la condition précédente; on aura,
d’aprés (26), (nouveau type) et (70), les formules euclidiennes

(74") —=§||=§n=—§oo-

Il est avantageux d’étudier les congruences isotropes (en parti-
culier) avec un repére isotrope constitué de M, F'— A, — (A,,
F"—=A,+ tA,, P, et la sphére A, portant ces quatre points;
F! et F", conjugués complexes pour une congruence réelle, sont
les foyers du cercle Gy, qui les représente au sens de Laguerre.
Par une rotation du repére, on a les modifications

Fl= caFI, Fll — g—a Il

Nous écrirons encore F pour représenter F! et F'' (par change-
ment de ¢ en — ), ¢ =F|dM. On vérifie aussitét que les deux
identités (73) (premiére ligne), caractéristiques des congruences
isotropes, sont équivalentes a

{(73") (339 ]=o0 (3 =71 )

traduisant l'existence de deux familles analytiques (chacune a un
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paramétre complexe) de développables isotropes conjuguées, qui
découpent alors la congruence (M, A,) (cf. Congruences). Le
déplacement des foyers F(=F', F"') est d’ailléurs donné par

dF = — (- ey ) M+ t3( A, + :P)—ew,F,
1 iy = chyg g+ (1— hog—- 2qu) 9 (hyw=0)

(e ==z t, — ¢ pour F', + ¢.pour F"'), donc
(75) dF = — :(haywo M w.;F) +3ithyy—1—:qy) M+~ :A;—P .

Pour w, = wy =0, chaque foyer F décrit, pour cha(lue courbe
(M, A,), 'aréte de rebroussement isotrope d’une des dévelop-
pables, d’aprés (dF )*=o.

D’autre part, I'expression de la sphére 3B, est

(76) IBy=—Ahgg0g(—s M - 0, Ay) -+ (0 +w3) {thoo—1)M — g, A¢— P}

el, pour w,= o, ZB,=o0 le long des lignes de courbure iso-
tropes (T == w? + wl).

21. Pour les congruences isotropes de cercles, hyy = hyy = 0,
on ne peut terminer la particularisation de notre repére intrin-
séque mobile, les quantités Ay, ha, hay, hay Gtant des invariants
d’aprés (6¢’) et (72): il reste la possibilité d’une rotation arbitraire
autour de G, ), ¢lant déterminé, mais w;, ne 'élant qu'a une
différentielle arbitraive prés.

D’aprés (75), a chaque cercle €, correspondent ses foyers F, et
la congruence isotrope des cercles représente les deux courbes
conjuguées complexes auxquelles appartiennent ces foyers, le
déplacement de chacun d’eux se faisant dans la direction orthogo-
nale a la spheére ‘

(77) D:(h....—l—s([.,).M»l— A, —P (D = D!, D").
D’apreés (56), la sphére B, a alors une expression de forme
(78) By=Lt{(hjy— 1 M-~q,Ay+P},

£ ¢tant fonction de M, comme dans le cas des systémes cycliques,
_et les sphéres B, appartiennent a une congruence (comme pour
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toutes les congruences de cercles avec la propriéié indiquée
au n" 18); B, est naturellement orthogonale aux sphmes D.
Les courbes (F) sont isotropes pour

(79) . Di= 1— 2hgo-~ 2eqy =0,
donc Ay = é, ¢y = 0: les formules (72) donnent alors

I S
(80) hopw=hi1= hyy= 5 hiy=hy=qy=o0, [0/®,—@,®)]=o0,

¢t Pon a maintenant

I
/. =@y g s, Ny = 5 Wy = a0y + g1y
(81) ‘
=L, P
= 2()., fia = " W,
( 82) D:—éM—esA.,——P, B, = .»;[(-gmmp).

e déplacement de B, est donné, a un facteur pres, par
AM — 2 dP = y (M + 2P ) —2(g,w,+ q,0,)A,;
la sphére B, reste fixe pour
(83) ¢qi=gqs=0 ou 1 =0, o= ém.,, M = 2 dP:
c’est le cas d’une congruence paratactique de cercles C,, les

foyers F décrivant deux droites isotropes non coplanaires.

VII. — Congruences nbrmllu et isotropes.

22. 1l reste a examiner le cas A = p = o laiss¢ de coté au n° 19,
c¢’est-a-dire

(84) Wy == 0, woe = O.
Les conditions d’intégrabilité traduisant w), = o0, w,,= o, for-
mules (36) détaillées en (36') et (36" ), donnant ici

(85) hor= hya= o, hyy = has = — hy,. hyy= hy = o.

on voit que

(86)  ra= hyay, = haoy— hyoy, s = Ray Wy — Mgy w3,
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Les formules de variation du repére

=4

N
= gwu,. GWy = gy €130, Gg = LWy — e 150,

o7

S
fin = — & M. O = — & €. Ohy = — &hy — €2y

(87) |
se réduisent aux conditions
‘“7” Shy=—2ghu,. a/llo"‘—‘—"lA'hlu'-~~el-z/lzug Shyy=—2ghy—eshi,.

Le rappopt o RBa) oo e vrende
s apport — etant mmvariant, on pourra prendre en

o
général
(RR) Trgo = 1. hyw= o, /iy, invariant ;

alors & == 0. ¢y3== 0, un repére intrinséque osculateur st obtenu.
Il reste les cas

(8g) Jogw == 0, hyo= o, fesy =1
ot 'on a encore un repére osculateur: pour

)
0

Qo) Jove == sy = 0, oo =

congruences de cercles orthogonaur @ un faisceau linéaire de
spheres, le repére peul encore subir une rotation arbitraire, et
st hyo= o, lamasse de M reste aussi arbitraire.

Dans tous les cus. la congruence (M, A,) possede @ la fois les
propricteés des congruences normales et celles des congruences
isotropes; d’aprées

1) | wymy | = o, dAy=—w(hyM +P)

il sagit d'une congruence de trajectoires de o' sphres A,. Les
conditions d'intégrabilité, réduites a

(.)'" = ’V,"’“ }
oy = lywy - wam, |,
o, =!ymy— 0o,
7_' = 7':0[ [ONNOTY }.
Q2 o
o =—hw| ol
o' o= {200 0y Aoy o |,
Tl’l = l hoo. yAST R (')|2(hgu wo— Jigy 0y )1'

Ta = Moo 020 —Z(_llgn wo— Moo m2)],
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¢crites pour éire valables dans les différents cas, sont assez simples
pour qu'on en lire aussitdt les renscignements nécessaires aux
problémes particuliers qu’on peut cnvisager.

La comparaison avee les invariants cuclidiens se fera aussi sans
peine, comme précédemment, la nouvelle expression de o nécessi-
tant les formules (24) en v;; nous ne donnerons pas ces caleuls,

Les formes W,, T, sont identiquement nulles et expression
de B, ¢st donnée par .

IB. = Jianwg ) A,

donc IB,=0 ou B,= A,. suivanl les déplacements considérés

et pour hiyy £ 0).

VIII. — Indications pour d’autres études.
23. Le point J de Ay, commun aux cercles osculateurs €y et €,
(n" 8). satisfait aux conditions

J G=J (A, —p M)=o0, J G ~J' (A p.M)=o,
d’out son expression

{939 Jz—l)(p?—‘—fj)M—-PgAl -pr1Ay-P.

Le point T de A,, tel que, pour w,= o, I'on ait T dA,= o, est
donné par

{ (”I) cT = — E‘( ;ﬁzhﬁ el ‘J.“'h%._,\M - )»‘ll.(:.l./lr“gA| - IlulAg)-+- )ﬁ‘y.‘-’P,

¢ étant un coefficient numérique. Si la congruence (M, A,) csl
normale, ce point est le second point de contact avee son enve-
loppe de la sphére A, enveloppant déja, en M, une surface
(M., A, A;): on pourra alors prendre

C9t) T=— _')(/:;—;, +— I3 OIM 4+ M A = hy A, P

Quand on ¢tudie une seule surface. on est conduit a utiliser, ¢n
chaque point de celle-ci, un cercle normal 9T, portant le pole W
d’un repére intrinséque, au lieu du cercle C, et du pdle P que
‘nous employons ici pour le cas général et pour les o' surfaces
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orthogonales a une congruence normale: sur la surface. W élail
détini par W M == 0. Nous définirons plus généralement un
point W de A, par la condition W|dM =0 pour m,==0: on
trouve alors pour Fexpressiou de ce point

XN W - —‘];(1/? Cg3M—qg A — . A, P.

Les coefticients de M, A,. A, dans J, T, W sonl liés, dans le
cas général. par les deux premiéres équations (367) du n® 135, sim-
plifides en (57) pour le cas d'une congruence normale: on voit que
pulll‘

1= a0y W =P.

. ) .
o | /I||-"'/l!. /ln-_»" 2P 2d — :‘I'fr I’::)M :

on détinil une congruence normale telle que chaque surface ortho-
gonale soit rapportée aux repéres intrinséques choisis comme si
elle était seule (ef. These. ou le repere est datlleurs orienté sui-
vant les lignes de courbure). Ona alors [zw,] =: 0. donc m, = o ().

24. Le but des remarques précédentes était de préciser la signi-
lication de certains invariants ou de relations remarquables. Nous
voulons un peu insister aussi sur un principe de classification des
congruences: une fois le repére fixé, les ¢léments géométriques
invariants sont fonctions de M, donc dépendent en général de
trois parameétres: on obtiendra des congruences particulicres en
exprimant que certains ¢léments. ou seulement leurs positions.
dépendent d'un nombre moindre de parameétres.

Soit par exemple V une sphére (ou point) dont le déplacement.
dans ces conditions, est donné par une expression de la forme

AV = VM - XA :;P CF =000, 90,

les 4y i b étant des formes de Pfaff; si la norme de V est cons-
tante, V1 dV =o. ¢t si cette constante est différente de zéro.
dV cst privé de terme en Vi pour une sphére non normée, ou une
sphére-point, le terme en 'V oexiste généralement.

(') Je pense revenir sur ce sujet pour le traiter plus en détail.
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Si Vest un ¢lément fixe, dV=10 ou ¢ =9, = L =01 si Vsl
seulement de position fixe, on doit traduire [dV.V ]| = o.

Si V dépend d’un seul parameétre. d et 4 étant deux symboles de
différentiation arbitraires, on a [dV.dV]|= o, c’est-a-dire que la
condition nécessaire et suffisante est 'annulation de tous les pro-

duits extérieurs deux a deux des formes de Pfaft ¢, 4, ¢ si seule
la position de V ne dépend que d'un paramétre, les conditions
sont fournies par [0V.dV.V]= o.

De méme, si V dépend de deux parameétres, pour des symboles
d, é. d de différentiations arbitraires, on aura [dV.0V.dV|= o,
soit Pannulation de tous les produits extérieurs trois a trois de 4.
i b [0V.8V.dV.V]=o0 traduit que la position de V dépend
seulement de deux paramétres.

Appliquons ces remarques aux cas simples de A, et P; A, ne
peut étre fixe st M dépend de trois paramétres: les conditions

[?)Ao.rlA‘, I = U,
ou

[wane] = Howews] = w{wgw; | = 2 newy ] =l new | = rpfwimy] = o,

sont satisfaites pour A =p =0, hy, = hys=o0; I'on retrouve le
cas du n® 22, soit une congruence normale a o' sphéres A,.
La sphére A, dépend de deux paramétres pour

[ l)Ao . SAo . dA.o | =0
ou

Aoy | = rufwemiwe] = A fewemy | = | fawew ] =0,

soit (en dehors de » = . = o déja traité) A = o, hya= 0, ou p=o,
hyy = 0} les formules (36”) du n® 15 montrent qu’alors p, =0, ou
p1=0; on connait la signification géométrique de ces condi-
tions (').

(') Pour % =0, hy,— o, par exemple, les lignes (M, A,) sont lignes de cour-
bure doubles de (M, A /A,); la sphére A, contient le cercle osculateur ¢,,
A, touche son enveloppe aux points

—;(t';+t§)M:c1,A,+t,A,+P, avec  at,= hg, L L1 2Dy

inverses par rapport a ¢,.
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Pour P. les cas suivants sont a considérer @ ;= v = 0. P tixe.
ou ;== o0y £ o, P de position fixe, cas faciles a ¢tadier;

:TAI"AI I = 0, { /‘l =0,

ou |n;nj] = o seulement, sclon (ue P, ou sa position, dépend d’un
paramétre: | n,myny | = 0. |mivjy ] == 0, ou [n,n,n:] = o. pour P.
ou sa position. dépendant de deux parameétres. Nous ne poursui-
vrons pas ces études.

IV est plus difficile d’exprimer de facon invariante les conditions
analogues pour un élément autre qu'une sphére. Pour le cercle C,
en particulier, si la variation est a deux paramétres. la congruence
(M, A,) obtenue est nécessairement celle de ces cercles €, ; on est
en effet amené a annuler les produits extérieurs trois a trois des
formes ;. wa. 71y, 72, d’'ot les conditions nécessaires et suffi-
santes Ay = hy, = o.

En dehors de ce cas. les cercles €, appartiennent a un com-
plexe, etil serait intéressant de reprendre Uétude des congruences
de courbes en prenant pour ¢lément générateur non plus le
point M. mais le cercle osculateur @, (ou encore ses foyers F).

25. Un procédé d’étude un peu différent consisterait a employer,
an licuw d’un vepére pentasphérique, un repére euclidien m(sa;),
ou simili-repére; ce repére étant normé avec la valeur de o cal-
culée dans les divers cas rencontrés, ce procédé rameéne I'étude du
systéme w, =0, w;+ o] +w;=o0 (note du n’ 7) a celui des
formes ow,, 7?(w? + w? + } ) normées; cette méthode differe peu
de celle qui consiste a étudier les formes pw,, p*(w) + o} + o} ).
2 étant un facteur arbitraire, et former ensuite les invariants indé-
pendants de p. par élimination de ce facteur et de ses dérivées ().
Nous nfavons pas cru utile de développer ict les méthodes de déri-
vation géométrique par rapport au point variable M: comme en
géomélrie projective (cf. Congruences), quand la masse de cet
¢lément variable n'est pas fixée, cela crée des difficultés et néces-

(') On retrouvera ces méthodes dans nos Mémoires :

Egquivalences de formes et d’équations différentielles par les transforma-
tions a variables separees (L’'Enseignement mathématique, t. XXVII, n** §-5-6,
1028). — Application a la représentation conforme des transformations ¢
variables séparées (L’Enseignement mathématique, t. XXX, n>* 1-2-3, 1931).
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siterait alors I'établissement de procédés généraux de calcul (').
Quand la masse o de M est fixée de fagon invariante, et les formes
de Pfaff y, w;;, n; ramenées a des formes linéaires en w;, il 0’y a
par contre aucune différence sensible a opérer sur ces formes et
les w; ou, dans le domaine différenticl, 4 opérer sur un systeme
linéaire de spheéres avec la base A, A,, A,; les combinaisons sont
les mémes qu’en calcul vectoriel, avec trois vecteurs de base uni-
taires et rectangulaires, et nous nous contentons, par exemple, de
signaler I'analogie compléte de formes comme

2= Z[niw;} et rotQ=3(H; A\ A;).

en empruntant les notations du calcul vectoriel; répéter, sous une
autre forme, pour le calcul pfaftien, les opérations vectorielles ou
tensorielles, n’était du reste pas nécessaire pour 'objet limité de
cette étude.

(') Certaines remarques sur ces procédés de calcul sont présentées dans notre
Theése.




