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SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TROISIEME ORDRE,
A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES ;

Par M. Maurice Coissarn.

Il s’agit ici des équations du troisiéme ordre, non linéaires (&).
qui ont un systéme triple de caractéristiques possédant le nombre
maximum d’invariants. Nous montrerons que leurs surfaces int¢-
grales sont engendrées par des multiplicités caractéristiques de
Cauchy dépendant de sept constantes arbitraires, et nous verrons
que l'on peut, sans intégrations supplémentaires, associer ces der-
niéres de maniére a constituer les intégrales. Nous établirons de
plus que les (&) sont les seules équations du troisiéme ordre dont
les trois systémes de caractéristiques sont confondus, (E), non
linéaires, qui soient intégrables par la méthode de Darboux ('). On
voit les analogies avec les équations du second ordre, dites de
M. Goursat (?). Dans tout ce qui suit, nous avons utilisé la méthode
des faisceaux de transformations infinitésimales, due a M. Vessiot
et développée par lui dans le Bulletin (t. 52, 1924, p. 336-395).

1. Par hypothése I'équation (E) a = ¢(=, v, 3, p,q, 1,5, .3, ¥, 9)
, : o e do . 0 .
est telle que I'équation en p @ p? + p? a6 M ¢’_$ + d_z = 0 ait une
racine triple m. La fonction ¢ est donc solution de I’équation aux
différentielles totales

(1) dy +3md3+3m2dy + m3ds =o.

(1) Les points essentiels de cette étude ont fait I'objet d’'une Note aux Comptes
rendus de U’Académie des Sciences, t. 190, 1930, p. 2098.

(*) E. Goursat, Legons sur Uintégration des équations auzx dérivées partielles
du deuziéme ordre, t. {, p. 205, et t. 2, p. 164-171.
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Les conditions d’intégrabilité sont

(2) -’)-m —a2m f)»”—L =0 t Jm 297
1)~(- a3 ¢ 98 m? ()3

Si 'on pose m=¢+3mB+ 3m?y+ m?*s, (1) devient
(1") drn=3dm(3+ 2my~+ m28).

Alors, ou bien dm = o, (E) est linéaire, et est de la forme
a—+3mpB +3m?*y+ m*3 + n=o0 ou m et n sont deux fonctions
arbitraires de z, y,... s, t; ou bien dm est différent de zéro et (1')
s'intégre en posant m+ 3¢ =o0; B+ 2my + m2d + ;)Tt = o0, ou
¢ est une fonction arbitraire de z, y, 5, ..., s, t, m. (E) s’obtient
donc alors en ¢liminant m entre les deux équations

2+3m3+3miy+m3&+3¢=o,

e ()‘p
3 p 2 - == 0.
34+zmy+m 8-4—() o

2. L'intégration de I’équation (E) revient a celle du faisceau (F) :

A LY L
x_dz+sz+ dp+‘r}q+?c)r+‘ds+7_’
o . of o 9 L Lof f 5.

J
Rk B PRy sl riask Mk b skl

R A

(F)

Les caractéristiques de Monge de (E) sont les trajectoires des
transformations singuliéres de F. Ces transformations singuliéres
forment un sous-faisceau singulier (S), ou { P, Q, H},

(S) P=X+mY+ Y9B; Q=C—2mB; H=D—mC+ m2B,
Qm et Hm sont nuls par suite de (2).

Pour étudier (S) lorsque (E) n’est pas linéaire, prenons m
comme variable a la place de 3. 51 1’on pose

Lol e (n st
- f 0f f ()f WY _ I 0f
Y'_d)'+q E dmz'_Yo—Eﬁ or’
S|—()'Z‘2m‘—)'[v H1_r)‘_f— df”' f

~ s ar T ot ds r)r
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et v, =7y -+ md, P devient par le changement de variables

_ o R,
——X|+mY;~%—ibl+Y1H|+ Pm’—)ﬁ—-P,+Pm()—m,
ou

J . . -\
P,J'——t *3(Y1¢ +‘([S|¢+OH14‘)

2y

Jm?

Pm=—
29+

Q devient” et H devient 4 — m ¥ / - On a les relations

‘H Q)—I”?ﬁ'![-;- 3H, Y ﬂ l)f 2)—T—H + IPm r)f
T N 2y dm’ oy’ == Iy am”
21+ 55
Jm?

Si H,y 3£ o, le premier dérivé S' de S est de degré 5 et il com-
prend f Quand nous formerons les dérivés de S! nous aurons,
entre autres. a introduire successivement les transformations

<H ﬂ):S,, (s,,ﬂ-)=z‘())_/;, <X0+mYo,(%> =Y.

Y om Jam

Il en résulte que S n’aura aucun invariant. Si H, ¢ estnul, c’est-
a-dire sir,s, t n’entrent dans ¢ que par les combinaisons p = r + ms
et o =s+ mt, S' est alors de degré 4. Comme on a

/)f 02 Pm l)f
r)‘( - 87- om’

. ) 2P .
on verrait, comme plus haut, que si £— n’est pas nul, S? dérivé
) p q P I

v}
de S' contenant —f—, S n’aurait encore aucun invariant. Comme
_ 2P
Pm est alors une fonction homographique de y, pour que T_fn
1

soit nul, il faut et il suffit que Pm ne dépende pas de y,. En
remarquant que H, (%% = (H.. ;Tf:) ¢ =3S5,¢ on devra avoir la
condition Pm — S, ¢ = o, ou la condition équivalente

(3) D, % ’)“’ —3Y,4=o,
ou
D,=X,+mY, q’S,+S,¢ f
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St estalors{ D,, H,, % ')'/% Il est complet.

Prenons, en cffet, comme nouvelles variables a la place de
r,s, t; p, o, ¢ sans changer les autres. ¢ devient une fonction ¢ des
8 variables ¢ : z, y. z, p. ¢, p, o, m. Posons

9 l)f l)f < 43 A
L= ¥ el i +(m.’)’ﬂ.,;+cb 1/);)~9-,
_ N f r}/ =df
Y= ;), TG, o, TS
!
s=""_n, e Y_,Y _s3¥,
4 de g ()p r)o
M — l)/ of

. . dJd
Comme par ce changement de variables, H, devient d_: el que

D, devient
D= +mY+s2_—_MYS + SN,

“la propriété est bien démontrée, puisque le crochet (3‘—{. (D) est
nul. De plus, comme Y, devient Y+ 2 et que{%—{t devient ML +¢tS

on voit que la condition (3) se décompose dans les deux conditions

4. DMy —3YL =o,
(5 DSY —32% =o.

On voit donc, en résumé, que S n’aura des incariants que si S'
est complet et il en aura alors sept, qui avec les variables précé-
dentes seront les sept invariants de 4. Pour qu’il en soit ainsi
la fonction ¢ des huit variables ¢ doit satisfaire a (4) et (5) qui
sont deux équations du second ordre, linéaires, et & caractéris-
. tiques linéaires. Les trois solutions, ¢, fonction uniquement, soit
de x, soitde g, soit de m, sont en évidence et toute transformation
de contact appliquée aux équations obtenues de cette maniére
donnera des équations ( &).

3. Considérons une équation (E) non linéaire ou ¢ ne dépend
que des variables ¢. Si I'on transforme F en prenant les nouvelles
variebles o' : z, y, 3, p, ¢, p, @, ¢, m, y, d toute multiplicité¢ M,



— 145 —

intégrale de F admettra deux transformations ‘U, W' de la forme

U=L+sL+(F—-my+as)8 + vy ’))C +adlt + b :jl — ’){,
(

W=y @2 (vamivans 3% vam v o,

< ) () o:, ()0

ou les a, ..., ¢ sont des fonctions des variables ¢'. Par suite
toute multiplicité M, déduite de M, en la raccourcissant des ¢lé-
ments ¢, y, ¢ admettra deux transformations de la forme

U=+ ul +vS - wIN,

WUW=Y+u'2+ 'S 1IN,

ot les w, ..., & seront des fonctions des variables ¢.

. . i : N . . . .

I, est donc une intégrale & deur dimensions du faisceau
G &Y, 2,8, . Réciproquement soit une telle multiplicité
qu’on peut mettre sous la forme

3=25(ur,)), p=Pir ), . m = M(ux,y).

Comme elle admet les deux transformations U, W, on aura
sur elle

J3,
p:;::p.; qg=4qi; u=s; w=t,; o= ri+ ms,.
3 == § 4+ miy: 31+ amy +m2o, 4+ MY+ 4, SY = o,

A +2m3 + m2y = m[OT‘L?;—F /,LSE]—3$.

Donc 3, est intégrale de (E) et la multiplicité considérée est
une M,. L'intégration de (E) revient donc. a celle de G. Les for-
mules de structure de celui-ci sont, en posant

a=mMy+s8SY—3%; b=0MY et =3 T:
9 9 9
(L‘E,‘\J;_—a— b;l———(‘ya—l—ﬂjb)d

_fl',wy_m)f—ﬁ— —(3.(’—1—.2/1) /
op
(&, 8)=m ’)/ S‘a’)f (x, 3K)——-—d’df ')n.u’)/
ap Jz Jap Jz’
. Jdf Jaf - Jdf Jf
A —_— o/_t ) =L . | — & (A
(Y.2) ()z+(2’ }’Md_:’ (Y, ) T Sbt)p’
13,3]1):911[).‘»)'(’ (Q.LS\,:S(rf)![;
dg’ dz

. Jf _If o R 1A
[ b . Y s ") — o -
(2,0n) = an 7]1.(")?, (S, M) = 20

LXI. 10
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¢’est un faiscean involutif de genre 2. Il jouit de la propriété sui-
vante @ pour que G posséde une transformation distinguée il
Sfaut et il suffit que § satisfasse a (4) et (5), c'est-a-dire qu’il
Saut et il suffit que (K) soit une (&). La transformation dis-
tinguée sera alors (. Si Pon éerit en effet que les coefficients

A

] \tl-'—)'[‘)txul' Is s solent " dans ]
de 5~ et de == sont nuls quels que soient @, .... a; dans le cro-
chet (UL, AL, ou

U=t;& +aY + a3 +a, & +a;IMN,
W=a\Z+a,Y+ a2+ a8+ a,IN,

on obtient les relations
ity = may, a=sa,, u,,:——m@n,, a;= IS',T;m.

S'il existe une transformation distinguée, ce scra bien : et cn
¢erivant que le coefficient de %—g dans (U, W) est ndl quels que
solent &, ..., @ on retrouve les conditions nécessaires et suffi-
santes (4) et (3).

Les maultiplicités I, seront alors engendrées par des multipli-
cités caractéristiques de Cauchy I, trajectoires de @, dépendant
de sept constantes-arbitraires. Introduisons le systéme d’invariants
de @ : ¥4, 3. Pos o, Pos Tos My, fondamental pour & = z,. St on

les prend comme nouvelles variables v, la loi d’association de ces
sept paramétres ¢, qui définissent les caractéristiques sera obtenue
en cherchant Uintégrale générale du faisceau réduit

Gy | Yo, 20, Sy, Mo |

Or la multiplicité 2 une dimension, la plus générale, admettant la

transformation
Uy = Yo+ 1) 2y + vy So+ wy M,

est de la forme (6), ou F, G, R sont trois fonctions arbitraires,

3=F(y); pPe=G(0); qe=F(n);
Po= R(}o) -+ mOG'(J’O); Go = G'(}’o) -+ m, F”(_)'o):
(6) R'(yy) +2moG"(yo) + m3F" ()

d‘b ’ ’ "
-+ ;)7'1(‘20,}'0, F, G, F ) B, G, F y "l“) = 0.

Telles sont, en revenant aux variables ¢, les équations des mul-
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uplicités I, les plus générales, intégrales de &. En faisant 2 =
dans (6) on voit que le probléme de Cauchy est en évidence. A
tout élément de contact du second ordre (e), de coordonnées z,,
D1y 31y - Iyy 814 8y correspondent une infinité de M, de coor-
données

(7)) Yo= W1, Sy = 31, ces o= TI1-+ My$;; Ty = $; + Mmuly,

la derniére coordonnée m, étant arbitraire. Elles engendrent une
multiplicité a deux dimensions 1L, intégrale de G, car les équﬂ-
(H A
toute orientation du second ordre d’éléments (¢) correspond par
les formules (6) une I, qui a en commun avec chaque I,
une JN,. De chaque I, comme de chaque I, ou I, on peut
déduire des mulllpllClléb m),, m, ou m, au-sens de la théorie des

tions (7) qui la définissent représentent une intégrale de | (¥,

transformations de contact d’¢léments x, y, 3, p, ¢, dont clles sont
les prolongements. On voit alors qu’a l'orientation considérée
correspondra une m, ayantavec chacune des m, associée a chaque
élément (e) une m;, commune. Par suite si les m, ont pour
supports des surfaces s,, aux o' éléments (e) de l'orientation
correspondront ' surfaces s, dont I'enveloppe sera une surface s,,
intégrale de &, support de la I, considérée. Si I'on applique
cette théorie au cas on ¢ ne dépend que de m, on voit aisément
que la surface intégrale la plus générale sera I'enveloppe de la
famille suivante de surfaces, dépendant du paramétre a,

z+rxr[aG' (a)— G(a)]+ylaF"(a)—F(a)]— J; R(a)—xyG'(a)

Vi, 13' y—a " a? ., , .
- ?)-‘-»I (a) -;y( - >—+—ul< (a)—_;F(a)——l‘(a)—o.

4. Revenons au sous-faisceau singulier S de F écrit avec les
variables z. ¥, ..., B8, v, 6. On a les formules
(H, Q) =o; (H,P)=Pm.Q + HY3.B,
(Q,P)=T=H,+(2Pm+QY3)B,
H'| s’écrivant comme H,. On a

HY? =(H,Y)s + YHy =H 3

Si (E) n’est pas linéaire et si HY ¢ = H| ¢ = — 3H,{ n’est pas
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nul, S n’a aucun invariant. Si E est linéaire et si H| ¢ 7 0, on voit
facilement que S aura au plus un invariant du premier ordre.
Supposons donc HY ¢ = o. Le premier dérivé S' {P, H, Q, T }est
de degré 4 et 'on a les relations

(H, T)=QPm.Q, (Q, T)=4QP m.B,
(T.P)=@BPm+QY)S| + QPm.Y +[(Q,P)Yo — P(2Pm + QY ¢)|B.

Pour que S!' soit complet on devra avoir les conditions

(R) QPm =o;
€9) 3Pm+QYz =w=o0;
(10 (Q.P)Ys —P(2Pm+QYo)=A =o.

On ¢tabit d’ailleurs facilement la relation

(11) 3QPm — 2Bmuw = o,

Restent done les conditions (g) et (10). Dans le cas des équa-
tions non linéaires la condition () seule est nécessaire et suffi-
sante, car en prenant m comme variable a la place de B (q) s’éeril

W—S,q;:u,

condition qui, on I'a vu, entrainait S' complet. Iln’en est pas ainsi
dans le cas des équations linéaires; o peut étre nul sans que A le
soit (exemple : « = ¢) et en étudiant les dérivés successifs de S,
on montre que celui-ci peut avoir au plus un invariant du sccond
ordre. De méme A peut étre nul sans que o le soit (exemple a = ).
On démontrerait dans ce cas que S a au plus deux invariants du
second ordre et un du troisiéme.

Enfin signalons que si (g) et (10) sont vérifiées il y aura aloes
quatre invariants du second ordre et trois du troisiéme.. Les (E)
appartiennent alors a la classe connue des équations linéaires du
troisiéme ordre dont les surfaces intégrales sont ou bien engendrées
par o' courbes prises arbitrairement dans une famille de oo
courbes C; ou bien sont les enveloppes de o' surfaces prises arbi-
trairement dans une famille de o' surfaces S.

3. L’involution générale de degré 2 de F est } U, U, | :

o

Ui=P ~ 1o Q + oo H; Uy=Y 4+ tyB+0,Q +w,H,
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On peut prolonger toute multiplicité M, intégrale de F par les
¢léments ug, ¢o., @y qui. sur elle, sont respectivement égaux, en
posant

W o N 0%

+~m== aMv 4+ mMa, M& et —o
or r{ V ' ’ f)}’

Les multiplicités M) ainsi obtenues sont les intégrales du
faisceau I, : . .
Caf of  af)

I \ J S8 A,
1) Uu, Uiy, iy’ ()v(.’ aw, §

On a les relations

(U,,Up)=2Uj—ayB—5,Q — C, I,
on

‘ r=—(Ym—+ u,Bm); by=2nvy+wyPm; Co= Ay
(1) ay=Y22 +1uy(BYo—3Ym)—3uiBm
+ eo(2Pm +QYo)+ w,HY 3.

L'involution générale de degré 2 de F, sera alors :

U._I,—e—n,lh‘o—o—t,’)w",

. ()f «)/' t)j
» . .9
lJ’ =1 ! “ Jdu, o N i Jdw,

1

ot

) )
PreUsran Ly,  Po=U,—b, 2L L.
du, dug

On peut de méme prolonger les M} par les éléments u,, ¢, w,

quisur elles sont égaux a Me,, Mw, et %%’

D’une maniére générale, on établit facilement, par un raisonne-
ment de récurrence, que les Mj*' obtenues en prolongeant
n +1 fois les My par les éléments w,, vy Wo. - ..y Un_yy On_yy
Woys Uy Cuy Wy O Uy, vy, W, sont sur les M égaux a Mo, _,,

D)W, . .
Mw,_, et '—-#', sont intégrales du faisceau
. - (_ .

L Lodf of  of )
l n-1\ ? Um L‘na f)l—l", ;)'(;,-I’ ’)T’” S'

ou l'on a

Jaif o af

Eyennmt]

Uy=P,+u, n
don_y -

-+ Wy, df

U, =P, + u, -+ Vn
" " Mty Don_q Iwn_y

10%
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¢l
af af Al
Po=U,—1+a,—y ——; P,=U,_,— b, e — o ——
n "n—1 " I)H,,_v.| ’ n n--4{ n—1 ’)"u-—l " -1 ”‘." |
La relation
. - - af ) A
l\U//, U,,): /.U,,—(l,, . — b, — — Cu . )
71— [ — v,y
ou
s =P, b, = P’” aAn_y— hb, 4 i
ety —y N
([3) +I’ll<++3A>+“I1(')+“'/l'{\ iz
Dt —y
byu= P, 0y —repg 4200, Cp=hw,,

permel d'établiv que involution générale de degré 2 de F,_, sera
: l—'u+|7 U,,. 1 :

Relativement aux «,. nous allons établir, en supposant HY & nul
pour stmplifier, que

da, da, Ja,

’ ’
/lw,,_/,__, av, —p—1 Ju n—p

ne dépendent sculement que des variables w,, ¢4 i .. 0w, .
Cpis Wit Up. les variables . . ... d étant sous-entendues. Véri-
fions-le ’abord quand p est nul. On a

. da,, dea, - Jdan—s . da N
aH =T = = = — Iny.,
: du, I At jy—s 2
Ja . N
=i ne dépend bien que de #,. On a de méme :
) n
. da, dan—y N
15 = —w(n22)
{19) W,y 70 - ninc2)
el par suile
R da da ) 5
(16) L= (n—1)ho.
AWy Jdwy
Mais comme
Y Hag—Pm 2% o ueQPm + Prm —
17 —_— = —_— —_— = — L),
(17) dw, 0 du, 0 ’
da,

la propriété est bien établie pour (n21). Enfinona

I =y

dan Ja,—y da,_4
—_— = —2A
e — dn—s dUy—y

(18)

+3(Pyh—22)+ Uw)nzo)
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ct

(19) day = Qap+ (Y + uoB)(‘sz-b-QY?)—z).()—@ “+2(Pyn —22).
vy duy

Les termes ajoutés a %‘? dans (18) ne dépendant que de w,
n=x
et (:Z,' étant nul, la propriété est bien vérifiée. Admettons mainte-
[}

nant que la propriété énoncée plus haut est vérifiée jusqu’a I'ordre
p —1 et démontrons qu’elle Uest jusqu’a 'ordre p, ce qui en éta-
blira la généralité. Des hypotheéses faites il résulte que l'on aura :

a2 Ay

da, da,—y ‘
" Qun—p du,

( ‘)0) — 4 ()au—i
du n—p Ju n—p—1

g
” du n—p

(1sp<n—i.

da,—y

dans (20) dépendant au plus de la
M p—p—i

Le terme ajouté a

. da , . . .
variable uw, el =2 ne dépendant ni de ¢,, ni de w,, on voit en
/ Jit, p » /

donnant a n dans (20) les valeurs n — 1, n—2, p + 2 que la pro-

. ) . . - dap
priété est bien vérifiée pour T

« En se servant de ce résultat et
n—p
¢n raisonnant d’une maniére analogue, on étendrait la propriéié

Ja A A
—"— grace a la formule
()Vu—-p—l
da dan— , Oan—
(21) n — n—14 + P[) n—i
. ()Vn——p—i an—p—z dvn—p—
Na,— . dan—
+ up, 2 g (1<p < n—1n),
. ()"n—p——i dup——i ’)un—p—i -

de méme a d_wdTa:"__:’ au moyen des formules
—p
(22) d:’v“_ = ’%‘i_; + P, d’;:’ . d:’::li:;:lo AP — 2 — 1, QP m
+ Py(Pyh — 22— (Pyh — ‘m% _1%‘:2—:’: (n> ),
08) gt = S P Ty
— )(T‘:“ti—l —(Pyn — >.~:){‘)’Z:_‘]" (28p<n—a).

6. Les caractéristiques d’ordre n + 4 de (E) sont les intégrales
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a une dimension du sous-faisceau singulier

/)f ()j ()/

Y
S {Puar=U,+ «a .
nelg e ! T don’ dw,

de ¥, 4. S,,, posséde déja les invariants de S,. proposons-nous
de voir ¢'il peut en fournir d’autres. On a les relations

y
("’ ,P,,,,>_m 9.

A, :)u"
i ‘ o Jaf
) =Th.,) = —— 0 —=—  (n21).
(')v” y P, 1) 1 0 Teon —+ ()()"" (n=l)

Stz est nul on a d’ailleurs :

= H 4 (2P m+ QY o) »
duy

On voit que. si HY 9 3£ 0, S,,, ne pouvant fournir d’invariants
supplémentaires, en aura au plus un du premier ordre, si (E)
est linéaire. Supposons donc HY ¢ nul. S;, dérivé de gn+4 sera
de degré 4 et si 'on pose I, , =P, , — (”T,H,, on aura :

of of

'T/‘r'h"/v )'—"’l P P—A,‘,.|;)'—l” (’LZI):
ot
ot o : da da,
(23) ‘\I|I"l = I/l/-» VA — Upow = rlw,,i, -+t ')r)l_t,,: — Upo.
On a d’ailleurs
i
T. )= Al —
( )=o0Q -+ r)u,
on
.. . day
(23) M =Hay+ 2Pm+QYzs ;()—I——Uo(;Pm—i—QYu),

ce qui s’éerit, en tenant compte des formules (11) et (12),

(267 Al= A——zYm(-)—SquPm—A—2—13(3Ym+8uoBm)

En tenant compte des formules (14), (16), (17) on peut écrire :

(27) A=Al +2ndko.

Il en résulte que pour que S, soit complet il faut et il suffit
que S' le soit. Il y aura alors trois invariants d’ordre n —+ 4.
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(E) étant linéaire, o est nul sans que A le soit, S, , n'ayant
que les invariants de S. en aura au plas un du second ordre. Sup-
posons donc w 7 o et posons

o A Ak I

e Jon_, ©  Ju,’
. . A}, l)/.
;. = ”lll‘~| - "nT/')l,| = Pn+(ﬂn— "y et Cp .
: 0] r)u,,
Le¢ deuxieme dérivé
. Jaf r)f
SEo 3.y, They, T3

hets Jum? Gon {

sera de degré 5 01 S} | s'obtiendra en ajoutant a S, :
9 ) )/
r l_‘T/l>|7";_;~|):—f_ (')L A2 "/

dwn_s D y—, I
ou

AI‘I |

2 g / - Al-—
(28) A} = [‘,—',_,(u,,—u,,T)—l’,_"_',

(0]

da
et comme A, et T— ne dépendent que de u,, A}, ne dépendra
”—l

que de u, et v, et 'on aura :

JAG

- [HA“H+(;Pm+QY') "“J,
I

dug

ce qui s’écrit, en tenant compte de (27) et de (26) :

JAZ., ’)Ai

(29) Joq

[HA'+(sz+ QY :o) —‘AﬂQPm.m]

= :A(n +3)QPm.

On formerait de méme S* Ia transformation

n+i

en ‘\|0utant ass

n+

1 p
T —_ 3
r,‘,+| - U_)(TIH—I’ ﬂ;‘l* ! )7

ol
K] —_ y 3
M, =02, —esyTh,.

D’une maniére générale, supposons que le 2p*™" dérivé soit de
la forme

» . . ) J
St AR Ty, o, TRR, ’/ "/ {

f)v,, r)w,, \
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de degré 2p + 3 ou 'on pose :

k—1
o - g af Jf af
30) Tghi'= -——— 4 o — +2A?“_~ —_— kip
( 1 o Ton—rinm P T (A<p),
s=1
k— yor1
25+
(31) T3k, = L S A df (k<p),
O pn_ el ) Qpg—hr =&
S=0
32) AV =Tkv AR P An+T k<
(32) Up—s > —_ (k<p),
N0
hk—2
. ol ) A2 . AR
(33) Aghy'= T33! au— 211,,_s A | Py AR — gy TR
w Jek—s
s=0
(k<p),
p—1
. a
3% G2, = =Py_pp1+ Z“p, —‘L—‘
dun-H—p—o—\
S=0
ol
& 3
, AR e
Ap,s = Apogepis™ Z U g\ —ptes—s' T 2 vn+|—p+.\‘—s‘Ar:+2—p-,-_«"

. S'=0 s'=1
On a posé
a,=a,—v,m.

Ces formules ont été vérifiées pour p =1. Nous allons montrer
que sil'on a
(35 2p—1in,

S"' ' s’obtiendra en ajoutant la transformation (T2? , II2? ), égale

net n+i? n+i

v T2p+' par définition, a S2P . A?P  étant d’autre part, par

n+| n+i

définition, le coefficient de )—L dans T}?+', nous verrons que T2
Ln 3

et AP s'obtiendront en faisant dans (30) et (32) k égal a p +1.

Ces formules seront ainsi démontrées jusqu’a 'ordre p + 1 pour A.
[l est facile de voir d’abord que A2/ et A" ne dépendent

n+ n+\
respectivement que des variables wu,, ..., wi_,, vi_s et u,, ...,
wi_ys, Us_i. Cette propriété est, en effet, vraie pour A}, et A2 |

et en admettant qu’elle 'est jusqu’a I'ordre & — 1, on voit d’apreés

les formules (32), (33), qu’elle I'est encore pour 'ordre A si I'on
’)an . da, dau
dv,,._k_H’ 0w,k U p—feit
ment que des variables wy, ..., Wiy, Ur_s €L WUy, .oy Vi, Uk_y
et que les dérivations des T ne peuvent pas porter sur les A des

formules (32), (33) par suite de la condition (35). Ceci posé, par

remarque que ne dépendent respective-
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suite de (35), on voit que tous les crochets (T2? . T

H=+1{

Yo s <ap
sont nuls. 527" s’obtient bien en ajoutant a 527 la transformation
2/ 2/ J— 20+1 v [
(T2, . 122 y=T ou l'on aura

H+
1a

peeer 9 ___Zf, i
e f)“'ll—[:~-l l)Uu—/: ‘ l“’)”n—p«-x

=1

et en remarquant toujours que, a cause de (35). les dérivations de
T?” ne peuvenl porter sur les A des «, ¢, on en déduit que

n+1\
-

l?'-\' - AI_'IS- 1~ p+s (s < [’)
et que B, égal a AP <’obtient en faisant dans (32) A= p + 1. La

propriété énoncée est donc bien démontrée. On verrait de méme
que, si 2 p<n, on peut a partir de

af  Jd)
saey (g, L.y, 2Ly oL
4y i+ i+ ()v"’ dw, ’
ot 'on a posé
R = U —en) TR,
obtenir 527 en ajoutanta S377! la transformation — (T777 ', 11277
(0]

égale par détinition a T2272, De plus si Pon pose

5052 = WA — ), THE?,
on démontrerait que S277* a la méme forme que 537, ou l'on y
remplace p par p + 1. )

Il résulte de ceci que les formules (30), (31), (32) (33) per-

nettent de définir des S* (H" T! .., T of ')f>, de

n+ A1 S n+1? ()—&",,’ o,
degré k + 3, jusqu’'a ST} inclus. Etudions S;7i. Supposons
d’abord n pair et égal a 2n'. ST} comprendra le crochet
(Tiee), o Tiwtt) eton aura en se reportant aux formules (30), (31),

(32). (33)

SO (T3 0 THD) = Burer yor

ot l'on a

(37) By = IALT ‘ w')t\:iﬁ:i:: . dAiﬁLn.
oWy duy dey—y

De méme si n est égal a 2n'+ 1, SiiT} contiendrait le crochet

" . Jf
« 20'+3 2042 \
( 38) (Tf_,;:':.!. w T221i2> = Bgnq.z m )
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ou
2+ 20+ . 202
. » _ J \in’——'z ‘)Aiu’+2 ')’\‘zn’—o—'z
(39) Bayer = W —w .
dwy_y e, dey

Les formules (3-) et (3¢g) définissent des B, ., de la forme
indiquce tant que n est plus grand que 1. Mais si I'on se reporte
a Sy on devra poser

Jf Jf
1 R W A, P —
(T" wQ A JII.,) B, Ju,’
on -
1

| O
AT —2QPm.w=—8QPm.w=— —;-) Bniw?,

(40) By=HA}-——~(2Pm-:- QYg) —
’)”0
si 'on tient compte de (2¢). De méme, si I'on revient a S., on
devra poser
Ti=H -(2Pm -~ QYo) ’)—/ -+ A2 ’)—, ’
= Cdug cdu,
¢t Fon aura

(Ti, 0T} =B, 2,

“du,
avec

AN JA3
A P Y+~ (P - ! l_ ———":‘{
(41) Ba=HA}+ (2P ne-- QYo) e w o 1By,

en tenant compte de (27) et (29).
D’une maniére générale nous allons montrer que B, ., = a2Bn.

Des formules (32) et (33) on déduit

IAREE AR dAZLY) AR ,
(42) —o =L = AEL gy L g gy L (p21).
ey, Iy duy, vy,
ou
, Pra, Jray, ® Jra, w? Ja,
20 = - W T - w* .
YT dwn gy W, W p—p—y du, - Qp_p Iwp_, Jn—_pdu,
En faisant alors dans (42) p égal a n', n'— 1, .... 1, on voit
qu’on peut écrire
n'
Baywa =2 2 ahy — fwn'+2)QPm |,
p=

en tenant compte de (29). On a de méme
n—1
Boysy = alb 42 Z af —aw(2n’ —3)QPm
p=i
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Mais on a la relation

(43) e A (po-1y,

déduite facilement de (20) et (23). Les formules (20) et (22)
permettent d’établir ¢galement la relation

41 af=a} ;—2n +-1DwQPm.

En tenant compte de (43) et (44) on aura alors

n'
Bowa= 2] &), — E af,~+ af ' — fw(2n =+ 3)QPm | = 2By, ..

p=2

On vérifie de méme que B,, ., = 2B,,. Enfin on vérifie aisément
([l]e
A} oar 0 a, Ly JA3
w = p + w? > — 20

— 2w ———— W
ey w3 Jdwg Ju, Ju? ey,

est égal a 2B,. La propriété B,,,= 2B, est donc vérifice pour
toute valeur de n. De la valeur de B, donnée par (40) on déduit

— gn+i
B = — Bm w2,

nd d—;{—“, on voit
que si E n’est pas linéaire, S,,., ne fournira aucun invariant
nouveau. Les (&) sont donc bien les seules (E) non linéaires
intégrables par la méthode de Darbour. En ce qui concerne
les équations linéaires, B, , étant nul, on voit aisément alors que
Sp.y aura au plus un invariant d’ordre n + 4, J. 1l suffit de
transformer S, ., en prenant J comme variable a la place de u,.

Le dérivé S!7} comprenant la transformation B

n+q




