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SOLUTION CONTINUE LA PLUS GENERALE D'UNE EQUATION
FONCTIONNELLE DE LA THEORIE DES PROBABILITES EN

CHAINE
(NOTE COMPLEMENTAIRE);
Par M. Maurice FrécuEeT.
Introduction. — Je veux ajouter ici un complément & mon

Mémoire « Solution continue... » paru ici méme (t. LX, 1932,
p. 242-280), Mémoire auquel je renverrai sous P'abréviation (Sol.).

J'ai donné dans ce Mémoire la solution continue la plus géné-
rale pour r =2 du systéme des conditions suivantes (Sol., p. 269
ol 242) ¢
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Je veux montrer comment on peut traiter le cas ou r est un
cutier quelconque quand on se limite- aux solutions dérivables
en combinant un théoréme de Kolmogoroff (1) avec les vésultats
obtenus dans mon Mémoire concernant la solution la plus générale
dua systéeme (I, (T'), (L"), (Sol., p. 265). On peut les formuler ainsi :
la solution continue la plus générale, pour r entier quelconque, du
systeme des conditions (1), (T"), (L') et (P') est fournie par les
formules

(0 Pix(s, O) :Z “ii(‘)(lz)h(t)
i

(') Ueber die analytischen Methoden in der Variationsrechnung (Math.
Ann., Band 104, 1931, p. §27). .
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ou Ai(¢) est le coefficient de az(¢) dans le développement du
déterminant d(t) des aji(t), et ou les aji(s) sont des fonctions
continues de s prises arbitrairement parmi celles qui satisfont aux
conditions suivantes : leur déterminant d(¢) est constamment -
positif, les aj,(s) sont 'éganx a 1, les sommes szji(s)l¥ki(t)

{

sont 2o pour s<¢.

Problame a résoudre et solution. — Je me propose de simplifier
la vérification de la derniére condition de facon a ne considérer les
signes que de fonctions d’une seule variable.

Pour ccla, considérons, avec M. Kolmogoroff, les solutions con-
tinues Pz (s, t) qui sont dérivables pour s £ ¢.

Nous allons d’abord montrer qu’elles sont alors nécessairement
dérivables en s et ¢ pour toute valeur commune s, = ¢, de s etde ¢.
En cffet, nous avons montré (Sol., p. 259) que dans toute repré-
sentation de la forme

Pja(s, )= X 2(s) Bri(0),

13

les a;(s) sont des combinaisons linéaires des fonctions Pi(s, u,)
pour sSu, et comme on peut prendre u, arbitraire et en particu-
lier > s,, on voit que Pj; (s, u,) et par suite «; (s) sera dérivable en s
pour s << u,, eten particulicr pour s = s,. On verrait de méme quc
Bki(¢) est dérivable pour ¢ =¢,. Ainsi a«;i(s) et Bj;(¢) sont dévi-
vables en s ct t pour toute valeur s, de s, ¢, de ¢ et par suite
Pji(s, t) est aussi dérivable quels que soient s et.z.
Ceci étant, on voit, cn posant

. Pttt +3)—P,p(t.t
.“/‘k(l)zrlm:) ik( +08) 14 )’
o>

que l'on a
() Z}:a/r(t)@'/.-i(l)
et puisquc ’

' . e o osigE ok,
(2) Ezjl(l)pkl([)— ;l Sij:l(‘,

13

wik(6) = — D) Bra(0).

De plus, en vertu des conditions et des identités a;,(¢) =1 et
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8\ Il
Zaml) Bir(t) =

/

des identités
o siih,
I sif=4A,

déduntes de (2). on a

k o silks=a,
Zﬁ’“')— 1 sik=1,
el par sutle

[
(3) 2‘51,',4(/):—"0.
Tk

Or M. Kolmogoroft a démontré que l'on a
(5) wik(t)2o0 pour jZ Kk, war(t)Zo.

On a, d’autre part. en revenant aux notations «, 0
\Al(t)
1 1) = — t
i*( Z GO~y dct)

Ainsi les «ji(2) sont des fonctions continues dérivables et telles
| puisque d(t) > o] que 'on ait

153) zaj/(’)\ll(t)3>?) pourl?&/‘

pour j = A.
{

Reéciproquement, supposons qu’en outre des conditions mention-
nées plus haut, ces derniéres conditions soient remplies. Alors
expression (1) sera une solution continue et dérivable du systéme
des conditions I, (L), (T"). D’aprés M. Kolmogoroff, elle vérifiera

le svstéme
DPir(s, t)

i :ZWM')PU(‘:”-
i

et les wjr(¢) véritieront (3) et, en vertu de (), les conditions (4).
I’n outre, ce sont les solutions de ce systéme qui pour ¢ —y
prennent en vertu de (L) les valeurs

) . Vo sidA K,
Pir(t, 8) = o osii= k.

Or M. Kolmogoroff a prouvé que de telles solutions sont nécessai-
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rement 2 0. La solution considérée vérifie donc aussi la condi-
tion (P').

En résumé, la solution continue la plus générale vérifiant le
systeme (1), (P'), (L"), (T') parmi celles qui sont dérivables
ensettpoursZt:1° Est aussi dérivable auzx points ous =1t;
2° Peut étre mise sous la forme

v \ Ari(l
Pir(s, t) =2¢1/i(8) ;((‘”)a
i

ot Ayi(t) est le coeffieient de awi(t) dans le développement du
déterminant d(t) des a;i(t) et ou les a;i(s) sont des fonctions
continues et dérivables choisies arbitrairement parmi celles qui
satisfont aux conditions suivantes : leur déterminant d(s) reste
positif, les a;,(s) restent égaurx a 1, et U'on a

" e \ Lo pourj £k,
() P IOTTION S S

i
Par exemple, pour # == 2, on pose
ax(s) = -—a(s), ayy= b(s) lavec a4 (s} = ay(s)=1];
‘on voit qu’on doit avoir
d(sy=a(s)+b(s) >0
et les conditions (5) deviennent ici
a(s)2o,  b'(s)20,

¢’est-a-dire que les fonctions a(s), b(s) sont non décroissantes et
de somme positive. Ce sont les conditions déja trouvées (Sol.,

p. 269).



