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SUR L’EXISTENCE DU POTENTIEL UNIFORME SUR UNE SURFACE
DE RIEMANN QUELCONQUE;

Par M. Orron Nixobnym.

Au cours du II¢ Congres des Mathématiciens roumains a
Turnu Severin, j’ai présenté une méthode nouvelle permettant de
démontrer Pexistence de la solution du probléme de Dirichlet
pour I'équation différentielle

i ):)U i dU 4 JU U
dxz\l'ox )"y \Pay )™ as p;ﬁ.)—_(’ =

ou p(x, ¥, 3), (=, ¥, 3) satisfont a certaines conditions de régu-
larité et aux inégalités

o< x < p< B, 0sqg <y,

o «, B, y sont des constantes. Le domaine du probléme est borné,
d’ailleurs quelconque. La méthode est celle du principe du
minimum simplifiée par Papplication de théorémes trés élémen-
taires concernant 'espace de M. Hilbert a une infinité de dimen-
sions.

Or, j'ai remarqué que, si 'on modifie convenablement la
méthode en question, on peut obtenir une démonstration trés natu-
relle de Pexistence du potentiel uniforme sur une surface de Rie-
mann quelconque.

L démonstration que je présente ici, tout en restant au fond la
méme que celle qui se trouve dans le livre de M. H. Weyl : Die
Idee der Riemannschen Fldche, est débarrassée de tous les arti-
fices y contenus qui, quoique ingénieux, compliquent I'exposé con-
sidérablement.

Pour mettre en évidence la méthode, je ne I'expose que dans le
cas de la surface de Riemann répandue sur le plan de la variable
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complexe. D’une maniére générale, je considére le cas d’une sur-
face 'quelconque séparable et connexe a deux dimensions pourvue
d’une métrique partout localement euclidicnne. Le cas plus général
de la surface abstraite de Riemann-Klein-Weyl peut étre traité par
la méme méthode si, au lien du groupe des mouvements locaux et
cuclidiens, on introduit le groupe des transformations conformes.
Je considére au lieu de I'équation de Laplace
22U U
— - =0

>

ar: ()_}’2

Péquation plus générale du type clliptique

i( ’i[i +’—)< ’—)E>—(U—0
7z \P oz Jv Pl)_)’ 5 =0

ou p, ¢ sonl des fonctions du point de la surface, cette géné-
ralisation ne compliquant pas essentiellement le traitement du pro-
bléme. La méthode s’étend facilement aux espaces a un nombre
fini quelconque de dimensions.

Dans ce qui va suivre, nous emploierons les notations suivantes :

FD désignera la frontiére de 'ensemble D.

E désignera la fermeture de E. c’est-a-dire la somme de
I’ensemble E ¢t de son cnsemble dérivé.

I. — L’espace réel abstrait de M. Hilbert.

1. On appelle ainsi toute classe non vide H d’étres quelconques
(appelés vecteurs) a condition que l? axiomes suivants se trouvent
vérifiés :

e Srg=g+[ 1 [r(g+h)=([+g)~h;
sifrg'=f+g omag=g"Wf+g)=2f+1g:
() f=rf=ufi =00/ 1.f=]

/s &, h désignant des vecteurs el A, u des nombres réels quel-
conques.
J + &, Af représentent des opérations toujours exccutables et
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donnant des veeteurs: [ .= g estune correspondance entre vecteurs
ot vecteurs appelée égalité ot satisfaisant aux conditions usuelles :
= fisifirgionag o fusif zmeetg s hoileneésolie =4

. b

ov

2" [ - 201/ sont des ivariants par rapport a Uégalité des vee-
teurs et eégalite des nombres.

Les axiomes 17 et o impliquent la possibilite de la soustraction
des vecteurs et existence du vecteur nud 5 (unique par rapport a
la notion 'égalité ). caractérise par les formules

VA I o f =0,

s foxl=le S S S 200 V) S =0 équivant a f=1:

N A A A R N At
i Lopération [ /. «] toujours exéentable et donnant  des
nombres véels. est invariante pav rapport & la notion de 'égalite

des veetenars.,

2. En posant | /] = \[7_/7 cten appelant e nombre la norme
de [, on introduit la notion de le limite ’wne suite infinie de
recteurs, en définissant

i/, =/
par lacrelanon
WLw=t1 »o pour n- - =,

La notion de da Limite une fois lixée. on peut se seevie de la
notion de la séparabilite et de celle de la compléteté dans le sens
admis dans la théorie des ensembles.

Voiei maintenant deuy lemmes fondamentavy qqui vont servir de

base pour le contenu du travail.

Lewve | (Géncéralisation d’un théoréme de M. Zarvemba).
Soit Woun sous-espace vectoriel de 1 et soil S un vecteur quel-
conque de W. St Uon suppose que Weest complet, il existe un
vecteur (uniquey [ tel que f1C W et | f— /[0 &"|==0 pour
tout &' ¢ T On o f1|<[ /] ' '

Lesme .o — S0 est un hyperplan de W (eest-a-dive, si
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He. o g H* S He N . N
JeH. g GH on a aussi e € pour tous les nombres
réels \, p, ot A+ p £ 0), et, s H est complet, il existe un vec-
teur unique h ¢ H° tel que | k| est minimum.

Nous n’aurons besoin de ces théorémes que dans le cas on H est
séparable et complet ().

II. — Variété partout localement euclidienne.

I. Soit V un espace topologique, c’est-a-dive un ensemble non
vide d’étres quelconques que nous considérerons au point de vue
des axiomes connus de M. F. Hausdorfl (2).

D’une maniére plus précise nous considérons une correspon-
dance fixée ® faisant correspondre a tout élément P ¢ V une classe
non vide ¢, de sous-ecnsembles de V, appelés voisinages de P ¢t
satisfaisant aux axiomes suivants : '

1" Sia € gp,onaPg a:

2° SI a € ¢p, b€ 9p, il existe un voisinage ¢ de P el que
e alb;

381 agop, Q¢ a, il existe un voisinage ¢ de Q tel
que ¢ C«: '

4S8t Pe V. Qe Vv, P£Q, il existe des voisinages «. b
on g ¢p b ygtels quea.b=o.

Toute correspondance @ satisfaisant aux axiomes ci-dessus sera
appelée correspondance topoforme pour V. Clest cetle corres-
pondance qui caractérise 'espace topologique. (Elle pourrait étre
considérée par définition comme I'espace méme. )

Deux correspondances @, W topoformes pour V s’appellent équi-

(") Pour la démonstration voir par exemple mon travail : Sur un theorénie
de M. S. Zaremba concernant les fonctions harmoniques (a paraitre dans le
Journ. de Math., t. X1I, fasc. I, 1933).

La démonstration du lemme 1I (dans le cas de séparabilité paraitra dans mon
travail Sur le principe du minimum dans un des recueils mathématiques rou-
mains ou seront publiés les travaux du //© Congreés des Mathématiciens rou-
mains. ‘

(*) FeLix HAUSDORFF, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, 1914, p. 213.

LXI. )
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valentes, si la condition suivante est satisfaite : quel que soitP ¢ V
et si ag gp, il existe un voisinage a'€ Yp, tel que a'Ca et,
si b' ¢ Yp, il existe un voisinage b € ¢p, tel que b b'.

Si deux correspondances topoformes sont équivalentes, elles
représentent par définition le méme espace topologique.

2. Supposons que l'espace V= V¢ peut partout étre métrisé
localement de la maniére euclidienne et plane. En voici la signi-
fication :

Il existe une correspondance topoforme ®°, équivalente a @, telle
que tout voisinage de ®° est homéomorphe a un cercle ouvert situé
sur le plan euclidien. On peut attacher a tout voisinage ¢ de ®°
un cercle & ouvert, situé sur le plan euclidien ct une correspon-
dance d’homéomorphie R(¢, k) entre les points de ¢ et ceux de &
telle que, si ¢, et 9, sont deux voisinages de ®°, on ¢,.0,5Z 0, les
correspondances

R(91, k1) [R(32, k)], R (s, ko) [R(p1, ky)]™!

sont des correspondances isométriques ('). Ce sont des mouve-
mouvements euclidiens (conservant 'indicatrice, ou non). Cela
étant pos¢, on peut a tout couple de points A, B situés dans un
méme voisinage ¢ de ®° attacher un nomhre | A, B | appelé distance
de A a B. En effet, on peut poser | A, B| égal a la distance eucli-
dienne des points a, b qui correspondent respectivement a A,
B par la correspondance R(¢, k). — ~N. B. 1l faut fixer une lon-
gueur-unité pour pouvoir mesurer les segments rectilignes du plan
euclidien. On a ainsi partout imposé a V une métrique plane locale

et euclidienne.

3. Soient P, un point de V et p un nombre positif. Appelons
cercle normal centré en P, et de rayon p 'ensemble de tous les
points P tels que | P, P,| <<p, mais dans le cas ou cet ensemble
est homéomorphe a un cercle euclidien.

Or, on peut démontrer que, quel que soit P,, il existe un
nombre p, tel que, si 0 << p << po, il existe un cercle normal centré

(') On a ainsi une fonction « définie » pour tous les voisinages ¢ de ®° et dont
les « valeurs » sont des correspondances.



en P, et de rayon p. On vérifie sans peine (u’il existe une corres-
pondance topoforme, équivalente a ® et telle que tout voisinage
soit un cercle normal. La condition nécessaire et suffisante pour
qu’une suite infinie Py, Py, ..., P,, ... de points de V tende
vers P, est qu’on puisse attacher a chaque cercle normal centré
en P, un indice a partir duquel les points de la suite soient situés
dans ce cercle.

Voila en quoi s’exprime ce que V peal partout étre métrisé
localement de la maniére euclidienne et plane.

4. Soit «® un cercle normal de la variété considérée. Appelons
systeme des coordonnées dans a' toute fonction faisant corres-
pondre d’unc maniére biunivoque et bicontinue a chaque point
de «" un couple ordonné de nombres réels. Nous allons introduire
une classe de systémes des coordonnées pour lout cercle normal.

Soit @" un cercle normal et R(«", &) la correspondance isomé-
trique entre a" et le cercle euclidien A comme plus haut.

Choisissons dans le plan euclidien un systéme ordinaire des
coordonncesrectangulaires et transformons-le de toutes les maniéres
possibles au moyen des relations que voici :

4 . o .
A R ok TP 7P
.r’__ r °
| T %y Aaa )+ Ay,
onu
Lo — 2 FYY 2 _
Ly Loy = Aya Xy = O, ATy ATy == A5 4 Ay =1,

les nombres 2 ¢tant réels. Soit A un des systémes obtenus ainsi
etsoit (%, 7,,) le couple des coordonnées du point p variable du
cercle & (par rapport a A). Soit P le point bien déterminé de a*
auquel correspond le point p. Or, attachons a P le couple des
nombres zp =%, yp=1,. On a obtenu ainsi un systéme local des
coordonnées sur V. Les systémes des coordonnées locaux qu’on
peut obtenir de la maniére indiquée s’appelleront systéemes nor-

maux des coordonnées sur'V.

? deux cercles normaux, tels que a®.al%o et

I, IV des systémes normaux des coordonnées respectives dans a®
et a). Disons que I et I'Y s'accordent bien, s'il existe des
constantes n, m telles que, quel que soit le point B€ a’.a;

3. Soient a, «
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el (., ¥), (., ¥i) ses coordonnées respectivement par rapport
are, T, ona
P TN Y=+ n.

Ou voit aisément que, si 'on s¢ donne deux cercles normaux arbi-
traires @', af tels que «".«a{ £ o et un systéme normal T'® des coor-
données dans a°, il existe toujours un systéme I'Y dans a{ qui
s’accorde bien avec I'v. Si . ), sont des coordonnées variables
pour a} s’accordant bien avee I', il en est de méme pour x, - m’,
4 —=n', ot m/] ' sont des constanles arbitraires.

Abstraction faite de ces constantes additives (d’une translation).
le systéme T9 est déterminé parfaitement par I',

6. Nous admettons encore deux axiomes concernant notre
variéteé :

La variété est séparable.

La variété est connexc.

Il en résulte Pexistence d'un nombre an plus dénombrable de
cercles normaux recouvrant toute la variété V. Ces cercles peuvent
étre choisis de maniére qu’aucun point P ¢ V ne se trouve couverl
par un nombre infini de ces cercles. Dans ce qui va suivre, les
cercles ¢n question seront désignés par @y, @sy ... @y ...
Chaque «, peut étre pourva d’une classe {T,, | des systémes des
coordonnées normaux de maniére que la condition suivante soit
satisfaite : si Pon envisage une suite finie quelconque

Aiyy Qi ooy Ay
de cercles { o, . telle que
Qi #£0 (/.-:1,.‘..\/——1)

ct, si Pon choisitarbitrairement nn systéme I'y appartenant a3 [, !
' "

il existe des systéemes
Iy € )I',,I.L: (h=2», ..., v)
tels que T et I, s’accordent bien. En vertu de la séparabilité de V

les classes {T, | peuvent étre admises au plus dénombrables.
7. Pour donner des exemples des variéiés a deux dimensions
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¢ui peuvent étre mélrisées partout localement de la maniére eucli-
dienne, remarquons que toute surface de Riemann dans le sens
propre du mot (') est une telle surface. Le tore ordinaire peut de
méme étre pourvu d’une métrique partout euclidienne. En effet, il
est homéomorphe a la surface

Ly = COS T, Zy=sing, Iy = cosy, £y=siny

plongée dans I'espace a quatre dimensions (?), et I'on a

dr? < dr3 + dz3 + dre? = de2+ 2.

Le « ruban » de Meebius en ofire aussi un exemple. Remarquons

qu’il est impossible d’attacher a la surface de la sphére ordinaire
une métrique partout localement cuclidienne.

III. — L’équation différentielle et ses invariants.

L. Soit donnée une variété V topologique a deux dimensions,
séparable, connexe et pourvue d’une métrique partout localement
cuclidienne. Considérons un ensemble au_plus dénombrable de
cercles normaux {a,} couvrant V de maniére que tout point ne
soit contenu que dans un ensemble fini de ces cercles. Attachons
a chacun des cercles a, une classe {T, } de systémes normaux
des coordonnées rectangulaires s’accordant bien mutuellement
conformément au n° 6 du paragraphe précédent.

Soit Py un point de V. Considérons I'équation différentielle
partielle
(1) : J <p‘£)+-()—<pdu)—qU:u.

737 Jdy

Jx y

ou p(P), ¢(P) sont des fonctions du point variable P de la

(') En ce qui concerne la définition précise d’une telle surface, voir mon tra-
vail : Sur les surfaces de Riemann des fonctions analytiques d’une variable
(Comptes rendus du I~ Congrés des Mathématiciens des pays slaves, 1929;
Varsovie, 1930, p. 159-165). -

(%) M. E. Cartan, a qui je dois cet exemple, a posé (pendant son cours, pro-
fessé A la Sorbonne en 1926, sur la géométrie différentielle des espaces métriques
de Riemann) le probléme intéressant de déterminer toutes les variétés 4 n dimen-
sions capables d’étre partout métrisées localement d’'une maniére euclidienne.

15%
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variété, définies partout dans un certain voisinage de Po. Suppo-

sons que p(P) y est continu ainsi que les dérivées gf—;, %, la déri-
vation étant exécutée par rapport a un des systémes normaux
considérés des coordonunées locales. Quant a Péquation (1), on
voit aisément qu’elle a un sens indépendant du choix du systéme
normal des coordonnées. En effet, si Uon pose x, =z, £y=1,
NN C r, =y,

- E My 2y + Ay (L=, 20,

Az

ot a;g sont des nombres réels satisfaisant a la condition d’ortho-
gonalité

W
3 (l,'a(l,-:@:(; ou 1,

i=1

suivant le cas, o 2345 ou a=f, on trouve que le membre
gauche de (1) n’altérc pas. En cffet, on a, en se bornant aux fonc-
tions U(P) continunes ainsi que leurs dérivées partielles de deux
premiers ordres,

2

JU JU .
(2) vy .—21).—17:(';1 (F=1.9),
A=}

d’ou .

< “ 2 9

Y IR ~ J JU

Zo‘in‘, <p}),p‘,») _2 1)_, [’)—"F" (I’ «Tr—,) Z ajy a/p].

=1 a=1 3= i=1

¢’est-a-dire

2

> o/ /[ JUD Y/ !_)E_)
24?)?(" I).’I‘,-) kizr).r; \[) Dy

i\ x=1

Nous voyons ainsi que, si Pon a affaire aux fonctions p (P), ¢ (P)
et U(P) définies dans un domaine ouvert de la variété V et suffi-
samment réguliéres, Péquation (1) posséde un sens bien déter-
miné.

2. Remarquons que la forme différentielle

P[()+ (%) ]+ ov
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représente aussi un invarianl par rapport aux transformations
locales et orthogonales. En effet, (2) implique :

3 () 3 3 (2 Bwe)

! --'Ia"l i

. Z r)U\ .‘ (l)U

: \/)1 - ”‘”a)

- az-:|
La relation (3) est valable lorsque p, ¢ sont définies dans le voisi-
nage en question ct U y posséde des dérivées premiéres continues.
Mais on peut remarquer, ct cela sera d’importance pour ce qui
va suivre, que (3) subsiste presque partout dans un domaine
plan. méme si 'on ne suppose que les dérivées premiéres de U
par rapport & x,, o, et par rapport a x,, x, existent presque par-
tout ¢t que la relation (2) a lieu aussi presque partout.

3. Convenons d'appeler quasi harmonique dans D toute fonc-
tion U(P) définie et continue dans D ainsi que ses dérivées par-
ticlles de deux premiers ordres ct y satisfaisant partout a I'équa-
tion donnée (1).

IV. — Les fonctions (Lp).

I. Cela ¢tant posé, considérons un domaine arbitraire ouvert el
connexe D de la variété V. Supposons que p(P), ¢(P) sont
définies presque partout dans D et que

giP)Zo, o xSp(PI<H.

ou 2, 5 sonl des constantes positives. Désignons par (L) la classe
de toutes les fonctions f(P) définies presque partout dans D et
Jouissant des propriétés suivantes.

Quel que soit a,, ot a,.D z o ¢t le systéme I' des coordonnées
appartenant a la classe {T, 1 dont nous avons parl¢ plus haut.

on a ;

1° f(P) est absolument continue intérieurement sur presque
toute droite relative a a,.D et T. Par une droite relative a a,. D
et T' nous entendons tout ensemble [.a,D, ou I est une droite
paralléle anx axes du systéme T', mais a condition que /.a,.D 3£ o.
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)

n’exige pas de définition. « f(P) est absolument continue inté-

ricurement sur la droite relative =7 » exprime par définition

(fue, st 'on envisage un segment droit et fermé contenu dans a,.D)

et situé sur la droite. x =%, f(P) y est absolument continue dans

le sens de G. Vitali, si 'on ne considére f(P) que sur ce segment.
W A

D 3 Arivoes -2 =L 1slo S ) ar ¢ 5
2" Les dérivées 2 0y exislenl presque partout dans a,.D et

v sout sommables avec leur carrdé.

Le terme « presque toute droite relative » w =%, ou y=nu,

3° Si I" et IV sont deux systémes de coordonnées appartenant
a |l . etsile passage de I" a T” s’exprime par les formules

L= a4 any + dys, V== a2+ any' o s,

on a presque partout, dans «,, . D,

af _ df Jf af _ rlf af
g S I R = L an S

1 L’intégrale // g/ do existe.
e u/,.l)

3° Si Pon considére 'ensemble de tous les domaines onverts

0. bz. ... b,. ... maximaux et contenus dans
©
O -
b -—Z Fa,,
n=\

o F g, désigne la frontiere de a,. la somme
. ,)f 2 ,)f 2" | .
(w 2 A )+ GEY |+ arfo
m m

converge dans le cas ou elle est infinie.

2. Remarquons que, d’aprés ce qui précede, le nombre non
négatif (1) ne dépend pas du chaix des systémes des coordonnées
dans les cercles aa, a condition que ces systémes appartiennent
a {T, }. On démontre aussi que (1) ne dépend pas du choix du
systéme «, de cercles normaux qui couvrent la variété V. Clest
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seulement la métrique et les systémes des coordonnées qui y jouent
un role (').

3. On peut démontrer que la séric
Jaf dg Jaf dg |
[f"’]"”z [/ 3 [rh: Jox «}) :})]+(I'fgﬁdu

converge absolument si f et g appartiennent a (Lp). Il en résulte
que, si f G (Lp), g € (Ly), il en est de méme pour f+ g ¢t
pour Af, ou A est une constante réelle arbitraire.

Posons

A = VIS fIb

¢t convenons de dire que deux fonctions f, g de la classe (L)
sont « égales » : f2 o, si

lf—&llo=o.

On démontre sans peine que la condition nécessaire pour que I'on
ait f g pour deux fonctions f, g de (L;) est que f soit égale
presque parlout a g —+ const. dans D. Cette condition est aussi
suffisante dans le cas ou g =o presque partout dans D. Dans le
cas contraire, la condition nécessaire et sufﬁsanto est f=

presque partout dans D.

V. — L'espace de M. Hilbert attaché a I'équation différentielle
et au domaine D.

L. La classe (L) peut étre considérée comme une réalisation
de l'espace vectoriel abstrait et réel de M. Hilbert. En effet,
/s &Jo constitue le produit scalaire de deux vecteurs f, g;
J + & représente la somme ct A, f la multiplication du vecteur f
par le nombre réel A.

Si 'on considere I'égalité « £ g » eomme une interprétlation de
I'égalité des vecteurs f, g, on vérifie aisément que les axiomes du
paragraphe I sont des propositions vraies.

2. L’espace vectoriel (Lp) est séparable. Démonirons qu’il est

(') La classe (Lp) représente une analogie avec la classe de fonctions que j'ai
introduite dans le travail cité, concernant le principe du minimum.
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complel. Supposons done que

(1) lim  f,— fmlp=o0:
Ny v

il S'agit de démontrer Pexistence d'une fonction £ @ (L) telle que
Su—Sip -0 pour  n oo,

D’aprés (1) ona, dans le cas ona,. D o, (ve=1, 2, ...):

. N \ I fn—, m)\* Z (v./‘ll_,/‘lll;) 2 . !
" In‘:“)‘uo ./([A“ 31’ [( f,ll'l/ > + ( I)')' > ] +9q ('f”_'/‘m " Q dw=o.

I en vésulte (') qu'il existe dans @, . D une fonction f(P) telle que

. * \ D fn— o D fu— O\ Y -
nl;":: ‘/ / | 14 [( “’l;g);*'f‘)) ( f’)' "/_)> ] + @ fa— )2} dw=o0.

o
La fonction f(P) joutt des propri¢tés suivantes :

1" Elle est définie presque partout dans «a, . D.

2" Elle est absolument continue intéricurement sur presque
chaque droite relative a «,. D et par rapport a chaque systéme des
coordonnées appartenant a { T, }.

3 Llintégrale

A ZANNEEVAS
S p L) | L +qf*) dw
,/./” D’/ [(l).l‘) kl’)') qf
existe pour tout | Ut
4* Pour tout domaine D' conuexe contenu dans «,. D, il existe
une suite de constantes | O | telle que f, + a, tend, en moyenne
carrée ordinaire, vers f dans tout ensemble fermé contenu dans D',
3 , . . (R ieen da 1. - s ane DY 2
Pour qu "‘m',hmm I Ba} jouisse de Ta méme propriété (dans D), il
faut et il suffit que lim (a2, - Bp) =o.

"o

)

3 St et I sont deux systémes des coordonnées de Ia
classe (T, 1 et siles formules

”

£ A e+ gy, = g X+ @as) + ang

(') On peut trouver les moyens suffisants pour le démontrer dans mon travail
suivant : Sur une classe de fonctions considérées dans Uétude du probléme
de Dirichlet (a paraitre dans les Fund. Math., t. 21).
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représentent le passage de I'a I, ona presque partout, dans D.«,,

o _f o _ o,

Jdr’ ~ or ay’ G

as»

8’ B A ay’

Ces propriétés nous permettent de démontrer qu’il existe une
fonction f(P) uniforme et définie presque partout dans D jouis-
sant des propriétés 1°, 2°, 3°, 4° spdcifiées dans le paragraphe
précédent. ' '

3. Pour démontrer que f € (Ly), il suftit de démonitrer la pro-
priété 5°.
Posons d’unc maniére générale :

dg dh oh
L& Mk _f /‘; [di dx df }h I +qgh é(lm

Ilgllsff\/[g, &le,

dans le cas ou ces expressions ont un sens bien déterminé;
E désigne un ensemble mesurable, d’aillenrs quelconque.
La supposition (1) peut s’exprimer :

) lim | fa—Smlls, = 0.
n,my»x
v=I

Nous ne considérerons que le cas ou la somme est infinie, parce
q
que le cas contraire est évident.

[.a série
Dlifali,

=1
converge pour lout n et 'on a
(3) !'f,,—fll;‘: — 0 pour n —» oo,

Supposons que
2 S,

diverge. Alors, quel que soit N > o, il existe des indices a <<f

tels que
3
i
O 9
DI, N
V=
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Mais on trouve sans peine que
3 3
. : 2 N 2
tim ¥ fa i =X IS
n>x
vz v=a
Donc, pour n suffisamment grand, on a
3 \
: 2
2 Sulti, > 5
p e 3
Il en résulte qu'il existe une suite partielle A, d’indices telle que
|| ftn ip-> pour n-->oo.

Mais cette conclusion peut élre aisément amende a une conlra-
diction avec (2). La fonction f appartient ainsi a (Lp).

4. 1l reste a démontrer que '
[ fo—f lb->o0.

Pour démontrer cela, supposons le contraire. On peut évidemment
supposer. sans restreindre la généralité, que
(4) 1fe—Sllp>5 >0 (n=1,2, ...).
Soit € > 0. En vertu de hypothése, il existe un nombre p tel que
les inégalités n > u. m > u entrainent
(5) ii n'—,/‘mHD ~ .

D’aprés (4), il existe un ensemble F égal a la somme d’un
nombre fini d’ensembles b,, tel que .
o . . g
(6) V=S > 0t

De (3) il résulte que

'”n i:fm_f“l-‘ =03

n>=
donc 1l existe un nombre m > n tel que

(7) ‘lfm—f”li‘ L e
De (6) et (), il suit que

T

IS oille 2 (1 fu—Flle— 1l fm—Fllg > = — <,
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ce qui entraing

”fn—'fm HD;

—

g
2

~ . . i . . g . g
En tenant compte de (5), on en obtient ; — 8 <& donc €>>
5 i

. . . . . . . [+3 ‘. .
ce qui est impossible. si 'on choisissait ¢ <7 -+ Nous avons ainsi
d

démontré que
lim | fr—filp=o.
n » x

En résumant, nous pouvons affirmer que Pespace (1.,) est coni-
plet.

VI. — Hypothéses du théoréme d’existence.

. Soit 5 un domaine ouvert de la variété V homéomorphe a un
domaine plan et born¢.

Soit la frontiére &S de S une courbe simple fermée a tangente
continue. Soit @ (P) une fonction définie et quasi harmonique
dans le voisinage de toul point de & S.

Supposons que

(1) — =0

partout sur FS, ou N désigne la direction de la normale intérienre
a la courbe FS. Par exemple, ® (P) peut étre une fonction quasi
harmonique dans S, sauf un ensemble de points de S, ou elle peut
avoir des singularités prescrites. Si I'équation différentielle es
celle de Laplace ct si 'on pose (')

P(r,y)= —4—— +
)=
ot p désigne le ravon du cercle S centré en (o, 0). les hypotheéses
sont satisfaites.

Admettons de plus les hypothéses suivantes concernant notre
équation différentielle :

. 7 JU o4 JU U=
t2) e [)’E> —»-I).;'</1’7;>—¢/ = 0.

(1) Voir H. WEeyL. Die Idee der Riemannschen Fliche (Leipzig ct Berlin,
1913, p. 92). '
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H. Ona
v<a<pP)<B ogq(P) Iy,

partout dans V, ou a, 2, y sont des constantes.

p (P) est définie et continue partout dans V ainsi que ses dé-
rivées partielles des deux premiers ordres. ¢ (P) est continue
dans V.

II. Quel que soit le point A, € V, il existe au voisinage de A,
une solution principale (') de (2)

H(A.PY=M(A, P)log|A.P|+N(A. P

o

e M(A,A) = ]7—(57\_)
dans le voisinage de A = A,;

2 M(A, P). N(A, P) sont continues dans le voisinage de
\ = A,, P = Ay, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’au troi-
siéme ordre ;

3° [ A, P | désigne la distance de A a P

1> H(A, P), considérée comme une fonction du point P et du
parameétre A, satisfait a I'équation (2) dans le voisinage de
\ =A,. P= 1\, saufles points A = P.

IV. Quel que soit le point A G V et le nombre ¢ > o, il existe
un cercle (2) X centré en A et de rayon inférieur a ¢ tel que le
deuxiéme probléme des limites est résoluble pour 2 dans le sens
(ue voict.

Si 2 (ay y)est un polynome (satisfaisant a la condition

/‘ phdds =o

JFY
dans le cas o ¢ = o partout dans 2), il existe une foncuon F(P)
satisfaisant a 'équation (2) dans 2, continue ainsi que ses dérivées

premiéres dans le cercle fermé 2 possédant les dérivées deuxiémes

(') En ce qui concerne lexistence de la solution principale, voir p. ex.
E. E. Levi. Sulle équasioni lireari totalmeiite ellittique alle derivate par-
ziali (Rend. di Palermo, t. 24, 2° sem. 1Go7).

(?) Le cercle X peut étre remplacé par une courbe quelconque suftisamment
petite et véguliére.



— 237 —
continues et bornées dans X et satisfaisant a la condition

iy
AN

= a

partout sur & 2 (on N désigne la direction de la normale inté-
rieurc a FX).

Remarquons que dans le¢ cas de I'équation de Laplace’les hypo-
théses I, TIT et IV sont satistaites.

VII. — Théoréme d'existence.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Si V représente une variété topologique . deus dimen-
stons, séparable connexe et pourvue d’une métrique partout
localement euclidienne, si les hypotheses 1, 11, 111, 1V sont
satisfaites, alors il existe une fonction U* (P) définie dans
V—38, sur FSet dans tous les points de S ou ®(P) est définie,
et jouissant des propriétés suivantes :

1 U*(P) est uniforme partout eu elle est définie et quasi
harmonique dans V —S et au voisinage de tout point
de S, ou ® (P) est quasi harmonique;

2° Il existe une fonction W (P), quasi harmonique dans S
et au voisinage de tout point de § S, telle que

U*(P)=®(P)+ WD)
dans chaque point de S, oit ® (P) est définie.

Démonstration :

1. D’aprés P'hypothése 1 du paragraphe VI, il existe deux
domaines S’ et S” ouverts dont les frontiéres FS', F S sont des
courbes simples fermées et tels que

°S'CS,Sc s

2° 8’ est homéomorphe a un domaine plan; F 5" posséde la tan-
gente continue;

3° ®(P) est quasi harmonique au voisinage de tout point de la

couronne S — S/,
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Considérons la classe (3) de toutes les fonctions G(P) définies
presque pactout dans Vet satisfaisant aux conditions suivantes :

-= G(P) est du type Lg si'on ne la considére que dans S.
- G(P) est du type Ly _g, sil’onne la considére que dans V—S,

La classe (z) n’est pas vide, parce que la fonction égale partout
{zéro y appartient assurément.
litant données deux fonctions G, (P) et Gy(P) de (z), posons
(1 “l|’(‘l._,§L.:I(;I.(;:ls+i(;|_“l.ll\',_g,
ur
les symboles spécifics dans le second membre avant la signification
introduite plus haut. Posons aussi

(2 Gl =yIG, G
df

I est aisé de voir que, les définitions (1), (2) admises, on peul
considérer (z) comme un espace réel de M. Hilbert, ou (1) désigne
le produit scalairve de denx « vecteurs » Gy, G,

Deux fonctions sont « égales » suivant la norme () dans le cas
et, sculement dansle cas, owelles sont égales suivant la norme .. .| ¢
et suivant la norme ...y _g. L'espace (2) est séparable ¢t complet,
e (ln.il ostaisé de vérifier,

2. Nous allons délinie maintenant un sous-ensemble ( 2') linéaire
de (2) veprésentant Panalogie d’un hyvperplan de Pespace ordinaire
a un nombre fini de dimensions.

Considérons Ta classe (') de toutes les fonctions G(P) de (7)
telles que @il existe une fonction (‘}(P) du type Ly satisfaisani

dans 8-S a Péquation

GIP)y—G(P) (P,

I'egalité étant rvelative a la norme ||. . .['ew._5 et satisfaisant dans S,

a 'équation
G(PY— G(P) o,

I"égalité étant velative a la norme ||. . . |is. Démontrons d’abord que
la classe (') n’est pas vide. Dans ce but prenons un quatriéme
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domaine 8" dont la frontiére FS" est uné courbe simple fermée,
4 langenle conlinue ct que 1" S' S 2" 8" — N est homéomorphe
4 un anneau circuolaire et plan.

Posons G'(P) = o partout dans V — 8" ¢t dans S, G'(P) = & (D)
dans 8"~ S. La fonction G'(P) est partout égale a o sur la
courbe FS" et égale a @(P) sur FS". En résolvant le probléme de
Divichlet ordinaire pouar la couronne 5”--5" et pour Péqua-
tion AL == 0. on obtient dans cette couronne une fonction qui,
composée avee les fonctions déja détimes dans V-~ 8", S
dans S"—'S. donne une fonction du type ( s). Si Fon pose G’(P) =0
dans 5", on voit que G'(P) appartient a ().

Nous avons ainsi montré que (') n’est pas vide.

3. Soit maintenant G € (3'), G, C(3) et soient A, p deax
nombres réels tels que 2. + p 3£ o.

Posons

G appartient évidemment a (3). Pour montrer que G € (3'), consi-
dérons des fonctions Gy, Gy qui correspondent respectivement a G,
el (3,
On a
Gi—Gld, Gy— Gy

P dans 8" — 8,

(l,*t‘l.;q». ('-._,—(;2 ) dans S.

Si lon pose

AR it N
ot [
on voit que GE Ly et en outre,
GG dans 8" — 8,
G—0G _0 dans N

Nous avons ainsi démontré que (') est un ensemble linéaire.

£. Démontrons que (3') est complet, ou, ce qui revient ici au
méme, que () est fermé. Soient Gy, Gy, ..., G,y oo une suite

1.XI. 16
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infinie de fonctions de (z') tendant vers (i suivant la norme i, . .
attachée a l'espace (3). Soient Gy, G,. ..., G,, ..., des fonctions
correspondant respectivement a G, G, .... G,, .. ..

POS()n.\ :

‘.;'“(P) =G dans S
(3/, ) dr )
Go(P) = G(P) — b dans 8" — 8.
On a

| lim =G
() |
| |

lim|| G, — G l'y_g= o,

H>x
d’on
G lim} G, — G lg %= 0.
o> e
Comme
Gy, () 3 G () dans 8,

G (P LG, Py —B(P)  dans 8"—,

il résulte de (3), (4)ret (d):

\ Bl G P — Gy (P)is ¢ o,

(t'} n>x .
)

' lim!] G, Py — Gyl Pojis 5+ o,

"n>x

la norme étant un invariant par rapport a « I'égalité ».
I en résulte :

lim Gu(Pr— G, (P)lig -0,
non o> r

. ) S |

lim (;,,«I')—(n,,,(l’)v'sr'_‘gzn.
nom > x

d'on

I LG (P =G, Py g = o,
oM o> x

ce (ui entraine 'existence d’une fonction G(P) du type Lg. telle

(lllt'
lim 1 G, (P — GiP) s = 0.
Iax
Il en résulte que
lim (G, (Py—GiP)ls  =o,
n»x

lim|| G, (P)— Gi(P)ilg_s=o.

1>
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En tenant compte de (6) et de I'unicité de la limite d'une saite
infinie convergente suivant la norme. on trouve

Go Py Gyl daps R el 8"— 8,
Par consé . ant ¢ vde (3). on obtie
ar conséquent, en lenant compte de (3). on obtient

G LG(P) dans N,
GPL LGP —d(P)  dans 8"— S,
La fonction G(P) appartient done a (&), ce qu'il fallait

démontrer.

9. Appliquons maintenant & (3') le théoréme fondamental 11
(3 1) concernant I'espace de M. Hilbert. 11 existe donc une fone-
tion M(P) appartenant a (3') et rendant parmi toutes les fonctions
de (') la norme - M(P){ minimum.

Pour démontrer que M(P) estdans V — S« ¢gale » a une fonction
quasi harmonique et (u’il en est de méme pour le domaine S, on
peut se servir précisément de la méme méthode que j'ai employée
dans mon travail cité concernant le principe du minunum.

Iin renvoyant le lecteur au dit travail je me contente de remar-
quer que c'est le lemine fondamental 1 du paragraphe 1 qui sert de
base a la démonstration. Les hypothéses Il et 1II du paragraphe V1
permettent de démontrer que Pensemble de fonctions « égales »
aux fonctions quasi harmoniques dans les domaines ¢n (uestion
forment un sous cspace complet de 'espace de M. Hilbert.

Le lemme 1l permet de¢ remplacer M(P) au voisinage de
n’importe quel point du domaine considéré par une fonction quasi
harmonique qui, en vertu de '’hypothése 1V du paragraphe VI,
s'accorde hien avee le reste de la fonction M(P). Iunicité du
minimum implique alors que Ia fonction changée est « dgale »

a M(P).
6. La fonction M(P) étant du type ('), il existe une fonc-
tion ﬂ(l’) da type Lg. ¢t telle que .

{ M(PYy—M(P)Ld(P)  dans 8"— S
I M(Py—M(P) o dans S.
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l.a fonction M(P) étant absolument continue intérieurcment sur
presque toute droite relative a S” et par rapport a n’importe quel
svstéme des coordonnées admises, de plus, la fonction ®(P) étani
aux dérivées premiéres continues dans ' — S/, il s’ensuit que M(P)
considérée dans 8" — S, el M(P) -+ @(P) considérde dans 5 — S,
admettent des valeurs limites et frontiéres sur F S bien déter-
minées, st Uon &’y approche sur les droites en question. En vertu
de (=) ces valeurs limites sont sur FS presque partout égales.
Donc si Pon détinit une fonction dans 8" — 8 en la posant iden-
tique & M(P) dans 8"——5S et identique a M(P) + @®(P) dans
S —N. ¢t si on la détinit sur FS en la posant identique presque
partout aux valeurs limites et frontiéves en question, -on obtient
une fonction absolument continue intérieurement dans la cou=
ronne 8" — 8" sur presque toute droite relative a 8 — S

Posons

(I'):S M(P)+ () dans S,
ac b M(P) dans V — 8,
U(P) considérée dans V — N est une fonction du type Ly_g.

En imitant le raisonnement employé dans le livre cité de
M. Weyl () nous allons démontrer que U(D) est égale suivant la

norme .. Ly _g aune fonction quasi harmonique dans V. — 8/,

Elle Pest assurément au voisinage (2) de tout point de V —S
el au voisinage de tout point de S - ¥, parce que M et @ sont
égales aux fonctions quasi harmoniques.

Il ne reste qu’a examiner ce (ui se¢ passe au voisinage d’un point
arbitraire P, situé sur 8.

7. Soit donc P, ¢ FS. Tracons autour de P, un petit cercle 2.

ou TS — 8. La fonction U(P) étant du type Ly dans 2, il
existe une fonction quasi harmonique U (P) dans Z et admettant a
la frontiére FX les mémes valeurs limites ct frontiéres que U(P)

(') p. 94-0™ :
(*) Clest-a-dire il existe un voisinage & du point en question que Uégalité a licu
par rapport a la norme ||...|lg.
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si Pon s’y approche sur presque chaque droite relative a X et par
vapport & un systéme donné des coordonnées admises. 1.'existence
"une telle fonction est ¢tablie a aide du principe du minimum
dans mon travail cité. Cette fonction est du type Ly.

Ou peut démontrer sans peine quelle est absolument continue
non seulement dans Pintéricur de presque toute droite relative a X,
mais aussi sur presque toule droite relative a X entiére. Done sil’on
définit une fonction, en la posant dans X identique a cette fonction
quasi harmonique et identique dans N =X a U(P), et si on la
définit sur X en Lui atteibuant des valeurs limites et frontieres en
(question, on obtient une fonction absolument continue intéricure-
ment sur presque toute droite relative a 8" — N'. Remarquons que.
st U(P) n'était pas « égale » a une fonction quasi harmonique au

voisinage de P, on auratt néeessairement
Ty U
8. Supposons qu'il existe un point P, ¢ FS tel que U(P) n'est

pas « ¢gale » a une fonction quasi harmonique au voisinage
de P,. On a done

(8 S IS S HSH
IFormons la fonction auxiliaire

\ Uy (PY—d(P)  dans X.(S — %),

NP = L, () dans X,(8"— ¥),
? M(P) dans le reste de la varicié V.

La fonction N(P) appartient, si Pon v attribue sur FX des
valeurs limites et frontiéres dout nous avons parlé dans le numéro
précédent, au type (37). Encffetelle estdu type Lg dans S en vertu
de ce que nous avons dit dans le numéro 63 elle est aussi du
tvpe Ly_g dans ¥ — 5. 51 Pon pose

i(l))ﬁ .\(") dans 8,
‘

N(P)=N(P)—®(P)  dans §"— S,
df

et qu'on v attribue sur FS des valeurs limites et frontiéres aisées

16
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a préciser. on trouve que N(P) est du type Lg.. De plus N(l’ ) est
la fonction correspondant a N(P) conformément a la définition
de la classe (3').

Nous allons démontrer que { N1 <2 M. En effet. ona (')

DN = l‘;'—q"l:‘i‘_s‘*‘ I Heves
AU s+ DU evem R g— U, By,
AV = U =g o+ U Ry 5
UL s+ U Ry m+ P =il g,
d'on
MR DN U = U = U=, P
Mais on peut monteer que
) : /l‘l’ .
Lo— 1 .ll)‘:v‘\-,_,/ il — U d\ das.
F(X.S

N; désignant la normale intéricure.
Or. sur la partic du contour F(X.5) se trouvant sor FS, la

, e odb o, . Lo . ;
dérivée N s'évanouit d'apres Phiypothése L du paragraphe VI Dans
a deuxiéme partic du contour. ona U= U, presque partout.

Par conséquent

U1 ;,.‘l”:}g 0.
Il en résulie que
M2 N 2 e U,
done, cu vertu de (8),
INPE - Mg, d’oa ENIRE<TIME

Mais, en vertu de l'unicit¢ du minimum, on doit avoir nécessaire-
ment N M par rapporta la norme attachée a (z). Done IN' = | M|

contrairement a I'incgalité obtenue.
Nous avons ainsi démontré que U(P) est partout localement

égale dans V' — S’ a une fonction quasi harmonique. 1l en résulte

que U(P) est «égale » a une fonction quasi harmonique dans \ — N
Par couséquent il existe une fonction U* (P) dé¢finie partout dans V

) 1 N Y2 désigne : [IN|I2 s+ 1IN HE v_g)
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telle que : 1° U"(P) —®(P) est quasi harmonique au voisinage
de tout point du domaine fermé S; 20 U*(P) est quasi harmonique
au voisinage de tout point du domaine fermé vV — S,

- e théoréme est donc démontré,

En particulier, nous avons ainsi démontré Pexistence d’un
« potentiel » uniforme sur toute la variété V et possédant dans un
point P, arbitrairement choisi la singularité prescrite d’un dipol
magnétique. En effet les hypothéses LI, LI et IV sont vérifices, la
solution principale étant le logarithme de la distance.

On voit sans peine que la méthode s’applique aussi a 'espace a
un nombre fini quelconque de dimensions pourvu partout d’une
métrique localement euclidienue.

Remarquons que, si 'on remplace le groupe des mouvements
locaux cuclidiens par celui des transformations conformes, on
démontre par la méme méthode existence d’un potentiel sur une
surface abstraite de Riemann-Klein-Weyl quelconque. '



