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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LES CHAMPS ‘DE DEMI-DROITES
ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE;

Par M. Anort MarcHAUD.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire a pour objet 'étude des champs de demi-
droites en vue des applications a la théorie des équations différen-
tielles du premier ordre de variables réelles. Cette étude nous
conduira pour I'existence des intégrales d’un systéme

1y .
(1) %:ﬁ(x,}’i,}’ﬂ, ey Yn) (i=m12, ..., n),

a une condition suffisante beaucoup moins restrictive que celles
données jusqu’ici. La condition obtenue peut en effet étre réalisée
alors méme que les fonctions sont discontinues sur un ensemble
partout dense, ce qui n’empéche les intégrales d’avoir une tan-
gente partout continue.

Je vais esquisser rapidement les notions introduites et les prin-
cipaux résultats obtenus. Pour fixer le langage, je me placerai
dans un espace (euclidien) a trois dimensions.

On a défini un champ de demi-droites sur un ensemble ponc-
tuel (R) lorsqu’a chaque point m de (R) on a fait correspondre
une demi-droite A(m) issue de ce point. Considérons un
domaine D, contenant des points de (R), et menons par un point
fixe O les paralléles Od aux demi-droites du champ dont le point
d’application appartient a D. Si le champ n’est pas trop irrégulier
dans D, il pourra se faire que I'ensemble { O} soit contenu dans
un demi-cone de révolution (non plat). Je dirai alors que le

LXIL. 1
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champ est borné en direction dans D, et jappellerai borne con-
cexe du champ dans ce domaine le plus petit demi-cone convexe
contenant I'ensemble { Od |. Cetie borne convexe est définie a unc
translation prés, on représentera par BfA(m), D. O] celle qui a
pour sommet O. ‘
L’étude locale du ehamyp va se faire par le procédé habitnel. On
dira que le champ est borné en direction en un point m, de (R),
~'il Test dans une sphére, de centre m,, suffisamment petite.
Considérons alors une suite de sphéres S, S., .... S,, .... cen-

~ I
trées sur m,, le rayon de S, tendant vers zéro avec et formons

la suite des bornes convexes { B|A(m). S,. m,]} (n=1.2. ...).
I.’ensemble commun a ces demi-cones convexes de sommel m, est
un demi-cone convexe (la limite de la suite) qu’on appellera la
borne convere du champ en m,. Cette borne est indépendante
de la suite des sphéres ('), elle se réduit a A(m,) si le champ
est continu en my,, et réciproquement. On la représentera par
@BlA(m), m,].

La proposition suivante mettra en évidence P'importance de la
notion de borne convexe.

St un arc simple ab, situé sur (R), posséde en chacun de ses
points intérieurs une semi-tangente « droite dans la borne
convere du champ en ce point, alors partout. sauf en b, toutes
les semi-tangentes a droite sont dans la borne convexe au point
considéré.

Avec la terminologie adoptée par M. G. Bouligand on dira : si
en loal point intérieur a I'arc le contingent postérieur posséde un
rayon dans la borne convexe du champ en ce point. partout. sauf
en b. le contingent postérieur est contenu dans la borne convexe.

Ce résultat suggérve l'idée de serrer de plus pres 'étude locale
du champ en considérant non pas tout le voisinage de chaque
point, mais seulement la partie comprise dans un demi-cone lége-
rement extéricur a la borne convexe. On est ainsi conduit a consi-
dérer des bornes conveses successives. Donnons-nous une suite T,

(') La limite serait la méme si Fon considérait une suite de domaines, ayant
chacun my a son. intéricur, pourvu que les diameétres de ces domaines tendent
vers zéro.
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F.,. .... ,. .... de demi-cones convexes de sommet m,. inte-
riewrs les uns aux autres. avant pour limite 63[A(m ). m,]. \ppe-
lons D, le domaine commun a S, ¢t T, et formons la suite
Y B[Am)Y. Dy my ], (=1, 2. ...). Cette suite a pour limile un
demi-cone convese @3, [A(m). m,| contenu dans @3[A(m). m,].
mais pas nécessairement confondu avee toi. @B [A(m). m,| est
indépendant des suites |5, et 1T, . Or il se trouve que celle
nouvelle borne @, peut remplacer 3 dans la conclusion de la
proposition précédente. Phypothése portant toujours sur 3. 11 ¥
aura donc intérét a procéder avee @b, comme on l'a fait avee (3. el
ainsi de suite. On formera de la sorte une suite de bornes convexes
suecessives.

BlA(m), my|, B Acm), ma], ... B,[A(m). m], ...

telles que chacune d’elles contient la suivante. et bien entendu
A(m,). Cette suite a une limive B, [A(m). m,]. que jappelle le
résidu convexe du champ en m,. Cest en quelque sorte la plus
petite borne convexe du champ sur lui-méme, parce qu’en recom-
mencant sur B, 'opération faite sur (3, 33, ..., on retrouve (B,
Si deux bornes consécutives sont identiques ou si l'une d’elles se
réduit a A(m,), il est évidemment inutile de continuer, d3,, est
obtenue. Il est facile de construire des excmples ou les bornes 03,
sont toutes différentes.

Un cas particulier important est cclut oi (B, [A(m), m,] se
véduit a A(m,). Je dirai alors que le champ est régulier en m,.
On pourrait dive aussi que le champ est continu sur lui-méme. Je
préfére adepter la premiére expressian parce que la « régularité »
ne posséde pas certaines propriéiés clussiques de la « continuité » :
par exemple. une suite uniformément cenvergente de champs
réguliers en m, n’a pas forcément pour limite un champ régulier
en ce point.

Voicr deux résultats choisis parmi ceux du Mémoire qui me
paraissent a eux seuls justificr Fintroduction des notions précé-
dentes. Le premicr est une extension de la proposition signalée .

plas haut.

Si un arc simple posséde en chaque point intérieur une
semi-tangente & droite dans la borne eonvexe en ce point d’un
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champ régulier sur Uarc, celui-ci admet deux demi-tangentes
opposées sauf peut-étre sur un ensemble dénombrable et par-
tout une demi-tangente a droite continue & droite.

Le second donnera une condition suffisante pour Pexistence des
intégrales d’un systéme d’équations différentielles .du premier
ordre. Géométriquement, le probléme posé par un systéme tel
que (1) est le suivant. Etant douné un champ A(m) défini dans
une certaine région de 'espace, trouver les courbes de cette région
admettant, en chacun de leurs points m, la demi-droite A(m) et
son opposée comme demi-tangentes. (e probléme admet des solu-
tions pourvu que le champ A(m) et le champ opposé [ ¢’est-a-dire
formé des demi-droiles opposées a celles de A(m)] soient régu-
liers tous les deux, hypothése beaucoup moins restrictive que la
continuité.

DD’une maniére précise on a I'énoncé suivant :

A, S¢ un champ A(m) est régulier dans une sphére de
centre a, il existe un arc simple, traversant a, qui admet, en
chacun de ses points my, A(m) pour demi-tangente a droite
continue & droite, et sauf peut-étre aux points d’un ensemble
dénombrable deux demi-tangentes opposées;

B. Sile champ opposé a A(m) est lui aussi régulier dans la
sphere, Uarc possede partout deur demi-tangentes opposées
continues.

Dans tous les énoncés précédents on aurait pu ajouter que les
arcs dont il s’agit sont nécessairement rectifiables.

La plupart des résultats du Mémoire ont été communiqués a
I'Académie des Sciences de Paris le 20 novembre 1933 (*). Ils sont
valables dans un espace cuclidien quelconque.

I. — Notions préliminaires.

1. Comme les demi-cénes convexes joueront dans ce travail un
-role fondamental, je commencerai par en rappeler quelques pro-
priétés, d’ailleurs intuitives, dont nous aurons besoin. Il s’agira

(') Comptes rendus, t. 197, p. 1176.



d’ensembles situés dans un espace euclidien que, pour fixer le
langage, nous supposerons @ trois dimensions.

Un demi-cone convexe (i, de sommet O, est un ensemble fermé
de demi-droites issues de ce point, ne contenant aucune droite, et
tel que si deux points A ct B appartiennent a 'ensemble il en est
de méme du segment AB ('). Une demi-droite d’origine O est
intéricure a C si elle est 'axe d’'un demi-cone de révolution dont
les génératrices sont dans (i. Un demi-cone convexe de sommet O
est intéricur a C lorsque toutes ses demi-droites le sont.

Un triédre, un angle polyédre convexe, 'angle de deux demi-
droites non opposées sont des demi-cones convexes (*). Il sera
commode de considérer aussi une demi-droite unique comme un
demi-cone convexe.

La définition précédente est un peu plus restrictive que- celle
que j'avais adoptée dans mon Mémoire sur les demi-sécantes et
les semi-tangentes aux ensembles (*), ou la condition « ne
contenant aucune droite » est remplacée par « ne remplissant pas
un demi-espace » (un diédre est alors un demi-cone convexe, ce¢
qui n’a pas lieu avec la définition donnée plus haut). Les résultats
du travail cité s’appliqueront donc a fortiori aux demi-cones
considérés ici.

2. Soient C, C' des demi-cOnes convexes. de méme sommet.
Pour simplifier I'écriture j'utiliserai les notations suivantes :

cse ou «¢2GC
exprime que G est contenu dans C/;
C<w ou ¢>C
exprime que G est intérieur a C'.
Si C et C'sont confondus, on écrira
C=0C.

(') Une tclle figure est appelée ordimairement un cdne convexe. Je préfére
réserver cette expression aux ensembles de droites.

(*) I s’agit bien entendu de tricdre, d’angle polyédre solides et d’angle consi-
déré comme portion de plan.

(3) Journ. de Math. pures et appl., t. XII, fasc. IV, 1933, p. 415.

Ce Mémoire, auquel je renverrai & plusicurs reprises, sera désigné dorénavant
par A. M.

le
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Ces relations possédent les méwes propriétés formelles que les
égalités et inégalités ordinaires.

3. Voici les propriétés annoncées. La premiére cst une
remarque que j'ai déja utilisée, sous une forme un peu différente.
dans le Mémoire cité ().

Sotent I' un demi-cone convexe de sommet o et I le demi-cone
inversement homothétique de sommet o'; si ' est dans T, o est
dans IV,

En eflet, I est symétrique de I' par rapport au milieu [ de ww'.
Il résulte de 'hypothése gue 1 est dans T'; donc I, et par suite w,
sont dans I,

St l'on supposait o' intérieur a I'. » serait intérieur a I'.

On observera que la proposition reste valable si I' n'est pas
convexe.

4. Les autres propriétés sont relatives aux suites de demi-cones
convexes de méme sommet. Soit d’abord une telle suite

) G262 20>
Il est immeédiat que ensemble commun a tous les €, est aussi un

demi-cone convexe C : la limite de la suite. Cette limite satisfail,
quel que soit n. a la relation

G2 C.
Dans le cas d'une suite
ey~ >0, > ..
la limite T vérifie 'inégalité
', > 1.

9. Considérons une seconde suite, de méme sommet que les
demi-cones de (1).

(2 2Cy2...2C,2.. ..

Si chaque €, contient un (¥, (c¢’est-a-dire si. pour n donné arbi-
trairement, on peut trouver ¢ de maniére que G2 C:/). la limite
de G, contient celle de C/

n*

(') A. M., n° 2.
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Il résulte en effet de Phypothése que C, contient €' quel que
soil n. Donc C contient (.

6. Reprenons la sunite (1) ¢t donnons-nous un demi-céne
convexe de méme sommet (0> C ('). pour n suffissmment grand
w Q.

En cffet. si "affirmation était  fausse. chaque  dewi-cone
Ch(n=1.2....) posséderait une demi-droite O A, non intéricure
a (7. L'ensemble {04, admettant au moins une demi-droite
d’accumulation OA, celle-ci appartiendrait a C, puisque €,
contenant OA,. OA, . ... contiendrait OA. ceci quel que sot ».
On aboutit & une contradiction.

7. Voici une derniére proposition qui nous sera néeessaire.
I' étant un demni-cone convexe on peut trouver une suite de demi-
cones convexes de méme sommmet

Li>r>...>0,>...

avant pour limite T. ‘

Pour le montrer considérons d’abord I'ensemble (T), des demi-
cones de révolution y, d’angle au sommet a. dont les axes sont les
demi-droites de T. S1 « est assez petit (F), ne contient aucune
droite. Je dis que c’est un demi-cone convexe. En effet, (T'), est
¢videmment fermé. D’autre part. soient A et B deux points de cet
ensemble; chacun d’eux appartient & un demi-cone y, d’axes res-

pectifs OA, et OB,. L'ensemble des y dont les axes sont les demi-

NS
droites de Pangle A, OB, fait partie de (T'), et c’est évidemment
un demi-cone convexe. Ce dernier contenant A et B contient le
segment AB, lequel appartient donc a (I'),.
Si maintenant on remarque que (I), est intérieur a (I')y pourvu
que & soit inféricur a a, on voit qu'il suffira de prendre ’

Py==(I')3

n

ou 8 désigne un angle suffisammment petit.

(') On verra au numéro suivant que cela est possible.
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Le théoréme précédent serait évidemment faux si la définition
adoptée permettait a un diédre d’étre nn demi-coéne convexe.

8. Ces propriétés des demi-cones convexes ¢lant rappeldes, je vais
introduire deux notions fondamentales pourla suite. On dira qu'un
ensemble de demi-droites, n’ayant pas nécessairement méme ori-
gine, est borné en direction s\l existe une demi-droite fixe faisant
avec chacune des demi-droites de I'ensemble, un angle au plus égal'

\ . . .
a une constante inférieure a >

L’expression « borné en direction » peut se justifier par les con-
sidérations suivantes. Si un ensemble de demi-droites est borné en
direction, il existe un triédre de coordonnées (au moins) tel que la
direction de chacune des demi-droites de I'ensemble étant caracté-
visée par un systéme de paramétres directeurs (1, a, b), les
ensembles { @} et { b} soient bornés. La réciproque est évidente.

Soit E un ensemble de demi-droites borné en direction, j'appel-
lerai borne convexe de E, le plus petit demi-cone convexe conte-
nant toutes les demi-droites menées par son sommet parallélement
a celles de E. Cette borne est définie a une translation preés. Je vais
démontrer son existence et préciser, chemin faisant, le sens de
Pexpression « le plus petit ».

Par un point fixe O menons les demi-droites directement paral-
leles a celles de E. Soient e 'ensemble obtenu ¢t ¢ sa fermeture
(somme de e ct de son dérivé). Tout demi-cone convexe C de
sommet O qui contient e renferme également e ct par suite les
triedres T avant pour arétes les demi-droites de cet ensemble. Mais
Ia somme @3 des triédres T est un demi-céne convexe. En effet,
tout d'abord @ est évidemment fermé et ne contient aucune
droite. Soient B, ct B, deux points de @3. ils appartiennent respec-
tivement a deux triedres T, soient T, et.T,. Les arétes de ces
triédres définissent un angle polyédre convexe contenant Ty et T,
et contenu dans 3. Comme (3, ¢t B, apparticnnent a cet angle
polyédre, il en est de méme du segment 3, 3., qui par suite est
contenu dans d3.

Nous avons donc démontré que si un demi-cone convexe quel-
conque C contient les paralléles aux demi-droites de E menées par
son sommet, on a C2 @, ou B désigne un demi-cone bien déter-
miné — a une translation prés — possédant la méme propriélé
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(ue C. 03 est le plus petit des demi-cones G, c’est la borne convexe
de E ('). Je désignerai par B3| E. «] celle de sommet a.

9. II est immédiat que si un ensemble de demi-droites E, est

contenu dans E, on a
BE, o], ZB[E, o].

Considérons une suite de sous-cnsembles de E: E,, E,, ... E,. ...
chacun d’eux contenant le suivant. Il résulte de la remarque précé-
dente que la suite '

B[E,, 0], ®[Es. o0l ....B[E, o], ...

)

a unc limite bien déterminée (73,.
Donnons-nous alors une seconde suite de sous-ensembles de E.
analogue a la précédente : K. ... K, ... et soit @3, la limite de

la suite :
B[E,, 0], B[E,, 0], .... B[E, o], ....

Du numéro 5 on déduit immédiatement que si chaque E, con-
tient un E) ct réciproquement, les limites @3, et 03, sont égales.

II. — Champs de demi-droites. Bornes convexes successives.
Résidu convexe. Champs réguliers.

10. Nous pouvons aborder maintenant I'étude des champs de
demi-droites qui font 'objet de ce travail. Soit (R) un ensemble de
points a distance finie, mais pas nécessairement bornée. On - a
défini sur (R) un champ de demi-droites si a chaque point m
de (R) on a fait correspondre unc demi-droite A(m) bien déter-
minée issue de ce point. Je supposerai que (R) n’a pas de point
isolé. Cette hypothése n’a rien d’essentiel, mais les considérations
(ui vont suivre n’auraient aucun intérét en un point isol¢.

Donnons-nous un domame D (c’est-a-dire un ensemble conte-
nant des points intérieurs), ce domaine renfermant des points
de (R). Je dirai que le champ A(m) est borné en direction dans D,
si 'ensemble des demi-droites A(m) dont I'origine appartient a D

(*) On aurait pu aussi bien définir @ comme I'enveloppante convexe de e. Voir,
par exemple, BonNeseEN, Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes,
Gauthier-Villars, 1929, p. 35. ‘
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est lui-méme borné en direction. La borne convexe de cet ensemble
sera appelée la borne convexe du champ dans D. On désignera
par @3] A(m). D, O] celle qui a pour sommet un point donné O.

St un domaine D'. venfermant des points de (R), est contenu
dans DL oon o évidemment

BLAm). D'y o< A(nm), D, o).

Oun remarquera qu'un champ borné en direction dans plasieurs
domaines ne est pas nécessairement dans leur somme.

1. Pour étudier le champ au voisinage d’un de ses points, nous
cmploierons le procédé habituel. Soit m, un point de (R), on dira
que le champ A(m) est borné en direction en m, s’it Uest dans
une sphere assez petite de centre m,. D’aprés la remarque précé-
dente un champ borné en direction en tout point d’un domaine ne
I'est pas forcément dans tout le domaine.

Donnons-nous une suite de sphéres S;, S.....,S,. ..., centrées
sur m,. intérieures les unes aux autres, le rayon de S, tendant vers

, 1 , . .
76ro avec —, ¢l supposons le champ A(m) borné¢ en direction

dans S,. 1l résulte immédiatement du n°® 9 que la suite | B[ A(m),
Sus my| ', (n==1.2,...)a une limite indépendante de la suite des
sphéres considérée. Cette limite sera par définition la borne
convere de Acm) en m, (V). On la désignera par B3[A(m), m,].

On a ¢videmment
Acmy) < BIA(m), my ],

Si
Aima) = B[A(m), mn,".

le champ est continu en m,, (I'angle de A(m)avec A(m,) tend vers
zéro avec mom). La réciproque est évidente.

D’autre part il est immédiat que si A(m) est borné en direction
dans un domaine D, on a pour tout point m, de (R) intérieur

ab),
BA(m), mo]<B(B(m), D, my]. [0010].

(') La limite scrait évidemment la méme si l'on prenait une suite d¢
domaines quelconques, intérieurs les uns aux autres, ayant pour limite m .
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12. Nous alloms serrer de plus prés I'étude locale du champ el

introduire les notions de bornes convexes successives, notions
auxquelles nous serons amenés par I'étude du probléme suivant :

Soit ZZ un arc simple contenu dans (R) et possédant en
chaeun de ses points intérieurs m une semi-tangente (') a droite
dans la borne convexe (B[A(m), 1_17] en ce point. Que peut-on
dire de U'ensemble des semi-tangentes & droite en un point m,?

Je vais montrer que cet ensemble est contenu dans un demi-
cone convexe 33, [A(m), m, ], contenu lui-méme dans B[A(m),
m,], mais pas forcément ¢gal a ce dernier.

13. Pour faire la démonstration j’utiliserai un résultat de mon
Mémoire sur les denii-sécantes et les semi-tangendes aux ensembles.
Un cas trés particulier du théoréme (A) (?) de ce travail peut
s’énoneer ainsi :

Soient I' un demi-cone convexe et ¥ un ensemble ( ponctuel)
Jermé; si pour tout point m de¥, sauf pour le point©, le demi-
cone de sommet m déduit de I par translation renferme a son
intérieur des points de F, cet ensemble est contenu dans le demi-
eone de sommet O inversement homothétique i T.

De la nous allons déduire le corollaire suivant, qui sera plus
directement utilisable pour notre objet :

Soient C un demi-cine convexe ef or‘é un arc simple, . étant
un point quelconque de Uarc, désignons par (C), | par — (C),]
le demi-cone de sommet p directement | inversement| homothe-
tique .

St pour toute position de v, intéricure a larc, il existe une
semi-tangente & droite dans (C),. ;;6 est contenu tout entier
dans (C), et — (Cy).

(') On dit ordinarrement « demi-tangente ». Pour éviter toute ambiguité, je
préfere réserver cette expression pour le cas ou {a demi-tangente est unique.
(') A. M., n° 7.
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En effet, donnons-nous une suite de demi-cones convexes de
méme sommet
C; >G> >Cphinn
ayant pour limite G [n°® 7], et considérons deux points de arc p

ety (a <p << p'<P). D’apres le théoréme cité I'arc [./L;L\, appar-
tient & — (Cp)p. En faisant tendre p vers «. on voit qu’il en est de

—~
méme de ap'. Il résulte alors de la proposition du n® 3 que /(' <B)
. . — .
appartient a (G, ). L’arc aff tout entier est donc¢ contenu dans ce
. - . -
cone. Comme ceci a lieu quel que soit n, a8 est dans (C),.

. — . .
D’aprés ce qui précéde «f appartient a — (C,)s, quel que soit 2.
I.’arc est donc contenu dans — (C)g.

13 bis. Avant d’aller plus loin, je vais montrer par un exemple
(ue la proposition qui vient d’étre établie serait fausse pour un
Jemi-cone non convexe.

Soit ¢ le milieu d’un segment «8. Choisissons un point j en

dehors de la droite qui porte «f, et considérons I'arc simple é;
formé par le conlour B ji et ses transformés par les homothéties de
centre « et de rapports 27, 272, .. .. 27", ..., auxquels on adjoint
le point «.

Menons par a les demi-droites aA et a}’ respectivement paralléles

— > . 'y .
a jB et ij et désignons par G 'ensemble de deux demi-cones de
révolution T et IV, de sommet «, et d’axes respectifs a) et «}’. En

tout point p intérieur a fﬁ cet arc posséde une demi-tangente a
droite intérieure a (G),. Pourtant arc n’a aucun point dans (C),
lorsque I' et I" sont suffisamment déliés ('). Si 'on prend I assez
grand pour contenir «3, mais pas assez pour renfermer «j, et I' trés
d¢li¢, I'arc ;B posséde en p une semi-tangente a droite dans (C),,
méme lorsque p est en a, néanmoins il y a des points de a/cB en
dehors de (C), aussi prés qu’on veut de «.

Bien entendu on pourrait dans les deux cas raccorder I' et I de
maniére a obtenir pour G un demi-céne d’un seul tenant, et ceci
sans changer les conclusions.

(') Il n’est pas non plus contenu dans — (C)ﬂ.
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14. Revenons au probléme posé au n® 12. Soit m, un point

— .
de ab, distinct de 4. Donnons-nous, comme au n° 41, une suite
de spheéres S,, S, ..., S,, ..., centrées sur m,, intérieures les
unes aux autres, le rayon de S, ayant pour limite zéro. S, choisi,

N
on peut trouver a droite de m, un arc m,m’ intérieur a S,.
m désignant un point quelconque de cel arc, on a

U3[A(m), E]g(ﬁ[A(m), Sa, ;],‘ [ne 117

— _
Mais alors mom’ posséde en tout point intérieur m une semi-tan-

gente a droite dans LB[A(m), Si, —rﬁ], il est donc toul entier dans
B[A(m), Sp, mo], [n° 13]. En donnant a n les valeurs 1, 2, ...,
on voit que toutes les semi-tangentes & droite en m, sont dans
la borne convexe en ce point B[A(m), m,].

Ce résultat n’est pas encore celui que nous avions en vue, mais
il va nous mettre sur la voie.

Au voisinage de m, I'arc m est intérieur a4 tout demi-cone
convexe I', de sommet m,, ayant a son intérieur B[A(m), m,]. 1l
y a donc intérét a poursuivre 'analyse du champ au voisinage de m,
en se limitant aux points contenus dans des demi-cones tels
que T et tres voisins de BB[A(m), m,].

Pour exploiter cette idée. donnons-nous une suite de demi-cones
convexes de sommet m,,

Uy Fe>. > >, ..,

ayant pour limite B[A(m), m,]. Nous savons que ceci est possible
[n®T7]. Appelons D, le domaine commun a S, etT,, (n=1, 2, ...).
Toutes les semi-tangentes a droite en m, appartenant a B[A(m),
N

”

m,], on peut, D, étant donné, trouver a droite de m, un arc m,m

ayant tous ses points sauf m, intérieurs a D, — ceci parce que

@B[A(m), m,] est intérieur a T,,. On a donc pour tout point m.
NN

intérieur a m, m’
Bl a(m), m]<B[A(m). Dp. m] [nedt].

N
Il résulte alors du n° 13 que 'arc mym' est dans le demi-cone

@B[A(m), D,, m,].
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Onu en dédutt que toutes les semi-tangentes a droite en me,, sont
dans cette borne -~ et cect quel que soit n. Mais chaque
domaine D, contenant le suivant. on a

BIAmy, Dy mei 2. . 20B[A(m): Dy my|2. ...

Cette suite a donc une limite @3 [A(me). m,|. Comme d’autre
part S, contient D, quel gue soit n. on a

GByiAemy o, [ ZAdA(m), my', e L0 et 5.

Si le champ est moins tourmenté dans la borne B3| A(m), m, |
quia I'extérienr - bren entendn au voisinage de m, — il est a pré-
voir que (3, sera effectivement contenu dans @3 et non pas con-
fondu avec lui.

En définitive. nous avons bien établi que toutes les semi-tangentes
a droite en i, ~ont dans un demi-cone convexe @3, [Acm). m, |
contenu dans 3 [ A(m). m, | On voit que nous avons un résuliat
plas précis que celui que nous avions obtenu primitivement. Mais
rien n'empéche d'opérer sur 03, comme on Pa fait sur 3. et ainsi
de suite. On est amend de la sorte a considérer ce que Jappelle les
hornes convexes successives du champ sur lui-méme.

t4A his. Avant de continuer Pérnde locale du champ dans le sens
qui vient d’étee indiqué. je vais montrer qu'il est indispensable de
considérer des demi-cones convexes. '

Sotent toujours m, un point de (R)et! S, } une suite de spheéres
centrées sur m, dont les ravons tendemt vers zéro. Désignons parG,
I'ensemble des demi-dreites. issues de m,. directement paralléles
aux demi-droites du champ dont les points d’application appar-
tennent a S,,. U pourrait sembler plus avantageux de faire inter-
veair la fermetare de Gy, aun licu du plus petit demi-eone convexe le
contenant : B[ A(m). S,. m, | et de considérer ensemble G [A(m),
my | commun a ces fermetures pour n=1. a. .... au licu de
BlA(m). m,]. Il est certain que GlA(m). my| est Vensemble
fermé de demi-droites qui représente le micux le champ au voisi-
nage de m,. Malhcurcusement ¢ ne posséde pas les propriétés
de @3, Reprenons Uexemple du n® 43.bis et eonsidérans ke champ
A(m) défini comme suit :

’
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En tout point m intérieur a ;ﬁ, A(m) est la demi-tangente a
droite a I'arc, partout ailleurs A (m) est parallelv aab.

Tl est immédiat que. en tout point m de a,j distinct de 8. il y a
une semi-langente dans ¢ [A(m), m]. pourtant Parc posséde en «
unc infinité de semi-tangentes extéricures a G| A(m). 2]. Ge sys-
téme se¢ réduit en effet aux trois demi-droites af3. ak et ar’. L'obli-
gation de faire intervenir des demi-cones convexes tient done a la
nature des choses.

15. Reprenons I'étude du champ A(m). Soit m, un poinl
de (R). Constdérons la saite des sphéres 8,08, ... S, ... dn
n® 11 et celle des demi-cones convexes de sommet m,),

Py >0, o0 >,

ayanl pour limite B|A(m), mn,|. ¢t désignons toujours par D,
Iensemble commun a S, et T,,. Comme on FPa vu plus haut, la suite
{B[A(m), D,y my}; (n=1.2,...) aune limite bicn déterminée
a3, lA('m ). m..] Je vais montrer que celle-ci est indépendante des
suites {5, Y et (T, }.

Soient S, S3,...., 8. ... une suite de spheéres el

n

. , . [N
Py Ty > 01

une suite de demi-cones convexes, analogues aux précédentes.
Désignons par D), le domaine commun a S, et I',. D’aprés le n° 9
il suftira d’établir que chaque D, contient un D). et réciproque-
ment. Donnons-nous D, par exemple. Comme B[A(m). m,] est
intérieur a Ty, on pourra trouver dans ka suite | T, | un demi-cone
imtéricur a T, [n° 6], soit I‘l, ce demi-cone. Le domaine D' dont
I'indice est égal au plus grand des deux nombres 2 et p est néees-
sairement contenu dans D,,.

Le demi-cone (3,[A(m). m,] est donc bien indépendant des
suites, on l'appellera la premiére borne convexe du champ sur lui-
méme. Cette borne satisfait aux relations

(3r A(my)S @, ACmy, mo | SOBIA(m)y, my .

La premiére est évidente. la seconde a ¢té établic au n” H4.

16. De la méme maniére que pour &3, em définira de proche en
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roche les bornes convexes successives du champ sur lui-méme
en my, By[A(m), my], GB;[A(m), m], ....
Supposons que @3, ait é1é défini. Considérons une suite de demi-
cOnes convexes de sommet m,.,

M >T> >,

ayant pour limite B,[A(m), m,] et désignons par D/, le domaine
commun a S, et T2, @B, [A(m), m,y] est la limite de la suite
GB3[A(m), D%, m,]. En raisonnant comme au numéro précédent on
verra que (3,, (33, ... sont indépendanll,es des suites de sphéres
et de demi-cones I',. @3,[A(m), m,] contient évidemment A(m,),

quel que soit p. Je vais montrer que l'on a

(4) B[A(m), mg]2 B, [A(m), ma|2...2B,[A(m), me]2....

La premiére inégalité est satisfaite [relations (3)]. Supposons
que I'on ait
(5) By [A(m). mo|2033,[A(m), my].

Donnons-nous I%', ®Bp_,[A(m), m,] lui est intérieur, donc
GBp[A(m), m,]. On pourra par suite choisir ¢ assez grand pour

avoir
ry <yt [ne6].

Soit alors r le plus grand des deux nombres ¢ et n. Le

domaine D”~' contiendra D?, on en déduit

BiA(m), DI, mo12B[A(m), D, my ).
D’out il résulte, d’apres le n* 5,
By[A(m), ma) 2B, [A(m), my .
Comme la relation () est vérifiée pour p =1 (en convenant que

I'absence d’indice équivaut a un indice nul) les inégalités (4)
sont complétement établies.

17. D’apres ces relations la suite { B[ A(m), m,]} a une limite
bien déterminée B,[A(m), m,], que jappellerai la résidu con-
vere du champ en m,. On a évidemment

(6) A(mo) S Bo[A(m), me]<B[A(m), mo].
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On pourrait avoir 'idée de procéder sur (3, comme on I'a fait
successivement sur 03, @3, . ... Je vais montrer que c’est inutile
car on retrouverait (3,. En effet, donnons-nous une suite de demi-
cones convexes de sommet m,,

P> 12> .. >8>
ayant pour limite (3,[A(m), m,]. Désignons par D? lec domaine
commun a S, et T%. Il s’agit d’établir que la limite 3, [A(m), m,|
de la suite { B[A(m), D¥, m, ]} est confondue avec (B,,.
Donnons-nous d’abord D/,. d3,[A(m), m,] est intérieur a I,
d’autre part 33, contient (B,

On a donc
' > @By[A(m), my).

Mais la suite {T'y | a pour limite (3,[A(m), m,], on pourra donc.
choisir ¢ assez grand pour avoir
=19 (o6,

St r désigne le plus grand des nombres n et ¢, D con-

tient D®. On a par suite
BIA(m), DB, mo|2B[A(m), DP, mo]2 By [ A(m),mq].

Considérons les termes extrémes et, laissant p fixe, donnons a n
les valeurs 1, 2, ..., on aura

By A(M), 70]2 B (A(m), 1o .
Cette relation ayant lieu quel que soit p on en déduit
(7) Beo[A(m), mo]2 Beyi [A(m), mo ]
Donnons-nous maintenant D®. Des relations
12> Bu[A(m), me] et lim | B,[A(m), mo]| = By|A(m), mo].
On déduit la possibilité de choisir p assez grand pour avoir
% > Bp[A(m), mo]  [0°6].

Pour la méme raison, puisque la suite {7} a pour limite
3,[A(m). m,], on pourra trouver ¢ assez grand pour avoir
res ry.

LXII. 2
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Si on désigne encore par r le plus grand des enters n et ¢,

D® contient D2. On peut donc écrire
@BIA(m), DY my 12681 Acm), D, my);
el par suite. en vertu du n® 3.
7 Byt [ACm). my ! 203, A(m), m, |.

D’ou enfin

(¥) By | A(m), my ' 2 By TA(m), my |.

Des relations (7) et (8) on déduit B3,y = d3,,. La démonstration

est acheviée,

I8. Champ régulier en un point. — Dans la détermiation de
(3, nous avons raisonné comme si les demi-cones de la suite @3.
a3,

que cclaest possible. 11 est évident que si deux demi-cones consé-

co.o @, oo dtadent tous différents. Nous verrons au n® 23
cutifs étatent égaux ou si lun deux se réduisait a A(mey,). BBy serait

déterminée. Quoi quil en soit. toutes les fois que Fon aura
By Xtmy, my, = Ximy),

Je divai que le champ A(m) est regulier en m,. Un champ régu-
lice en tout pomt d'un ensemble sera dit régulier sur cet ensemble.,
Un champ continu est végulier. La réciproque n'a pas lieu en
genéral, Nous donnerons au n® 26 Fexemple d'un champ réguhier
partout et discontinu sur un ensemble partout dense. Llimiérer de
a notion de « végularité » c’est quelle peat remplacer celle de
continuité dans hien des questions et en particalier dans la théorie

des équations diftérentielles,

19. Comme premiére application je vais rveprendre le probléme
posé au n® 12,

Soient A(m) un champ défini sur un ensemble (R) et ab un
arce simple de (l{) Je supposerai le champ borné en direction
en tout point de ab et que pour tout point m intérieur & Uarc il

c.ciste une semi-tangente & droite appartenant @ 6B A(m), m].

Nous avons démontré au n® 14 qu'en tout point m, de I'arc



distinct de b. toutes les semi-tangentes a droite sont dans
@B, [A(m). m,]. Je vais maintenant établir qu’elles sont toutes dans
®By[A(m). my]. Il en résultera que st le champ est régulier en
tout point de Uarc celui-ci posséde partout, sauf en b, une
demi-tangente a droite unique. Nous verrons méme que cette
demi-tangente est continue a droite.

Pour montrer que toules les semi-langentes a droite en m, appar-
tiennent a 33, il suffira de prouver qu'elles sont toutes dans 03,
pourvu qu’elles appartiennent a d3,.

Supposons donc que toutes les semi-tangentes a droite en un
point m, de T'arc, distinct de b. appértiennent a @3,[ A(m), m .
Conservant les notations du n° 16. considérons un domaine DPZ.
Pnisquo (B,,[A(m). m‘,] est tntérieur a I'?, on peut trouver a

/‘\ A
droite m, un arc partiel m,m' ayant tous ses points sauf m, inté-

rieurs a D%, En chacun de ces points m on aura
B[A(m), m]<B[A(m), Dy, m]  [n°12].

Il résulte alors de la proposition du n® 13 que nm est dans
G[A(m). D,. my]. En donnant a n les valeurs 1, 2. .... on
voit que toutes les semi-tangentes a droite en m, appartiennent
adB, [A(m), mg]. €. Q. F.D.

De I'hypothése faite sur ab on peut encore tirer des conclusions
relatives aux semi-tangentes a gauche et a la rectificabilité. Con-
sidérons d’abord les semi-tangentes a gauche. Supposons m,

7~~~
sur ab en dehors de a. Si I'on se donne S, on pourra trouver a

TN I
gauche de m, un arc partiel m"m, intérieur a S,.. En tout point m
mtérieur a cet arc. on a

BlA(m), m]<B[A(m), Su, m].

Il en résulte que rm est dans le demi-cone de sommel m, inver-
sement homothétique a G3[A(m). S,. m,]. En raisonnant comme
plus haut on en déduit que toutes les semi-tangentes & gauche
en m, appartiennent au demi-cone inversement homothétique
de B[A(m), m,] de sommet m,.
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Occupons-nous maintenant de la rectificabilité. Dans mon Mé-
moire sur les demi-sécantes et les semi-langentes aux ensembles

Ji démontré le résultat suivant :

Une courbe de Jordan qui posséde en chaque point, sauf peut-
élre aux extrémités, une semi-tangente (pour un coté variable ou
non) faisant avee un axe fixe un angle au plus égal a une constante
moindre que —, est la somme de denx ares simples rectifiables placés
bout a bout chacun d'eux se projetant sur Taxe d’une maniére
biunivoque ().

Il est immédiat qu'a lintérieur de chacun de ces deux ares la
semi-langente considérée -est foreément semi-tangente pour un
coté invariable.

Domnons-nous un point m, de ab. Le champ est borné en
direction dans une certaine sphére S centrée sur m,. D'autre part

—
on peat trouver un are partiel de ab intéricur a S, cet arc conte-
nant m, & son mtéricur ou bien ayant ce point comme extrémits

s'ilest confondu avee @ ou b. En chaque point m de cet arc. on a
B[a(m), m)<@B[A(m), S, m]

Comme les demi-droites de ce dernier demi-cone font avec une
demi-droite fixe un angle au plus égal a une constante inféricure
.~ . . . .

A=y Farc partiel en question est rectifiable. Le lemme de Borel-

- — .
Lebesgue permet alors d'affirmer que Pare ab est rectifiable.

Iaisons en passani une remarque qui nous sera utile au n* 21.
Conservons toutes les hypothéses faites au début du présent
numdéro. mais supposons que la semi-tangente dont il sagit soil
semi-langente pour un c¢oté variable ou non. Le raisonnement

~~~ .
précédent permet d'affirmer que ab est Ia somme d'un nombre

lini dares simples bout a bout a lintérieur desquels la semi-
langente en question est semi-tangente pour un coté invariable.

20. Les hypothéses ¢tant toujours celles du début du numéro

(") A. M., n° 15 (voir aussi la remarque qui suit la proposition énoncée).
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i ~~
précédent, supposons de plus que le champ soit régulier sur ab.
sauf peut-étre en b.

’ ’ - M
Comme on I'a remarqué plus haut ab admet en tout point m,
distinct de b, une demi-tangente a droite A(m). Je vais montrer
que celle-ci est continue a droile.

Soit m, un pomnt de 217), distinct de . Donnons-nous un
nombre positif ¢ aussi petit qu'on voudra ct considérons le demi-
cone de révolution C de sommet m,, d'axe A(m,) et de demi-angle
au sommet &. Comme la suite { B,[A(m), my]} a pour limite
A(m,). on peut choisir p assez grand pour avoir

By [A(m), my] << C [nv 6].
Mais, p étant fixé, @3, est la limite de la suite
{ B[A(m), Df;, m,] |
(les notations sont toujours celles du n® 16); on aura done
@B[A(m), D}, m) < G,

pourvu que n soit assez grand. D’autre part G3,[A(m), m,| est
intérieur au demi-cone I, de D”. Par suite A(m,) est intérieur

—
aT%. On pourra donc trouver a droile de m, un arc partiel m,m”

ayant tous ses points dans D?. Soit m'un quelconque d’entre eux.
on a

A(m)<a[a(m), Dy, m].

II résulte alors de la précédente inégalité que A(m) esl intéricur
au demi-cone de sommet m déduit de C par translation. En défi-
nitive, étant donné ¢, on peut trouver a droite de m, un are

. TN s i
partiel m,m" tel que on ait
angle [A(E), A(mo)] <,

o~
quel que soit le point m de mom’”.

Il est donc bien établi que la demi-tangente a droite est con-
tinue a droite. Mais il résulte d’un théoréme de M. W.-H. Young.
qu'unc fonction f(¢) continue a droite en tout point d’un inter-
valle, ouvert a droite, posséde au plus une infinit¢ dénombrable

O
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de points de discontinuité (! ) On en déduit immédiatement que
la demi-tangente a droite a ab est continue a gauche sauf sur un
ensemble @. vide ou dénombrable. Prenons alors m, sur le com-
plémentaire de @. On peut trouver a gauche de m, un arc partiel
tel qu'en chacun de ses points m la demi-tangente a droite appar-
tienne au demi-cone de sommet m déduit de C par translation.
D'apreés la proposition du n° 13 cet arc est dans le demi-cone
opposé par le sommet a C. Comme ¢ est aussi petit qu'on veul.
ab admet en m, une demi- -langente & gauche (unique). opposée
a la demi-tangente a droite.

En rassemblant les résultats des n” 19 et 20 nous obtenons les
propositions suivanles :

Tutorimel. — Soient un arc simple ab et un champ de demi-
droites défini sur un ensemble contenant ab et borné en direec-
tion en tout point de cet arc.

Si ab possede en tout point intérieur une semi-tangente
droite dans la borne convexe du champ en ce point :

1 ab est rectifiable;

2° Toutes les semi-tangentes & droite en chaque point dis-
tinct de b appartiennent au résidu convexe du champ en ce
point;

3° Toutes les semi-tangentes a gauche en chaque point,
sauf a, appartiennent au demi-céne opposé par le sommet & la
borne convexe du champ en ce point. '

Tutorime 1. — Soient ab un arc simple et un champ de.
demi-droites défini sur un ensemble contenant 227, réeoulier
sur cet arc sauf peut-étre en b, mais alors borné en direction
en ce point.

St ab posseéde en tout point intérieur une semi-tangente d
droite dans la borne convexe du champ :

1° ab est rectifiable;

(1) W. H. Youne, La symétrie de structure des fonctions de variables réelles
(Bull. des Sc. math., juillet 1928, p. 270). — Voir aussi T. VioLa, Funzioni
continua da una parte... (Annali di Math., §* série, t. IX, 1931, p. 252).
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~~
2° ab admet partout, sauf en b, une demi-tangente & droite
continue a droite : la demi-droite du champ;

3° ab admet deuxr demi-tangentes opposées sauf peut-étre
sur un ensemble au plus dénombrable ().

21. Jusqu'a présent nous avons toujours supposé (sauf dans la
remarque faite a la fin du n° 19) qu'il s’agissait de semi-tangentes
pour un coté invariable. Nous allons voir maintenant ce que
devient le théoréme II, par exemple, lorsqu’il s’agit de semi-
tangentes quelconques.

D une maniére précise, soit A(m) un champ régulier en tout
point de ab et supposons qu’en tout point intérieur a l'arc celui-ci
posséde une semi-tangente pour un cété variable ou non dans la
borne convexe du champ au point considéré.

D’aprés la remarque rappelée a P'instant. ab est la somme d’iso

. 5 . —~ TN . .
nombre fini d'arcs partiels aa,, a,a,, ....a,_b, a lintérieur

desquels la semi-tangente considérée est semi-tangente pour un
coté invariable. A chacun de -ces arcs on peut appliquer le théo-
réme 1l (en choisissant convenablement le sens du parcours). On

en déduit que ab est rectifiable et posséde partout deux demi-
tangentes opposées. sauf peut-étre sur un ensemble au plus dénom-
brable. Il est possible d’obtenir un résultat plus précis. Pour cela
je distinguerai deux cas :

. . . P
1° A(m) est demi-tangente a droite pour aa.

Soit aza,. le premier arc pour lequel A(m) est demi-tangente
a gauche. D’aprés le théoréme 1 (3°) toutes les semi-tangentes a
gauche en a; appartiennent au demi-cone — 3[A(m), ai] opposé
par le sommet a la borne convexe en a;. D’autre part, appliqué a

I'are QA A, CC MeEme théoréme montre que toutes les semi-

tangentes a gauche en a; a cet arc. c'est-a-dire toutes les semi-

A~
ab appartiennent au méme demi - cone

. tangentes a droite a
— B[A(m), a;]. 1l y a impossibilité car aucune semi-tangente

(*) Je rappelle qu’une demi-tangente est unique par définition.
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en ag ne pourrait appartenir a B[A(m). a;]. 11 faut donc que A(m)

—~

soil. demi-tangente a droite pour tout Iare ab.

P
2° A(m) est demi-tangente a gauche pour aa,.

Un raisonnement analogue au précédent montre que ou bien A(m)
est demi-tangente a gauche pour tout I'arc. on bien demi-tangente

. —~ . . . —~
a gauche pour un arc partiel ac et demi-tangente @ droite pour cb.
Les conclusions de ce numéro donnent le

Tatorime II. — Soient ab un arc simple et un champ de
demi-droites défini sur un ensemble contenant ab et régulier
en tout point de cet arc.

Si ab posséde en tout point intérieur une semi-tangente,
pour un coté variable ou non, dans la borne convexe du champ
en ce point :

1° ab est rectifiable et posséde deuxr demi-tangentes opposées
sauf peut-étre sur un ensemble au plus dénombrable; '

2° Ou bien la demi-droite du champ est partout, sauf en b,
la demi-tangente & droite (continue & droite), ou bien elle est
la demi-tangente @ gauche (continue & gauche) depuis a
cxcepté jusqu'a un point ¢ bien déterminé, etla demi-tangente
e droite (continue & droite) depuis ¢ inclus jusqu’a b.

Dans ¢e dernier cas 'arc a un point de rebroussement en c.

22. Champs (de demi-droites) opposés. — Soit A(m ) un champ
de demi-droites. 11 est naturel d’appeler champ opposé celui formé
par les demi-droites directement opposées a celles de A(m). Je
désignerai par — A(m) la demi-droite opposée a A(m). Clest
dailleurs la notation utilisée plus haut pour les demi-cones opposés.

Il est immédiat que si le champ A (m) est borné en un point m,
le champ opposé 'est aussi et que I'on a

CB[—A(m), mo] =— B[A(m). m,].

Lamalogic ne peut évidemment pas se poursuivre pour les bornes
conveses successives, Par suite deux champs opposés ne sont pas
forcément réguliers simultanément en un méme point. Au con-
traire. ~i un des champs est continu, autre I'est nécessairement.
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Les conclusions des théorémes II et III deviennent particulie-
rement simples lorsqu'on suppose les deux champs A(m) et
— A(m) réguliers sur ab. Considérons d'abord le théoréme II,
¢'est-a-dire supposons que ab posséde en tout point intérieur m
une semi-tangente a droite dans (B[A(m) _rﬁ]

La conclusion 3° du théoréme I s’applique, par suite ab admet
en tout point intérieur une semi-tangente a gauche dans la borne
convexe de — A(m). On déduit alors du théoréme Il que — A(m)
est partout la demi-tangente a gauche, laquelle est continue a
gauche. L’arc ab posséde donc partout deux demi-tangentes
opposées continues.

En rapprochant ce dernier résultat du théoréme I1II on obtient
immédiatement le

Tutorime IV. — Soient ab un arc simple et deux champs de

. . , . —~
demi-droites opposés définis sur un ensemble contenant ab et
réguliers sur cet arc.

—~ .
Si ab posséde en tout point intérieur une semi-tangente,
pour un cété variable ou non, dans la borne convexe (en ce
point) de l'un des champs LE MEME POUR TOUT L’ARC,

ab posséde partout deux demi-tangentes opposées continues,
sauf peut-étre en un point de rebroussement unique, ce qui ne
peut avoir lieu que si la semi-tangente considérée l'est pour
un coté variable ().

Bien entendu l'arc est toujours rectifiable (cela résulte d'ailleurs
immédiatement de la conclusion).

La restriction soulignée ne peut étre supprimée méme s’il
s'agit de semi-tangentes pour un cdté invariable. En effet.
rapportons l'espace a trois axes Owx)yz ct prenons pour A(m) le
champ défini en chaque point par la paralléle a la demi-droite Oy,
Les champs A(m) et — A(m) sont partout continus ct, a fortiort.
réguliers. Considérons alors 'arc simple &E

w
y = E bn cosmanrx, 5 =o0, oLz <,
1

(") Cet énoncé est une extension du théoréme du n° 19 de mon Mémoire A. M.
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ou a désigne un nombre entier impair et b une conslante positive
moindre que 1, avec ab >1+3 -2-

On reconnait la fonction sans dérivée de Weierstrass. Or
cette fonction admet partout un dérivé droit et un dérivé gauche
infinis ('). L'arc &B posséde donc. sauf en 3; une semi-tangente
d droite confondue avec A(m) ou — A(m). D’autre part, les con-
clusions du théoréme ne sont évidemment pas vérifiées.

23. L'exemple précédent montre aussi pourquoi il est indis-
pensable de considérer des champs de demi-droites et non pas
des champs de droites.

&B posséde partout. saufen 5. une semi-tangente -a droite dont
le support appartient a un champ continu de droites. et. sauf
en a. une semi-langente a gauche dont le support appartient au
méme champ. Pourtant 0?3 n’a de tangente nulle part.

En raisonnant sur des droites on laisse échapper une hypothese
d’orientation locale des semi-tangentes dans U'espace, qui ne

peut étre remplacée par une hypothese d'orientation sur l'arc.

24. 11 est immédiat que les notions de bornes convexes. de
résidus convexes et de champs réguliers ainsi que les théorémes
précédents sont valables pour un espace euclidien quelconque.
Dans le cas de deux dimensions les demi-cones convexes sont des
angles. Cette circonstance rend la détermination des bornes con-
vexes beaucoup plus facile.

III. — Exemples de champs.

25. Je vais donner maintenant quelques exemples de champs.
le premier pour montrer qu'en un méme point les bornes convexes
successives peuvent étre loutes distinctes. Pour plus de simplicité
nous nous placerons dans le cas du plan.

Soient Oz et Oy deux demi-droites rectangulaires. Considérons
une suite de demi-droites O z,. O3y, .... Ozp, ..., intérieures a

P -
I'angle O et telles que Oz, soit intérieure 3 z0z,. O3, a
une certaine limite O z,,.

" (1) Voir, par exemple, Goursat, Cours d’Analyse, 5¢ édition, t. I, p. 73.
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Définissons un champ de demi-droites A(m) de la maniére sui-
vante :
Sur Oy, sauf en O. A(m) est paralléle a O z,.
Sur O3,. sauf en O. A(m) est parallele & Oz, ,. cecr pour
p=o0.1.2. ..., cnfin partout ailleurs A(m) est parallele a O ..
On voit immédiatement que

) PN
B [A(m). o] =03,

PN
@B, [A(m), 0| =uor0z3z,

P
Bu[A(m), o] = r0 z4.

Si O z, est confondu avec O.x. le résidu convexe en O se réduil

a A(O). Le champ A(m) est alors régulier en O.

26. Le deuxiéme exemple est relatif a deux champs opposés
réguliers partout et discontinus sur un ensemble dénombrable
partout dense. Comme précédemment il s’agira de champs plans.

Soient Oz, Oy deux axes rectangulaires OD et OD’ les demi-
droites ayant respectivement pour paramétres directeurs (—1, —2)
et (1, — 2). Nous considérerons d’abord la fonction g (2, ') ainsi

P
définie : dans 'angle DOD', sauf @ l'origine,

I.T}

g2, y) =140 =,

partout ailleurs
g(x, y)=o.

Cette fonction possede les propriétés suivantes :

1* Elle est constante dans le domaine obtenu en retranchant du

.. . , /\
plan Uintérieur de 'angle DOD’;
2° Elle est continue partout, sauf a 'origine; en ce point on a
pour toute valeur positive de & ’

(7) g(O,—&)Z—v—l—l—'g(O,());

3¢ Elle est non croissante par rapporta y:
4° Elle est bornée.
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Les trois premiéres sont immédiates. Examinons la quatriéme.
/\,
Dans 'angle DOD’, sauf en O, on a

a2l
. -y -

On en déduit »
(8) ' olg(z, y)sr.

Relation vérifiée a fortiori dans tout le plan.

Donnons-nous maintenant un ensemble ponctuel dénombrable
partout dense, par exemple celui des points de coordonnées ration-
nelles { a,, b, }, et construisons la fonction

-+ o

(9) Sr,») =29«‘""‘ g(x — an, y —by).

1

Il résulte immédiatement des propriéiés de g(x, »') que f(z, y)
est non croissante par rapport a » et bornée. Les relations (8)
et (9) donnent

(10) o< flx,y)<1.

Les signes — sont exclus car il n’est pas possible que les
g(x —a,, y—b,) soient en un méme point toutes nulles ou
toutes égales a 1.

Enfin f(z, )') est discontinue en tout point de {a,, b, }. Soit,
en effet, (ax, b;) un point de cet ensemble. On a, d’aprés (7),

glar—ag, bp—o—>bp) =1+ g(a;,—a;, b—by)
ct, pour n £ &,
glay—an, bi—3—by)2g(ar—an, bp—by).
De ces relations on déduit
Slag, br—3)20—k=14 f(ay, by).

Ceci- posé, considérons le champ "A(m) défini en chaque
point m(x, y) par la demi-droite de paramétres directeurs
[1, f(xz»)], etle champ oppos¢ — A(m). Ces deux champs sont
discontinus en toul point de { a,, b, }. Je vais montrer qu'ils sont
partout réguliers.
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Soit my(xe, o) un point quelconque du plan. Considérons

I'angle I formé par les demi-droites d’origine m, et de paramétres
directeurs (l, — i} et (1, §>, et’'angle I'" opposé par le sommet.
Les relations (10) montrent que les bornes convexes B[ A(m), m, ]
et 03[ — A(m)m,] sont respectivement intérieures a I' et T'.
Soient alors S un cercle de centre m, el X I’ensemble des deux
secteurs limités dans S par I' et I'. En se reportant a la définition

de @,, on voit que pour élablir les relations
(1) B, [A(m), me] = A(my), G, [—A(m), me¢] =— A(mo),

il suffira de démontrer que le nombre positif ¢ ¢tant donné arbi-
trairement petit, on pourra trouver S assez pelit pour avoir, quel
que soit m dans X,

| f(x, y)— f(xo, yo)| < =

Ceci est immédiat parce que la série est uniformément convergente,
et que, pour chacun de ses termes, on peut trouver S de maniére
a avoir dans 2

fo=k=t g(& —ay, y—br) — 27k g(zo—ar, y — bir)| < e,
ex étant arbitrairement donné. En effet, si x,— ax, et ¥, — b; sont
différents de zéro g(x — ax, » — bi) cst continue en m, et s’ils
sont nuls tous les deux g(z — a;, » — b;) est constante dans =
quel que soit S. :

Les relations (11) montrent alors que A(m) et — A(m) sont
réguliers partout.

Dans I'exemple qui vient d’étre construit la régularité du champ
a été obtenue, si I'on peut dire, assez rapidement puisque dés @3,
on a eu la demi-droite du champ. Il est probable qu'on pourrait
obtenir des champs réguliers beaucoup plus discontinus que le
précédent. A ce propos il serait intéressant de savoir s’il existe des
champs a la fois réguliers ct discontinus partout. Je n’ai pu jusqu’a
présent répondre a la question.

27. Suites uniformément convergentes de champs. — Les
expressions « suite convergente », « suite uniformément conver-
gente de champs de demi-droites » ont un sens évident. Il est
d’autre part immédiat qu’une suite uniformément convergente
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de champs continus en un point m, a pour limite un champ
continu en m,. Je vais montrer par un exemple que la propriéeté
ne s'étend pas aux suites de champs réguliers.

Nous nous placerons encore dans I'espace a deux dimensions.
Soient Oz, Oy deux demi-droites rectangulaires et O s la bissec-
trice de leur angle. Définissons un champ A(m) comme suit : en
tout point m de Oz, sauf @ Uorigine, A(m) est paralléle a O3,
partout ailleurs A(m) est paralléle 2 Oz. On a évidemmnent

PONS
B[A(m), 0]=08B,[A(m),0o]=...=x0z.

Ceci posé, pour chaque valeur de Pentier positif n, considé-

rons le champ A,(m) obtenu en chaque point m en faisant
T 1 .o . . . N

tourner A(sm) de 'angle - dans le sens positif (celui qui améne Ox

sur Oy aprés rotation d’un angle droit). Il est évident que la
borne convexe 3[A,(m), o], s’obtienten faisant tourner G3[A (m), o]

1 .. . .
de Pangle ~dans le sens positif. Mais si n est assez grand on

pourra construire un angle de sommet O, ayant 3[A,(m), o] a
son intéricur et Oz a son extérieur. Comme dans cet angle A, (m)
est paralléle a une demi-droite fixe, on a forcément

GBy[An(m), o] = A, (0).

Le champ A, () est donc (pour n assez grand) régulier en O,
¢¢ qui n’a pas lieu poursa limite A(m), atteinte uniformément.

Dans I'exemple précédent la borne convexe de A,(m) en un point
« pour limite la borne convexe de A(m). Cette propriété est génc-
rale. On Pétablirait sans peine. Il faudrait d’abord donner un sens
prrécis a Uexpression « limite » d’une suite de demi-cones convexes
pas nécessairement emboités. Pour cela on ferait intervenir la
notion d’¢cart (entfernung) de deux ensembles (') de demi-droites
de méme origine. Une suite G, C,, ....C,, ... a pour limite C

— . 1 .,
si I'écart de C et C,, tend vers zéro avec - On constatera aisément

que les limites considérées au n° 4 satisfont a cette définition.
Comme nous n’aurons pas a utiliser la proprigté des bornes con-

() Voir, par cxemple, F. Havsporrr, Mengenlehre, p. 145 et suiv.,



— 3 —

vexes, qui vient d’éire signalée, il m’a paru inutile de faire inter-
venir la notion générale de limite.

1V. — Application aux équations différentielles.

28. Les notions de champ borné en direction, de champ régulier.
ainsi que les théorémes obtenus a la section II trouvent leur appli-
cation naturelle dans la théorie des équations différenticlles du
premier ordre a fonctions et variables réelles.

Donnons-nous un tel systéme de deux équations (pour rester
dans un espace a trois dimensiens) :

d -

(12) ¢
ds
( dr =g(x, ¥, 2).

Nous supposerons les fonctions f et g définies et bornées dans le
domaine (R)={o<x<1|. D’aprés la remarque faite au n” 8 le
champ A(m), défini en chaque point m(z, y, 3) de (R) par la
demi-droite de paramétres directeurs [ 1, f(z, v, 5), g(x. ¥, 5)],
estborné en direction dans (R), ainsi que le champ opposé — A (m).

Le probléeme classique de la détermination des intégrales du
systéme (12) est un probléme de géométrie : trouver les courbes

de (R) ddmettant en chacun de leurs pointsr_n les demi-droites A( 5)

et — A(m) respectivement comme demi-tangente a droite et a
gauche.

Je vais montrer, en utilisant la méthode de Gauchy-Lipschitz.
que le systéme (12) admel au moins une intégrale passant par
tout point donné de (R) pourvu seulement que les champs A(m)
et — A(m) soient réguliers.

29. Supposons d'abord que les fonctions f et g soient seulement
bornées. Soit a un point denné de (R). Pour chaque valeur du
nombre naturel 2 construisons vers la droite et vers lagauche respec-
tivementdeux contours polygonauxde Cauchy-Lipschitzd’arigine a,
dont les cotés se projettent sur Oz suivant des longueurs moindres

I . . .
que ~- Ces contours sont définis, le premier jusque dans x =1,
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le second jusque dans z =o. Si a est dans I'un de ces plans un
des contours se réduit @ un point. Dans tous les cas leur réunion
est un contour L, représenté¢ par des fonctions y,(z) et z,(2)
définies dans (o.1). Il est immdédiat que les familles | y, ()|
et { z,(«)| sont « ¢galement continues » dans cet intervalle. On
peut donc extraire de la suite | L, | une suite partielle convergeant
uniformément vers une limite L. Il est évidemment permis de
supposer que c’est la suite { L, |.

Soit m, le point d’abscisse z,, 0 <.ry, <1, situé sur L. Tracons
une sphére S de centre m, et intérieure a (R). On peut trouver
sur Lun arc &, x,, o, <C 2y < &4, lout entier a U'intérieur de S. 11
résulte alors de I'uniformité de la convergence que, pour n assez
grand, I'arc x,z, de L, est lui-méme tout entier intérieur a S.
Donnons-nous alors un nombre ./, compris entre z, el z,, en pre-
nant n assez grand L, aura nécessairement un sommet d’abscisse
comprise entre z, et z,, et un autre d’abscisse comprise entre x,

et . Sidonc n satisfait aux deux conditions précédentes 'arc ;o—;_
de L, possédera nécessairement en tout point intérieur m une
demi-tangente a droite dans B[A(m), S, m ], il est par suite con-
tenu dans le demi-cone convexe 3[A(m), S, m}], en désignant
par mj le point d’abscisse 2o de L, [n° 13]. De la résulte immd-

TN . .
diatement que Parc z,z, de L est tout enticr dans le demi-cone

@B[A(m), S, m,]. déduit du précédent par la translation m:,';:
Par suile toutes les semi-tangentes a droite en m, a L appar-
tiennent a (B[A(m), S, m,], et ceci quel que soit S, elles sont
donc toutes dans la borne convexe G3[A(m), m,] du champ.

En définitive, en chaque point intéricur de L toutes les semi-
langentes a droite sont dans la borne convexe du champ en ce
point et par suite dans le résidu convexe, [th. I].

30. La conclusion précédente, rapprochée des théorémes I, 11
etIll, donne immédiatement le théoréme d’existence suivant :

.. - . dy _\ dsz
Tutoreme V. — Soit - = f(x, ¥, 3), o =8z, », 3), un

systeme d’équations différentielles ou les fonctions f et g sont
définies et bornées dans le domaine (R) = {o<z <1}, et telles
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que le champ de demi-droites A(m), défini en chaque point
m(z, y, 5) par la demi-droite, issue de ce point, de para-
metres directeurs |1, f(x, y, 5), g(z, ¥, 3)], soit régulier
dans (R).

A. Par tout point de (R) passe au moins une intégrale 1.
[y =y(=), s=23z(x)] définie dans (o, 1) possédant les pro-
priéteés suivantes :

1° L est continue et rectifiable;

2° En tout point mde 1. (d’abscisse differente de 1), A(};a)
est la demi-tangente a droite. et celle-ci est continue a droite;

3° Sauf peut-étre aux points d’un ensemble dénombrable 1.
posséde deux demi-tangentes opposées.

[Si en un point m la demi-tangente a gauche n’est pas unique,
toutes les semi-tangentes a gauche sont dans le résidu convexe
de — A(m) en m|.

B. Si le champ — A(m) est lui aussi régulier dans (R), L
posséde partout deux demi-tangentes opposées continues ().

Ce théoréme s'étend, comme les précédents, au cas d’un espace
euclidien quelconque, c’est-a-dire a un systéme analogue a (12)
comprenant un nombre quelconque d’équations.

30. Dans un autre travail (?), j’ai donné des critéres trés gén¢é-
raux pour 'unicité ou la multiplicité des intégrales a droite d’un
systéme d’équations différenticlles telles que (12). En se reportant
aux n” 5 a 9 du travail cité le lecteur constatera ais¢ément que le
critéere d’unicité subsiste intégralement dans 'hypothése ou le
champ A(m) est régulier dans (R). Pour le critére de multipli-
cité -— toujours dans la méme hypothése sur A(m) — il faut sup-
primer le signe « ou égal » dans I'inégalité quil'exprime. (Cela tient

() Les conclusions du théoreme subsistent ¢videmment lorsque les hypotheéses
de régularité sont satisfaites seulement sur L.

(2) A, Marcuavn, Sur les équations différenticlles de 1o ordre. — Critére
d’unité et critére de multiplicité { Mathematica (Cluj), t. X, p. 3]. Pour les
énoncés de ces eriteres on pourra consulter ma Note des €1, R, Acad. Sc., t. 196,
27 février 1933, p. 507.

LXII. 3
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au fait qu’une modification uniforme et infiniment petite effectuée
sur un champ régulier ne donne pas forcément un champ régulier. )
On s’en assurera en se¢ reportant aux n** 10 a 13 du méme travail.
Un cas particulier du critére d’unicité rappelé plus haut peut
S enoncer amnst o
Soient (r(z. u) une fonction continue dans { o<z <1 nulle
pour u == o et telle que I'équation

admette zéro comme seule intégrale a droite issue de Porigine, et
ta b

N\ oo le veeteur de composantes | 1, f, .
Siona. quels que soent e et m/ de méme abscisse z,

. > - { ——> 3 ——>
win LN em' ) —Nim) ] < mm'l G[_ xy lmm’ I ],

par tout pointa de .z == o passe une intégrale unique du systéme (12)
ddéfinie dans (o, 1).

Le critere Sapphque @ un nombre quelconque d’équations, il
<« réduit a le condition de Peano dans le cas d’une seule ¢quation
torsque Gest identiquement nulle.

Bevenons a I'exemple du n® 26 et considérons I'équation diffé-

rentielle

dy "4* .

= flr, S e gl —ay, v—by).

({‘[: '/‘\ AR A d - ny n )

¥
Le champ [1, f] et le champ opposé sont réguliers. partout:

d"autre part f(e. ») est non croissante par rapport a . On peul
done affiemer que par tout point du plan passe une inté-
wrale v =y (&) admettant une déricée continue quel que soit x.
De plus Uintégrale o droite en chague point est unique (').
Pourtant comme on Ua vu, la fonction f(z, y) est discontinue en
tout point de coordonnées rationnelles.

31. Dans I'exemple précédent la fonction f(z, 1) est partout

{+) Cette unicité est d’ailleurs facile & établir directement a partir de la non-

croissance par rapport a y.
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continue par rapport a x. Je vais construire un exemple ou f(z, )
sera discontinue par rappeort a 2 pour toule valenr constante de v
el discontinue par rapport a3 pour toute valeur constante de z,
ces discontinuités ayant lieu. sar un ensemble partout dense de
droites. La fonction sera encore non croissante par rapport a .
mais seul le champ [1, f] sera partout régulier.

Posons

fix,y) :Efn('x, »),

les fonctions f, ¢tant définies comme suit :
Soient {a, | Pensemble des nombres rationnels et {1,! les

. o \
droites v = (o -+ ,—l>(x — (g ), on QA

Salx,y)=0 (au-dessus de D),
Jn(x, y) == 20—t (au-dessons de D, et sur elle.

Le lecteur démontrera aisément que f(x, y') posséde bien fes pro-
priétés annoncées. Pour établir la régularité du champ il suffica
encore de considérer la borne (3,.

Avec cette derniére fonction Véquation

_y’:f(:c, »)

posséde les mémes propriétés que celle du numéro précédent sauf
que les intégrales n’ont peut-étre pas une dérivée a ganche égale
a la dérivée a droite aux points d’un. ensemble dénombrable. La
dérivée a droite existe partout.

32. Reprenons: hypoihése du n” 29, c¢’est-a-dire suppesons 7
et g seulement hornées. On peut appeler intégrale du svstéme (12)
tout arc simple ;:ﬁ avant en chaque point m distinet de 3. toutes
ses semi-tangentes a droite dans le residu convexe du champ en m.
Nous avons démontré que par tout point a de (R} passe au moins
une intégrale, définie dans (o,1).

La méthode utilisée au n® 29 va nous permettre d'établir que
tout ensemble horné de ces intégrales est compact en soi. Nous
obtiendrons méme une propriété un peu plus générale.

Soient fr.(z, v, 3). 6t ga(z, ¥, 5) deux suites de fonctions
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uniformément convergentes dans (R) ayant respectivement pour
limites f(z, y, 5) et g(x, y, 3). Pour n assez grand £, ct g, sont
bornées dans (R). Considérons pour chacune de ces valeurs de n

TN
une intégrale 2,3, située a distance bornée. du systéme

dy ) .
;l—:_l-?:;/“"‘r: Y ”)1

13)
(13) ds— .
U = &,(.r, v. 3),

ou «, ¢t B3, sont respectivement dans z = o et z =1. Je dis quon

peut extraire de la suite ; a/,,-ag une suite partielle ayant pour
limite une intégrale de (12).

%, 5, estreprésentée par des fonctions y,(r)et 5,(x) egalement
continues dans (o0, 1). On peut donc extraire de la sunle;a,, p,,
une suite partielle uniformément convergente vers une limite ocH.
Il s’agit de montrer que c’est une intégrable de (12).

H est évidemment permis de supposer que la suite partielle est

/\
o suite Q &, p,, .
Soit m, un point de aﬁ d’abscisse z,, 0 << ry,<< 1. Donnons-nous
une sphére S de centre m, et intérieure a (R) ={o<x<1}. On

peut trouver sur aB un arc partiel z,z,(x,> z,) intérieur a S.

Eu vertu de la convergence uniforme arc z,z, de } o Ba ; sera lui
aussi intérieur a S pourvu que n soit assez grand.

Considérons la borne convexe B[A(m), S, m,] du champ A(m)
dans S. Soit G l'ensemble des demi-cones de révolutions de
sommet m, ayant pour axes les demi-droites de B[A(m), S, m, |
et pour demi-angle au sommet ¢. Désignons par A,(m) le champ
détini par f, et gu. En vertu de la convergence uniforme de A, (m)
vers A(m), on pourra choisir n assez grand pour que

(B[A'l(m): S! mo]

soil contenue dans C. St donce n est pris assez grand pour satisfaire
N
aux deux conditions précédentes, I'arc x,x, de «,(, appartiendra

au demi-céne ayant pour sommet le point x, de «,3, et déduit
de C¢ par translation [n° 13].

o

On en déduit que Parc z,z, de ap appartient a ¢;. Comme ¢
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peat étre  choisi aussi petit qu’on veul cet arc appartient a
a[A(m), S, m,], [n® T|. Par suite toutes les semi-tangentes a
droite en m, appartiennent a G3[A(m), S, m,] et ceci quel que

soit S; elles sont donc dans B[ A(m), m,|. L’arc ;B est donce une
intégrale de (12), [th. 1].

La conclusion précédente est a fortiori valable si f, et g, sont
coustamment égales a fet ¢. On en déduit immeédiatement que 7
Uintégrale a droite | @& gauche] issue d'un point a est unique,
toute intégrale & droite [a gauche] issue d'un point a, tend
vers la précédente quand a,-> a.

Cette proposition est 'extension du théoréme d’Osgood-Montel
au cas ou les fonctions f et g sont seulement bornées.

Il résulte aussi des considérations du présent numéro que,

—
si{ a3, ) est une suite convergente d’intégrales de (12), sa

limite est une intégrale de systéme. En effet on peut extraive de
la suite une suite partielle uniformement convergente.

33. Il est facile de mettre le théoréme d’existence des intégrales
sous une forme purement géométrique. Soit A(m) un champ régu-
lier dans une sphére de centre a. 11 existe alors une sphére S dans
laquelle le champ est borné en direction. On pourra donc, en
choisissant convenablement I'unité de longueur, trouver un sys-
teme d’axes rectangulaires O zys tels que : 1° S soit dans le domaine
(Ry={o<ax <1};2°si|1, f, g] sont les composantes du champ
les fonctions f ¢t g soient bornées dans S.

Définissons alors dans (R) un champ A(m), de compo-
santes [1, f, &| de la maniére suivante. A(m) coincide avec A(m)
dans S, a I'extérieur de cette sphére A(m) est paralléle a Ox. Les
fonctions f et g seront alors bornées dans (R).

Le raisonnement du n® 29 prouve lexistence d’un arc ;E‘a,
o <C « <3, intérieur a S ayant en chacun de ses points (sauf )
toutes ses semi-tangentes a droite dans la borne convexe de A(m),
et par suite de A(m), puisque ces deux champs coincident dans S.

I suffit de se reporter encore une fois aux théorémes I, 11 et 111
pour obtenir le

Tutontme VI, — A. Soit A(m) un champ régulier dans une
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sphere de centre a, il existe dans la sphéere un are simple o,
traversant a. qui possede les propriélés suivantes :

-

1° a3 est rectifiable ;

2" Fn tout point m de Uare (sauf en 8), A(m) est la demi-
tangente a droite et celle-ci est continue d droite ;

3" Sauf peut-étre aux points d’un ensemble dénombrable ;5
possede deux demi-tangentes opposées.

B. Nt le champ opposé a A(m) est lui aussi régulier dans la
sphere. a3 possede  partout deux demi-tangentes opposées
continues.

Sous cette forme le théoreme dexistence des intégrales est non
seulement indépendant des axes de coordonnées mais du nombre

des dumensions de l'espace, a condition de donner au mot « sphére »
un sens évident.



