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SUR LES ENSEMBLES DENOMBRABLES AVEC APPLICATION
AUX SERIES TRIGONOMETRIQUES ;

Pax M. Trvirio Viora.

1. Soit 9T un ensemble dénombrable et soit U son dérivé.
Ordonnons IT d’une facon quelconque :

ta) ay, Qa, ceey Qpy

@, v étant les extrémités de A(— o <p<v<+ ), si ¢ est une
valeur quelconque < p[>v], les ¢éléments ap, << {[2E] sont en
nombre fini. Mais si p <<Z <v, d’une part les a,, <<%, d’autre part
les «,2 7 sont en nombre infini. 11 est intéressant de se demander
avee quelle fréquence rencontre-t-on les ¢léments a, par lesquelles
Pune ou lautre des relations est satisfaite lorsqu’on parcourt la
suite (a).

Pour chaque entier r > o et pour chaque nombre réel Z, dési-
gnons par N(r, _) [ou plus précisément par No(r, £)] le nombre
d’éléments a, tels que

nsr, a,2k,

5 )

et par M(E)[Ma(i)] la Iim N( ), par \I(E)[M (?:)] la lim —2—= (
o> 5=
M.(:%), M,(f) seront nommées respectivement la fréquence
supérieure_[ non gauche] en ¢ ct la fréquence inférieure [ non
gauche] en & de la suite (@) [ou de la série correspondante X a,].
Si, pour un Z particulier, on a M,,(E) =M, (%), on désignera cette
valeur commune par M, (%) et on la nommera simplement la fré-
quence | non gauche]en % de la suite (a) [ou de la série 2a,|.
Ona
51(5\:;\1(5):1 pour £ <, M(E):M(E):o pour % >v
0SM(EH)SM(5)St  pour  u<E

k]

II/\

(j?

1>, on a, quel que soit r, N(r, F")SN(r, &'): les fonc-
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tions M(:), M(%) sont donc monotones non croissantes. S'il
n'existe aucun point de IU dans lintervalle fermé du coté
gauche £%, ou s'il en existe un nombre fini, alors les fonc-
tions. M(Z), M(2) sont constantes dans tout le segment /8"

Pour toute suite coincidant avec (@) a partir d’un certain
terme, les fréquences sont égales a celles M, (£), M, (%), Mo () de
L suite ().

2. Donnons quelques exemples de fréquences. Les démonstra-
tions des exemples qui seront moins évidents seront données dans
une note a la fin de cet article.

O

1 Soit U un entier quelconque > 1. Considérons la suite des
nombres rationnels o élant un entier quelconque > o,
A positif < U7 et non multiple de U, rangés par valeurs crois-

santes de noct, pour n fixe, par valeurs croissantes de A, c’est-a-

dire
1 ) U—1
L e
2U —1
N R ‘
1
’ ‘l(’ * °
On ow
' fZo
poutr EZZ!'
; 1— &
,“(E)::l——-s, “1(5):: ﬁr-—s—T)—’, pOlll'O<E<l.
- - —1)s

2" Soit & Pensemble parfait de Cantor dans Iintervalle or1. Soit

G1; T2

2y T3,

la suite des intervalles contigus a &, rangés par ordre de grandeur
décroissante. Ceux qui ont l]a méme grandeur seront rangés selon
I'ordre naturel de gauche a droite. Pour chaque indice n =1, 2,
3. ..., solent @s,_; l'extrémité gauche, a,, Vextrémité droite
de g,,. Un nombre quelconque de (L sera désigné par

oy @ _ar o
E——'3 —1—-;‘2 —+... 3'—1— (a,._?2>.
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Pour la suite des @, on a alors

\l r r' Mt I—E,

MG =1—F M=
awee

w21 Xy %y

T g2 B or+t

Ces fonctions M(Z), M(Z) sont constantes dans chaque seg-
meunt g, et ¢gales a 1 pour <o, a o pourE2>1.

Ces résultats étaient faciles a prévoir aprés I'étude de 'exemple
précédent.

3° Si les nombres Ij" de 'exemple 1°, pour n fixe, sont sup-
posés rangés par valeurs croissantes de (— 1)k, on trouve

11—

1— £ -
= Y= —4— ——
MG = U=

_— our o<ESI.
1+ (U—1)k P =5=

M(E) =
4° Pour la suite des nombres rationnels Sy avec n entier > 1,

k positf << n (premier avec n ou non), rangés par valeurs crois-
santes de n et, pour n fixe, selon les valeurs croissantes de k, on
trouve :

M) =M(E)=M(E)=1—E,  pour 0SEST.

On pourrait dire qu’une telle suite est uniformément distribuée
en o1, parce que le nombre des ¢léments contenus dans chaque

intervalle partiel de o1 devient sensiblement proportionnel a la
longueur de cet intervalle, quand leur nombre total croit indéfini-
ment.

5 Soit  un nombre quelconque tel que o << z <<1. Quel que
soit n entier > o, désignons indifféremment par x, ou par p(nx)
la mantisse du nombre nz, c’est-a-dire la différence nz —[nz|
entre nz et le plus grand entier contenu en nz. Les nombres

) w@)==z,  pee), w@z), .., peo),

sont tous contenus cn o1 et tous rationnels ou tous irrationnels.

Si x est rationnel — g fraction irréductible, on a pour la suite (1)

M(5)=M(E)=ME)=1— q_Ei_t*
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Si z est irrationnel on a un autre exemple de suite uniformé-

ment distribuée en o1 :
M(Z) = MiZ)=M(5) =1—% en tout or.

Aux numdéros suivants (3-6) nous ¢tudierons un probléeme
relatif aux fréquences. Ensuite (n° 7-12) nous montrerons l'intérét
de la notion de fréquence en Uappliquant a Uétude des séries tri-
gonométriques. .

Nous voulons énoncer ici les résultats indépendamment des défi-
nitions et des notations posées :

a. St pour la suite {a,| des coefficients d’une série de
cosinus Sapcosatnx [d'une série de sinus lapsinannr| il
existe deux nombres positifs z, ¢ et une infinité d’entiers r > o
tels que les indices n<r pour lesquels 'a,|2% sont en

nombre Zer, alors la série converge (en 01) tout au plus dans
un nombre ¥int de points, c'est-a-dire tout au plus dans les

points.x rationnels = g avec g multiple de 4 et El 2 ;E [avec q pair

vt (}g;‘ ou gq impair et ;Ze] (Ces points sont & une dis-
tance > :

w

l’un de Uautre) (n° 10.)

N

b. Si pour une série trigonométrique génerale

Y(apcos2nny + bpsinannx),

(lexiste deur nombres positifsz, e et une infinité d’entiers r > o
tels que les indices n<r pour lesquels \/a+ b? 2% sont en
nombre 2cr. alors la série converge (en (?r_) tout au plus dans
un nombre ¥iny de points. Ces points sont ou bien tous irration-
nels ou bien tous rationnels. Ils sont ainsi caractérisés : si un
quelconque z=12x de ces points est irrationnel, tous les
autres ¥ = +y ont du premier une distance y ration-

S 1 g . . 1 € . . . .
nelle = ;avec, 2 - si test pair, ou 3 > = st t est impair. Si, au

t=4
contraire, aucun de ces points est irrationnel, alors deurx quel-
- - s .
conques r —=ux = 57 =T+ y= g —+ 7 de ces points sont tels
1 I« %, . '
que - + - > - (n"12).
pue s =g\
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. . L f——
M. H. Lebesgue a démontré (1) que, st hm y/a;+ b2 > o. la

P
série 3(a, cos2nnr + bysinamwnr) converge tout au plus dans un
ensemble de points ayant mesure nulle (*). Mais quelle est la
nature de cet ensemble ?

Le but de cet article est celui d’énoncer une propriété suffisante
pour gue cet ensemble soit formé d’un nombre rFinide points.

La notion de fréquence n’est pas nouvelle dans les recherches
de Panalyse. M. E. Borel, dans son traité de Calcul des proba-
bilités (*), étudie par exemple la fréquence avee laquelle un
certain chiffre, compris entre o et g, est rencontré en parcourant
le développement décimal d’un nombre (*). Mais nous nous
placons d’un point de vue essenticllement différent. C'est le point
de vue de M. E. Cesaro. qui a donné une définition de fréquence
dans le cas que 'ensemble dérivé €U soit formé d’un nombre rini
de points ().

(') Lecons sur les séries trigonométriques (Collection Borel), p. 110.

(*) M. H. Steinhaus a précisé ce résultat en démontrant que I’on a, presque
partout,

lim a3+ 62 = lim ! a,cos2mnz + b, sin2axnx| ().
"o "o x

3) Une généralisation du théoréme de (:. ("antor sur les séries trigonome-
trigues ( Wiadomosci Matematycznych, vol. XXIV, 1920, p. 197-201).

(*) Tome 11, fasc. I, -Applications a ['Arithmétique et a la T'héorie des
Sfonctions (Gauthier-Villars, 1926), p. 2, 3; voir aussi p. 69. Nous pourrions
adopter un langage semblable 4 celui de M. Borel, en appelant fréquence le

N(r % - L
rapport ‘(T) et probabilité supérieure, probabilité inférieure les limites
extrémes de ce rapport. Il v aurait, peut-étre, beaucoup dJd’intérét & répéter cer-
taines considérations de calcul des probabilités sans admettre que le rap-

N(r. %)

port -—-—,—"—- ait une Limit bien déterminée.

(%) En suivant M. Borel (/oc. cit., p. 2, 3) on démontre facilement que l'en-
semble des valeurs limites de la suite
N(r, %) N(2,8) N(3. % Nir, &)
) ) - y ey — 227,
1 2 3 r

(% quelconque supposé fixe) remplit 'intervalle M(%) M(E) (voir aussi le n* 3).

(%) E. Cesaro, Intorno ad una ricerca di limiti (Rendiconti del (Circolo
Matematico di Palermo, t. 1, 188>, p. 224). Voir aussi E. BortororT1, Conver-
genza di algoritmi infiniti [ Memorie della R. Accademia di Scienze, Lettere
ed Arti in Modena, Serie 111, vol. VII (Sez. Scienze), 1907 1.



3. Supposons p << v, &, tel que p << I, <<v et m(%,), m(E,) soient
deux nombres quelconques tels que

oSmigSmit )<

Je dis gu’dl est toujours possible d’ordonner 9U de facon
quon ait

ME o womiE ). M%) =miz.

Pour la démonstration nous partagerons les éléments « de 9T
en deux classes IU, I selon que u2f,, ou u <z, et nous
chotsirons arbitrairement une suite, décroissante et tendant vers
zéro, de nombres n,.

Faisons suivre un élément @, quelconque de IU par des ¢lé-
ments Ua, s, 1, ... de 9U. Pour la suite

ay,  Uay Mg, Uy, oo,

on a
N1, &) Ni», &) I N(3, &) I
—_ e, —_— = —_— = co.— 0.
1 ’ 2. 2 3 3

Arrélons-nous au premier entier 7y > 1 tel que

i‘_\"h El)

; << m(E) + my.
) ’

Nous avons ainsi obtenu un premier groupe de termes de la
suite que nous voulons former : désignons-le par

ay, d, Az, ..., Qp.

Faisons suivre ce groupe pardes ¢léments u,. ., &, oy Uy oy - ..
de U, de facon que, pour la suite

ay, a,, as;. ceey Uy, Upigg, Upisoy Uyt
on ait

< el

N(7, 50 ON(m—1.5)  N(rm+2,8)
r ry+1 h ry=+ 2

N('JHEI)
r,

Soit r, le plus petit entier > r, tel que >m(E)—mn.
Désignons par

Aryg1y Qpppay Apged, o oey  Qp|
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le groupe de termes choisis en IU et rangeons i sa suite des élé-

ments
SUpyy Uryges Urgsy ooy

de 9V, de facon que, pour la suite
a;, Qs Qas, ceey  Apyy o Uphgqy Upigr, Upiges, ey
on art

N(ri, B o N(r +1, B - N(r\+2,5)
r - ri—+1 - ry+2

..—> 0.

Soit r; le plus petit entier >> 7', tel que

N(ry, &) .
MEEIRTE < m(Ey) + 1.
rs -
Désignons par
Qpi41y  Apig2y,  Apyasy oo, Ary,

ce deuxiéme groupe de termes choisis en IU' et recommencons a
ranger a sa suite des éléments de 9U. Continuons ainsi indéfini-
ment.

La suite

(a) ay, Qg Qay,

satisfait a I'énoncé. En effet, pour & quelconque et pour s compris
entre 1 et 1), — s, on a

N(ra, &) _ . ) N(rp, &)  Nirp~+s,§)  N(ry, &)
——= <Im(%y) + T, < — < ; ’
Ir'p -— r'p rp—+§ ry
N(rh+sv ’;’1)_N("h+3*l, 51)_ "h—N("hy El) <_l__>0

Th+ S rR+s—1- (ra=s8)(ra+s—1) " ra !

et, pour s compris entre 1et rp, — r',,, on a

N(rp, - N(rp, N(rj+s, & N(7hs1,
( /., Et) . m(51)—")h- ( ’5 EI) > ( h/ :1)2 ( I-u-a El),
ry rp Pp—+S Thty
N(rp+s—1,5)  N(rh-+s &) N(rh, &) 1
7 - 7 = 7 g <_; -7 0.
rp4s—1 ) (re+s)(ry+s—1) " r,

La conclusion est évidente.

Nous n’avons pas dit, dans le raisonnement précédent, dans quel
ordre on devait prendre séparément les éléments de IU et ceux
de U, cela n’¢tant pas nécessaire a la démonstration. Les égalités
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écrites plus haut sont satisfaites, du reste, par les fréquences de la
suite (@), soit que la suite contienne tous les éléments de U (ou
de "), soit qu’elle ne les contienne pas tous.

4. Toujours avec les mémes notations, prenons une autre valeur
quelconque de £ en pv, soit %, >>%,. Supposons que, dans linter-

valle fermé du coté gauche £,Z., 1l y ait une infinité d’é¢léments

de 9L. Soient m(%,). m(%,) deux nombres arbitraires tels que
mE)2m(L,  m(E)2Zm(L),  m(E)Zm(%).

Nous pouvons librement disposer de Uordre des termes de l'en-
semble IV de facon que, pour la suite (a), on ait aussi

M(&)=m(E), M(E)=m(E)

[maginons, en effet, U séparé en deux sous-ensembles IT”, I,
snivant que ces éléments sont 2%, ou <%,. Si les éléments de U
qui figurent dans la suite (@) a la place fixée appartenaient seule-
ment a JU”, on aurait

M(E) = M%) =m(&), - M(%)=M()=m);
si. au contraire, ils appartenaient seulemeunt a 97, on aurait
M) =M(E) =o.

Mais, avec ca, les numéros d'ordre ry, r,, rs, r,, ... resteraient
les mémes ainsi que, de leur coté. Pordre des termes de I (cet
ordre étant pourtant arbitraire). 1l sera donc possible, chaque fois
que dans la formation de la suite (@) on devra choisir des éléments
de U, de choisir tantot en IU” tantdt en I, en alternant des
groupes de l'un des deux ensembles avec des groupes de I'autre,
de fagon que, pour la suite (a) que I'on construit, on ait précisé-
ment

M(E) = m(&),  M(5)=m(E).
On comprend bien que le procédé peut étre répété. Soit £; une
autre valeur quelconque de ; en pv, par exemple telle que, <<Ey<<f,
{ mais-telle-que d’une part en £, &;; dlautre part en I3, il existe ume
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infinité de termes de ), et soient m (¢, ), m(Z;) deux nombres
quelconques, compris respectivement entre m(E), m(z) et
entre m(Z,), m(%), tels que r—r_z(Z,;,)\;_r{z'(E,;, 1. llest toujours possible
de d'isposer de 'ordre des termes de I'ensemble 9T~ de fagon que.
pour la suite (@) que l'on va construire, on ait

M%) =m(g), M(E&)=m(%) K.

Maintenant nous pouvons démontrer que les conditions trouvées

au n° 1 pour les fréquences M(Z), M(z) sont caractéristiques.
Voila ce que nous entendons par cela.
Soient m(:), m (%) deux fonctions quelconques définies dans

tout Uintervalle ouvert pv et satisfaisant aux conditions suivantes :

1” Elles sont monotones non croissantes et constantes dans
chaque intervalle contigu a @, ou plus précisément dans tout
intervalle fermé du cété gauche contenant seulement un nombre
fini d’éléments de I,

2 Elles sont telles que o <m (%)< nl(g)g 1 quel que soit £.

Dans ces conditions il est toujours possible d’ordonner U de
Sfacon que l'on ait

Mig)=m(f).  M(§)=m(E).

quel que soit t.

Choisissons en effet une suite {£, | de termes de I, partout
dense en AL (). Choisissons un point quelconque £/, ( par exemple
le milieu) al'intérieur de chaque intervalle contigu a €. Désignons

"
fz

encore par |z
) (2 in’ e a la suite ‘2,1, s’ v . Réu-
m(%Z) (*) qui n’appartiennent pas a la suite |2, |, s'il ¥ en a. Réu

| les points de discontinuité des fonctions m(§).

nissons enfin les trois suites de points . =’ ' dans une suite

unique

(') Cette suite devra donc contenir tous les points isolés de ct, s'il y en a.
Elle ne devra pas contenir ni g ni v,

(*) On voit facilement que ces points de discontinuité sont en infinité dénom-
brable.
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Avec les régles données aux n 3 et f.nous pouvons maintenant
donner a 9L un ordre provisoire de fagon que I'on ait

‘:‘.i(El):’;;(El% ‘!(51)'—" Q{(Ex);
ensuite corriger tel ordre de facon que Pon ait aussi
M(5) = m(Es), M%) = m(L,),
ensuite de fagon que 'on ait aussi
M(E) = m (&), M%) = m(%;), ete. (V).

On peut faire commencer chacun de ces changements par un
terme d’ordre toujours plus ¢levé. On peut donc s’arranger a ce
que, quel que soit P'indice r, Pordre des r premiers termes de la
-uite ne soit plus changé aprés un nombre fini de correetions (pro-
cédé diagonal).

La suite ainsi obtenue sera telle que
:“(50) = m(%,). Mg, = ’f’(E/t)y

quel que soit n, donc, pour des raisons de continuité, telle qu’on
ait ¢galement

M%) =m(%), M(§) = m(£),

(uel que soit £ en pv. C. Q. F. D.
Ce procédé, appliqué a 'exemple 1° dun® 2, en posant U = 2,

m(:)=m(:)=m(:)=1—E0<

<1), fournit 'ordre suivant :

1 I 3 1 5 3 7
;’ Z’ I], g’ g) ;;) g'
I 9 5 13 3 18 7 15
6 160 16 16’ 1 16 16’ 16

C’est une suite uniformément distribude en o1.

6. Toutes ces considérations peuvent étre généralisées sans dif-

(') On pourra négliger tout point £, qui sépare le contigu correspondant en

deux intervalles desquels un au moins, fermé du coté gauche, contienne tout
au plus un nombre fini de points de <.
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ficulté aux espaces a un nombre quelconque de dimensions. Soit 9T
un ensemble dénombrable de nombres complexes a A coordonnées,
rangé dans une suite

a,, Q, aj, sy Qpy cey

avec @, = (%n1, An2, Anzy - - -, dnz). Désignons par N(r, £) (quels
que soient I’entier r > o et le nombre complexe

EE(EI’EE) a3y ooy E1)

le nombre des éléments a, tels que

ﬂgf‘, lnlzil, 1!122&2; ey 1111{22/{,
V(r £
ensuite par M(E) et par M(£) respectivement la lim —22!
r> o
la lim M."’_E.}
e

Ces fonctions satisfont aux propriétés suivantes :

° Ona partout 0 SM(£) < M(5) <1;

2° Elles sont monotones, non croissantes par rapport a chacune
des coordonnées £;(i =1, 2, 3, ..., k); )

3° Elles sont constantes lorsqu’une coordonnée & quelconque
(les autres étant supposées fixes) varie dans un intervalle fermé du
c6té gauche contenant seulement un nombre fini d’éléments de la
suite (c’est-a-dire qu’il existe dans la suite un nombre fini d’¢lé-
ments dont la *™° coordonnée appartient audit intervalle);

4° M(§) =M(f) =o[=1] si £ est tel que le nombre des él¢-

ments a, pour lesquels
1111251, 1n22527 RS z'lkzsk

est fini ou nul [le nombre des éléments a, pour lesquels ces
k relations ne sont pas toutes satisfaites est fini ou nul].

Ces propriétés sont caractéristiques, c’est-a-dire : deux fonctions
m(£), m(k) possédant ces propriétés étant arbitrairement données,
il est toujours possible d’ordonner 9T de facon que l'on ait

M) =m(E),. M) =m(§).

LXII. 4
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+

x »

7. Soit Xa, une série a termes quelconques (réels ou com-
plexes). Soient Mg(Z) la fréquence supérieure non gauche et
M, (%) la fréquence inférieure non gauche de la suite

tayg | Jas]. oo Janl.
Les valeurs
dim Mg (%)= Mg(+o0). dim Mg (5)= Mg+ 0)
I>+0 >0 -

seront appelées les fréquences (respectivement supérieure et infé-
rieure) [non gauches| de la suite { a, !} en + o.
On a encore
0ZM, (4 0)<My(+o0)<1.

w

Une conséquence immédiate du n" 3 est la suivante :

Si l suite
ay, @y ..., a,

est telle que limja,!=o0, lim|a,|>o0, on peut toujours

"> x !lM},x

ordonner la série Ya, de fagon que M(+ o), M(+ o) soient res-
pectivement égales & deusx valeurs m(+ o), m(+ o) arbitraire-
ment données, telles que

o<m(+o0)<m(+ o)<

St lim @, = o. en particulier si la série 2a, est convergente, alors

"oz

on a toujours M(+0)=M(~+0)=o.

8. Soient maintenant b, une autre série et Mg(z), Ms(Z) les fré-

quences relatives a la suite {16, 1}, Nous voulons établir des limi-
tations pour les fréquences rélatives a la suite { | a,b, 1.

Soit A tel que VIa(-i— o)+ M,”(+ 0) > h. Choisissons £ > o tel
(que ;\7[,,(3) + M,(Z) > A, et ensuite un entier p >> o tel que, pour

chaque indice r > p, on ait

M)+ MD)
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On a alors, pour une infinité de valeurs de r > p,

Na(rv E) -+ Nh("v E)
r

r

> h.

donc
No(r &)+ Ny(r.5) > hr.

Soit I(r). pour chacune de ces valeurs de r, le plus petit entier
> (h —)r. 11 v a donc au moins [(r) valeurs de n telles que

n<r. fayb, |2k

Par conséquent la fréquence supéricure relative a la série 2£a, b,
satisfait a I'inégalité M'(5?)2 A — 1. On en déduit la limitation sui-

vante : )
‘ ' Y
M(+ 0)2 max. Mo(+0) +My(-+0)—r,

Mg(=+ 0) =+ My(-+0)—1.
D’une facon analogue on démontre, d’autre coté, que

M+ 0)2max My(+o0)+ My (+o0)—r1.
En particulier, st
M,(+o0) + My(+0) >1
ou st
Ma(+o0) + My(+o0)>1,
alors la serie
a by —+— asbs+ azbs;—. ..

n'est pas convergente.
Si |6, <Ak quel que soit n, alors on a

M(KE)SMa(E),  M(KE)SMu(8),
donc
Nl(—:—o)gl\ll,(+o), _\71(;—0)§IV_I,,(—4—0).

Si les ensembles dérives des suites || a, '}, {| b, |} sont bornés,

on a les limitations suivantes :

1‘\’_!@(""0) ‘ Iwa("*"o)

! < i —
Wiy (+0), ;'V£(+0)=mm

Fi(+ 0 < min Ma(— o)
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Si b, = k (constante), on a
M(+0)=My(=+ o), M(-+0) = My(+o0).
Une relation intéressante, valable sur toute la demi-droite
positive, est
M@+ m([) =1,

N

entre la fréquence inférieure d’une série 2a, et celle supérieure de
. 1
la série 2 -
an

9. Nous voulons faire application du critére de non-conver-
gence du numéro précédent aux séries trigonométriques.
: ¢lant un nombre quelconque entre o et 1, ¢(%) la détermina-

tion de arc cosZ appartenant @ o = la relation | cosa |2 £ est satis-

faite. en o 2w, pour les valeurs de a contenues en o (%),

enT—o(z) T+o(i)etena2n—e(Z) 2m.
La longueur totale de ces intervalles est 4¢(£).
Pour & quelconque en o1, on a

COSATNL = COS VT Ly, sin2znx =sin2xx,,

élant 2, == pu(nx) = nx —- [nz | pour chaque entier n >> o comme
dans Pexemple 5°, n° 2.
Pour chaque entier r>>o0, le nombre N(r, £) de termes

4

0 1

'cosamne |2z, avec n<r, est égal au nombre de termes 2.z, con-
tenus dans les dits intervalles. Si x est irrationnel nous avons vu
que la suite {z,} est. a la limite, distribuée uniformément dans
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Uintervalle o1, le rapport w doit donc tendre a devenir pro-

portionnel a ¢ (&), c’est-a-dire
LN
lim — 5!
r>x r
k étant un coefficient de proportionnalité que 'on détermine toul

de suite en remarquant que Ag(0) = sz =1,k=2. Onadonc

~

M(E) = ;al'c cost (o

U
HA

£<n).

Ainsi nous avons calculé la fréquence de la suite | |cosamn.x ',
(uel que soit x irrationnel en o1. D*une facon analogue on raisonne
pour trouver la fréquence de la suite { [sinannz |}, ce qui conduit
au méme résultat.

Il est a retenir qu'on a M(+o0)=1.

Si au contraire x est rationnel, la suite { &, } n’est pas unifor-
mément distribuée dans Vintervalle o1. Si 2 = g fraction irréduc-
t+1

. ¢ t

tible et 7 <t< » les termes ., sont tous de la forme i, avec
t, entier tel que 0<t, << g et 'on a

L +1

M, () =1—
~(E)=1 p

Distinguons deux cas :

1° ¢ est multiple de 4. Alors, quel que soit'entier H > o, parmi
les premiers Hqg termes de la suite { ., } il y en a H égales a l,' et Il

, .3 .
égales a 7 tandis que tous les autres sont tels que

I T
I X, — 7 2
4

2 -

q

gy— —/

3]1

Donc parmi les premiers Hg termes de la suite {2z, } il y ena H
. K . 3x .
égaux a — et Ha 5 donc 2H pour lesquels cos2mz, = o, tandis

que les autres sont tels que

3n| 2xm
2Ly — — >—7

= q

~
A

N
l
|

donc tels que |cosarz, |2 sin ftf Donc [¢f. n° 2, ex. 4°] la fré-
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quence de la suite { | cosamn.z|} est

Hg—2H q¢g—o2
Hg = ¢

’

_ 4. N(Hgq,8)
M(E)~ll]1>l]l Hq -

pUUF

donc aussi M(+ 0) = 9_;_3

2" ¢ n’est pas multiple de 4. Alors dans la suite |z, | aucun

1

3 .
terme n'est = -, aucun = 3, donc dans la suite {27z, } aucun
T 1

4
brd . In A
terme est = = ou bien = —=. Et méme tous les termes sont tels
que
= = 3= 7
2RIy — — |2 ——» 2RLy— —— |2 —
2|7 2¢ 2 |72

c¢'est-a-dire tels que | cosama, |2 sin ~Z . Doncona M(%) =1 pour
zsm 2 2
o<ESsin»i et M(+o0)=r1.
s

Un raisonnement analogue montre que, si g est pair, alors la fré-
quence de la suite {{sinamnax |} est égale a

M(5)=M(+0)=-q—-;——2 pour o<E§sin?‘qi;

si, au conlraire, ¢ est impair, alors

\1(5)EM(-+—0)=1;—l pour 0<5§sin'a-

10. En rapprochant le n°9 au n° 8, nous pouvons indiquer des
limitations pour les fréquences M(+-o0), M(+o0) de la suite
{|ancosamnx|}, celles M, (4 o), M“(+ 0) d-;la suite { | @, |} étant
supposées connues :

1* z irrationnel ou rationnel = -5 avec g non multiple de 4,

M(+0)=Ma(+0), M(+0)=Mu(~+0);



2° z rationnel = gavec ¢ multiplede 4,
Mg(+0)— '—f].ginm- 0) <My (+0),
Ma(+0)— = SM(+0) < My(=+ o).

q

=

D’une facon analogue on trouve les limitations suivantes pour
les fréquences M(+ o), M(+ o) de la suite {| @, sinamnz !} :

1* x irrationnel,

M(+0) = Ma(+0),  M(+0)=Mg(+0);

2 r rationnel = £ avec ¢ impair,
q

Ma(+0) — = <M(+0) S Va(+0),

Ma(+0) — S SM(+0) S Ma(+0);
3" x rationnel = 5 avec ¢ pair,

Ma(+0) = 2 M(0)SMa(+o0),

Ma(+0) — % <M(+ 0)< M(+ o).

Ces limitations nous permettent d'individualiser les points de
convergence d’une série de cosinus ou de sinus dont la suite des
coefficients ait une fréquence positive. En effet, si la fréquence
supérieure M,(+ o) de la suite {|ax |} est positive, alors :

a. la sériec Xa, cosamnx converge tout au plus dans les points

P

rationnels x = —q— avec ¢ mu]tiple de 4 et lq_ > M. (+0),

= Py ’

b. la série Lapsinamnx converge tout au plus dans les points
rationnels .l'__—_;? avec ¢ lmpair et -;—ZM,,(—}— 0), ou q pair el
I M, (+ o)
g= 2

Inversement et d’une fagon générale :

St une série de cosinws 2apeosamnx oude sinus Xa,sin2nnx
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converge pour une seule valeur irrationnelle de x, ou pour une
infinité de valeurs rationnelles de x, alors la suite {|a,|} a,
en + o, fréquence supérieure nulle. On a méme

Ha(E)=Ma(E)=Oz quel que soit § > o.

[ll est bien a remarquer que cette identité est certainement véri-

fiéc si lima, = 0.]

n >

11. Considérons maintenant une série trigonométrique générale
E(a,cos2znz + bysinennx),

telle que
Mq(+—o0)>o0 [Ma(+0) > o],

et supposons u’elle converge pour une valeur irrationnelle x —= «

ou pour une valeur rationnelle z =2 = 193 avec ¢ non multiple

de 4. > o étanl choisi arbitrairement petit, déterminons (n° 10)
un ¢ > o tel que, pour une infinité de valeurs de r [ pour toutes les
valeurs de > d’un certain 7|, le nombre des indices n<r pour
lesquels on ail
fan| > 8, !a,,cosz:na‘[>$,
soit
Cr{Ma(+0) =} [& 7 {Ma(+0) —n}]

Pour tels indices n on a alors

la, cos2znz +b,sinzznz|
>|a,cosamnz|—|b,sineznz|>t—|b,sinannz|.
Mais
lim |@ncos2mnz + bysinaznz|=o.
n>x
Il existe donc un entier n,>> o tel que, pour tous les dits indices n
qui sont aussi > n,, I'on ait

tove

Ib,, sin?.::n;l >

N

Parmi ces n il y en a donc plus que

riMa(+0)—n} —no
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[ plus que r{Ma(+0) —n | — no] tels que

| bn |Z|b,, sinzzlz;|> %

Donc
My(+0)2Ma(+0) —m [My(+0)2Ma(+0)—n]

el par conséquent, v étant arbitraire,

My(+0)2M, (= o) [My(+0)2Ma(+0)).

Si z cst rationnel :—_%I’ et ¢ est multiple de 4, on démontre
d’une facon analogue que
My(+ 0) 2 Ma(+0) — 3, My (+ 0) 2 Ma(+0) — 3-
Inversement si z est irrationnel on démontre que
Ma(+0)2My(+0),  Ma(+0)2Ms(~+ o).
Si z est rationnel = %, avec ¢ impair, on a

Ma(+ 0) 2 My(+ 0) — ;‘: Ma(+0) 2 My(+0) — El'

Si ¢ est pair, on a

Ma(+0)2My(+0) — ;2 Ma(+0)2My(+0) — 2
Nous résumons ces résultats avec les limitations suivantes :

1° z irrationnel,

Ma("‘o):Mb(""o), Ma("’ 0) = My(+o0);

2" & rationnel = %. avec ¢ impair,

My (+ 0) — = SMu(+ 0) E My (= 0),
M,

My(+0) — = S Ma(+0) S Mp(+-0);"

=R
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0 = . _ P . . S . y
3° x rationnel = 4! AVeC ¢ pair mais pas multiple de 4

My (~+o0) _%gya(dr 0) S My(+ 0);

Tl,,(—'—o)—gg a(+0)< M, (+ 0),
4° x rationnel = g, avec ¢ multiple de 4,
My(40)— 2 ZMa(+0)SMy(+0) + 2
9 q
My(+0) — ;EM,.(—o—o)\ My(+ o)+ 7 (1).

Pour une série trigonométrique générale queleonque

12.

S(a,cos2mnx + by sinezny),

posons o, — -+ \/a —+ b} et désignons par Mp(g), ! p( z) les freé-

quences de la suite {p, ;. Une des deux meg'xlntcs suivantes doit

étre évidemment satisfaite :

e m(5)e
2 2

_ o E
m(;;)z —

quel que soit Z (?), done aussi une des deux suivantes :

My(+o0) . _My(+o
S FETI R, Ro)
De méme ou bien
+o0
Ma|+0)> —o(——)’
2
ou bien
p(+ 0)
I\lb(—l— 0)> =

Supposons maintenant M, (+ 0) > o et, par exemple

_ M,(+o
Mot 0)> 2 F),

Supposons aussi que la sériec 2(a, cosannx + b, sin2annx) con-

() Ces limitations sont exactes méme si on laisse tomber I'hypothése que les

fréquences soient positives.
(*) Pas nécessairement foujours la méme pour E—)—f—o
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verge pour une valeur .r = x irrationnelle, ou rationnclle = 1{-,

avec ¢ non multiple de 4. Choisissons un 0 > o, <M,,(+ 0). 11
existe alors (n° 11) un £ > o tel que, pour une infinit¢ de valeurs
de r, le nombre des indices n <7 pour lesquels on ait a la fois

lan| >t |cosamnz!| >t b, >% |sinamnz!>§,
soit > 1) Mg(+0) —n|. A partir d'un certain indice les termes

a,cosamnz, b,sin2mnz ont signe contraire. Les termes

b, cosg‘rrn;, a, sin2mnz ont donc signe contraire et les termes
b, cos2n n;, — @, sin2x n},
le méme signe et précisément on a
{ buocosannz — a, sin2znz | > 2§,
QQuel que soit ) nous avons maintenant

‘@n cos2nn(.;' +y) + 0, sin2nn(; +_y,)
= @, COSATNZT cosamny —a, sin2wnz sinawny
+ b, sinamnz cos2wny + b, cOs2TnT sin2mny
= (a, cos2mnz + b, sin27rn;) cos21t"ny

4 (b,, COS2TNT — a, sinz-trn;) sin2mny.
Ict nous avons

1m (a,l cos2nnx + b, sinz'n:n.z) =o,
ny>w

.tandis que la suite 3 lb,1 COS2TTRET — Ay sin21rnz| \ a, en —+ o, fré-

quence > M, (- o). Dong, si y est lui aussi irrationnel. la suite

{ | an cos2nn(z +¥)+b,sinann(z +1) I }

a, en + o, fréquence > M, (4 0). Si y qst rationnel = ”; elsif est
pair, alors la suite

{ | @n cos2mn(z + )+ ba sinz\n(;*g)l }
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a, en + o, fréquence > My(-+o0) — ;; si ¢ est umpair, allors elle a
fréquence >M,, (+ 0) — ;

Si la série 2(a, cos2mnx + by sinamnax) converge pour =z

rationnel = %’ avec ¢ multiple de 4, alors, un nombre n > o étant

arbitrairement choisi, on peut trouver un £ > o tel que, pour une
infinité de valeurs de r, le nombre des indices 7 <r pour lesquels
on ait a la fois

|an | > &, lcosamnz | > ¢, [0 | > &, Isinamnz !> g,

. v P .. . )
soit >r M, (+0) — 7 —7 ! Si ¢ est suffissmment élevé et n
suffisamment petit pour que g +n<< M,,(+ o), le raisonnement

ci-dessus peut étre imité. On trouve alors que la suite

{'ancosamn(x+y)+bysinann(z+y)!|

a, en + o, fréquence >M,(+ o) — ; pour y irrationnel, fré-
Y 2 2 . $ .
quence >M,(+ o) — 7 I pour y rationnel = ; avec [ pair,
. i 2 I . S
fréquence > M, (+ o) — g —zpoury rationnel = 7 avec 7 impair.
On raisonne d’une fagon analogue si I'on suppose

— My(+
My(+0)2 —"(2—0)

Les résultats obtenus sur les séries trigonométriques générales
peuvent étre résumés comme il suit.

Si 1_\'1—9(+ 0)>o, la série 2(ancos2mnz + b,sinawnx) con-
verge tout-au-plus dans un nombre fin: de points. Si un de ces

points est irrationnel, tous les autres z — T+ » ont du premier

. . s
une distance y rationnelle = 7) avec

1 319(4-6)
t 2

v

si ¢ est impair,

avec

My(+ 0)
2

v

2 . .
7 s1 ¢ est pair.
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Si, an contraire, tous les points de convergence sont rationnels,
. - - s
alors deux quelconques x =z = Lz =r+y=2L42de ces
q ST e
points sont tels que :

a. Pour : .
— M, (+ o) ‘
Mi(+0)2 _p_(?__)’
on a
— My(+o0
32Ma(+0)2 _f’(z_),
¢tant
Pour ¢ Pour ¢
non multiple de 4. multiple de 4.
Pour ¢ impair =1 3= 2!
pair............... =3 =7 '
Pour ¢ pair................. 8= 2 3=2,2
t q t
b. Pour
-+ 0)
My (+0)2 il
2
on a
— My(+o
32My(+0)2 P(O )
étant
Pour ¢ impair. Pour ¢ pair.
Pour ¢ impair............ 3=L41 o=241
q t q t
Pour ¢ pair............... s=142 s=242
q9 t q t

Inversement et d’une facon générale :
St une série trigonométrique générale
S(a,cos2nnx +b,sinaxnx)

converge pour deux valeurs de z, 'une rationnelle et 'autre
irrationnelle, ou pour une infinité de valeurs de z, alors la
suite |\aZ+ b2| a, en + o, fréquence supérieure nulle. On a
méme -
Mo (8) = Mp(8) = o,

quel que soit £ > o.
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Il est bien a remarquer que cette identité st certainement
vérifide st lima,,=o, limb, = ().:]

n>x ">z

NOTE.
DEMONSTRATIONS DES EXEMPLES DU N° 2.
17 Soit = 7 un terme quelconque de la suite. On a

N(Ur—r1,5) Urn—4k
Urn—1 T Un—1

. » N(r, &) ;.. .
Pour r=U», U+, U422, ..., le rapport (f‘;) décroit
jusqu’a la valear

N{Ur—1+ k(L —1),2] Urn—k
e+ (U —1) ("‘—1+A-(U—1)’

ensuite il crodit jusqu'a la valeur

N(Ln+t—g, ':") . U+t — LU

[ N
puis il décroit de nouveau jusqu’a Ia valeur
N[Un e AU(L —1), %] Un1— kU
U i AL =1~ Ui Au(u =1 ¢
On a
Un—k  Un1— kU Unore kU2
ey~ Unst—yg - Unr=2—yp 7 v
Un— 1 Urn+1— LU
Ur—1+=A(U—n U1 kU(LG—1)
. Un+— kU2 \
S U AU —1) T
tim L kL Lok,
e Ur =
- Unsr— kUr Ur— &k 1—F

row U r— 1+ AUN(U—1) i+ k(UC—1) 1+(U—DF

Pour les autres valeurs de %, les- formules sont valables a cause
de la monotonie de M et M par rapport a £.
2° Soit £ un quelconque des points @,. On a

N(2n+t — o, ) 2"+1—(1n“1)_2"+1 E’
= .

gitl 9 gn+i__ o
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. N(r,t .
Pour r—=oam' — 1y, an+t oty le rapport . (,’ 2) varie en

oscillant entre les valeurs suivantes :

ol — (o, — 1) — 271y ~ anl— (4 —1) — on 1y

’

on+1_ o - M=l o - pn+1 ’;"
21— (2, — 1) — 20 2L ot () — 2L
Pad 9
G2 __ . - -2 gz g
2 2 2" 2 =+ ozl
gl — (o, — 1)— 21:—#/'5’ N (1/’_ 1) — 2[1+I‘E'
b
: : } - . S . ¥
le-*-l —_— )," Rl A— D -+ An-.—"5
On a
. ._)‘n*r'_(x”__])__)u»r’:'
lim = =1—1F
- I3
- DAy
i WHr— (g — 1) —2nry =Y
m gn+r B Q== - v’
rez — 2 1+ 2 3 1+ 3

3° [ Cette proposition pourrait étre admise dans des recherches
précédentes d’autres auteurs (') : elle a ¢é énoncée aussi
par M. A. Denjoy, Journml de Mathématiques pures et appli-
quées, t. 11, fasc. IV, 1932, p. 362. Je n’ai pu en trouver publiée
aucune démonstration. |

Supposens d’abord x rationnel = g fraction rrréductible.

Sin<g¢,on anx<p,donc nxne peut pas étre entier, parce

. .m . N
que, dans ce cas, on aurait nx=m et r = - contrairement a
. ) ., .
I'hypothése que % soit irréductible.

Si ny<<n.,<¢, on a n,—n,<q et par conséquent la diff¢-
rence 7,z — nyx ne peut étre un. nombre entier. Donc les
nombres

(29) L1y, Tay ey Xg—1y, Ty
sont tous différents et 'on a z, == o.

D’autre coté
Py Y el LA VRV
q q q

(') On peut consulter avec profit les articles de M. E. CESARO, Sur la distri-
bution des quantités commensurables et Sur la fonction z — | z], publiées
dans les .dnnali di Matematica pura ed applicata, serie 1I, t. XIII, 1885,
p. 295-313 et 323-328).
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avec t, entier. Donc les nombres (2°) sont, pris dans un ovdre
convenable, les nombres ‘

I 2 3 q—1

O, =3y =9y =3 ccey

79 1 9 q

Ensuite, pour chaque r on a 2, ,= z,.

On en déduit, pour é

N(g,8) _ N(2g9,8) _ N(3¢,8) _
7 29 3q

= tim 208 _Fig) = M(g) = M(E)—I-——ti-
row q

r

Supposons maintenant x irrationnel. Au cours de la démons-
tration nous devrons considérer des suites, analogues a la suite (1),
que nous désignerons de facon générique par

(l?' X"'p(x)r P'/i('l'z')’ l"’ll(3x)7 ey l"p(”’x)ﬁ
Pour tout couple d’entiers positifs r, p, on posera
pp(ne) = nr—[nxl,,

[nx], étant le plus grand multiple de p contenu en nz.
Entre la suite (1) et une quelconque des suites (1)) passent les
relations suivantes :

a. w(nz) = pp(nz)—|pp(nz)l;

b. Hp(nx)=1)z*(nf>;
\ P

c. Larelation (@) peut s’interpréter géométriquement en disant
que la suite (1) est obtenue de la suite (1}) en superposant I'un
sur Pautre tous les intervalles o1, 12, 23, ..., p—1 p,eten
appelant p(nz) la nouvelle position que I'élément générique
pp(nz) vient a prendre en or.

Cela posé¢, observons que, quel que soit Pentier ¢ > 1, la suite

(39) P-<§l>' H(\%)a HG)’
coincide avec le groupe de points

—y y —y ey S ——y o
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(pris dans cet ordre) répété indéfiniment; c’est-a-dire que

+(3)=4

L A

q q

r étant le reste de la division de n par ¢.
Supposons maintenant d’abord z tel que

1 1 .
—_— <l r< -+ — avec p entier 0.
q q ' P >

Pour chaque n << ¢ on aura

n n n n—+1
—<n.l‘<—+——2<
q 9 P9 q9

1A

Donc, pour ces valeurs de n, on a

(5)<rmnr<n(52)

Pour n2¢ nous remarquons que, si n, et n, sont deux de ces
valeurs de n telles que

(3)smn <u(22),

on aura généralement un certain nombre des inégalités successives

p(P ) sultm+ el < w(2222),

p(ﬁ'_t_%‘)g w[(ns+2)z] < p("‘}”);

q
b2 ) ulnr 9)2) < 220),

q9

Deux cas peuvent se présenter :

«. Ou bien ces inégalités continuent, les coefficients n,—4- i,
ny—+ i, ny+ ¢ +1 des trois membres augmentant réguliérement
d’une unité parfois jusqu’a 'inégalité

p( =) Sul (e pg — 1)} < (L)
LXII. 5
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B. Ou bien il existe un entier s tel que 1 <5< pq et que

..................................................

q q9
‘ (”’+qs+l)§p[(n,+:)x] < (:z,+;+2)’
<"'+;+2)§p[(n._,+s—+-1)x]<p(n'+;+3),

Il s’ensuit que

nSny < ny+ [l'—],
rq

[—"i] étant, comme d’habitude, le plus grand entier contenu

ny
en —-
P9

De ces observations on peut déduire des premiéres limitations
pour les fréquences de la suite (1). Indiquons en effet avec

-1

q9

M, () = l—t—-—(i]_—]-y pour o<

'S
174N
HA

< I,

SIS

la fréquence de la suite (3°). On a

Mum—ﬁgy(s),

puisque en général des groupes de ¢ — ¢ éléments consécutifs de
la suite (1), groupes distants, l'un de l’autre, de ¢ termes, viennent
tomber, un pour chacun, dans les ¢ — ¢ intervalles

Lt+1 t+1 1+ 2 q—1

g ey T

———y ——

9 9 q9 q q

L’exception est que, parmi p consécutifs de tels groupes, il y en a
un au plus formé de ¢ —t —1 éléments, un de ces intervalles
étant privé d’un élément.

Pour une raison analogue on a

M(E)<M L.
E)SMy(E) + 7
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Supposons maintenant z tel que

I P 1
O
9 "9 ¢

avec p tel que o < p <gq.
Nous appliquons alors les considérations précédentes a la suite

() (3 (15 (o)

I
e .
-

1
7 P

puisque

-

—_<

1 xr
q P

A

La relation (b ) permet d’indiquer immédiatement des limitations
pour les fréquences M*(£), M*(£) de la suite (17). On a en effet,

E étant toujours un nombre quelconque compris entre o et 1,

1 - 1
Mg(5) — — SM*(pE)<M* <M (k) -+ —-
7(%) pq =M(p YEM*(pE)SM, (%) 7

La propriété (c) permet alors de trouver des limitations pour
les fréquences M(£), M(£) de la suite (1). On aura en effet
[M* &)=V ()] = [ Mo +5) =W (a) | + [ M2+ §) = M*(3) | +. ..
+ [ M (p—18) = M* (p) [SM(HEM ()< [ M (5)— M (1) |
+ [ M5y = M*(2) | + [M* (2 + B)— M*(3)] +-....
= [ M (p—1+5)—M*(p)|,

()3 Jemosmooln () wl ) 4]

En répétant tous ces raisonnements avec quelque changement
de signe, on démontre d’une facon analogue que si x est tel

uve >z~ 2L __ ' onales mémes limitlations.
1 q q q*
Mais nous savons qu’un irrationnel z quelconque peut étre

rapproché autant qu’on le veut par des rationnels g tels que
P I

L _z — . Done

|5 —=|<a

s 9o (F) = 5] = ocor = e = S iy .

C. Q. F. .



