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SUR LA SOMMATION DES SERIES TRIGONOMETRIQUES DE FOURIER
PAR LES MOYENNES ARITHMETIQUES:

Par M. NikoLa OsrecHkoFF.

Soit f(z) une fonction, définie dans l'intervalle (0,2 n), inté-
grable au sens de M. Lebesgue. Soit

a .
(1) f(x)~ ‘-2—0 +2(a,‘ cosnx + bpsinn.x)d

n=1

la série de Fourier correspondante. On a donné des différentes
conditions suffisantes pour la sommation de la série (1) par la
méthode de Cesaro. C’est M. Fejér (') le premier, qui a démontré
que la série (1) est sommable (C, 1) en chaque point = de conti-
nuité de la fonction f(x) avec la somme f(z) et ainsi a posé la
base des recherches pour la sommabilité de la série (1). Posons

(2) (6)= S[f(x+ )+ fla—t)—27],

~ ou A est une fonction de z, qui est égal a f(x) aux points de con-
tinuité de la fonction f(z). M. Lebesgue (?) a démontré que la
série (1) est sommable (C, 1) avec la somme A sil'on a

h
¢'(h)=f lo(e)|dt=o(h) (ko).
0

M. Hardy (?) a démontré que dans cette condition la série (1) est
sommable (C, d) pour.chaque 0 > o. Mais avant lui presque en
méme temps MM. Chapman, Riesz, Gronwall, Young ont démontré
que si ¢(t)->» o pour t— o la série (1) est sommable (C, &) pour

(1) L. FEstR, Mathematische Annalen, t. 58, 1903, p. 51-6g.
(®) H. LeBEsGur, Mathematische Annalen, t. 61, 1905, p. 251-280.
(*) G. H. HaRpY, Proceedings of the London math. Soc., t. 12, p. 365-372.



— 88 —

chaque ¢ > 0. En 1913 M. Noaillon (') démontre que pour la som-
mabilité (G, 1) il suffit que

h
O (h)= O(h), f 2(t)ydt=o(h).
o

Posons pour & > o
t

(3) w<t>=kt~kf(t-—r)k—l;(\r)d-., 20(0)=3(¢).
0

in 1926, MM. Hardy et Littlewood (?) ont démontré que de
91 (h)=o0(1), ®*(h) = O(h) il suit la sommabilité (C, o) de la
série (1) pour chaque 6 > o. Les mémes auteurs (*) ont démontré
en 1927 que st 9,(¢)=o0(1), t—>o0, 0 << a<1, la série (1) sera
sommable (G, 3), pour chaque 6 > a. MM. Bosanquet et Paley (*)
ont prouvé exlension suwvante : si 95(¢)->0, t—> 0, 220, lasérie
sera sommable (C, d) pour chaque é > a.

M. Pollard (*) a généralisé le résultat de M. Lebesguc dans le
sens suivant : si pour un nombre entier & on a

e
f lex(t) | dt =0(h) (h—>o0),
o

la série sera sommable (C, k +1). Dans le méme travail il gén¢-
ralise le théoréme de M. Noaillon; si pour un nombre entier r

h
Sra () —>o, f | 9-(8)|dt = O(h),
0

la série sera sommable (C. r 4 1).
Il reste donc a préciser ces théorémes relatifs a 'ordre de la
sommation, ce que nous faisons dans ce travail, et qui a été bien

(') P. NoaiLLON, Bulletin de l’Académie de Belgique, 1913, p. 524-341.

(?) G. H. Harpy et J. E. LiTTLEWO0OD, Journal of the Lond. math. Soc., t. 61,
1926, p. 134-138.

(3) G. H. Harpy et J. E. LiTrTLEwWo0D, Proceedings Cambr. Ph. Soc., t. 23,

27, p. 681-684. '

(*) L. S. BosanqQuEer, Proceedings of the Lond. math. Soc., t. 31, 1930, p. 144-
164. — R. K. A. PALRY, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society,
vol. 26, 1929-1930, p. 173-203.

(®) S. PoLLarDp, Journal of the Lond. math. Soc., t. 1, 1926, p. 233-235..

6
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marqué comme désirable par M. Kogbetliantz ('). Nous donnons
aussi des théorémes pour la sommation de la série conjuguée.

1. St nous posons
n

, “, \ .
(i Sulr) e =2+ (ay cosuar + by sinp.r),

sl
nowus aurons

9 T 1
i) = A = / il <— - COSt . ..4 COSn I) dt,
= 9
0

ou la fonction f(.¢) est prolongée en dehors de (0,2 n) périodi-
quement. Désignons par s%(x) les moyennes de Cesaro d’ordre &
pour la série (1), c’est-a-dire

"

1 7 ;i .

shory o v \ 4 —’1 - E A,/,_‘uuuvosp.r ~ by sinp.r) |,
v n

. Wt

v

et par b(t) les movennes de Cesaro d’ordre & pour la série
[ A

1
— - CoNf - cos - L.,
2

cest-a-dive

/ n

k
b(t) = {l—l‘< —\7'3 +2 A,/;'_p,(‘uspt

n
W=

De (4) on obtient alors facilement la formule fondamentale

2 :
(5) shio)y—\ = = f (b ) .

c

2. Maintenant nous démontrerons une inégalité, qui sera la
base de notre recherche.

a. Pour chaque t, o << t<m nous avons

np—k
(6) !,)‘I"(t)!(M-t-k-Tl--JA m) (p=o0,1,2,...),

ot M et N ne dépendent pas de n et t.

(') E. KoaBRTLIANTZ, Sommation des séries et intégrales divergentes par
les moyennes arithmétiques et typiques (Mémorial des Sciences mathéma-
tiques, Paris, 1931).
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Désignons par
siL)=Ajb(e),

et par T/ ( 5) les moyennes

n
Tﬁ(:):EA,’;_‘LzH

L=0

pour la série 1 + s+ 3*+. ... De I'équation

1 Y
T = BT )
0 0

nous avons, de la formule de Cauchy,

. hom s 1 dz
(7) T/l(«)— ‘lzl‘j(?(l—.l‘)k"’l(l—Z.D)i”+l,
ou lintégrale est prise sur la circonférence | x| =2z <1. Mais

d’autre part de la relation

' ]
1
— Ao
T = A
0
nous avons
) | dx
A’/.’:.—'f n+1 T+
270 ). @ (1—ux)

De cette formule et de (7) on a

AL
(8) T;-,’(z)—l'*" .. f dr
C

—z  2mi(z—1) x"“‘“(l-—-—.t)k(l——z.l“).

De cette formule par le théoréme de Cauchy on obtient faci-
lement, 5 = e'',

- ' Ak z dzr
. k . n =
(9) g(t‘)__R[T,,(z) l—z] R-zr:i(z—l),/.:z"*"(l—.’t)k(l—:.r’)
3 dx
_FR(Z—l)‘zxij,;‘.z‘"+1(l—.n)k(l—-Z.II)
R zZA f“’ dr
(z—1)2mi 1_+P.z"+1(x—1)"(l—zx)'

. . . I .
ou y est une petite circonférence avec le centre, le point — = e~#,
. 3
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3 est aussi une circonférence antour du point 1, dont le rayon est
égal a p et est une constante dépendant seulement de 4 (si k est un
nombré entier A =o0). Les cercles y et & sont choisis de facon
qu'ils n’ont pas des points communs. Prenons la dérivée d’ordre p
des deux membres de la formule (9); on obtient que g’ (¢) se
présente comme une fonction linéaire avec des coefficients cons-
tants multipliés par e# des intégrales des formes suivantes :

1 " dr
Ay ==
(s —n"./" (1 — k1 — ]

I dr
by = 5 T )
! (8 —1)" /5 (1 — )M (1 — a0

1 = dr
(‘{L‘l = —_ /

——————— ’
(z—1pVJ i — )k — sk

ou l'on a
1SvSp + 2 —u, 1<ulp+1.

Considérons d’abord le cas tzl—" Soit le rayon de y égal z‘z%

I
et p =~ Alors sur y nous avons

1 1 ‘ . , 1
r—-|l=—, a—1 | > aty |z |21— —
¥4 n - n
1 B 2 . -
[.r |+t ™~ 1\” <.2e, l‘—ll)at’
i [—a
n

ou « et 3 sont des constantes qui ne dépendent pas de n et ¢.
Pour a,, on aura

I
am —2e
n np—1

=M, .
ak gk 3v e 1 * thry
L n

On voit facilement qu’il existe une constante K ne dépendant de n
et ¢ telle que I'on a

:ay.*/ | ’\‘

ny—1 ne
Y ke =
En effet nous avons
ne—=t - ph-tgp

7w S !
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parce que t<m, 0< p + 2 — p — v < p. D’autre part nous avons

nyp—! I nr
tFrpveu = fp+i—p kv’

N

parce que cette inégalité est équivalente avec (nt)P*+'—+2>4r+1—y
ce qui est évident. Donc, si nous désignons par K un nombre plus

nr
grand que les nombres M, , 77—y ous aurons

nr 1
' - —_— —<t< =
(10) Sy | ",A-+|’ ; <<
Sur d on a
Il I , .
i‘l‘——: >1//, Z.I'——lg::;;, z—1> dt.

ou d>>o0 est une constante qui ne dépend pas de n et ¢. Alors
pour by, nous avons

l'r/'(’—l) dv e
Si p<k —1. alors
B S = )
Sip>hk—1, . ‘

parce que nt2 4. Donc si K, est un nombre fini plus grand que les
nombres Ny , 7, N, ,n4%=7=" on aura

k—1
]bwl\"K‘l%‘-ﬂ- pour p < k—1,

(12) »
[ouy | < Ky z:'—_H pour p >k —1.

Considérons maintenant les intégrales ¢,,. Nous avons

I > dr
ey < — H
N A e LR — 1)k
1

n

sth>1,

= dr (T dr pke
J oo =oF S, TR

n n
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sth <1,
- dr * dr
‘.r"(,r—n“_ , (e 1
[ -
n n
nk 1\—#! /' o dr
= - 1+ - + k  — = O(nt—1)
n-——x( n) ‘./, n—1 rk+l !
W
done
k=1
. . n
| ', .
Lews o Tuy Tex

ou T, , sont des constantes qui ne dépendent pas de n et t. De
cela on obtient comme ci-dessus une inégalité de la forme (12).
I'inégahité (6) s'obtient immédiatement comme conséquence des

A
inégalités (10), (11), (¥2), pour 127"';- Pour démontrer que (6)
’
est valable aussi pour o <<t < —: nous montrerons I'inégalité sui-
’
vante
2. Pour chaque t, o<t<m,on a

(13 W) L Gnp ke

ot (s est une constante qui ne dépend pas de n et de t.

In effet. on a

n
Mty =z, ‘*‘EH" Al cos(y.l +p T)’
w=1 ‘
Ak .
\ — -2 — (] (0) — N — ¢
ou zy= —= pour p =0, gV (t)=g(1), et 2y=0 pour p>o.
Parce que A,;_, < G(n — )<< Gn*, nous aurons

n
fg ()] <G Ep./’ nk < G pp+ier,
w=1
£
D i !
ong, st t << 7’ on a

Lgn(t)| < G,,,,(?)kﬂ,

et il suffit de prendre M plus grand que 4*'G pour voir que

e o4 . ~ . . 4
I'inégalité (6) reste vraie aussi pour o <<t < i
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On voit facilement que de (0') résulte pour p> A -1 l'inégalité

(4 &ty I My o— tk+l (0 t<m),

o My ne dépend pas de 2 et de t. Nous démontrerons que cetle
inégalité reste valable lorsque p n’est pas un nombre entier. Soit a
un nombre arbitraire fixe, o <<a<m, p=m + 3,07 d<1, mest
un nombre entier. Pour la dérivée d’ordre non entier p = m + 9,
nous employons la définition snivanlc de Liouville-Riemann :

//’)(l‘)... f (t — .= Bfrmsni ) dt.

\lors nous démentrons 'inégalité :

7. Pourm2>k-—1ona
nr

(1) ];;‘/"(I)<M._,m (o< t<a),

ot My est une constante indépendante de n et de t.

o . 1 . . T
Soit d’abord - <t<b < a, o b est un nombre fixe. Nous avons
n - - .

\ ,'Ill : ) ; _ l,l72+|
ety < M (g < M
s | . & ( .

/A'OI’ th+1 '

> ) . 3
Done pour g% () nous avons

1
4=
n

1
R AN R — T — ¢ty Cgun+i) ()l
FPee) ru—mf ( )y g

1
T—t) Comt)(T)dt = e (2 4+ 3
,(,_mf( ) Beme(n) de = et ta 4 ),
/l
1
/ﬂ;“ [
v
fa T Mot [ (T—/)_am

7

/
nm+1 " nr
<‘“t*_+"f (1_1)5,/—.=0( =)

"
3 = [ £ "'*l)([.’.u)u,_adu
<

n
1

n n n/)
o —8—1 -
_4__0‘/1‘ gm(u+ tu du = 0(”;-0-1)

I " ' f

= gm(t+ ) u—d
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! est facile de voir, que 'inégalité (13) reste valable pouro<¢<a.
0 effet on a

Q " a
[ gm0 (t)(z — 1) 8dr =R ZA,’;._EL:.L’"‘ ! f eitu(z — ¢)=0dr ).
J, !

thooy
mais
o t 7/ a
_U.””" / T _;;wa dr == m= f + me f = % + :"’s
gy vy . |
I+
’, 1 R
[ \
"
Xy == (,}( il [ T —t ,—5 (IIT)———- ‘)(”/' Y
a’y
n N
./:' i em OISR (T — fr Oy ‘ — a[‘.‘m PINT( = — £)—8—1 (fz
1 b 1
o P
g n
= ()¢ /= O pry,
Done
Yam \
R ) YA .
(16) g'/“(ll:()(} ,\,,__{,_Il/' )—_— O(nktp+r, (og__[ga),
U0 /

. . 1
Soit maintenant ¢t > a — —: nous avons
= n

7]

L
LgPNE) <M / Rz S = Myopm=1 (@ — )\ ~8 < M nr,
Ty

Sib<t<a —1,
- - n

1
142
n [
.-,‘.’“”’(l)—_—”f +"f = el + cj,
/ 1
[

n

.

"
M ’ Mt —8 d= M . '
jO L n (T — )0 .:—l—\n t=M'nr.
— 0
‘

"
j = /‘ gim+1(z) (1 — 6 =
Jo
(=
n
a

«a .
:.—gl'“'(:»(:—t)—5| +8f L () (7 — )01

/-v——l 14——l
n n

. 1\ -

=g 'ttvuzua——l}—a—g"“‘ t+ —)no
n

a
+ 3 [ gz (= — t)=8=1 dr,

4=
n
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et puisque

a—t22,  (a—t)y8<ad, | gm(6)] < Knm,

1
n

nous aurons

J=0(nr)+0(nr)+ O(j‘ nm(t — ¢)—8—1 d-..)..—_ O(nr).
1+1

Nous avons recu

np
:g(l')(t)|<M‘}Tﬁ" pour o< tsb<a
et
p
LeP) ()] <2 Mynr < Myak+t pour b<t<a;

th+1

donc si nous désignons par M; le plus grand des nombres M,
et M, a**' nous aurons pour chaque ¢,

np .
|g"')(¢)|<Mat7‘:; (o< tLay,

et I'inégalité (15) est démontrée.

3. Maintenant nous démontrons des théorémes nouveaux pour
la sommation par la méthode de Cesaro des séries de Fourier.
Posons pour p > o

) §

op(2) = 1_(7)[ (2 — ty—1g(2)dt,

x

pp(2) =T(p+ D rsp()=por [ (2—ep=i5(e)de,

0

po(2) = 3(r).

Nous avons le théoréme suivant :

I. Si pour un p>o0on a
S lw)d=o0()  (t>o),

la série de.Fourier (1) sera sommable (C, k) pour chaque k> p
avec la somme A.

Supposons d’abord que p=m est un nombre entier. De la
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formule (5) on a

s{‘;(m)—/\:%—_f ;(t)b(t)dt+;f.qf(t)b(t)dt:u—:—v,
A < J,

ou 0 << a < w. En intégrant par partie nous avons, pour u,

Zat@b@ =2 (o

(7).

Il

2s1(a)bla) — gyg(a)b’(a)—f-'r—z:[ 22(£) b7 () dt
2 2
=...= ;A+(—l) EB’
A=gi(a)b(a)—s:(a)b'(a)+...+(—1)"'gu(a)bim=(a),
B={ on(t)bm(e)dr. '
I
Soit p non cntier, p = m + 3, 0 << § < 1, alors on peut toujours

supposer que m > k — 1 puisque chaque série sommable (C, «)
est aussi sommable (C, ) pour > a. Considérons l'intégrale
= () bIP) () dt;
J [ ep(£) 61N

nous avons

J= 1'(;l_a)£

! ® e : 5
= m—+1)(~ - =8
_m_a)f b (»)d../o‘ (v — YB3, (1) dr.

a

;,,(t)dtf (= — )= 8blm+1(1) dr
13

La formule connue

?nlﬁ—ﬁ("): ?P('r): l\(—la)f
0

nous donne

v

(r—)e1g,(t)de

T T L
j; (t—t)—ayp(t)dt:ﬁ%-)‘/o‘ (':—t)—adtf (¢t —u)—19,(u)du

°
1 rt g
:i*'(_{)‘[ q;,,,(u)du[ (:‘_t)-—G(t_u)a—-:d,,

d’ou, par le changement de variable ¢ =u + (v — %), nous
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avons '
T T
f(t—t)—3q>p(t)dt=P(l—6)f em(u)du =T(1—38) gmpr(u).
0 )
Donec il résulte
— ma bim+1) d
J= [ emen ()b (u) du

a
= oman (@) 8 (@) — [ gm(u) bm(u) du,
. ()
ce qui nous donne ‘

B = gmaa(@)bim (@) — [ 0p(u) b1 () dt

L’inégalité (6) nous montre que pour ¢ <k on a b?(a) =o(1)
s .
- etf ¢(t)b(t)dt =o0(1) lorsque a est un nombre fixe. Donc

pour démontrer le théoréme il suffit de démontrer que
/' 2 (1) BP) (1) du = o(1),
6u, ce qui est le méme, d’établir qué
8 = tPu,(t)bP)(t)dt = .
(18) 2 f 1y (£) B () dt = o(1)

Soit ¢ > o un nombre arbitrairement petit et a choisi de fagon que
pour 0 < t<a on ait

t
«b(z):f. lip(7) 1 dr < st.
[

1
Alors pour n > — nous avons

1 )
n a
a=f -0—/ = &~ %a.
. 1
n

" De I'inégalité (16) on a
1 1
" *(3)

ol <Knot [0 [up(e) | de < K—
0

n

= 0(1).
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nous posons A = p + ¢, o < ¢, l'inégalité (15) nous donne

ot
%y - . N T, ()]
e ~/. U

J nytr
”
iy _!_ .
$b(a) n . by dt
D e ———L - N(g +1) —
niaitc ! 1 , neert:
n n

= 2, + N(g + 1)},

x
, v dt
2, = o(1), Ay
Jy
;

™

Nz

Donc pour chagne ¢ > 0 nous avons Tim | far<7eN 171 ce qui
"> e q
nous montre que lima = o et le théoréme est démontré. 1l est évi-

dent que ce théoréme contient comme des cas particuliers les
théorémes ¢noncés de MM. Lebesgue, Hardy-Littlewood, Pollard,
Bosanquet.

H. Nipour un p>oona
!
'l’(f‘)*—f fup(=)de=0(¢), Hpaa () —> 0, t->o0,
0

la série de FFourier (1) sera sommable (C, k) pour chaque k > p
" avee la somme A

Il s'agit de démontrer que (18) est vraie. Soit ¢ >> o un nombre
. . . . . n .
arbitrairement petit et m un nombre arbitraire, tel que -~ <a,

a étant choisi de fagon que |py (t)| <<e, pour 0<t<a. Nous
avons

"*f / trup(t) O (L) dt = %)+ .
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En intégrant par partie nous avons pour a,

m

n
:x,:cf ep(8) O () dt
o

m

n
m m ' "
“"“’?"*‘(‘>"‘”’( )‘C'f e (O bV () dl = o+

) n A
on ¢ et ¢, sont des constantes. Nous avons

m\p1 m\ ~ m )
— al = Wyt | —
n Brotl or n

:1'| =0 y = () m
m o\ k- me
— nk=p
n -

N . . . m
Soit ¢, le maximum de ! g, (t)! pour o<¢< 0 alors ona

= o(1), q = k—p.

m m

AN n

2N

L2 1< ke, AL ey de < Ke, ne e f tr=1dt < Ke,ymr2,

o o
donc o == 0(1) si m est un nombre fixe. Pour a«, nous avons

o “ dt
21:.<M£ [up(t) ey

M@ t
T o i+ ny

n

i

n !

m

- a

n) ) dt
= Mar®(a)a1-t— ML Vi +q>f By L

n n
a

. de )
O(m—17)+ 0O f m):()(m-"lh

i

m

n /

Donc on peul choisir m assez grand pour que o, <Ze et le théo-
réeme est démontré. Naturellement le théoréme 1I contient comme
des cas particuliers les théorémes énoncés de MM. Noaillon,
Pollard.

HI. Si pour un p>oona

t
‘b(t):f[p,,(r)‘;dz:o(r) (t=0),
0

LXiI.

N1
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on aura
Si'(#) = o(logn).

Comme ci-dessus il faut étudier 'intégrale o =f t”p,,(t)b"”(Z) dt.
0

Soit ¢ > o un nombre arbitrairement petit et a tel que I'on a

D(t)<cet, o<t<a.

1
n a
x :f +f = % + Ay,
a 1
n
1 I
- q) —
n n

51.|<Mf PP g, (t) | de <M :
0

n

®(a) ‘b<i>-

a 1

n

Alors nous avons

—> 0,

“ dt
PARS Y OIS
1
n

<l\'+aM[ de < K +:Mlogn,
pour chaque ¢ > o, donc & = 2 + ay = 0(1) + o(logn) = o(logn).
De I'exemple de M. Hahn (') on voit facilement que dans
'énoncé des théorémes 1 et II on ne peut pas remplacer k par p

dans le cas p=1. Il est trés probable que, aussi dans le cas
général, on ne peut pas remplacer k par p.

4. Nous considérons maintenant 'ordre d’approximation de la
fonction f(.x) par les moyennes arithmétiques.

IV. 8¢ pour un p>o0,0na

t
(19) f lwp(t) | dr = O(e+e) (o< a1, t—>0),
0

(') H. HARN, Jahresbericht der Deut. Math. Vereinigung, 25, 1917, p. 359
366.
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alors pour chaque k, p+12k>p+ a, on a

(20) sh(z)— A = O(,,—la)’
et pour k =p + a. on a
(21) S‘,{"‘(I)—A_—.O(longan)-

De plus si (19) est valable uniformément sur un ensemble E,
alors (20) et (21) seront aussi valables uniformément sur le méme
ensemble E. En effet pour 5! (2) — A nous avons la formule (17),
dans laquelle pour chaque ¢<m, k —¢2k—m2a—+ & nous
avons, a cause de 'inégalité (6).

(22) bun(a)zo(n%w)zo<r%) (3>0),
(23) btq»(a):o(,ﬁ):o(l‘fa") (3=o0).

i .
On a les mémes inégalités pour l’inlégralef e(t)b(e)de. 1l

nous reste a étudier 'intégrale

a :f tru,(t)blP)(t)de.
0

. I
S — et posons
Sontn>ae posons

1
n a
1:[ —|—f = %y + %,
o 1
n

1 1

[1‘[<Mrlﬂ*l[ tP |y (L) de < Mnp+t rTlp./ [ up(2) | de
N 0

0
. 1 1
=0(nzm) =0 (5):

1 “ dt “
<M [ (0| =Mt [
- !

1

dt
8+1 ’
n n

ou l'on a pos¢

!
o6y = [ lmp()ds,  (3=k—p,52a)
0



Donc

a
=O<-I—>+O<n—3f dt >
nx , 18—a+1

n

1 .
(@) ( F)’ si &> a,
I logn . o
_‘O<I_fi>+0( o ) si 8 =a,
et le théoréme est démontré. Sil'on pose p = o0, po(t) = ¢(¢), on
obtient comme cas particulier un théoréme de M. Alexits ('), qui

est une généralisation d'un théoréme de M. Serge Bernstein.
De la démonstration on voit immédiatement qu’on a le théoréme

suivant :
Si pour un p>oona

fllzt,‘tr)fdr=0(t'+“) (o<aglrt, t—o0),
alors pour p +12A> p + a on aura
s;,’-v'm—A:o(nil),
Sl () — A = o('Og">.
na

Nous démontrons ensuite dans le cas K > p -+ « un théoréme plus
précis.

etpour kA =p—+ =«

V. Sipour un p2o0,0<<ali,ona
1] t
f Lip(T) | dr = O(11+2), [ pp () dv=o(t1+e), (t->o0),
0 o
alors pour p +12k > p + a on aura

S;[‘)(I)— :0(;:;)-

(') G. Arexits, Mathematische Annalen, 100, 1928, p. 264-277.
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D’apreés les inégalités (22) et (23) il reste a étudier I'intégrale
a
« =f P, (L) 6P (t)de
0
Soit m un nombre arbitraire mais << n et posons

14 {
b(¢t)= / |l~‘-p(-*)d‘=a Y(¢) =/ P’]I(T)d‘t‘
LX) 0

. ..m .. .,
Soit = <act divisons l'intégrale « en deux autres

m
n a
o = [ +f = Ay + Aq.
o

"

n

Nous avons pour a,,

m

a,:—.f Y(e)rbr (1) de
0

m m

O IO I RO
] )

m

— eYeP—1 6P (t) dt
pf w0 ()

"

=a| + a} +af,

m m\~P m m\*+t fm\»r 1 ’

[ — — P =)= — — —
= (EV (2 [ ()

o ! ! 0 ! AN t 6=k—p>
= —— - | = — S1 -— 0 [ 0 =K g X,
mk—a—p nx nx)’ n F

Y(t)

~ . . ~ m
Soit ¢, le maximum de lm pour o;_tg—h-, donc €,->o0

lorsque n —> 0. Alors nous avons pour «

m
n 0
. Ke m\x¥rp+2 1
27| < Kep trpipp = —— (= nP2=o(— )
o a4+p+1\n nx

pour m fixe, quelque grand que soit. Pour «} nous avons

m

n .
” - I
11|’|<Psnl\f t“*ﬁnl‘*‘dt:o(ﬁ)-
0
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Il reste & étudier ay; nous avons

dt

ndtp+8+1

=M [@(a)n—aa—ﬁ—i _ ¢<r;_z> n_5<,§>—a-i]

+M(8+x)fad>(t) R
g pryrerial Rk 2
n

' 1 m\*+1l n _ I 1 I
“3*0(naa5+a)“”0l_(2) ,naﬂ]_"(E&)"’O(?ﬁ ma-—a)’

d’ou il résulte qu’on peut prendre m assez grand que I'on ait

Jag] < Mf trd'(t)

ay < en~%,

o ¢ > o est un nombre arbitrairement petit. Pour a nous avons

a a
) dt s dt M, I I
[— —0 _—
*a _/,,: q)u)nata*“2 <M ./n: e <5—= mé—a no’
n

n

et 'on peut choisir m de fagon que I'on ait
" I
%o < € Il_“ .

Donc nous aurons a, —= o(;%) et le théoréme est démontré.

5. Nous démontrons maintenant un théoréme pour les moyennes
de Cesaro en supposant que la fonction f(x) satisfaita une condi-
tion, introduite par M. Szasz.

V1. Supposons qu’il existe des nombres g et a, o <<a<i,
tels que

h
(26) s —gmde=o(h)  (ho).

Alors nous avons : pour 1 > k> a

(25) limne[siP(2)—A]= go,
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ot w est une constante donnée par

(o:%[‘(k—kl)[ LI0) dt,

tk —a+1
(26) w
4(¢) = cos [t——«(l\-a»- )] Smkﬁf e—tvp—k v =
T Jy 1+ o2
pour k=1>a
, ,,Sin:.;
(27) limna[cﬁ,’”(?)—-AJ.—_ if-' | = dh,
pour k=a <1
(28) lim 12 [s"‘)(x)— ]=o,
logn

et pour k=a =1

) : n k) A= 2
(29) lim locn[’” () —Al= =8

D’abord on voit facilement que pour o l'intégrale (26) est abso-
lument convergente. Puisque

44(0)_0051"“*-]-4--§-mit p—k dv =o0,
2 T Jy

1+ o2

et ¢'(0) est un nombre fini, la fonction ¢(¢) pour t=o0 a la
forme ¢n(¢), ou n(t) est bornée autour de ¢=o; donc l'inté-
grale (26) a un sens aussi pour ¢ = o, c'est-a-dire est convergente.
Nous démontrons maintenant que I'intégrale

ks

T
Wy = 2 il‘:‘:f g () de, &) :Aﬁb(t),
neo

tend vers w, lorsque o (1> A > a). En faisant le changement
nk

de variable nt =9, a cause de la formule asymptotique A} ~ ST

on voit tout de suite que w,~ d,, ou

6\ db
= ;fr(k+|)f eag( ) s
En posant p— o la formule (9) nous donne

&(6) =R(J)+ R(T),
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ou
. gurkw _ zsink= © dr
7= (z—1)k=1’ T oa(z—1)J, (z =Dfzxr+i(1—zr)’
. (i
el = gz, t—=—-.
n

En supposant que § est un nombre fixe > o, on obtient

X i9(n+k+|) 1[0—ﬁ(k+1)]
. J . e’ el ?
,.h,nl k= lim =T a1 ?

.0 k+1
<e n__ ,) nk+1

j (‘05[0—%(1(-0—!)]
IimR(;.-m>= ol ,

donc

et il est évident que si 6 reste dans un intervalle fini (a, b),
a>o, b> a, cette relation est remplie uniformément. Posons

dans T, z =1 + %, on obtient

T  zsinzk ” du
k+1 T z n+1 J .
n m(z—1)n u
( ) 1:"(1-4—— [n(1—3z)—zu]
o n

~ . N . n .
Si 6 est fixe, parce que n(s — 1) > 0, (1 —+ ;) —> e", on obtient

i T sinnk [ u—ke—tdu
m - = - )
n>x NEF! 70 A 0 — wu:

d’ou il résulte
T sinzk 7 du
i — —u g~k .
(30) hmR(nk_H>_ = [ et Ut e
Si nous posons u = 6¢, I'intégrale se transforme en

. £l
smlrzf e—Bo p—k dv..
0

r Qk+1

Si 6 reste dans un intervalle (a, b), 0<a§9§b, il existe un
nombre fini N, tel que pour chaque n >N, on a

. I, . (] a u
]n(x—-z)—zzl,5>‘-z-i10——u{>;>;, ln(l—z)——zu|>—5-

. T
Alors parce que les intégrales (30) et —— sont absolument
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convergentes, on voit facilement que (30) est remplie uniformé-
ment. Posons

Prn= —;‘8/ :f“o,g<ﬂ> i
20 Chk+1) "7 n/) nkt
n A nw
=f +f +f = Put Pu+ P
0 n A
et soient v, A choisis de facon qu’on a

v, o v,
! do tod(
02 db < ¢, ‘/Av 0‘__1_’_‘ ‘ f = 1*'(10

ou ¢ > o un nombre arbitrairement petit. Alors parce que

<

o

g (t)| <Mnk=t,

on aura
"
| pl < Mf Badh < M,
31) ~db
Lpiil ”“f e <M [ p5m <M
( > nk-+1 A .
\
Parce que
sinkx * dy.
| SmmAxm —k ,
Td(0) | <1+ - [ 5 1+v‘3<2’
I'intégrale

© ()
f 0k—a+1d0’
A .

est absolument convergente, donc on peut encore choisir A de

d(o)
‘f fhk—a+1 db

Parce que nous avons

facon qu’on ait

A
lim (L3 ( ) f
Ny e n & n.(+l -

on obtient facilement, d’aprés les inégalités (31),

nr 0\ db ()
[ 0“6’(;) nk+1 _.A/o‘ Bh—a+1 a0 < K,

Hm
n> «
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ou K est une constante finie pour chaque ¢ > o, c’est-a-dire

(3‘2) lim 5,,:&).
n>wo

Considérons maintenant le cas A — a <~ 1. Nous avons dans ce cas

™
2 .
W, ~ 7—CI‘(1+1)1,,, ou Tn =/ teg(t)dt.
, 0
Ecrivons

1

1
n E n
r,.=f +f =T, ~+ Th, fthl<M [ tena+idt = O(1) = o(logn).
0 1 Jo

D’aprés la formule (g) on trouve facilement

&(t) =g (t)+ ga(2),

Cos[t(n+ ajl)——z(“*")]

20+1 gna+1 £

& ()=

sinanw

g:(t): R—— - m[ }/a*—n(l )’)_ Z

ou z = e*. On voit facilement qu’il existe une constante finie A > o,
telle qu'on a |z — 1| > A¢, | ¥ — 5| > At. Donc nous avons

M/ 1
'5"‘(')'<)T2?f yerr(1—y)~*dy
0

M rae+n+nlfia—a) M
= ee I'(n+2) 2 pi—a

Alors pour 7, nous aurons

‘:}',_[ g,(t)tadt+f g ()2 dt = g1+ g,
‘l
Il II

M, (7 dt
821 < s = O = oClogn),

n

ol A

aTw T

2nh+ha+h—————>

Hchos( 5
j: (smh) h dh.

La fonction hh est croissante pour o << kb << ~. donc d’aprés le
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second théoréme des moyennes nous aurons
™

2
|2+t cos[2h(n + ) +v| I =
a=(3)" [ 7 AT A

1~ et v étant des constantes. En posant 2nk = u, nous obtenons

nm "

7\ e+ Cos(u—i—;;—i—\‘)
sr1=|= —_—— du

2 2nl u

. n nw nr u
x a+‘5ln(u+;+v> 7\ o+t Slﬂ<u+;+v>
(5T ———2 ) 4 (Z —
2n§ 2 2nd u

2 u
s

= 0(1) =o(logn).
Donc dans le cas A = a << 1, nous avons
(33) w,=o(logn).
Soit k = 1 > a. On obtient facilement de (g)
. n-+1I
sin? ——¢
2

gnte 2z
g(’)=R[<z—x>3’<z—x>ﬂ]: T’

et comme ci-dessus on démontre que

. n+1 6
sin? —
n

nTw
w,,:Ef bo— 2 "
= J, [}

2n%sin? —
2n

tend vers

> .0
sin2 -
_4 2
(34) w_n‘n/ mde_

Sik=a=1,0na

2 T 0\ db 2 "T8de
— bgl=) 5 == " _—
n n/ n: T . 0
1 4 n?sin® —
/4 2n
[}
nr €08S—(n +1)

2 n
_;/1' " b =2, — .

n2sin® —
2n
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Comme ci-dessus on voit que $,=O(1)=o0(logn). Si nous

posons 6 = anu,
i
2

d’apres la régle de 'Hospital. Donc dans ce cas nous avons

Wy

ogn =®

(395) |iml

£ Ia formule (5) nous donne

Si nous posons 7 (t) = n* v
St

. [
n"[s',f‘(.‘t}——A!:;lf s(t)n(t)dt,
]

d’out il résulte

T
t[[ﬂ”—ﬂﬂmnﬂ
0

= Mn**!, on a pour

A

(36) nalsh(r)y—Al—go,=

n 1

A+
nk

Parce que (v (t)! << Mn«

1 1
n Can
i= [ is— gy i <M g0 — gl dioro,
o 0

d'aprés la condition (24). Soit € > o un nombre arbitrairement

petit et a choisi de facon que I'on a

h
‘l’(/)):f |3(t) — gt | dt < ehi+x, o h<a.
0

Alors nous avons

|
= n a Ed
f { U)—gt’]'r.u)dt——-f +f +f =i+ 0+
0 0 1 a
n

“ dt . 1\ [ 1\—k=t
i< M Pty —— =M ‘b(a)n—%z*"—’—‘b(—) n—%
. notk =1 n n }

-6

+j=0(l)+j7 6=hk—a>o,
. “de ‘ dt k41
/<M(A+l)£f ;W<M(k+|)s‘[ i =M

" ] n
"= o(1),
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d’ou il résulte que

(37) n*sk(z)—A]—gw,=o0(1), k>
St A = « les mémes inégalités sont valables a 'expression pour j,
pour lequel nous avons

]'<M(k—+—1)ef ﬂ't.‘ < M(k +1)¢ logn.
1

n

c’est-a-dire j = o (logn). Dans ce cas nous avons

(38)

w
[s‘}f‘)(_z')——}\]—gh)—w"n =o(1).
8

nﬁ
logn
En se basant sur les formules (32). (33), (34), (35), (37). (38),.
on obtient immédiatement le théoréme ¢énoncé. Pour le cas parti-
culier A =1, 0 < <1, on a le théoréme de M. Szasz (').
On démontre facilement que dans le cas 12 A > a > 0, on peul

remplacer dans I'énonc¢ du théoréme VI, la condition (24) par
les conditions

h
f [3(t)— gt>idt =0(h~=),
o

h
f [5(4)— gt2|dt = o(h*%),  h—»o.

]

(‘).0. Szisz, Acta Mathematica, t. 48, 1926, p. 355-362.

(.1 suivre.)



