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SUR UN PROBLEME CONCERNANT LES SERIES DE FOURIER ();

Par M. S. ManpeLBroOJT.

Dans un Mémoire qui paraitra prochainement dans le Journal
de U'Ecole Polytechnique ( 2° série. C. n° 32, p. 227) nous expo-
sons des résultats concernantle probléme suivant : Quelles doivent
étre les propricétés des coefficients de la série de Fourier d’une
fonction intégrable ‘L (sommable) nulle sur un ensemble E de
mesure non nulle, pour que l'on puisse en conclure que cette
fonction est nulle presque partout.

D’autres problémes se rattachant a celui-ci y sont traités. Dans
le cas ou E ne contient pas d’intervalle les démonstrations sont
difficiles. Il nous parait donc intéressant de donner ici l’ezplica-
tion intuitive de la méthode employée. C'est parce que la démons-
tration employée peut paraitre artificielle que nous nous efforgons
d’indiquer ici les 1dées qui semblent conduire naturellement vers
le but cherché.

En réalité nous traitons dans le Mémoire cité un probléme plus
géncral que le probléme mentionné. Du moins les théorémes con-
cernant le probléme cité résultent de ceux qui concernent le pro-
bléme que je vais préciser.

Soit £(¢) une fonction intégrable au sens de M. Lebesgue (inté-
grable L) dans Uintervalle (o, 27). Le fait de s’annuler en un
point ¢, (0<¢ty<2m) ne peut évidemment étre d’aucun effet pour
la formation des coefficients du Fourier de cette fonction.

Toutefois on peut introduire une notion, généralisant aux fonc-
tions intégrables L., celle du « zéro d’ordre infini », en faisant
intervenir non pas la valeur de f(t,), mais 'ordre de grandeur

[
de f |f(t)]|dt en fonction de «.

l .
Le fait que ¢y est un « zéro en moyenne. » de f(¢), dont nous
préciserons le caractére en mesurant d’une certaine maniére son

(') Extrait d'une conférence faite au Séminaire de M. Hadamard (Collége de
France).
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ordre, joue un role important dans la formation des coefficients de
Fourier de f(¢).

Nous disons que ¢, est, en moyenne, un zéro a droite, de f(¢)
d’ordre exponentiel égal a p, si

tog (—1og | t'ﬂlﬂmdt)
Iim fo

%> 40 — loga

=

la quantité p étant positive.

Pour une suite de a (a > o) tendant vers zéro on a, par consé-
quent,

-2
S0 de< e,
0

¢ tendant vers zéro avec o.

On définit d’'une maniére semblable un zéro en moyenne a
gauche.

Si f(t) = o dans tout unintervalle(¢y, ¢y+ a,) on posera p = + co.

On voit immédiatement que si f(¢) est continue dans un inter-
valle contenant ¢,, ou si seulement f(t) — f(¢,) lorsque t ¢, + o,
el si cette fonction admet ¢, comme zéro, en moyenne, d’ordre
exponentiel p > o, elle s’annule en ¢ f(¢,+ 0)=o0]. Notre
notion généralise donc bien celle du zéro d’une fonction continue
[ce zéro est pour f(¢), continue, d’ordre infini].

On peut maintenant modifier le probléme cité au début de cet
article, en y substituant au fait que f(t) s’annule dans E celui
que cette fonction posséde en un point ¢, en un zéro d’ordre expo-
nentiel élevé.

Voici le théoréme fondamental, réponse a ce dernier probléme
(théoréme VI du Mémoire cité):

Soit f(t) une fonction intégrable L dans lintervalle (o, 21).
Supposons que t, (0<t,<27) est, en moyenne, un zéro a droite
(ou & gauche) de f(t), d’'ordre exponentiel égal a 3.

Soit

(1) f(t)r.v}:(amcosn,‘tq—b,,_.sinn,»t),

i=1

et supposons que l’exposant de convergence de la suite n,,
ny, ..., ngy ... estégal ac, avec o <1.
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St Uinégalité suivante a livu :

alors f(t) est nulle presque partout.

Par contre soient p un entier positif, ¢ une quantité positive
et ty un nombre (:om,/)rix entre o et 2 on peut construire une
Sonction f,(t) de la forme

»

S = D)

(ay, cosn,l + b, sin nit)
L s

pour laquelle t, est, en moyenne, un széro  droite (ou a
guuche) d’ordre exponenticl 6,. Uexposant de convergence de
la suite | nilétant o, et les relations suivantes ayant liew :

1 ) 1
- = T3 =y
g g
T T
- — 0 /.
11— 3, s —7

Ce théoréme fournit, comme on le voit, unc borne supéricure
ezxacte de 8, pour qu’une fonction f(¢), non nulle dans un ensemble
de mesure positive. el possédant un zéro, en moyenne d’ordre
exponentiel 8, puisse posséder une série de Fourier de la forme (1)
avec un exposant de convergence de { n; | donné.

Pour avoir une démonstration rigoureuse de ce théoréme, ainsi
que d’autres théorémes qui s’y rattachent, nous renvoyons le lec-
teur au Mémoire cité.

Ici nous exposons quelques idées qui nous ont conduit a cette
démonstration.

Pour la clarté. nous donnons ici les grandes lignes de notre
méthode, en 'employant dans quelques cas fort simples, qui a la
rigueur pourraient étre traités d’une maniére ¢lémentaire; car le
principe gue nous adoptons dans cet article est de traiter d'une
maniére, peut-étre trop difficile, les faits faciles, pour préparer la
compréhension de Pemploi de cette méme méthode dans le cas
général ou elle nous semble indispensable (voir dans le Mémoire
cité la démonstration du théoréme V1),

Commencons donc par supposer que la séric 2la, | converge ct

LXII. 10
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ne considérons ue la série des sinus
(2) Jit)= Xa,sinnt.
Supposons encore que f(¢) s’annule dans tout un intervalle
f(ty=0 (]t]<2)
En considérant deux suites { & faveco << 4<Z 2 (A =1,2,...),

ety telle que 2 7& converge, on peut alors écrire

k
~ Q
(3) v/ TR X ,-Za sinnf; = o.
i ,/ 4 ﬂ“ " 4
k= k=21 =

En posant

,

N\ .
i) = 2 Y sl
k=1
on peul aussy acrire

»

O

Z a,z(n)=o.
e

Considérons deox suites complémentaires d’entiers {n; | et} n;}
({n;! et {n;} forment ensemble la suite de tous les entiers positifs,
njZ n; quels que soient £ et j).

Supposons que a,:= 0 ({=1, 2, ...). On peul alors écrive

.

. Al
i S a,;9(nj)=o.
J

St la suite {n;) peut a son tour éwre subdivisée en deux
. P .o ’ e, ~
sutles {mp; ot {ln,/; caraclérisees par les proprietés suivantes :
— quelle que soit Tasuite Je, | (g,-==1, p=1.2, ...) on peut
déterminer les denx suites § ¢ f et Lyl de sorte que pour tout p
on il '

d .
c(my,) :z il £ 0,
k

-

le signe de o(mp) ¢tant celur deeg, et quel que soit ¢ on ait
w(m)) = o — alors tous les @, (p=1,2,...)sont nuls. En effet
tout (L,,,V snpp()sé non nnl‘ aurait fourni un terme a,,,Pq)(m,,) pusml,
les termes «,,, o(m))) étant nuls; Pégalité ne pourrait donc pas

m'y X ] g " l
avoir licu.,
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Considérons Uexemple trés simple suivant, qu'on pourrait qua-
Lfier de « Welerstrassien »,
. o Q .
Sitt) = zal, sinm”t .:}_‘v,,,p sinm/ ¢,
/)
on m estun entier (m > 1).
{
1]

Quelle que soit La suite J g, 1 (g,==2=1), en posant

i =
. tp== = (A )
ks A "
on a
AT P
() =N 4 Sin ).
) mk
On peut done écrire
» x
zemr) = ? ki mmr—k) = 2 Ek(::ml' —k) = I din T A,
T od 2k Py m r
k:ozy »1

ou

A, < ——sin
Y m?

Le signe de ¢ (m?”) est donc celui de €ppr- D’aprés ce qui précede
|avec m,=mr (p=1,2....):{n;l={m,|] on voit donc que

si f(t) =0 pour o<l < I‘l'l ou st seulement f,(¢)=o pour

m‘ (/. =1, 2, .. .)j, alors f,(¢) est identiquement nulle. 11

est évident que ce cas peul ainsi résulter des cas connus fort
simples.
En revenant a la série (2 et a Popération (3). on voit qu’il peut
¢tre avantageux de substituer dans cette derniére i la série
Svpsin(ten) Cidg <7 a),

s

Pintégrale / $(¢)sin(tn)dt et décrire
o
- x
~ .
Z/r,,/ bie)sinnt dl = o,
O
ne=|

X
les quantités[ Y(t)sinnt dt peavent dans la discusion qui
précéde jouer le cole des quanlltés o(n).

Or les exprc“wnsj $(¢)sinnt dt ne sont pas autres que les
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coefticients 3, dans le développement

Lit)~ X(a, cosnt + 3,8innt),

st Uon suppose que Y(t) = o lorsque a < t < 2.

On voit donc, d’aprés ce qui précéde. el en conservant les
notations expliquées. que si, chaque fois qu'on fixe un m, (de la
suite { n;}), il existe une fonction ¢(¢) jouissant des propriétés
suivantes :

v Yty o si aw f- am,
9o Lty - X(x,cosnt+ 3, sinnt)
avee
Sy, 0, "3,‘/. 0 (nj = my,)

(la suite i m, | est done composée d’un seul terme), on peut alors
affirmer que «,, == 0. Si cette détermination de §(¢) est possible
quel que soit U'enticr m, pris dans la suite | »; | on conclura que
tous les @, (j:=1.2....) sont nuls.

On constate d’aillears immédiatement que ce que nous venons
de dire revient a 'emploi de la formule de Parseval

b=
25

f SO L) dt =Zan 3.

Notre choix de la fonction 4(¢) nous a permis d’écrire

%
1 .
_/ /l/)J(/)II._: /‘ f(l)’.'_J(t)tlt:r(,,,ln‘a',,,l‘:()’
=J,

v

car
Jihvit) =o o< tziam) | f() =0, (0<tLa); () =0, (2 <t uxm))).

Si au licu de supposer que f(¢) s’annule dans l'intervalle (o, «)
a

(« fixe) on suppose seulement qucf |f(t)!|dt tend vers zéro Lrés
4
rapldemenl lorsque «->o0, et si chaque fois qu’on fixe m,, on

peut faire correspondre a chaque . une fonction §4(¢) jouissant,
en plus des propriétés dont jouissait Y(t), des propriétés sui-
vanles : En posant
Mg= Max | ¥a(t)]
0=’/;a
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[ Y2(t) s'annule pour 2 <<t <Zaxm] ('), ¢l en deslguant par B le

m

coefficient B,,, de Yu(t), la quantité M, f f(t)| de tend vers

0

zéro plus rapidement que 83 (lorsqu(' <>+ 0, m, fixe), — alors
on peut conclure de
I X
A = a5,
A .
que «w,, = o. )

La difficulté du probléme consiste précisément en la cons-
truction des fonctions Yy (t). — On voit maintenant que le lenime
suivant est utile pour démontrer le théoréme fondamental (dans le
Mémoire cité le lemme, comme le théoréme. sont démontrés dans
le cas le plus général).

Lemme (lemme IV du Mémoire). - Soit {n;} une suite
d’enticrs dont l'exposant de convergence est égal & o < 1. Soit
m un entier positif différent de tous les entiers n; (i =1, 2. ...),
et soient a et b deuxr nombres réels, non nuls tous les deux.
Soit, enfin. p une quantité telle que

g

P,?,

1—3g

Il existe, alors, une constante positive (0 > o) et une famille
de fonction Y,(t) jouissant pour o >>o, asses petit, des pro-
priétés suivantes :
Chaque fonction Y,(t) est définie dans U’intervalle (o, a)

elle y est continue et indéfiniment dérivable.

2° Yy (o)y=dJy () =0 (n=0, 1. ...).

30 En posant

Fa(t) = a(t)
lorsque o< t< a, et
Fa(t)y=0

lorsque x < t<am, et en écrivant

. \ .
Fyit) :Z(n‘l"’“ cosnt + Hi¥ sinnt) (b2 = 0),

n=u

(') Les coefficients de Fourier de cette fonction, d'indice n;(n; # m,),
(j =1, ...), sont nuls. Dans le cas que nous envisageons ici, c¢ sont les coeffi-
cients des sinus correspondant a ces indices qui sont nuls.
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on a
ag)a): {l‘}z’):.z /)‘IZ_'::_ O ( [ = I,2... .t)~
[ aal® + bbH% ! > a2,
/lu On a .

(Lot ea—p,

La démonstration de ce lemme est délicate.

Elle exige la connaissance de la théorie des fonctions quasi
analyliques, ou du moins du fait suivant de cette théorie : lorsque
les quantités m, tendent vers I'infini assez rapidement on peut
construire une fonction F(#) non identiquement nulle (<1< h)
indétiniment Jdérivable et telle que

[Fey <7 m, (n=o.1....). Fir(ay=F"by=0 (n=o0,1....),

(Vest par I'intermédiaire de ces fonctions, el en employant
quelques faits tieés de la théorie des fonctions entiéres qu’on
arrive a la construction des fonctions b, ().

La fonction F(¢), pour pouvoir sercir a la construction
de Y,(t) doit étre telle, que la suite m, ne tende pas trop
rapidement vers linfini cette rapidité de croissance de m, ne
pouvant pas. d’autre part, étre trop peti!v, pour que- cetle fonc-
tion F'(£) ne soit pas identiquement nulle, comme on le sait de la
théorie des fonctions quasi analytiques.

C’est cette circonstance limitant d’assez prés la rapidité de
la croissance de la suite m,, et ceci de deux cétés (croissance
pas trop rapide, ni trop lente), qui est la cause de I'ifipossibilité
d’améliorer le théoréme fondamental.

Cette exactitude du théoreme est contenue d’ailleurs dans la
seconde partie de son énoncé.

Ceci prouve que la méthode employce est tout a fait adaptée a
ce genre de questions.



