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SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES;

PAR M. H. KREBS.

(Suite.)

20. La transformation qui est définie par les relations (37)
et (38) sera maintenant l'objet de nos considérations. Nous avons
désigné pour abréger cette transformation par l'expression trans-
formation Ta;̂ .. Nous montrerons que cette transformation permet
de déduire en général d'une équation hyperbolique dont la solution
est de rang m 4- i par rapport à .r et de rang n 4- i par rapport à y
une équation hyperbolique dont la solution est de rang m -+• a par
rapport à «r et de rang n -4- 2 par rapport à y.

Nous changeons de fonction pour que l'élimination de u nous
donne une équation complètement linéaire. Pour arriver à ce
résultat nous poserons

(96) vf=^i^v'

Les relations qui définissent la transformation T^y deviennent
— x àvf ( y UtZi\ à u
(97) àx-^——)àxu^

(^\ àut (r ^ ul^t\ à u
(98) ày ^^^-rîày u,'

Pour démontrer notre proposition, nous considérons de nouveau
séparément les termes qui contiennent la fonction X et ceux qui
contiennent la fonction Y.

La valeur de la fonctiou U' est donnée par la relation

<„> u.-/(,,-"̂ (̂̂ )̂ .

Nous désignons par (U')a, l'ensemble des termes de la fonc-
tion U' qui sont formés avec la fonction arbitraire X et ses dérivées
et par (U')y l'ensemble des termes de la fonction U' qui sont
formés avec la fonction arbitraire Y et ses dérivées.
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Lorsque Pon remplace dans la relation (99) la fonction u par
P expression y (X), on obtient pour la valeur de (U').^.<,., .̂./(,,_^ ̂ .^ -^ ̂ .

La quantité sous le signe d'intégration peut être intégrée par
parties et Pon obtient pour la fonction (U').^. P expression„.,> „.•),»(. -^-^-f-îs ̂  (.-"^

4^(t•-'^)-"•'•^]-''•
Nous pouvons de nouveau appliquer le théorème de Darboux à

l'expression sous le signe d^intégration. Nous pouvons remplacer
dans la relation (73) u par X et v par -ï- — (t^— u—^- ) • La rela-
tion devient :

i <) /, M , Z i \ .. „ , „ r i à / M i Z i M
^^^-—^^^^^[^^^--r-)!

^^^JL^^-^)].àx [ î u^ àx \ a / J

La substitution de cette valeur dans la relation (ioi)nous donne
pour déterminer (U').^ Pexpression

(,„) <U,,,(,,-^)-B[x,,2;g(,,-^)]

_/-X^-î-(;,-ïA)']Aj " L^i ̂ \ 2 /J
^m^ ^^\_^^fw

( ^1 ^T \ ^ / ày Ut
à ^[^ î à f\ MiZi\"l j— — B X, — — i Ci — —— 1 ( } dy.

ày L M! ̂  \ •2 / J (

L^expression sous le signe d^intégration devant être une diffé-
rentielle exacte, on doit avoir

/ ,. à \ î à /. MiZi\1(I03) . ^d^^^^^)!'0-
(,0,) ^j/ffi^(ç^^)-^z^^)

^ f Mi oiy\ -2 / ày Ui
à \ î à ( UtZi\-])

— T- " | X, — — 1 ^i — ——— » 1 y == o.
ày L ^i ̂ \ 2 / J (
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Le polynôme g -1- j - ( s<— M2—) n'est pas nul en général,

comme on peut s'e.n rendre compte en calculant le coefficient du
terme qui présente la plus haute dérivée de X < .

Nous posons pour éviter le signe d'intégration par rapport à x

<•»" ^[^•-"^P-
La fonction (L)')a; a donc pour valeur, si nous substituons X à Xa,

nf_________X^_________ 1 à_ 1 M,Z,\-1
r i à i,—«,z,\-i' », àx^ ~r)}~"r i à i M,Z,\-I'
\^T^-—)\~ ^ ^ ^ - — ) ] ]

Nous calculerons maintenant la valeur de la fonction (U^y.
La valeur de (U')y s^obtient lorsque l'on remplace dans la rela*

lion (99) u par/<(Y). ISTous obtenons

„.> (.,̂ /(.- ̂  ̂ i^. "̂  ̂ ,.
Lorsque l'on intègre par parties, on obtient pour (U^r l'expres-

sion

cos) (.,=(.̂ )^D

-fV^^y-i^
^fim^^^^dy.

u, ()y\- 2 / •'

Lorsque l'on remplace dans la relation (74) " par Y et c par

l à /,. M | Z , \
^dy^^-r)'

on obtient l'expression

U^^^M^^1)]
. à (- l à 1 "iZ,\1
^Ty^V-^Ty^^——n'
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La valeur de (V)y est donc, lorsqu'on intègre par parties,

(,„) („.,,.. (,, ̂  î ) ̂  _ B, [,, ̂ 1 ̂  (,. , .^

-tV-?^'^-^^
-^B•^.L^(^^)]!<"

^[î^-"^-

La quantité sous le signe d'intégration étant une différentielle
exacte^ le théorème de Darboux nous donne les relations de
condition

(no) ^[U^^)]-
^ W^^)-^^

-^Y'^(^):lj-
La quantité g, [^ ̂  + "l̂ ĵ ne dépend donc pas de x et

l'on montrerait aisément qu'elle n'est pas nulle en général. Nous
posons donc

(ri.) Y^(^^)]^.

La relation (109) donne pour la quantité (U')^. lorsque l'on
remplace Ya par Y, l'expression

^^^fc^)^...^^ ..
^L^rfrV^-T^J

-Bi(-____-v_____ ' à (r ..u^zl\} y

i ï•[.±^( t- i i l£)]^>w^) ij•
Lorsque l'on remplace dans la relation (99) les valeurs de (V)^

et de (U'),. données par les relations (106) et (108), on obtient
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pour la fonction U' associée à l'équation (34) l'expression
Y y / • Y/

(n4) 17= ^l / " l x

. ï______Y:______^
f l ô i r ^n 1 \

1^[^^(Ç1- '-.-)J^
_____X;_______ ï à ( ^ u^\
\1, à_( u^\^ u, àxV •, ;
[u, ̂ sl <2 / J

^_______ _L ^ /. . ^Zi\
i^l^^/r.^^^^i^v1"4""^-^
^L^^A'1 2 /J

— X

—Y.

L'équation à laquelle satisfait la fonction U' s'obtient par l'éli-
mination de u entre les relations (97) et (98).

La valeur de U' donnée par la relation (ï i4) ne présente aucun
signe d'intégration.

La transformation T.r,y définie par les relations (97) et (98)
permet donc de déduire d'une équation hyperbolique intégrable
et de sa solution une autre équation hyperbolique intégrable et sa
solution. Lorsque l'on donne aux fonctions u^ et Z< diverses
valeurs, les transformations T^,y que l'on obtient ont différentes
formes et donnent des équations dont les propriétés diffèrent en
général.

21. Nous démontrerons que les transformations Ta.,y permettent
de déduire en général d'une équation hyperbolique intégrable dont
la solution est de rang m -|- ï par rapport à x est de rang/i + ï par
rapport à y une équation hyperbolique intégrable dont la solution
est de rang m 4- 2 par rapport à x et de rang 71+2 par rapport
ày.

La valeur de la fonction U' peut se mettre sous une forme
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beaucoup plus simple. Lorsque Von remplace dans les expressions

r i ô / ^ ^Zi \ - |
^^-——)\

[ - 1 à /, ^ ,Z , \1
-'•[^^("" - ~^~)r

^̂
J-

^
'̂

les dérivées —' et -̂ 1 par leurs valeurs données par les rela-ôx y r r

lions (35) et (36\ on obtient les égalités

( i i 5 »

( 116 )

,.[-1 <(:,-^)L:-^(».-^),
L ?/1 </r \ • > ' \ \ <^r /
r i ^ /. ^ ,Z i \ i /^z, \^ _.- ïi -+- — -- ^•i -— — az, ) •[ / / , </r \ •>. 7 | \^r /

La relation ( io3) est donc égale à celle que l'on déduit de la

relation (79^ en changeant le signe de ( (— — 6 Z ^ ) . La rela-
\ o x ]

lion ( i 10) est la même que la relation (85). Les considérations que
nous avons données sur les polynômes

-(T-"..) et /^Z1 7 ^A'i ( -r- — ^ Z i l\ ày )

dans l'étude des transformations T.̂  et Ty peuvent être utilisées
pour notre démonstration.

La valeur de la fonction L^ donnée par la relation (i i 4 ) est

^ / "77,—^ l 7 1 ~T<n

\ V^l--^)\ H../ ^z' '7^( , . -aZ.

Y'

- B

— B

Lorsque l'on remplace dans la valeur de u les fonctions X et Y
par l'un quelconque des ( m -4- ^ -(- i) couples de valeurs (J?<, y< ),
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(j^ya), . . . , (.rm+-/i-+-^ ym+n-n)î cette fonction u s'annule. Les
relations (97) et (98) nous montrent que, en négligeant une cons-
tante d'intégration, la fonction U' s'annule également pour ces
mêmes valeurs de X et de Y. Les relations (97) et (98) montrent
que la fonction U' s'annule encore lorsque l'on remplace u par u^.
La relation (117) montre de plus que la fonction u s ̂ annule
lorsque l'on remplace X par -4- i et Y par — i. Pour établir la
relation (117), nous avons supposé que le polynôme en X,

^ • ( ^ Z , — — ) et le polynôme en Y, g\(,~~—<ïL\ ) ne sont

( \rv v

pas nuls. Nous avons démontré pour le' polynôme gr^ — —aZi)
que ce n'est pas le cas en général.

Les considérations que nous avons données sur le polynôme

g\^— — ^ Z < ) peuvent s'appliquer avec de petites modifications
/ fVJ \

au polynôme g^ &Z^ — — ) • Lorsque la fonction Z< est nulle, la

fonction g^b'L^ — — ) qui est linéaire par rapport à 6Z< — —

s'annule aussi, et comme elle ne dépend pas de y, il suffit de rem-
placer dans cette fonction x^ par une des valeurs ^, ^2, . . . ,
Çw+/î4-4 ou par une combinaison linéaire de ces valeurs pour quelle
s'annule. Nous- pouvons représenter cette combinaison linéaire
des valeurs En Ça» • • • ? Çm-^»-^ par l'expression

( l l 8 ) Ç = ViÇi-hYiÇi-^. . .4-Ym-+-n-hlÇm+yi4-l ,

les quantités y < , fa, . . . » /m+n-n étant des constantes. Lorsque la
fonction X^ n'est pas égale à l'une des quantités Ci , Ça, . . ., î^n^.n-^-\

( \rv \

ou Ç, la fonction g 6 Z , — — ) n'est pas nulle et la valeur de

(U').y a bien la forme donnée par la relation (106). Nous pouvons
/ /V7 \

donner pour la fonction g\[——ûZ'<) la même conclusion.

Lorsque la valeur de la fonction Y^ n^est pas égale à l'une des quan-

( yj v

tités y ? , , r/2, . . ., Yîm-t-TM-i ou Y), la fonotion g^ — — aZ< ) n^est pas

nulle et la valeur (U')y a bien la forme donnée par la rela-
tion (i i3),

La conclusion qui résulte de ce qui précède est que lorsque les
quantités X< et Y^ que présente la fonction Z^ ont été choisies de

LXII. . 16
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manière que les fonc lions g^bîi\ — —) et g( — — aZ^ ) ne s ̂ an-

nulent pas, la fonction V s^annule pour m 4- n -t- 3 couples de
valeurs. La fonction i^ se déduit de la fonction u en donnant une
valeur particulière aux fonctions X et Y et que nous désignerons
par X2 et Yg. Les valeurs des m + n 4- 3 couples de fonctions pour
lesquels s^annule la fonction U' sont (d^, y^ ), (^3, y2)» • • • ?
(^m-^+i » Vm+n.+.i )» (Xa, Ya ) et (-(- i, — i ). La fonction IP est donc
de rang m 4- a par rapport à ;r et de rang 71+2 par rapport à y
en général.

22. Les transformations T.r^y permettent aussi de construire
toutes les équations hyperboliques intégrables et leurs solutions
en partant de la plus simple d'entre elles. Pour démontrer cette
proposition, il faut prouver que ces transformations permettent
aussi de déduire d^une équation hyperbolique intégrable et de sa
solution de rang m -4- i par rapport à a? et de rang n 4- i par rap-
port à y une autre équation hyperbolique dont la solution est de
rang m par rapport à x et de rang n par rapport à y.

Pour simplifier Récriture et par conséquent la démonstration de
cette proposition fondamentale nous poserons

( 1 1 9 ) ^Zi-^)=^(.r).

( \rj \

La fonction g\ — — o^\ ) a déjà été^ posée égale à +(y ) par la
relation (o4) •

Ces changements de notation donnent pour la fonction U une
expression commode pour la démonstration.

La valeur de U' donnée par les relations (102) et (109) est donc,
lorsque Pon tient compte des relations ( i o4 ) et ( 111 ) qui permettent
de simplifier les valeurs (U')J? et de (U')y,

(120) U'=^-^[/(X)-/,(Y)]-B(x^Z,-gL)-B,(Y,^-aZ,)

~yV(^)X^-y^(y)Yrfr.

La fonction Z< peut être choisie de manière que Pon ait
l'équation
(121) ^(^)==0.
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La valeur de la fonction Y< que présente la fonction Z^ est donc
l'une des valeurs que donne la relation (95). Pour simplifier on
supposera que Y^ a précisément la valeur donnée par cette relation
dans laquelle les constantes (3<, pa? • • • ? Pm-+-n+i ont des valeurs
bien déterminées.

La valeur de Y^ peut être supposée nulle sans que la valeur de
Zi soit changée à condition de remplacer X^ et Y^ par

«
Xi — pi ci — p'2 Ç2 —? — P/7Z-(-^-+-1 ^m-\-n^\ ?

YI — pi YI — ?2Ï2—? — Pm-+-n-h1 Y/n-(-"-+-l •

Lorsque l'on suppose que la fonction X est égale à X^ et que la
fonction Y est nulle, la fonction U' prend une valeur que Fon peut
désigner par (U')x^ et qui est

(122) (U')x^=^(Sl-^)/(XO

-B(x,, 6z,-^)-yV(xox^.

Les valeurs des fonctions Xa et Ya que présente la fonction u^
peuvent être prises égales à X< et à o. La valeur de la fonction u,
devient égale à la valeur particulière/(X^ de u. Les relations (97)
et (98) montrent que la valeur particulière (U')x^ de U7 est cons-
tante. La relation (78) dans laquelle on remplace u par X< et v

par — — ( Ci — —1—l ) et la relation (io4) permettent de vérifier

cette propriété de la fonction LK. Nous supposerons que lorsque la
fonction u devient égale à ï^, la valeur de U' est nulle. La cons-
tante d4ntégration que donne le calcul de U' est donc supposée
nulle. Lorsque Pon tient compte de ces valeurs particulières des
fonctions et de la valeur correspondante de U', la relation (122)
donne Pexpression

(123) Ç, - zllJ^X^ - B (Xi, 6Z,- ̂ -y\,(X,)X, dx == o.

Nous supposerons maintenant que la fonction X^ satisfait à
Inéquation
(124 ) ® i ( X i ) = = o .

La fonction X< a la forme donnée par la relation (i 18). Le terme
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que présente la fonction D soas un signe d'intégration disparaît.
La fonction U' est de rang m -4- i par rapport à x comme la fonc-
tion U.

Le rang de la fonction U' par rapport à x peut devenir égal à m.
Pour démontrer cette propriété de U7 nous remarquerons d'abord
que la relation (ia3) devient, lorsque satisfait à X< l'équation (124).
simplement

,,_^-B(X, ,„,-•§)»..

Des considérations précédentes il résulte de plus que pour rendre
le rang de la fonction U' par rapport à x égal à w, la fonction X
doit être remplacée par l'expression

Kï i— pi)Sl-^(72— ?2)Sa-+-- • --^- (Tw+n+1— ^m+n-+-i)îm-^-n+l] j X d.r.

La relation ( l a S ) montre que le terme de U' qui présente la
fonction X sous un signe d'intégration disparaît.

Par des considérations semblables aux précédentes, on montre-
rait que le rang de la fonction U' par rapport à y devient égal à ri
lorsque l'on remplace la fonction Y par l'expression

[C pi— yi )-ni -+- (po -»- ïs)7)^"4"- • •-^- (P/«4-//-t-i— y/M^4-l)^rï/n-^-^-^-lJ f Y dy.

Les propriétés précédentes permettent de déduire pour les équa-
tions hyperboliques de nombreuses conséquences.

23. La propriété que nous obtenons d'abord est que par une
transformation Tr^. nous pouvons déduire d'une équation hyper-
bolique intégrable et de sa solution de rang m -4- i par rapport à x
et de rang n -}- i par rapport à y une autre équation hyperbolique
dont la solution est de rang m par rapport à x et de rang n par
rapport à y . Les transformations Ty^ permettent de ramener
toutes les équations hyperboliques à la plus simple d'entre elles.

La conséquence de cette propriété fondamentale est que les trans-
formations T^y permettent de construire toutes les équations
hyperboliques intégrables et leurs solutions en partant de la plus
simple d'entre elles et de sa solution. Les propositions que nous
avons données montrent que les procédés pour construire ces équa-
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lions hyperboliques intégrables et leurs solutions sont nombreux.
Lorsque Pon part par exemple de Inéquation hyperbolique la plus
simple et de sa solution, Inapplication de transformations T.v,y
générales permet de construire les équations hyperboliques aux-
quelles correspondent des suites impaires et leurs solutions.

La construction des équations hyperboliques auxquelles corres-
pondent des suites paires pourra se faire en partant de inéquation
générale à laquelle correspond une suite de deux équations et de
sa solution. Des transformations Ty^. générales permettront de
déduire de cette équation et de sa solution les équations hyperbo-
liques auxquelles correspondent des suites paires et leurs solu-
tions.

Par inapplication de ces transformations T^y générales, on
obtiendra des équations hyperboliques auxquelles correspondent
des suites impaires et dont les solutions sont de même rang par
rapport à x et par rapport à y, ainsi que des équations hyperbo-
liqueâ auxquelles correspondent des suites paires et dont les solu-
tions ont des rangs par rapport à x et par rapport à y qui différent
d^une unité. Les équations hyperboliques dont les solutions n^ont
pas le même rang par rapport à a? et par rapport à y ou dont les rangs
par rapport à x et par rapport à y diffèrent de plus d'une unité
pourront être déduites de celles obtenues par des transformations
T^y générales par inapplication de transformation T^y parti-
culières. Les considérations précédentes montrent que les trans-
formations T.r,y permettent de construire les équations hyper-
boliques intégrables et leurs solutions par plusieurs procédés.

24. Les transformations que nous avons étudiées permettent de
construire les équations hyperboliques et leurs solutions en les
déduisant de la plus simple d^ontre elles et de sa solution
de plusieurs manières différentes. Les transformations Ta., Ty
et TX^J- peuvent être employées seules, ou combinées les unes avec
les autres. Ces transformations peuvent ainsi être combinées avec
des transformations de Laplace qui conservent le nombre caracté-
ristique des équations constant.

Nous ne donnerons dans ce Mémoire que les propriétés fonda-
mentales de nos transformations.

La formule (90) montre que lorsque le nombre caractéristique

16»
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de Inéquation (34 ) est m + /i, la solution générale de cette équation
est formée au moyen de m -4- n -|- i couples de fonctions arbi-
traires (^ ,yi) , (^2 ,^2)? • • . ? (^m+7i-+-iî ym+n+\)' Ces fonctions
permettent aussi de former l'équation (34). Nous désignerons les
fonctions x^^ x^ . . ., Xm+n^\ et y ̂  y 3, . . ., ym+n+i que présente
une équation hyperbolique et sa solution par l'expression « fonc-
tions composantes ».

Le nombre des fonctions composantes d'une équation hyperbo-
lique et de sa solution est donc étroitement relié au nombre carac-
téristique de l'équation. Lorsque le nombre caractéristique aug-
mente d'une unité le nombre des fonctions composantes de l'équa-
tion hyperbolique correspondante et de sa solution augmente de
deux unités. Cette remarque nous permet de vérifier indirectement
que nos transformations permettent de construire toutes les équa-
tions hyperboliques et leurs solutions en partant de la plus simple
d'entre elles.

Lorsque l'on considère par exemple les transformations Ty etTy,
les relations (61) et (6a) et les relations (4 1) et (42) q111 Ie8 défi-
nissent présentent la solution Z< de l'équation adjointe de l'équa-
tion (34). Cette solution Z^ présente en général les nouvelles fonc-
tions arbitraires X^ e t Y ^ . Les équations déduites de l'équation (34)
par l'application des transformations Ty et Ty et dont le nombre
caractéristique a augmenté en général d'une unité, présentent,
ainsi que leurs solutions, les deux fonctions composantes nou-
velles Xi et Y < . Les considérations précédentes montrent que ces
transformations permettent de construire toutes les équations
hyperboliques intégrables et leurs solutions,

Des considérations semblables peuvent être faites sur les trans-
formations T^y définies par les relations (97) et (98). Ces rela-
tions sont formées au moyen des fonctions u\ et Z^ qui présentent
les fonctions arbitraires X o ^ Y g et X^ ,Yi . Les transformations T^y
permettent de déduire d'une équation hyperbolique et de sa
solution une autre équation hyperbolique dont le nombre carac-
téristique est augmenté de deux unités en général. Le nombre des
fonctions composantes que présentent la nouvelle équation et sa
solution données par la transformation T;r,r est augmenté de
quatre eu général. Les relations (97) et (98) présentent précisé-
ment les quatre fonctions composantes nouvelles X, , Y< et X^, Y.j
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nécessaires pour que Inéquation donnée par la transformation T^j
et sa solution soient générales. Ces considérations confirment la
proposition suivant laquelle les transformations T./^y permettent de
construire toutes les équations hyperboliques intégrables et leurs
solutions en partant de la plus simple d'entre elles et de sa solution.

Lorsque le nombre caractéristique d'une équation hyperbolique
est m 4- 7i, le nombre des fonctions composantes de cette équation
et de sa solution est en générai 2(/n-+- n -4- i). Ce nombre peut
cependant être diminué de deux unités lorsque l'on suppose que
les fonctions d'un des couples de fonctions qui servent à construire
l'équation et sa solution sont égales à l'unité positive ou négative.
Pour cela on peut supposer par exemple que l'on ait divisé
les fonctions x^ j^, . . . , ^m^n^.\ par l'une d'elles, par x^ par
exemple, et que l'on ait divisé de même les fonctions y^, y2, . . .,
ym-t-n-^ par l'une d'elles, par y ^ par exemple. Les équations
hyperboliques et leurs solutions que l'on obtiendra par l'applica-
tion des transformations Ty, Ty et T:v,y et dont le nombre carac-
téristique est m 4- n présenteront alors en général 2 (m -{-n)
fonctions composantes. Le nombre des fonctions composantes
peut être encore diminué de deux unités si l'on prend deux des
rapports des fonctions composantes précédents, par exemple —2

et ^» pour variables indépendantes x et y. Les autres rapports
des fonctions composantes pourront être désignés par x^ x^^ . . . .
^m+n-\ et par y ^ , ys, .... ym+n-i.

25. Des considérations semblables à celles que nous avons
données pour la transformation Tr,r définie par les relations (97)
et (98) peuvent être faites sur la transformation Ty^ définie par
les relations (49) et (5o). La transformation T.r,y définie par les
relations (49) et (5o) permet de construire toutes les équations
hyperboliques intégrables et leurs solutions en par tant de l'équation
hyperbolique la plus simple et de sa solution. Le raisonnement est
si semblable à celui que nous avons donné pour démontrer cette
proposition pour la transformation Ty^y définie par les rela-
tions (97) et (98), que nous ne le donnerons pas pour éviter
les répétitions.

Par la permutation des variables x et y, on peut déduire de
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Inéquation (34) une autre transformation T^y et qui peut être
définie par les relations

(»6) ^ ( ç ^ ^ z , ) - ^ " ,
<)x ' àx u\
à\] ^ à u{ 1 2 7 ) — = Ç i — —.
c^ d'y MI

26. Les résultats que nous avons exposés seront mieux compris
lorsque des applications en auront été données. Nous considérerons
l'équation hyperbolique la plus simple et sa solution :

^u __
àx ày

u = X-h Y.

Nous déduisons de cette équation et de sa solution une autre
^quation hyperbolique et sa solution par Inapplication d^une
transformation Ty définie par les relations (61) et (62). Les
équations de la transformation peuvent s'écrire

ir28) <)u =(Xi-hYi)X',

< i29 ) ^ =Y',(X+Y).

Ces relations donnent pour la fonction U cherchée en négli-
geant une constante d^intégration Pexpression

U = ( X i - h Y i ) X - fx ,X^-h Ç\\\ dy.

Les intégrales peuvent être évitées en posant

X / ,X=X3,

Y ^ Y ^ Y ^ .

La substitution des valeurs de X et de Y dans la valeur de U
donne, lorsque l'on remplace Xa par X et Ya par Y, Pexpression

^i3o) U ̂ X i -hYO^—X-hY.
A. i

27. La dérivation de la relation (128) par rapport à y permet
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d'éliminer la fonction arbitraire X et l'on obtient pour Inéquation
satisfaite par la fonction U l'expression

/ •? ^ f)eiv ^\ ^L
(131) — _ —__ = o.

</y (̂  X i -+- ^ i </r

Pour continuer l'application de la méthode et retrouver des
résultats connus, nous changerons de fonction et nous poserons

(132) L\=-——X—^J.
Ai -+- Y I

La substitution de la valeur de U dans les relations ( i3o)
et ( i3i) nous donne pour la valeur de la fonction U, et pour
1/équation à laquelle elle satisfait les expressions

. _ y - X ^ X - Y ) X'
^130 ) 11 i — ———————————— —— ——— »

X^Y, ^x.

^Ui i à __^_rAJi x,r_
( I34} -ô^ày ~ 1 ̂  ̂ (X.+Y,)9- ~ày "(X^Y,)-^' =' ( )-

Lorsque Pon remplace dans ces relations \\ par — \ < , on
obtient l'équation hyperbolique à laquelle correspond une suite
de deux. équations avec sa solution et que nous avons données
dans notre Thèse de doctorat.

28. Dans le but d'obtenir des résultats sous une forme plus
symétrique, nous changerons de notation et nous remplacerons Ui
par u et Y^ par — Y , dans les relations (i33) et (i34). L'équation
hyperbolique et sa solution deviennent

.... ir-u l <) , X', au X'.Y'i
(I3Ô) JTTy - •; ̂ (X.-Y^ à-y ̂  rX^YTT- ' =: 0?

•-^^-'-^
L'équation adjointe à l'équation (i 35) et sa solution sont

/ 3 , <^Z i à , X, àZ
(I37) •^Tv -^ S ̂ (X^YO2 ày == oî

z--^(^-^)•
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Les solutions des équations (i35) et ( iS^) sont reliées entre
elles par la relation

( X , — Y i ) ^ ou
(i39) Z=

X, Y , ^y

Le facteur qui multiplie ,- dans cette relation est égal à l'inverse

du coefficient de u dans l'équation (i35). Cette propriété est
générale pour les équations hyperboliques qui ont leurs invariants
égaux à l'ordre près et qui sont mises sous la forme réduite pro-
posée.

La transformation que nous appliquerons à l'équation ( i35)
pour donner une autre application de nos résultats est une trans-
formation T,r,r définie par les relations (49) et (5o). Ces rela-
tions présentent une valeur particulière de la fonction Ç associée
à l'équation adjointe ( i S " ] ) et qui est définie par les expres-
sions (4°) ^ t (4^)- Les valeurs particulières des fonctions arbi-
traires des solutions particulières u^ et Zi ne peuvent pas être
supposées égales à X,i et à Y < , car nous aurions les solutions banales
zéro. Les valeurs particulières des fonctions u et Z seront suppo-
sées égales respectivement à

(140)

04i)

_ yX,(X,-Y,) X,
/,,_ —^-=~Y;—~~X^

y - - ^—Y^ l^-^_ Y. \
~V^VX7"=~Y~Y^'

La valeur particulière Ci de la fonction Ç correspondant aux
valeurs particulières u\ et Zi de u et de Z est

(14-2) ^--^^(X3-Y,)-4-r^x,^-fpY3<r.

Lorsque les fonctions X.^ et Y^ sont égales aux fonctions Xs
et Ya, la valeur de ^ est

/ r^ y (x,—Y.,)9- r(^2)2 r^'.r- ,
(i43) ..——-XT^-YT-^J -X^-^-J-Y-^

La fonction ^ donnée par la relation ( i4^) satisfait à l'équa-
tion (56) qui n'est pas linéaire.

Lorsque les fonctions X3 et ¥3 sont différentes des fonctions Xa
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et ¥3, on peut faire disparaître les signes d'intégration de l'expres-
sion de Ç < . Par des intégrations par parties, on obtient

/X,-Y, Xa\ r(^\\ ^
^-{x^^-x^-J (^J^^

/X ,—Y2 Y^,. r/Y,V,, ,+(x7^-r:)^ : i+/(^)YS^•

Les signes d'intégration peuvent être évités en posant

(144) X^-f—,,

(îû
(145) Y 3 = — — — — .

(vî)
La valeur de la fonction Ç, lorsque l'on remplace les fonc-

tions Xa et Ya par ces valeurs et que Pon remplace dans l'expres-
sion obtenue X,̂  et Y,, par X3 et ¥3 est

/,/fi\ r — /^2— Yg X Q Y X^ /XÇ—YÎ Y^X Y^
(146) - —[x^Y—^) TX^ + X3+ Ix^r^-Y'.; TY^ + Y;"

Vx7; (.Y7,;

Les relations (49) et (5o) donnent en général lorsque l'on rem-

place l'expression ^^-u- — U ) par U,

(i4;) V=.-———f-
MiyX, A^

X,
, ( g' r_' / x. x-j . , ,j», à xn

( ^^^LXi -Y tVXi -Y , • ^X , ) ^^ «, ^ ^^'^X^J

+.-<^^—^I^-^VMIV/X,^ X,
x,

-+-X--L(Ç,-».Zi)————^————^'-Y.
(X.-Y,)(^)

Les valeurs des fonctions u^, Z^ et Ci sont données par les rela-
tions ( i4o) , ( i 4 i ) e t ( i 4 2 ) .

La fonction U que Von obtient par le calcul de l'expression (147)
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satisfait à Inéquation

/ / ^ àv ;i-mZi ^log;, âV Ïi ^ , ., y ^L
(ï48) -—— -4- ————„—— ————— — — ——TT T~ ̂ (^l — Mi Zi )— = u.v àx ày MiZi ày ôx u^Zi àx "v ' àv

Les relations (147) et ( i48) sont générales et l'on peut en
déduire toutes les équations hyperboliques et leurs solutions
lorsque le rang de ces solutions est 2 par rapport à la variable x
et i par rapport à la variable y.

Lorsque les fonctions X.3 et Y:i sont différentes des fonctions X^
et Yo, le changement de fonctions défini par les relations ( i 44 )
et ( i45) donne pour l'équation hyperbolique et sa solution des
expressions qui ne présentent pas de signes d'intégration.

Lorsque l'on suppose que les fonctions'Xâ et Y 3 sont égales
aux fonctions Xa et Ya, les relations (147) et ( i48) donnent les
équations hyperboliques auxquelles correspond une suite de quatre
équations et qui ont leurs invariants égaux à l'ordre près. Les
équations hyperboliques auxquelles correspondent des suites com-
prenant un nombre pair d'équations et qui ont leurs invariants
égaux à l'ordre près sont étudiées dans notre Thèse de doctorat.

29. Les équations et leurs solutions obtenues peuvent être
interprétées géométriquement très aisément.

L'équation (34) peut être considérée comme celle d'un réseau u
et l'on peut faire correspondre à ce réseau une congruence con-
juguée dont les foyers U et Ui sont définis par les systèmes
d'équations (43) et (44)? (61) et (62). Les fonctions U et Ui que
nous avons obtenues sont donc les coordonnées de ces foyers. Les
transformations Ty et Tr permettent de passer du point u aux
points U et U< qui décrivent les surfaces focales de la congruence
conjuguée au réseau (u). Puisque les expressions qui définissent
les fonctions U e tUi sont des différentielles exactes lorsque l'équa-
tion qui détermine la fonction u estinlégrable, par des applications
consécutives des transformations T,. et Ty, on obtiendra donc des
séries illimitées de surfaces qui sont de plus en plus compliquées.

30. Les problèmes que l'on peut se poser sur les équations
hyperboliques et que permet de résoudre la théorie exposée sont
très nombreux. Par exemple lorsque Pon veut construire les équa-
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lions dont les invariants possèdent certaines propriétés, on cher-
chera la plus simple équation possédant les propriétés données
et sa solution générale, si elle existe réellement. Des applications
successives des transformations Ta, Ty et Tx,y permettront ensuite
de déduire de cette équation et de sa solution d'autres équa-
tions et leurs solutions. Pour que les nouvelles équations obtenues
possèdent les mêmes propriétés que l'équation primitive, on
pourra chercher à choisir les valeurs des fonctions u\ et Zi de
manière que les formules de transformation donnent directement
des équations ayant les propriétés données. Lorsque la détermina-
tion des valeurs convenables des fonctions u^ et Z< présentera trop
de difficulté, on choisira les valeurs des nouvelles fonctions com-
posantes que présentent les équations obtenues de manière que ces
équations possèdent les propriétés données.

31. La comparaison de la théorie exposée des équations hyper-
boliques avec celle que Darboux a donnée dans son grand ouvrage
sur la théorie des surfaces conduit à plusieurs remarques. Le
principal avantage de la théorie de Darboux est quelle permet de
construire directement les équations générales hyperboliques de
chaque ordre ainsi que leurs solutions. La formation des équa-
tions nécessite le calcul de déterminants qui devient assez rapide-
ment compliqué. La méthode de Darboux est aussi applicable
pour la formation des équations qui ont leurs invariants égaux. La
construction d'autres équations hyperboliques qui ont des pro-
priétés particulières données est par contre pour ainsi dire impos-
sible par cette méthode.

La méthode de Darboux ne permet pas par exemple de cons-
truire en général les équations hyperboliques qui ont leurs inva-
riants égaux à l'ordre prés et auxquelles correspondent un nombre
pair d'équations, ainsi que nous l'avons montré dans la première
Partie de notre Thèse de doctorat (Paris, 1925). Ce procédé ne
permet de construire que la plus simple de ces équations, celle
à laquelle correspond une suite de deux équations et que nous
avons d'ailleurs obtenue directement par un autre procédé. De
plus la méthode de Darboux ne permet pas de relier les équations
les unes aux autres. Notre méthode ne permet pas de construire
directement les équations d'un ordre quelconque. Par contre elle
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permet de les déduire les unes des autres ainsi que leurs solutions
en partant de la plus simple d^entre elles et de sa solution.

La méthode de construction des équations intégrables qui a été
exposée permet d^utiliser les calculs-faits pour construire les équa-
tions de rang supérieur. De toute équation hyperbolique intégrable,
les transformations données permettent d^en déduire des suites
illimitées de nouvelles équations qui sont toutes intégrables et leurs
solutions. Les équations obtenues par la méthode de Darboux et
leurs solutions pourront en particulier être déduites les unes des
autres par les transformations données.

Nous concluons par ces considérations générales notre étude
des équations hyperboliques intégrables et ce Mémoire.

ERRATA.

Pages 121 et 122, remplacer les fonctions z et ^^ par les fonctions Z et Z^.

Page 129, ligne 17, au lieu de -L» lire —.

Page i38, ligne 2, depuis le bas, au lieu de m -+- a, lire m -t- 2.

Page 189, ligne 9, au lieu de n -+- a, lire n -h 2.


